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Résumeé

Dans notre mémoire, nous avons commencé par une synthése du travail de D.Dhaigude
et B. Rizqan article [8] qui traite un probléme fractionnaire non linéaire de
Reimann-Liouville avec une condition intégrale aux limites dont I’étude de ’existence de
la solution est basée sur la méthode monotone. 1'objectif de notre travail est d’exploiter
cette méthode, en considérant un nouveau probleme fractionnaire non-linéaire de
Reimann-Liouville d’ordre 1 < v < 2 avec deux conditions aux limites constantes
(probleme non étudié au paravant). On étudie I'existence de la solution dans I'espace
des fonctions continues avec poids.

Nous établissons d’abord un nouveau principe de comparaison qui est I'outil crucial
dans notre analyse. Ensuite, nous montrons l’existence des solutions extremums de
notre probleme en utilisant la technique itérative monotone et la méthode de sous et sur

solutions. On achéve le travail par un exemple illustrant les résultats obtenus.
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0.1. Introduction 1

0.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui étudie les propriétés des
dérivées et des intégrales d’ordre non entier (appelés dérivées et intégrales fractionnaires).
En particulier, cette discipline implique des méthodes de résolution des équations differ-

entielles a dérivée fractionnaire de l'inconnue.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier remonte son début a la fin de année 1695

quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant sur la signification
mn

Yy . , , .
de — lorsque n = 3 Leibniz, dans sa réponse, voulut engager une réflexion sur une
x
possible théorie de la dérivation non entiere, et a écrit a L’Hospital : ... cela conduirait
a un paradoxe a partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles”. Il a fallu

attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premieres ”conséquences utiles”.

La premiere tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fraction-
naire est du a Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle
de Liouville, et c¢’est depuis qu’elle porte le nom ” Approche de Riemann-Liouville”. Plus
tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de
Weyl et de Caputo voir [11].

A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est
pour cette raison qu’elle a été considérée comme abstraite ne contenant que des manip-
ulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures
a des applications, a commencé a voir le jour depuis les années 1990, ou les équations
différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique,
I'ingénierie, la biologie, la mécanique....

Par exemple : les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement dans le modele
mathématique de la visco-élasticité des matieres, les problemes électromagnétiques peu-
vent étre décrits en utilisant les équations intégro-différentiels fractionnaires. En biologie,
ils a été déduit que les membranes de cellules d’organisme biologique ont la conductance
électrique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en groupe de modeéles d’ordre non entier
et en économie, quelques systemes de la finance peuvent afficher une dynamique d’ordre
fractionnaire. D’ou l'intérét particulier porté sur le calcul et 'analyse fractionnaire pen-

dent ces dernieres décennies.

La méthode monotone combinée a la méthode de sous et sur solution est un outil puissant
dans I’étude de l'existence de solutions de problemes differentiels d’ordre fractionnaire.
Cabada, A. Habvets, P.Lois et Cabada, A., Sanchez [2] 3] ont développé la méthode mono-
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0.1. Introduction 2

tone pour des équations différentielles ordinaires (probléme de Neumann).

La méthode monotone pour des équations différentielles fractionnaires de Caputo d’ordre
0 < a <2 a été exploitée dans [1, 9] 19} 20, 21].

L’existence et 'unicité de la solution des équations différentielles fractionnaires de Riemann-
Liouville avec des conditions aux limites intégrales sont également étudiées par Nanware
et Dhaigude dans [14] [15] [16], [17].

Recemment, Bo. Tang , Jing Zhao et Zhenhai Liu [20] ont étudié I'existence de solutions
pour un problleme de Riemann-Liouville avec deux conditions aux limites en utilisant la

méthode monotone combinée avec la méthode de sous et sur solution.

Motivée par ce dernier travail, dans le cadre de ce mémoire nous proposons une étude assez
exhausive de 'existence de solutions de problemes de Riemann-Liouville via la méthode

monotone.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.
I’étude se veut assez détaillée dans le chapitre 2, le chapitre 1 étant introductif. Dans le
chapitr 3, on établit I'existence d’un autre probleme de Riemann-Liouville mais avec deux

conditions aux limites constantes , toujours en utilisant la méthode monotone.

1. Premier chapitre : étant introductif dans lequel nous rappelons les définitions et

quelques résultats de base utiles dans la suite du travail.

2. Deuxieme chapitre : est destiné a une étude plus complete du probleme fractionnaire

de Riemann et Liouville avec une condition intégrale au bord suivant

D& ut) = f(tut),u(@t), teJ=1[0,T],T >0

u(0) = )\/OT u(s)ds + d, deR, 01)

ol feC(JxRER)et € C(J,J),0t) <tetteJ, A>0et0<a<]l.

Dg, est la dérivée fractionnaire au sens de Reimann-liouville d’ordre a.

3. Troisieme chapitre : on utilise la méthode monotone combinée a la méthode de sous

et sur solution pour établir 'existence d'un probleme fractionnaire de Reimann-
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0.1. Introduction 3

Liouville avec deux conditions aux limites

(Deu(t) = f(t,ult),u(@(t)), teJ=/(ab)

]2_O‘u(t)|t:a = A,

u(b) = B.

Ou, feC(JxR?), 1 <a<2, A BeR, D* et I>~* sont respectivement la dérivée

et 'intégrale fractionnaire au sens de Reimann-liouville d’ordre « et d’ordre 2 — «.

Finalement, nous illustrons les résultats obtenus par un exemple.

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



Chapter 1

Préliminaires et rappels de calcul

fractionnaire

Ce chapitre est introductif dans lequel on rappelle des notions et des résultats fondamen-
taux de la théorie de calcul fractionnaire et de I'analyse fonctionnelle qui représentent des

outils indispensables dans la suite de notre travail.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions absolument continues

Définition 1.1 Soit [a, b] un intervalle fini et soit AC|[a, b] 'espace des fonctions f absol-

ument continues dans [a, b]. Pour n € N, on note par AC"|a, b] 'espace défini par

AC"[a,b] = {f : [a,b] = R, tq f" *(z) € AC([a,b])}. (1.1)

1.1.2 Espaces des fonctions continues avec poids

Définition 1.2 Soit (0 < p < 1), on appelle espace des fonctions f continues avec poids
dans [to, T] noté par C,([to, T'],R) 'espace des fonctions f € C([ty, T] défini par

Cyl[to, T) = {f € C([to, T, R), tq f(t)(t —to)" € C([to, T],R)} (1.2)
If@®)lle, = It =t0)"f@)lle avee [If(B)llc = max | f(E) - (1.3)

En particulier Cy([a,b]) = C([a, b]).
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1.2 Définitions de base dans le calcul fractionnaire

1.2.1 fonctions spéciales
La fonction Gamma

une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler, qui

généralise factoriel n (n!).

Définition 1.3 [11] [12] La fonction Gamma est définie par 'intégrale

['(2) :/ t*leldt, z€C, R(z)>0. (1.4)
0

Propriétés de la fonction Gamma

e ['(2) est une fonction monotone est strictement décroissante pour
0<z<1.

o I'(z+1)=2I(z), z€C.

e Pourne N, I'(n+1)=nl

1 V7(2n!)
3) = Tomp M EN

° F(g) = ("_,3!!1‘/’? ou n!! est le factoriel double

n(n—2)...5.3.1, n impair
n!l=<{nn—2)...6.4.2, n pair
1 n=0,-1.

Y
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1.2. Définitions de base dans le calcul fractionnaire 6

e T(G)=-27,  T(3)=v7
() =3vE T()=3vA

La fonction Béta

La fonction Béta est un type d’int égrale d’Euler donn ée par la d éfinition suivante

Définition 1.4 [I1] [12] La fonction Béta est définie par I'intégrale suivant

5(z,w):/0 =1 — ). (1.5)

ou zw e C, avec R(z) >0, R(w) >0

Propriétés de la fonction Béta

o B(z,w) = p(w,z), R(z) >0, R(w) >0
e f(z,w)=p(z+1L,w)+ p(z,w+1), R(z) >0, R(w) >0

. B(2.1) = % R(2) > 0.

o B(z,w+1) = %5(2 +1,w), R(2) > 0, R(w) > 0.

L'(z)I'(w)

o [(z,w) = TGrw)

1.2.2 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.5 [I1] La fonction Mittag-Leffler d’'un parametre est définie par

C >0
%Fkoﬁ—l zel, a

Définition 1.6 [I1] La fonction Mittag-Leffler de deux parameétres est définie par

,2z€C, a>0, g>0.

Mg

kZOI’ka—kﬂ
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1.3. Calcul fractionnaire 7

Remarque 1.1 E 4( Z Z
prd IN¢ k; +1) e~

1.3 Calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrale fractionnaire

Définition 1.7 [I1] Soit f : [a,b) — R une fonction continue, 'intégrale fractionnaire

de f est donnée par

I"f(x / d:cl/ dxg - - / 1daznzﬁ/j(a:—s)”1f(3)al5, n € N*.

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.8 [I1I] L’ intégrale de Riemann-Liouville d'une fonction f continue d’ordre

a > 0, noté I*f(t) est défini par

1/ -
)/G(t—s) f(s)ds. (1.6)

I3 f(t) “ T

Propriétés

o Poura, f € R, I(IPf) = I3+ f = I(I).
o Linéairité : IS(Af(t) + png(t)) = M f(t) + pllg(t).
o lim I27(0) = 1)

1
e [’ intégrale fractionnaire de Reimann-Liouville d’ordre oo = 3 de quelques fonctions

t 4¢3/ \/

LPc = 20\/j; (C constante), I0/%t = —— I3/ = 3 I =
T 3T

[(a + 1)te+1/2

> 1.
T(a+3/2) "

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



1.3. Calcul fractionnaire 8

1.3.3 Dérivée fractionnaires
Dérivée fractionnaire au sens de Reimann-liouville

Définition 1.9 Pour a > 0 et n € N* tel que n —1 < a < n. La dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o d’une fonction f : [a,b] — R est définie

D= () s =t (5) [emar e soa o

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville & droite d’ordre « de la fonction f

par

est définie par

ppse = (2) s =t () [t o

Remarque 1.2 Dans ce qui suit, nous considérons que la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville & droite.

Propriétés

e Linéarité
Dg (Af(8) + ng(t)) = ADg, f(t) + pDg g(t). (1.9)

e En général on a
D3 (Day f)(t) # Di(Dg, f)(E) # Dt f (1) (1.10)

e La dérivée fractionnaire séquentielle de Riemann-Liouville de la fonction f(¢) d’ordre
ka, 0 < a < 1 est définie par

D f(t) = D2, DV f (1), (k=2,3,4,--). (1.11)

e Poura>0ett>a,ona

D2 (I8 1)(t) = D (D )(X) = (1), (1.12)

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



1.3. Calcul fractionnaire 9

e Pourn—1<a<n

12,2 1)(0) = D2 (D2 1)) = 1(0) - gwsﬁ Dl a1y
Cas particulier si (0 < a < 1), alors
B D500 = 10 - 5 0= T (1.14)
e Formules de composition
Soit m—1<a<metn—1<f8<n
DLDLINO = DI~ LD O Sy (119
DL = D10 - P Oy (9

e La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante C' est donnée par

C

R ()

(t—a)™?, t>a. (1.17)
e La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'une fonction puissance (¢ —

a)’ pour v > —1
I'(v+1)

Do (t—a) = 2T
U Py

(t—a)"™°, (1.18)
et
D¢ (t—a)* 7 =0, j=1,2,--+ ja+1. (1.19)
Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Définition 1.10 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o« € R, d’une fonction u de

classe C"([a,b]) est définie par

“Du(t) = ! ] /t(t — s W (s)ds, t>a (1.20)

I'n—«

avec n— 1< a < n.

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



1.4. Théorémes 10

Propriétés

e Lindarité CDINf(t) + ug(t)) = A\°DIf(t) + p© Dig(t).
e “DIC =0, C constante.

e Regle de Leibnitz

D(ae) = Y () (0 410) 80

1.4 Théoremes
Dans cette partie, nous présentons des théoremes utiles dans la suite de notre travail.

Théoréme 1.1 [10] Si une suite {u, }nen dans C(J) est bornée et équicontinue, alors il

existe une sous-suite uniformément convergente.

1.4.1 Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 1.2 [153] Soit f, : R — R une fonction mesurable telle que lim f,(x) =
n—moo
f(x) existe. Supposons qu’il existe g : R — Ry avec | f, ()| < g(z) pour x € R, alors f

est intégrable et on a

lim fnd,u:/ lim fnd,u:/fdu.

1.4.2 Théoréme d’Arzela -Ascoli

Ce théoreme est connu pour son nombre considérable d’applications. Il caractérise les
parties relativement compactes de ’espace des fonctions continues d'un espace compact

dans un espace quelconque.
Théoréme 1.3 [10] Soit Y = C([a,b]) muni de la norme

= t
lull = mas | u(t) |

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



1.4. Théorémes 11

. Si M est un sous ensemble de Y tel que

(i) M est uniformément borné, i.e Ir > 0, ||u|| < r,Vu € M.

(ii) M est équicontinu c’est-a-dire

Ve > 0,30 > 0,Yty,ts € [a,b] tel que |ty —ty |< 6 et u € M =] u(ty) —u(tz) |< e.

Alors, M est relativement compact.

1.4.3 Théoreme du point fixe de Banach

Théoreme 1.4 [10] Soit U un fermé non vide d’un espace de Banach X etT :U — U
un opérateur contraction. Alors il existe un unique u € U tel que Tu = u.

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



Chapter 2

Méthode monotone d'un probleme de

Reimann-Liouville avec condition intégrale au

limites

Dans ce chapitre, on meéne une synthese du travail de D. Dhaigude et B. Rizqan [§],

sur 1’étude de D'existence et 'unicité d’un probleme de Reimann-Liouville avec condition

intégrale au limites par application de la méthode monotone.

2.1 Position du probleme

On considere le probleme différentiel fractionnaire suivant

D ult) = f(tu(t),u@(r),  te]=[0.T],
u(0) = )\/ u(s)ds + d, deR

ot fEC(JxRER) et 0 € C(J,J),0() <tetteJ, A>0et0<a<l.

Dg, est la dérivée fractionnaire au sens de Reimann-liouville d’ordre .

2.2 Préliminaires

Nous présentons quelques résultats de base utiles pour la suite du travail.

12

(2.1)



2.2. Préliminaires 13

On considere I'espace

Cra(J,R) = {u € C((0,T],R) | #=%u € C(J,R)}. (2.2)

Définition 2.1 Les deux fonctions vy, wg dans C_,(J,R) sont appelées respectivement

sous (solution inférieure) et sur solution (solution supérieure) du probleme (2.1)) si

D3 w(t) < F(t (). w(01). vo(0) < / vo(s)ds + d (2.3)

et
D wo(t) > f(t,wo(t), wo(0(1))), wp(0) > /0 wo(s)ds + d. (2.4)

Lemme 2.1 [7, [§] Soit m € Cy_,(J,R) ou pour tout t; € (0,T], tel que
m(ty) =0 et m(t) <0 pour 0 <t <t

il s’ensuit que
Dam(tl) Z 0.

Lemme 2.2 [§] Soit f € C(J x R%R), la fonction u € C_o(J,R) est une solution du

probléeme (2.1)) si est seulement si est une solution de l’équation intégrale

u(t) = m/o (t —5)* 1 f(s,u(s),u(6(s)))ds + )\/0 u(s)ds +d (2.5)

Preuve. (<) Supposons u € C)_,(J,R) satisfaisant 1’équation intégrale (2.5). Ap-
pliquons l'opérateur différentiel D* aux deux membres de I’équation ([2.5)) on trouve

Dutt) = D, (s [ (0= fls. b))+ u00)

= D5ul0)+ 8, (g | (69 st ulols))is
— D, ul0) + Dg, 1, (s, u(s). u(6(s))

— Dg,ul0) + f(s, uls), u(8(s))).

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



2.2. Préliminaires 14

D’autre part, on a

D) = (%) ()

_ ﬁ (%)n/ot(t—s)"_o‘_lu(s)ds.

DEult) — %(I&;“u(t)) :ﬁ% /0 (t — s)'=0u(s)ds

Comme on a n=1, donc

-t 4 /t(t — ) “u(s)ds
- T(1—a)dt ), ‘
Il s’ensuit que
o 1
D0+U/(0) = m x 0=0.

On obtient
Dgyu(t) = f(t ult), u(6(t))).
En plus, u(0) = )\/T u(s)ds +d (par (2.5)).
Réciproquement si %(t) est solution continue de (2.1). On a
I“D%u(t) = I f(t,u(t), u(6(t))).
par la formule (1.14)),on a

(t—0)"
I(a)

(t—0)>(t—-0)"

re—a) I'(a) ’

[°D%u(t) = u(t) — [Dg; u(t)]li=o

donc

uw(t) = I°D%u(t) + u(0)
= ](()l+f(t7u(t

= I§ f(tu(t),u(0t))) + )\/0 u(s)ds +d

S~—
I
~—~
D
—~
~
S~—
S~—
S~—
-
g
—~
o
S~—

1

- m/ﬂ (t —5)* 1 f(s,u(s),u(6(s)))ds + )\/0 u(s)ds + d.

D’ott u(t) solution de (2.5). m
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2.3. Unicité et existence de la solution 15

Lemme 2.3 [§] Soit {u.} une famille de fonction continue sur J, pour tout € > 0 satis-
faisant
Dfyue(t) = ft,uc(t), uc(0(t)),  teJ=[0,T], T=0
t
1 (0) = A / u(s)ds + d, deR (26)
0
ot | f(t,uc(t),uc(0(t))) |< M, pourt € J. Alors la famille {u.} est équicontinue dans J.

Preuve. D’apres le lemme 2.2 on a

ue(t) =

1 t ol T
m/o (t—s) f(S,ue(s),ue(H(s)))dst/\/O u.(s)ds + d.

POU.I'OSt1<t2§T,

) =)l = [ [ 0= 9 o) G - s

/0 “(ty— )2 (5. 0(5), e (6(s)))ds

Mx <1a) ( /O "ty — )7 ds — /0 %t — s>a1ds)

IN

1 t1 [
< Mx — t— ) (ty — 5)* 1) d /t—o‘ld
< Mg [ (=9 = am g dst [
M
< 7 e _ga 2 o e
S Tt [t =ty +2(t2 — t1)"]
< ﬂ(t_t)a<
= Tat+1)? W ¢

eL(a+ 1)

p to —t1] <9 0=
our |ty — ] avec i

, la famille {u.} est équicontinue. m

2.3 Unicité et existence de la solution

Dans cette section, l'existence de la solution unique du probleme ([2.1)) est établie par

application du théoreme du point fixe de Banach.

Théoreme 2.1 [§] Supposons

1. feC(J xR R), 0 C(J,J), () <t, tel.

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



2.3. Unicité et existence de la solution 16

2. lls existes deux constantes positives M et N tel que
|f(t,ur,ug) — f(t,v1,v2)] < Mlup —vi| + Nlug — va.
MNa+1)—=T%(M + N)
TT(a+1) ’

3. Pourtoutte J, u;,v; eR,1=1,2. 5i A<

le probléme (2.1)) admet une solution unique.

Preuve. On considere I” opérateur 1" définit par :

(Tu)(t) = )\/0 u(s)ds +d + ﬁ/o (t —5)*f(s,u(s), u(0(s)))ds.

Montrons que T: C1_o(J,R) — C1_4(J, R) est une contraction. Pour tout u,v € C;_,(J,R),

on a

ITu = Tolle = max|(Tu)(t) — (Tv) ()]

_ %X‘A/ )ds+ﬁ/ot(t—s)a Ur(s, uls), u(B(s)))ds

—)\/0 v(s)ds—ﬁ/{) (£ — $)° (s, 0(s), v(0(5)))ds

< I?G%XA/O lu(s) — v(s)|ds + max F(l&) /0 (t — 5)*
x| f(s,u(s),u(0(s))) = f(s,v(s),v(0(s)))lds
= A/O ds||u(t)—v(t)llc+rg€ey]xﬁ/o (t— )7 f (s, u(s), u(8(s)))

—f(s,0(s),v(0(s)))|ds.

Par hypothese (2)

| Tu—Tv|c < )\/0 ds||u(t) — <)||C+maXF(1)/(t_S)a_l

XTI (u(s) = v(s)) | + IV ((O(s)) — o(6())) [} ds
< XTu(t) — v(t) o + max *N "~ vleds
< lu—vle AT%&JXA?(*@)N [“‘Cj) H
< lu—vlle [AT—F%?‘}
< {)\T—F%T“] |lu — vl
< Juvlle
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2.4. La méthode monotone itérative 17

Le théoreme du point fixe de Banach implique que 'opérateur 7" admet un unique point

fixe. Par conséquent, le probleme ([2.1)) admet une unique solution. m

Corollaire 2.1 [§] Soit M, N constantes o € C1_o(J,R). Le probléeme linéaire

D u(t) + Mu(t) + Nu(0(t)) = o(t), teJ=[0,T,0<a<l
u(0) = )\/ u(s)ds +d, deR

admet une solution unique.

2.4 La méthode monotone itérative

Dans cette section, nous utilisons la méthode monotone itérative pour établir I'existence
et 'unicité du probleme (2.1). Le principe de cette méthode est basé sur la recherche
de deux suites v, (%), et wy(t),cy Mmonotones qui convergent respectivement vert la

solution minimale et maximale de ([2.1]).

Commencons par définir 'intervalle fonctionnel

[vo, wo] = {u € C1_o(J,R), wvp(t) <wu(t) <wy, VteJ}.

Lemme 2.4 Soit 0 € C(J,J) ou 6(t) <t dans J. Supposons p € Cy_,(J,R) satisfaisons
les inégalités suivantes
D p(t) < —Mp(t) — Np(0(t)) = Fp(t),  tel,
p(0) <0,

ou M et N sont des constantes. St

(2.8)

—1+DT)* M+ N]<T(1+«) (2.9)
alors, p(t) < 0 pour tout t € J.

Preuve. Considérons p(t) = p(t) — (1 +t*), € > 0. On applique 'opérateur Df, a

cette égalité on obtient
Dgipe(t) = Dgyp(t) — Dge(1+1t%)
< Fp(t)— Dg e(1+1t%)
= Fp(t) — Dg e — eDg, t°
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2.4. La méthode monotone itérative 18

Par (1.17)) et ((1.18)), on obtient

€
D&pe(t) < Fp(t)

T —a) el'(1+ )

1
—m—F(1+a)

< Fpt)+e|—(1+t)(M+N) —T(1+a)] < Fp.(t)

= Fp(t)+e|—M(1+1t*)— N(1+1¢t%)

et
Pe(0) = p(0) — e < 0.

Nous prouvons que p.(t) < 0 dans J. Supposons que p.(t) £ 0 dans J. Il existe alors
t1 € (0,7) tel que pe(t1) = 0 et p(t) < 0, t € (0,¢1). A partir du lemme 2.1} on a
D§ pe(t1) > 0. 11 s’ensuit que

0 < Fp(t) = —Np(0(t)).

Si N =0, alors 0 < 0, ce qui est une contradiction. Si —N > 0, alors p.(6(t1)) > 0, ce qui
est encore une contradiction. Cela prouve que p.(t) < 0 dans J. Donc p(t) —e(14+t*) <0

dans J. Prenons ¢ — 0, Nous obtenons le résultat souhaité. m

2.4.1 Existence de la solution
Théoréme 2.2 [§] Supposons que
(H1) f € C(J xR%R), 0 € C(J,J), 0(t) <t, teJ.

(H2) Les fonctions vy et wy dans C1_,(J,R) sont respectivement sous et sur solution du
probléme(2.1)) avec vo(t) < wo(t) dans J.

(H3) Iis existe deux constantes positives M et N, tel que la fonction f satisfait la condition

survante
f(t,ul, Ug) — f(t, U1, Ug) Z —M (Ul — ’Ul) —N (UQ — UQ) . (210)
pour vo(t) < vy < uyp < w(t), vo(B(t)) < ve < ug < we(O(1)).
Alors ils existe deux suites monotone v,(t) et wy(t) dans C1_o(J,R) tel que

v (t) = v(t) et wy(t) — w(t) lorsque n — oo

. Pour tout t € J, ou v et w sont respectivement les solutions minimale et mazrimale du
probléme(2.1)) et v(t) < u(t) < w(t) dans J.
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2.4. La méthode monotone itérative 19

Preuve. Pour tout n € C1_,(J,R) tel que n € [vg, wp]. Nous considérons le probleme

linéaire suivant

D u(t) = f(t,n(t),n(0(t))) + Mn(t) — u(t)] + N[n(0(t)) — u(6(1))]
) (2.11)
u(0) = /0 u(s)ds +d

par le corollaire le probleme linéaire (2.11)) admet une unique solution u(t).
Par la suite, nous définissons les suites (v, )nen €t (Wy)nen comme suit

Dy vna(t) = f(E,vn(t), vn(0(1))) = M{vnia(t) — vn(t)] = N{ons1(6(F)) — va(0(2))]

via(0) = / va(s)ds + d,
’ (2.12)
et

Dy wnia (t) = f(E wa(t), wn(0(2))) — Mwni1 () — wn(t)] = Nwn 41 (0(2)) — wn(6(2))]

T
Wp41(0) = / wy(s)ds + d.
’ (2.13)
L’existence des solutions v, et w, 1 des problemes respectifs et découle de
ce qui précede (Thm et corollaire .
Maintenant, on va montrer que les suites v, et w, sont monotones. Pour cela, on va
utiliser le raisonnement par récurrence.

P{renons n=0 dans et (2.13)) nous obtenons

D v1(t) + Moy (t) + Nui(0(t)) = f(t,vo(t),vo(0(t))) + Muvo(t) + Nvg(6(t)), n € N
k1}1(0) = /0 vo(s)ds + d,

(Déﬂrwl(t) + Mwi(t) + Nwi(0(t)) = f(t,wo(t), wo(6(t))) + Mwe(t) + Nwo(0(t)), n € N

< T
w1(0) = / wo(s)ds + d.

\ 0
Comme wvg(t) et wp(t) sont dans C;_,(R, J), I"éxistence de la solution vy () et wq(t) est
évidente.

Montrons que vy(t) < vi(t) < wy(t) < wo(t). Posons pi(t) = vi(t) — vo(t), puisque vy(t)
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2.4. La méthode monotone itérative 20

est la solution minimale du probleme (2.12)), on obtient

Dgipi(t) = Dgiui(t) — Dgivo(t)
> f(tvo(t), vo(0(t))) — f (£, vo(t), vo(0(t))) — Mlur(t) — vo(t)]
—Nvi(6(t)) — vo(0(2))]
> —Mpi(t) — Np:(0(t)).
De plus,
p1(0) = —v(0) > /T s)ds+d—d— / vo(s)ds
= 0.

Par le lemmd2.4] p;(t) > 0 c-a-d vy (t) — vo(t) > 0 donc vy(t) < v1(t) dans J.

De méme, posons po(t) = wq(t) — wy(t)

Dgipa(t) = Dgiwo(t) — Dgpwn(t)
> ft,wo(t), wo(0(t))) — f(t, wo(t), wo(0(t))) — Mwo(t) —wi(t)]
—N{wo(0(t)) — w1(6(1))]
> —Mp(t) — Np2(0(2))
p2(0) = wo(0) — w1(0) > /0 wop(s)ds —/0 wp(s)ds =0
alors

Dg,pa(t) = —Mps(t) — Npa(6(t)) avee pa(0) > 0.

En appliquant le lemme?2.4] on obtient wy(t) — wi(t) > 0 donc wo(t) > wy(¢) dans J.
En posant p3(t) = wq(t) — v1(t) et par hypothese (H3) on obtient

D3.ps(t) = Dyun(t) — Dg,ui(t)
( _

[en]
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2.4. La méthode monotone itérative 21

ce qui implique p3(0) > 0. Par le lemme2.4 on a v () < wi(t).

Pour n=0on a
Uo(t) S (%1 (t) < w1 (t) < wo(t)

Supposons pour n = k > 1 les inégalités suivantes sont vraies

Vp—1(t) < vk(t) < wi(t) < wg—1(t) dans J, (2.14)
et on montre pour n=k-+1 les inégalités

VE(t) < vpg1(t) < wpyr () < wi(t) dans J.
Par le méme raisonnement que précédement, on pose p(t) = vg41(t) — vg(t). On trouve

Dg,p(t) = Dgyvesa(t) — Dgyvi(t)
= f(t,ve(t),vr(0(1))) — Mogs1(t) — vi(t)] = Nlver1(0(t)) — 0r(0(2))]
— [ (&, vp=1(t), vk-1(0(2))) + Mog(t) — vp-1(1)] + N{o(6(t)) — ve-1(6(2))]

D’apres 'hypothese (H3), on trouve

v

—M v (t) = ve(t)] = Nlveg1(0(t)) — v (0(1))]
> —Mp(t) — Np(t)

D3+P(t)

et

p(o) = Uk+1(0)—vk(0)

T

_ /OTUk(s)ds— [ (s
_ /OT(vk(s)—vk_l)ds

> /0 (vp(s) — vg)ds = 0.

Par le lemm, on obtient p(t) > 0 impliquant vg(¢) < vg41(t) pour tout ¢ € J.
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2.4. La méthode monotone itérative 22

De méme on montre que
Uk1(t) < w1 (t) et wiya () < wi(t).
Alors, les suites v, () et w,(t) sont monotones, dans [vg, wp| avec
vo(t) < wui(t) < .o < wp(t) S wg(t) <. < wp(t) < wplt),

et uniformément bornées. De plus, vu et les suites (D“v,) et (D*w,) sont
aussi uniformément bornées dans J.

Appliquons le lemme [2.3] nous concluons que les suites (v,) et (w,) sont equicontinues.
Par le théoreme d’Arzela-Ascoli les suites (v,) et (w,) sont uniformément convergentes
respectivement vers v et w dans J.

Vérifions que v(t) et w(t) sont solutions du probleme (2.1)), on a

v (t) = mﬁ / (t = )t v (£), v (6(£))

—Mvn41(t) = vn(t)] = N{vp1(0(2)) — 0a(0(2))]}ds, n € N

par passage a la limite et f continue, on trouve

1" a1
v(t) = vy + m/o (t—s)* " f(s,v(s),v(0(s)))ds, n € N

par le lemme [2.2{ v(¢) est une solution de ({2.1)).

D’autre part, on a

1 T o1
wan(t) = w0+ s / (t — )" F(E e (), wara (O(1)))

—Mwn i1 (1) = wn ()] = N{wni1(0(t)) — wa(6(2))]}ds, n € N

par passage a la limite et f continue, on trouve

1 T
w(t) = woy + —/ (t —5)* 1 f(s,w(s), w(d(s)))ds, n € N
(@) Jo
par le lemme [2.2/ w(t) est une solution de (2.1)).

Maintenant, montrons que v(t) est w(t) sont respectivement les solutions minimale et
maximale de (2.1]). Soit u(¢) une autre solution différente de v(t) et w(t). Alors, il existe

un entier positif & tel que vy < u < wy dans J. Posons p(t) = u(t) — vg41(t), on obtient
Dgip(t) = Dgiu(t) — Dg v (t)

= fQtut), u(0())) — f(E vi(t), ve(0(2))) + Mvgsa(£) — vr(t)]
+N[ors1(0(2)) — ve(6(2))]-
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Par hypothese (H3),

Dgyp(t) = =M (u(t) — vk (t)) = N (u(0() — v (0(2)))
> —Mp(t) — Np(6(1)),

T
et p(0) = u(0) — vg41(0) = / (u(s) —wvg(s)) ds > 0.

Par le lemme 2.4} on obtient %(t) > 0 donc u(t) < vgy1(t) pour tout k dans J. De la méme
maniere, on montre que u(t) < wy41(t) pour tout k dans J. Puisque vy(t) < u(t) < wp(t)
dans J. Par récurrence, il vient que v, < u(t) et u(t) < wy, pour tout k. Par conséquent,
v < u(t) < wy le méme raisonnement de vg(t) < u(t) on montre que u(t) < wy(t) dans J.
Pour k — oo, on obtient v(t) < u(t) < w(t) dans J. Alors, v(t) et w(t) sont les solutions
minimale et maximale du probleme . [ ]

2.4.2 Unicité de la solution
Théoreme 2.3 [§] Supposons que
(i) les hypotheses du théoréme sont vérifiées,
(i) il existe deuz constantes positives M, N et tel que la fonction f satisfait la condition
ft,ug,ug) — f(t,v1,v9) < M(up —v1) + N(ug — v9), (2.15)
pour vo(t) < vy < wuy < w(t), ve(O(t)) < vy < ug < wo(6(t)).

Alors le probléeme (2.1) admet une solution unique.

Preuve. Puisque v(t) < w(t) dans J, il suffit de montrer que v(t) > w(t) dans J.
Posons p(t) = w(t) — v(t), on a

Dgyp(t) = Dgyw(t) —Dgyo(t) (2.16)
= St w(t),w®(t)) — f(t 0(t),v(6(1)),
par hypotheses (ii)
Dgyp(t) < =Mlw(t) —o(t)] = N{w(8(t)) — v(0(1))]
= —Mp(t) = Np(6(t)),

et
Dg p(t) < Mp(0) = Np(6(0)) < —Mp(0) — Np(0),
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donc
Dg.p(0) < —(M + N)p(0),
ce qui donne
_ M+ N)|p0)<0
(F(1—a)Ta+( + )p =7

Alors, p(0) < 0 puisque (m + (M + N)) 0.

>
Par le lemme p(t) < 0 ce qui implique v(t) > w(t) alors v(t) = w(t).

D’ou l'unicité de la solution du probleme (2.1). m
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Chapter 3

Méthode monotone d'un probleme de

Reimann-Liouville avec deux conditions

constantes aux limites

Dans ce chapitre, on applique la méthode monotone pour établir I'existence de solutions
pour un probleme fractionnaire de Reimann-Liouville avec deux conditions constantes aux

limites .

3.1 Position du probleme

Soit le probleme

Dy u(t) = f(t,u(t),u(0(t))), teJ = (a,b)
(3.1)
Pru(t) o = A, u(b) = B,

ol fEC(JxRER)et e C(J,J), 1<a<2etf(t)<t tel.

Dy, 1 3;“ sont respectivement la dérivée et l'intégrale au sens de Reimann-liouville d’ordre

fractionnaire av et 2 — a. A, B € R.

3.2 Définitions et lemmes

Nous présentons quelques définitions et lemmes de base utiles pour la suite du travail.

25
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On considere I'espace

Coo(J)={x:2€Cla,b],(t —a)*z(t) € C(J),1 < a <2} (3.2)

Définition 3.1 [20] Une fonction yo(t) € Co_o(J) est dite sous solution du probleme

(3.1)), si elle satisfait

D yo(t) > f(t,m0(t), »0(0())), t € (a,b),
(3.3)

I %0 () ma < A, yo(b) < B.

De fagon analogue, la fonction zo(t) € Cy_,(J) est dite sur solution du probleme (3.1)), si
elle satisfait

"Dgy20(t) < f(E 20(1), 20(0(1))), T € (a,0),
(3.4)
]3;a20(t)|t:a Z A, Zg(b) Z B.

Lemme 3.1 [7]] Soit o > 0, m = [a]+1 et s0it T, (t) = 1} “x(t) Uintégrale fraction-

naire d’ordre m — . Si x(t) € L'(a,b) et xp_o(t) € AC™(J), alors nous avons l’égalité

sutvante
m (k) (a)
(1) Dglt) = o(0) — 35 2 (O gy
Pourl<a<2etueCyo(J), ona
g (o = iml(t = @ (o) (3.5)

Lemme 3.2 On considéere le probleme linéaire suivant

LD u(t) + Mu(t) + Nu(0(t)) = o(t), t € (a,b),

2%t jp=a = A, u(b) = B,

ot M, N sont constantes et 0 € Cy_(J).

Le probleme de (3.6 a la représentation intégrale de la solution

t—a)t  (t=a)?  (t—a)
u(t) B (b— a)T +4 T(a—1) AP(a —1)(b—a)
/ Gl ) Mu(s) — Nu(0(s)))ds,
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avec G(t, s) est la fonction de Green donnée par

_ c)a—1 _ _ Ja—1
1 T (b—s) (t—s)',  a<s<t<b,
Gl5) = Ty 3.7
(t,s) [(a) (t ) (3.7)
(b—s)*. a<t<s<b.
\ \0 — a)*!

Alors u € Cy_o(J) est solution du probléeme (3.1)), si I’équation intégrale suivante est

vérifiée

(t—a)* (t—a)? B (t —a)>? _ ' s)f(s,u(s), u(0(s)))ds
bt T At Gt e

u(t) =B

Preuve. Appliquons l'opérateur I* aux deux membres de I’équation (3.6)) on trouve
I°Dg u(t) = 1 (a(t) — Mu(t) — Nu(@(t)))

Par ([1.13]) on obtient

posons D*Ju(t);—, = b, il vient que

Z ﬁ(t — (l)a_j + ﬁ / (t — s)o‘_l (0’(8) — MU(S) — NU(Q(S)))CZS’

c’est a dire

W) = Fl— T (= s s
x (o(s) — Mu(s) — Nu(6(s)))ds, (3.9)

avec 127 u(t)i—q = A, et

u(b) = F?;)(b a)° 1+F<ab2_ b=+ (@)/(b 5)* " (0(s)~ Mu(s)~Nu(6(s)))ds.
o a-l b2 a)*? ’ —g)o ! u u S
B = s b= s =) s [ 0= (o) Mu(s) = Nu(0())) s,
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il suit que
_ F(a) _ bQF(Oz) — 1 b —$) Yo (s)—Mu(s)—Nu(b(s S
n _B(b—a)“‘1 [(a—1)(b—a) (b—a)a‘l/a (b=8)""" o) =Mu(s)=Nu(6 z;)fo)
On remplace dans on obtient,
 (t—a)! Ia) bol' () 1
ut) = Ty (& G—a)p 1 Tla-1)0b—a) (Goapl

X / (b—8)*"Ho(s) — Mu(s) — Nu(@(s))}ds) + F(ab2— 1 (t —a)*?

1 : a-1 — Mu(s) — Nu(0(s S
+@/a(t_s) (o(s) — Mu(s) — Nu(8(s)))d

alt) — B(t—a)*'  b(t—a)t  (t—a)*!
(b—a)-! T(a—1)(b—a) (b—a)*'T(a)
x / (b—s)*! (U(s) — Mu(s) — Nu(e<s)))ds) + 7 (abQ_ 5 (t—a)*?
+ ﬁ/a (t —s)>? (0(3) — Mu(s) — Nu(@(s)))ds.
Comme I**u(t)=q = A, par on obtient
1 : 2—a
NCES lim([(t — a)* " u(t)]
= lim B(t —a) — lim ba(t — a) — lim (t —a)
twa (b—a)*t t=al(a—1)(b—a) t=a(b—a)* 'I'(a)
b
X / (b — syH(a(s) — Mu(s) — Nu(e(s)))ds + = (ab’”’_ 3
. (t—a)*@ ! a—1
+lim / (t = 5" ((s) — Mu(s) — Nu(8(s)) )ds
A = bz
Finalement,
B(t —a)*! At —a)>! A o
U = G- Ta-De-—a Te-p¢ Y
-3 (_t a_)jfr = / (b 5= (o(s) — Mu(s) — Nu(8(s) )ds)
+ ﬁ / (t— )O‘_1<J(s) — Mu(s) — Nu(e(s)))ds,
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avec G(t, s) la fonction de Green définie par

( - a—1
(z—(l;l(b—s)a—l—(t—s)a—l, a<s<t<b
_CLOC—
1
t.g) = ——
G( 73) F(Oé) (t )a_l
—a “) _(b— )L, a<t<s<b
\ —a)*

La solution de ({3.1]) est donnée alors sous la forme suivante

Lemme 3.3 [9, 120/ Soit G la fonction de Green définie par (3.7)( lemme[3.3), alors
(1) G(t,s) > 0 pour tout a <t, s <b,
(2) I?G%XG(t, s)=G(s,s), s€ J,

(3) G(s,s) a un unique maximum donné par

a+b a+b 1 b—a\®"
I?ea}(G(S’S)_G< 2 72 >_F(a)( 4 ) ’

b o — 1)t
W [ Guss<

Lemme 3.4 Supposons que M et N vérifient

(b —a)”.

4o o — 1)I(a)

0<M+N<
— + (b—a)a )

(3.11)

alors le probléme (3.6) admet une unique solution.

Preuve. On définit Vopérateur T': Cy_o(J) — Co_o(J) par

B (t —a)>! (t —a)>? B (t —a)>! B b .
(Tu)®) = B a)e—1 4 ['a—1) AF(a —1)(b—a) /a Gt )

b
X <a(s) ~ Muf(s) — Nu(e(s)))ds.
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Montrons que I'opérateur 7" a un unique point fixe. Pour u(t),v(t) € Cy_,(J) alors on a

—/a G(t, 5)(o(s) — Mu( ds+/ G(t, )

X (o(s) — Muv(s) — Nv(0(s)))ds

I(T)(t) — (T0)Olles. = ‘

Caq

/ G(t,s)(M(u(s) —v(s)) + N(u(b(s)) — v(0(s))))ds

Coq

= max t—a
teJ

/ G(t,s) —v(s)) + N(u(f(s))

par le lemme on a

—a a-1 b
I(Ta)(t) — (To)(O)er. < max {(t - a)? "= (” ) [ v(ats) = o6s)

on a 6(s) < s donc

IO - Ol <m0 (50) T [ar Mt - oe)ias)

—a a-1 b
< Igleé?]x{(t—a)%o‘(]\?ajv) (b 1 ) /a lu(s) —v(s)|ds}
le = vl = max{(t —a)*[u(s) — v(s)[}

c’est a dire
(t —a)*?|lu—vlc, ., = max|u(s) —v(s)].

On remplace dans ci-dessous

IT0O - Ol < maxte—aCES (P20 [ g2asu = le,..

teJ INE)
1 (b—a\""" (b—a)*!
< . 2—« —
<m0+ M (U50) e e

< (M+N)
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461 — )T
Puisque 0 < M + N < ((5‘ )) ()
—a «

Par le téoremel.4du point fixe de Banach le probleme (3.6)) a une unique solution. m

, T est un opérateur contractant dans Cy_,(J).

3.3 Méthode itérative monotone

Dans cette section, nous prouvons l'existence de solutions pour le probleme ({3.1)) par la

méthode itérative monotone.

3.3.1 Principe de comparaison

Nous établissons un résultat de principe de comparaison qui est 1’outil crucial pour nos

principaux résultats.

Lemme 3.5 Soit 0 € C(J,J) ou 0(t) <t dans J. Six € Cy_o(J) satisfait les relations

sutvantes

RLDe x(t) + Mxz(t) + Nz (6(t)) > 0, t € (a,b),

(3.12)
P72 (t)=e <0, x(b) <0,
ou M et N sont des constantes telles que
a+1 -1 1—
0< M+ N <T@ @1 (3.13)

(b—a)ett 7
alors, pour tout t € (a,b), x(t) < 0.

Preuve. Supposons qu’ il existe ¢t € (a,b) tel que x(t) > 0.

Soit z(t*) = max{z(t) : t € (a,b)} = p, p > 0. Par (3.12)), il existe q(t) > 0 et A* <0,
B* <0 tel que

LDe x(t) + Mxz(t) + Nz(0(t)) = q(t), t € (a,b),

7% (t) =g = A*, x(b) = B,
par le lemme [3.2] et lemme [3.3] on a
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comme z(t) > 0, ¢(t) > 0 et A* <0, B* <0 et le lemme (3.3 alors,

z(t) < / G(t s)+ Maz(s) + Nz (0(s)))ds
< / G(t z(s) + Na(0(s)) — (Dgya(s) + Ma(t) + N (0(s))))ds
< /bG Dy, x(s)ds,
par (3.12]) on a
—Dg x(s) < Mx(s) + Nx(6(s)),
donc

x(t) < /G(t,s)(Mx(s)+Nx(9(s))ds

b b
< M / G(t, s)u(s)ds + N / G(t, 5)2(0(s))ds,

par le lemme [3.3] on obtient

o) < MF<1a) (O‘;aﬂal(b—a)a / x(s)ds+NF(1a) A / 2(0(s))ds,

comme on a 0(t) <t et f (s))ds < p(b— a) alors,

(N+ M) (a— 1)1

F(Oé) o+l (b - a)a+1p7

z(t) <

soit t = t* et par (3.13]) on a
- a—1
b< (N+ M) (a—1)
F(a> aotl

(b—a)*p,

donc

(N+M)(a—1)>" R Y
() aotl (b—a)*™ = p L

contradiction avec le fait que

(N+ M) (a—1)>1
() aotl

Par conséquent z(t) < 0, Vt € (a,b). =

(b—a)**t < 1.
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3.3.2 Existence de solutions

Dans cette section, nous prouvons 'existence des solutions extremums du probleme ((3.1))

par la méthode monotone. Tout d’abord, on considere les hypotheses suivantes

(H1) Les fonctions yy et zo dans Cy_(J,R) sont respectivement sous et sur solution du
probleme (3.1)) avec yo(t) < 2o(t) dans J.

(H2) Ils existe deux constantes positives M et N, tel que la fonction f satisfait la condition

suivante
f(t,ul, UQ> — f(t, U1, U2) S —M (u1 - ’Ul) — N (UQ - ’UQ) y (314)

pour yo(t) < v <up < zo(t), Yo(O(1)) < v2 <ug < 2(6(1)).

(H3) Ils existe deux constantes positives M et N tel que la fonction f satisfait la condition

suivante

[F (£, un(t), un(0(1)))] < (M + N). (3.15)

Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses (H1), (H2) et (H3) sont vérifiées et que
n(t)a C(t) € 02704(‘]) tel que

Dy in(t) + Mn(t) + Nn(0(t)) = f(t. yo(t), yo(0())) + Myo(t) + Nyo(0(t)),  t € (a,b),
| P7on(t)= = A, 1(b) = B,

(3.16)
Dy () + M(t) + NC(0(t) = f(t,20(t), 20(0(1))) + M2o(t) + Nzo(0(1), t € (a,b),

(2o = A, C(0) = B.
(3.17)
Alors

yo(t) < nt) <) < 2(),  y(0(1)) <n(6(1)) < C(O(1)) < 20(0(1)),

et ((t), n(t) sont respectivement sur et sous solution de (3.1]).
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Preuve. Par le lemme [3.4] ((¢) et n(t) sont bien définies. Soit m(t) = yo(t) — n(t), alors

(LD m(t) + Mm(t) + Nm(6(t)) = D&, yo(t) — Din(t)
+M (yo(t) — n(t)) + N(yo(8(£) —n(6(1)), € (a,b),

L2 m(t)j=a <0, m(b) <0,

(3.18)
par , on obtient
Dgim(t) = f(t,yo(t), yo(0(t))) — f(t,y0(t), yo(0(2)))
—M (yo(t) —n(t)) — N(yo(8(2)) — n(6(1)))
> —Myot) = n(t) — N(yo(6(0)) — n(6(0))
> —Mm(t) - Nm(0(1)),

par conséquent DY, m(t) + Mm(t) + Nm(6(t)) > 0, avec

PP7om(t)jima = 17 *yo(t) — I*7n(t) < 0 et m(b) = yo(b) —n(b) < B— B =0.

Par le lemme 3.5 on a m(t) < 0, d’ot yo(t) < n(t), Vt € (a,b). Par le méme argument
utilisant la propriété de sur solution du probleme on trouve ((t) < zy(t), Vt € (a,b).
Maintenant, posons w(t) = n(t) — ((t), on obtient

(D2, w(t) + Muw(t) + Nw(8(t)) = D2, 5(t) — D2, (1)
+M(n(t) = ¢(t) + N(n(0(t) —n(0(t),  te(a,b),

\IZ_aw(t)hﬁ:a < 07 ’LU(b) < 07
(3.19)

par hypotheése (H2), on trouve

—M(n(t) — ¢(t)) = N(n(6(2)) — ¢(6(t)))
~Muw(t) — Nw(6(t)),

Dgyw(t)

AV AV

I~ w(t)j=q < 0 et m(b) =n(b) — ((b) < B— B =0, Alors
D2, w(t) + Mu(t) + Nu(®(t)) > 0
avec I*7w(t) =, < 0 et m(b) <0, par le lemme (3.5 on a w(t) <0, d’on
n(t) < ((t), Vte (a,b).

Alors
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yolt) < m(t) < C(t) < 20(t) et yo(0(2)) < n(6(2)) < C(O(1)) < 20(0(1)).
Ensuite, montrons que 7(t) est sous solution du probléme (3.1)).
Dayn(t) = f{tyo(t), 0(0(t))) + Myo(t) + Nyo(6(1))
—Mn(t) — Nn(6(t))
= [t yo(t), yo(0(t))) + Myo(t) + Nyo(0(t))
—Mn(t) — Nn(0(t) + f(t,0(t), n(0(t)) — f(E,n(t), n(0(1))),

par ’hypothese (H2), on a
Dgn(t) = +Myo(t) + Nyo(0(t)) — Mn(t) — Nn(0(t)) — M(yo(t) — n(t))

—N(yo(0(2)) = n(6(1)))
> [(tn(t),n(6(t))),

de plus, par I*~*n(t)y=q = A , n(b) = B et la définition de sous solution , on obtient que

n(t) est une sous solution de (3.1). Par le méme raisonnement ((t) est une sur solution
du probleme(3.1]). m

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), il existe deuz suites monotones

{tn(t) fnen et {vn(t) }nen dans Co_o(J) tel que {u,(t)} — u(t) et {v,(t)} — v(t) uni-
formément dans [yo, z0] quand n — oo et u(t), v(t) sont respectivement les solutions

minimale et mazximale du probléme (3.1) dans [yo, zo].

Preuve. Pour toute suite u,(t), v,(t) € Co_n(J), nous définissons les suites {u,1(t)} et

{vn41(t)} dans [yo, zo] vérifiant les équations suivantes

Dt i1(t) = [t un(t), un(0(t))) — M(tni1(t) — ua(t)) — N(unt1(6(2)) — ua(6(2))),
[34:aun+1 (t)|t=a = A, un+1(b) = B,
Dg+vn+1(t> = f(t,vn(t), va(0(t))) — M(vni1(t) — va(t)) — N(vnp1(0(2)) — 0n(0(2))),

[C%;avn—‘rl (t)|t:a = Aa Un-i-l(b) = B7

par le lemme , {uny1(t)} et {vn41(t)} sont bien définies.
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Maintenant, utilisons le téoreme et le raisonnement par récurence pour montrer la

monotonie des deux suites, tel que

Pour n=0, on a

(

D2 u(t) = f(t,uolt), up(8(1))) — M(us(t) — () — N(us(6(1)) — uo(6(1)),

If;%( Jima = A, wi(b) = B,
Da+v1( ) = f(t,vo(t),v0(0(t))) — M(v1(t) — vo(t)) — N(v1(0(¢t)) — vo(0(t))),

a

\[2_7_(1?]1 (t)\t:a = A, 'Ul(b) = B.

Comme ug(t) et vo(t) sont dans Co_,(J), lexistence de la solution wu;(t) et vq(t) est
évidente.

Maintenant, nous prouvons que
Yo = up(t) <up(t) <wv(t) <wvo(t) = 20(t), pour teJ.

Posons py(t) = ug(t) — ui(t), appliquons 'opérateur D¢, on obtient

Daipi(t) = Dgi(uo(t) —u(t))
= D;X_’_Uo(t) —D3+U1(t),

par (3.3)) on a

Dyipi(t) > f(t,uo(t),uo(0(t))) — f(
+N(u(0(t)) — uo(6(2)))
—M (uo(t) —ua(t)) — N(uo(0(t)) — us(60(t)))
> —Mpi(t) — Npi(0(1)).

tuo(t), uo(6(2))) + M (ur(t) — uo(t))

v

Par conséquent D2, p; (t) + Mp;(t) + Npi(0(t)) > 0, avec I27*p1(t)j4=q < 0
et p1(b) = up(b) — u1(b) < B — B = 0. Par le lemme [3.5 on obtient p;(t) < 0, soit
up(t) — ui(t) < 0, d'ott up(t) < wy(t) pour tout ¢t € J. Par le méme raisonnement on

trouve v1(t) < vo(t). Reste a montrer que uy(t) < vi(t). Posons pa(t) = ui(t) — vi(t),
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appliquons l'opérateur Dy, , on obtient

Dgipa(t) = Dgy(ua(t) —vi(t))
= Dg,ui(t) — Dy vi(t)
= St uo(t), uo(0(t)) — M (ur(t) — uo(t)) — N(ux(0(t)) — uo(6(£)))
— [t vo(t), vo(0(¢))) + M(vi(t) — vo(t)) + N(vi(0(t)) — vo(6(1))),

par 'hypothese (H2), il suit que

Dgipa(t) = —M(uo(t) —vo(t)) — N(uo(6(t)) — vo(0(t))) — M(ua(t) — uo(t))
=N (u1(0(t)) — uo(0(£))) + M(v1(t) — vo(t)) + N(vi(6(t)) — vo(0(t)))
> —M(ui(t) —vi(t)) — N(ur(0(t)) — v1(6(2)))
> —Mps(t) — Npa(0(1))

0e

Par conséquent DY, po(t) + Mpa(t) + Npo(6(t)) > 0 avec pa(b) = ug(b) — v1(b) t
vi(t)

<
12%pa(t)ji=a < 0, Par le lemme pg(t) < 0, soit uy(t) — v (t) < 0 alors uy(t) <
pour tout t € J.

Pour n = k > 1, supposons que les inégalités suivantes sont vraies
uk_l(t) < uk(t) < Uk(t) < Uk_l(t),t € J, (322)
et on montre pour n = k + 1 les inégalités
U,k(t) < Ug41 (t) < Vg1 (t) < ’Uk(t),t e J. (323)
Posons ps(t) = uy(t) — uk41(t), appliquons 'opérateur DY, , on obtient
Dgyps(t) = Dgy(u(t) — uia (1))
— D2 un(t) - DE e (1)
= St up—(b), up—1(0(2)) — M (up(t) — up—1(t)) — N(ue(6(2)) — we—1(0(t)))
— [t u(t), ur(0(£))) + M (upsr () — u(t)) + N(up1(0(2)) — ur(6(2))),
par I'hypothese (H2), il suit que
Dgips(t) = =M (ue—1(t) — up(t)) — N(up-1(t) — ue(t)) — M(up(t) — up-1(t))
—N (up(0(t)) — ur—1(0(2))) + M (up1(0(2)) — ur(6()))
N (w1 (0(2)) — ur(6(2)))

uk(
=M (ui(t) = ups1(t)) — N(up(0(t)) — w1 (0(2)))
—Mp3() Nps( (t»

AVARRAVS
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Par conséquent, DY, p3(t) + Mps(t) + Nps(0(t)) > 0 avec ps3(b) = uy(b) — ugs1(b) = 0 et

]3;(1})3 (t)|t=a = 0
Par le lemme ps(t) > 0, soit ug(t) < ugyq(t) pour tout ¢t € J. De méme on trouve
V(1) < vggq(t) pour tout t € J.

Posons p4(t) = vi(t) — vk11(t), appliquons 'opérateur D, , on obtient

Diipa(t) = Dy (or(t) — vrya(t))
= Dgyor(t) = Dgyopi (1)
= St ve1(t), ve-1(0(2)) — M (vg(t) — vr-1(t)) — N(0x(0(t)) — vr-1(0(2)))
—f(t,v(t), v (0(1))) + M (vp1 (£) — vr(t)) + N (v (0(8)) — ve(6(2))),

par I’ hypothese (H2), il suit que

N(o(t) = ve-1(t)) = M(vk(t) — vk (t))
)+ M(vr41(0(2)) — vr(0(2)))
)

Daypa(t) > =M (vg(t) = vpa (1)) —
N (vg(0(t)) — vr-1(0(2))
N (v 11 (0(1)) — vr(0(1))
) ) =
)

v

—M(vk(t — ver1(t)) = N(vk(0(1)) — ve11(0(2)))
—Mpy(t) — Npa(0(1)).

v

Il s’ensuit que
D7, pa(t) + Mpa(t) + Npa(6(t)) > 0

avec py(b) = vg(b) — vpy1(b) = 0 et 12 %py(t )jt=a = 0. Par le lemme p4(t) <0,
soit vg(t) < wvgyq(t), pour tout ¢t € J. Par conséquent, les suites u,(t) et v,(t) sont

monotones dans [yo, 2] avec

yo(t) = ug(t) Sup(t) <--- <o Sup(t) <o < wp(t) < on(t) <wo(t) = 20(t), te
Dans ce qui suit on montre que les suites u,(t) et v,(t) sont uniformément convergentes.

Utilisons les équations intégrales suivantes
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run+1(t) Un41(D) EZ )a —|—Ia+ Un11 (1) 1= a% — I U1 () j1=a
Oét_—la):_l / G t,s ( s, un Un(e( ))) + M(un(s) — Un+1(3))

tnia (1) = v ) EZ I O b O
Oét—_lc;)(b —a) / G(t,5)(f(5,0n(8), va(0(5))) + M(vn(s) = Vata(s))
[ N l00) — enl605))ds.

prouvons que les suites u,(t) et v,(t) sont bornées, pour n € N* on a

_ @ L (f)pa(t — @)
e D(a—1)

CEuOuat—ar P
e [ 6(05) (s t01 5101 (60))

+M (tn-1(5) = n(s)) + N(un-1(0(s)) — un(0(s)))ds,

(= @ un )] = [(t—a)* x @4@% + 12U (1)) ;(_a ‘?al_)

I un()a t_SZ / G(t, )
X (f (s, tn1(s), tn- 1(9(8)))+M Un-1(5) = tn(s))
+N (1 (0(5)) - unw(s))))ds) |

_ (t—a) [3+aun(t)|t a 2-a

= |(ua(®) (b_a)a D e O

(t—a)

XF(a—l)b—a (t—a)? /Gts
X (= f(5,un-1(5), un-1(6(s))) = M (un-1(s) = un(s))

—N(un-1(0(s)) — un(6(s)))) ds
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|(t — a)2_aun(t)| < [(un(b) (b<t__a)(i)1 + IZJFQ n(t )|t_aF(a1— 1)‘
>0 (t—a —a
’_[ ()\t aF( )(b_a’-i-t—a)

</ 60 5) (= £t 1(5), n1(605))
M (11(5) — a(5)) — Nar(6(5)) — ua(8())) s
par I'hypothése (H3), on a
705, t-1(5), 1 (005))) + M(tta-1(5) = n(5)) + N (t-1(6(5)) — un(0())] < M + N,

et comme t € [a, b, alors

1

(t = a)* un(t)] < |un(D)(b—a)*” Igla“n“)'t:ar(a —1) ’

+(b_a)2—a/ G(t, $)(M + N)|ds
< Jun(0)(b— a)* @f%ﬁWaF@%Tﬂ

b
o= (M + N) [ 1G(e5)lds,
par le lemme [3.3] on obtient

(¢ = ()] < |BIb—a)* ™ +2)

o]
1 (a—1)"

+(b—a)? (M—l—N)F(a) )

Donc {(t — a)?> ®u,(t) }nen est bornée dans C'(J). Par le méme raisonnement on a

(t—a)

(0= o] < [0l g ] + B o]+ |~ 0
Hgg;&_a‘+t—a)“(lGQJH—ﬂ&%q@%%AWQm
—M (vn-1(8) — va(s)) — N(vn-1(0(s)) — va(6(s))}ds
< o) = )]+ 2 0 s

+(b— a)*(M + N)
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Donc {(t — a)?> ®v,(t) }nen- est bornée dans C(J).

Montrons que les suites u,(t) et v,(t) sont équicontinues. Pour a <t; <ty < b, on a

( (ta — 1)
b—ar1 T T D0—a

(t1 — a)* *G(t1, 8) f(5,un(5), un(0(s)))ds

|(tr = a)* un(t) — (ts — @)’ un(ta)] = |B

(ty — a)* *G(ta, 8) f (5, un(8), un(0(s)))ds

Y

par 'hypothese (H3) on a

(t1 —t2) (ty — 1)
o= M -Do—a

+(M + N)(] / 1 —(t, — a)> G (t,, s)ds

|(t1 — a)* “un(t1) — (t2 — a)* “un(ts)]

IN

+/ 2(752 —a)* Gt s)ds|)

(tr — to) (t2— 1)
|B —a)*! MNa—-1)(b—a)

\/ (b — )7 °G(ts, 5) — (b — 0)2°G(ty, 5)ds

IN

|+ |A |+ (M + N)

+/ (tg — CL)2 aG(tQ, dSD

t1
par le lemme [3.3] on obtient

(t1 — t2) (t2 — t1)
v—ant M- pe—a MY

P(loé) ‘ ;ai)la |((ta = @)**(ts — @)™ = (t1 — a)?)

+(ty — a)* *(ty — tl)a“].

[(t1 = @) un(tr) — (t2 — @) “un(te)| < |B

Il vient que

(b1 = @) un(tr) = (f2 = @) “un(ta)| < (\ﬁlﬂwwﬁ(bﬁ)\

+(M + N)]%(b - a)HD

D% (tQ _ tl)OH-I

< €.
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Pour

1

5= ‘ o
- CE i B
[T | + |7 \+M+N)\W()(b—a) |

les suites {(t —a)* *u, (t) bnen+ et {(t—a)?> v, (t) }nen+ sont bien équicontinues dans C(J).
Par le théoreme d’Arzela -Ascoli on conclut que les suites sont uniformément convergentes
dans J, ie ( (t —a)*%u, — (t —a)* “u et (t —a)* v, — (t —a)?> v, c’est & dire
U, — u et v, — v, quand n — oo dans Cy_,(J).

Vérifions d’abord que u(t) et v(t) sont les solutions de (3.1)), on a

_ (t—a)* ' 5, (t—a)* o (t—a)!
un(t) - Un(b) )a 1 +Ia+ u”(t)hf:am -1 a+ un( >|t:a1—‘(a _ 1)(b— a)
/cnﬁ) (5, tn1(5), 1 (0(5))) + M(ttn_1(s) — un(s))
+N (Un-1(0(s)) — ua(0(s))))ds,
par passage a la limite et comme f et continue, on obtient
_ plt—a)! (t—a) - (t =)™ — b s)f(s,u(s),u(f(s)))ds
ut) = B+ AT — A e = [ G (s uls) u(0()ds
par (3.8)), u(t) est une solution de (3.1]) et on a aussi
- ( )a ! 2-a, (t - a>a_2 2-a (t - a)a_l
’Un(t) - Un(b)< )cx 1 +[ ( )|t &m - [a+ v”(t)‘t aF( 1)<b— CL)

/ G(t,5)(f (5, vn-1(5), va-1(0(5))) + M (vn-1(s) — va(s))
+N (Va-1(0(s)) — va(0(5))) ds,
par passage a la limite et comme f et continue, on obtient

(t —a)* ! (t —a)*2 B (t —a)*?
B T A T o) T T D= a)

b
- / G(t, 5) (s, 0(s), v(0(s)))ds,

v(t)

d’apres (3.8]), v(t) est une solution de (3.1)).

Finalement, nous prouvons que u(t) et v(t) sont respectivement les solutions minimale et

maximale de (3.1)) dans [y, 20]. Soit z(t) € Ca_,(J) une autre solution de (3.1 différente
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de u(t) et v(t). Supposons qu’il existe un entier positif n tel que u,(t) < x(t) < v,(t),

pour tout t € J.
Posons ¢ (t) = u,41(t) — x(t), appliquons opérateur D, on obtient
D% (t)) = D*(una(t) —x(t))
= D%y (t) — Dx(t)
= J(tun(t), un(0(1))) + M(un(t) = tns1(£) + N(un(0(t)) — uni1(0(2))
—f(s,2(t), 2(0(1))

par hypothese (H2)

(1))
(),

Dqi(t) = —M(ua(t) —2(s)) = N(un(6(t)) — 2(6(2))) + M (un(t) — tns1(t))
FN (un(0(t)) — unt1(6(2)))
> M (Ui (t) — 2(t)) — N(unr (0(2)) — 2(6(2)))

> —Maq(t) — Nqi(6(t)).

Dy (t) + Ma(t) + Nay(6(8)) = 0 avec 127, (t),_, <0 et g;(b) < 0.

Par le lemme [3.5[ nous obtenons ¢ (t) < 0, d’ott u,11(t) < x(t). Sin =0 alors uy(t) < z(t)
et comme ug(t) < wuy(t) donc ug(t) < u(t). Par suite, on obtient u,(t) < z(t).

Par le méme raisonnement, posons ¢o(t) = x(t) — v,41(t), appliquons 'opérateur D*, on
obtient

D%p(t)) = D*(x(t) — vn4a(?))
= D%(t) — D%,y (t)
= f(s,2(t),2(0(1))) — f(t, va(t), va(0(t)))
— M (vn(t) = vn41(t)) = N(vn(0(2)) — vnr1(0(2)),
par 'hypothese (H2)

D%(t) > —M(z(t) — va(s)
—M(

— N (z(6(1)) — va(0(1)))
Un(t) = vn41(t)) = N(va(0(1)) — vni2(6(2))

M(x(t) = vnya(s)) = N(2(0(1)) — vns1(6(1)))

> —Magy(t) — Ngo(6(1))-

On obtient D%gs(t) + Mga(t) + Nga2(0(t)) > 0, avec 15, “ga(t)),, < 0 et g2(b) < 0.

Par le lemme [3.5 nous obtenons go(t) < 0, d’ott z(t) < v,41(t). Sin = 0 alors z(t) < vy(t)
et comme v (t) < vo(t) donc x(t) < vo(t). Par suite, on obtient z(t) < v,(t). Par passage
a la limite et quand n — oo on trouve u(t) < x(t) < v(t). Donc le probleme admet

au mois une solution u(t) dans J. m

—~

v
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3.4 Exemple

Considérons le systeme différentiel d’ordre fractionnaire suivant

§D32u(t) = 5 cos(u(t)) + o cos(u(v1)), te€[L,2],

I"2u(t),_, =0, u(2)=0,

le=1

avec 0(t) =/t € C([1,2],[1,2]).

On prend yo(t) = =5 et vo(t) =

wolN

‘[1/2(%)|t:1 = ﬁ >0, UO(2) = g > 0.

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Par conséquent, yo(t) et vg(t) sont respectivement sous et sur solution du probleme ((3.24)).

D’autre part, . .
(b u(t), w(6(1))) = 5 cos(ult)) + 5 cos(u(vD)

vérifie

Ft,x(t), 2(006)) = f(,y(8),y(0(t))) = g5(cos(x(t)) — cos(y(t))) + S (cos(z(Vt)) — cos(y(Vt)))
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Il s’ensuit que

[t 2(t),z(0(1) — f(ty(t),y(0(1) < —3—10(95(75) —y(t)) — 2%(93(\/5) —y(V1))
Yo(t) <y <z <wp(t), y(0) <y <z <wv(d(t))
Finalement,

o5 cos(ult) + o cos(u(VA) < | con(ult))| + oo cos(u(VD),

comme |cos(x)| <1

o cos(u(t) + o cos(u(VD)| € o+ oo = (M + N),

Par le théoreme3.2] le probleme ([3.24) admet une solution.

Université 8 Mai 1945-Guelma L. Hamana



Conclusion

L’apport de notre travail consiste principalement en un point qui est le suivant :
L’extension a I’étude d'un probleme fractionnaire non linéaire de Reimann-Liouville avec
deux conditions aux limites constantes. Nous avons pu présenter un principe de compara-
ison outil crucial dans 1’étude de I’éxistence de solution de notre probleme.

La technique de la méthode monotone combinée avec la méthode de sous et sur solution
fat la clé de ’analyse de notre probleme.

Cette méthode s’avere étre une méthode tres efficace afin d’établir I’existence de solutions
d’équations fractionnaires non linéaires de Reimann-Liouville. L’exemple numérique con-

firme les résultats théoriques obtenus.
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