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 الملخص                      
 
 
 

التي تتناول مشكلة كسور  وب.رزقان  عمل د.هايجودمذكرتنا ، تطرقنا الى تحليل ودراسة  بداية  في
لحل و ذلك باستعمال ا شرط حد متكامل يتضمن دراسة وجودالخاضعة ل ليوفيل-لريمان غير خطية

 بة.طريقة الرتا
       

 ذه الطريقة لدراسة وجود حل لمعادلة تفاضليةه استغلال الاطروحة هوهذه  الهدف من من        
رس من قبل( ندرس )مشكلة لم تد بشرطين حدوديين ثابتين  جديدةال ليوفيل-كسرية غير خطية لريمان

 .المستمرة مع ثقل الدوال  فضاءوجود الحل في 
 

في تحليلنا. ثم نظهر وجود الحلول القصوى  الحاسمةنؤسس أولاً مبدأً جديدًا للمقارنة وهو الأداة          
 حلول.ال تكرارلأسلوب التكراري الرتيب وطريقة لـمشكلتنا في استخدام ا

 
 حصل عليها مثال توضيحي لتبرير صحتها .تنرفق بالنتائج الم أخيرا

 



Résumé

Dans notre mémoire, nous avons commencé par une synthèse du travail de D.Dhaigude

et B. Rizqan article [8] qui traite un problème fractionnaire non linéaire de

Reimann-Liouville avec une condition intégrale aux limites dont l’étude de l’existence de

la solution est basée sur la méthode monotone. l’objectif de notre travail est d’exploiter

cette méthode, en considèrant un nouveau problème fractionnaire non-linéaire de

Reimann-Liouville d’ordre 1 < α < 2 avec deux conditions aux limites constantes

(problème non étudié au paravant). On étudie l’existence de la solution dans l’espace

des fonctions continues avec poids.

Nous établissons d’abord un nouveau principe de comparaison qui est l’outil crucial

dans notre analyse. Ensuite, nous montrons l’existence des solutions extremums de

notre problème en utilisant la technique itérative monotone et la méthode de sous et sur

solutions. On achève le travail par un exemple illustrant les résultats obtenus.
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0.1. Introduction 1

0.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui étudie les propriétés des

dérivées et des intégrales d’ordre non entier (appelés dérivées et intégrales fractionnaires).

En particulier, cette discipline implique des méthodes de résolution des équations differ-

entielles à dérivée fractionnaire de l’inconnue.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier remonte son début à la fin de l’année 1695

quand L’Hospital a soulevé une question à Leibniz en s’interrogeant sur la signification

de
dny

dxn
lorsque n =

1

2
. Leibniz, dans sa réponse, voulut engager une réflexion sur une

possible théorie de la dérivation non entière, et à écrit à L’Hospital : ”... cela conduirait

à un paradoxe à partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles”. Il a fallu

attendre les années 1990 pour voir apparâıtre les premières ”conséquences utiles”.

La première tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fraction-

naire est dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.

Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle

de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le nom ”Approche de Riemann-Liouville”. Plus

tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de

Weyl et de Caputo voir [11].

A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est

pour cette raison qu’elle a été considérée comme abstraite ne contenant que des manip-

ulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures

à des applications, a commencé à voir le jour depuis les années 1990, où les équations

différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique,

l’ingénierie, la biologie, la mécanique....

Par exemple : les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement dans le modèle

mathématique de la visco-élasticité des matières, les problèmes électromagnétiques peu-

vent être décrits en utilisant les équations intégro-différentiels fractionnaires. En biologie,

ils a été déduit que les membranes de cellules d’organisme biologique ont la conductance

électrique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en groupe de modèles d’ordre non entier

et en économie, quelques systèmes de la finance peuvent afficher une dynamique d’ordre

fractionnaire. D’où l’intérêt particulier porté sur le calcul et l’analyse fractionnaire pen-

dent ces dernières décennies.

La méthode monotone combinée à la méthode de sous et sur solution est un outil puissant

dans l’étude de l’existence de solutions de problèmes differentiels d’ordre fractionnaire.

Cabada, A. Habvets, P.Lois et Cabada, A., Sanchez [2, 3] ont développé la méthode mono-

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana



0.1. Introduction 2

tone pour des équations différentielles ordinaires (problème de Neumann).

La méthode monotone pour des équations différentielles fractionnaires de Caputo d’ordre

0 < α < 2 a été exploitée dans [1, 9, 19, 20, 21].

L’existence et l’unicité de la solution des équations différentielles fractionnaires de Riemann-

Liouville avec des conditions aux limites intégrales sont également étudiées par Nanware

et Dhaigude dans [14, 15, 16, 17].

Recemment, Bo. Tang , Jing Zhao et Zhenhai Liu [20] ont étudié l’existence de solutions

pour un probllème de Riemann-Liouville avec deux conditions aux limites en utilisant la

méthode monotone combinée avec la méthode de sous et sur solution.

Motivée par ce dernier travail, dans le cadre de ce mémoire nous proposons une étude assez

exhausive de l’existence de solutions de problèmes de Riemann-Liouville via la méthode

monotone.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

l’étude se veut assez détaillée dans le chapitre 2, le chapitre 1 étant introductif. Dans le

chapitr 3, on établit l’existence d’un autre problème de Riemann-Liouville mais avec deux

conditions aux limites constantes , toujours en utilisant la méthode monotone.

1. Premier chapitre : étant introductif dans lequel nous rappelons les définitions et

quelques résultats de base utiles dans la suite du travail.

2. Deuxième chapitre : est destiné à une étude plus complète du problème fractionnaire

de Riemann et Liouville avec une condition intégrale au bord suivant
Dα

0+u(t) = f(t, u(t), u(θ(t))), t ∈ J = [0, T ], T > 0

u(0) = λ

∫ T

0

u(s)ds+ d, d ∈ R,
(0.1)

où f ∈ C(J × R2,R) et θ ∈ C(J, J), θ(t) ≤ t et t ∈ J , λ ≥ 0 et 0 < α < 1.

Dα
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Reimann-liouville d’ordre α.

3. Troisième chapitre : on utilise la méthode monotone combinée à la méthode de sous

et sur solution pour établir l’existence d’un problème fractionnaire de Reimann-

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana



0.1. Introduction 3

Liouville avec deux conditions aux limites

Dαu(t) = f(t, u(t), u(θ(t))), t ∈ J = (a, b)

I2−αu(t)|t=a = A,

u(b) = B.

Où, f ∈ C(J×R2), 1 < α < 2, A,B ∈ R, Dα et I2−α sont respectivement la dérivée

et l’intégrale fractionnaire au sens de Reimann-liouville d’ordre α et d’ordre 2− α.

Finalement, nous illustrons les résultats obtenus par un exemple.

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana



Chapter 1
Préliminaires et rappels de calcul

fractionnaire

Ce chapitre est introductif dans lequel on rappelle des notions et des résultats fondamen-

taux de la théorie de calcul fractionnaire et de l’analyse fonctionnelle qui représentent des

outils indispensables dans la suite de notre travail.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions absolument continues

Définition 1.1 Soit [a, b] un intervalle fini et soit AC[a, b] l’espace des fonctions f absol-

ument continues dans [a, b]. Pour n ∈ N, on note par ACn[a, b] l’espace défini par

ACn[a, b] = {f : [a, b]→ R, tq fn−1(x) ∈ AC([a, b])}. (1.1)

1.1.2 Espaces des fonctions continues avec poids

Définition 1.2 Soit (0 ≤ p ≤ 1), on appelle espace des fonctions f continues avec poids

dans [t0, T ] noté par Cp([t0, T ],R) l’espace des fonctions f ∈ C([t0, T ] défini par

Cp([t0, T ] = {f ∈ C([t0, T ],R), tq f(t)(t− t0)p ∈ C([t0, T ],R)} (1.2)

‖f(t)‖Cp = ‖(t− t0)pf(t)‖C avec ‖f(t)‖C = max
t∈[t0,T ]

| f(t) | . (1.3)

En particulier C0([a, b]) = C([a, b]).

4



1.2. Définitions de base dans le calcul fractionnaire 5

1.2 Définitions de base dans le calcul fractionnaire

1.2.1 fonctions spéciales

La fonction Gamma

une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler, qui

généralise factoriel n (n !).

Définition 1.3 [11, 12] La fonction Gamma est définie par l’intégrale

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt, z ∈ C, <(z) > 0. (1.4)

Propriétés de la fonction Gamma

• Γ(z) est une fonction monotone est strictement décroissante pour

0 < z ≤ 1.

• Γ(z + 1) = zΓ(z), z ∈ C.

• Pour n ∈ N, Γ(n+ 1) = n !.

• Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
, z ∈ C.

• Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ(z +
1

2
), z ∈ C.

• Γ(n+
1

2
) =

√
π(2n !)

22nn !
, n ∈ N.

• Γ(
n

2
) = (n−2)!!

√
π

2
n−1
2

, où n ! ! est le factoriel double

n ! ! =


n(n− 2) . . . 5.3.1, n impair

n(n− 2) . . . 6.4.2, n pair

1, n = 0,−1.

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana



1.2. Définitions de base dans le calcul fractionnaire 6

• Γ(
−1

2
) = −2

√
π, Γ(

1

2
) =
√
π.

• Γ(
−3

2
) =

4

3

√
π, Γ(

3

2
) =

1

2

√
π.

La fonction Bêta

La fonction Bêta est un type d’int égrale d’Euler donn ée par la d éfinition suivante

Définition 1.4 [11, 12] La fonction Bêta est définie par l’intégrale suivant

β(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt. (1.5)

où z, w ∈ C, avec <(z) > 0, <(w) > 0.

Propriétés de la fonction Bêta

• β(z, w) = β(w, z), <(z) > 0, <(w) > 0.

• β(z, w) = β(z + 1, w) + β(z, w + 1), <(z) > 0, <(w) > 0.

• β(z, 1) =
1

z
, <(z) > 0.

• β(z, w + 1) =
z

w
β(z + 1, w), <(z) > 0, <(w) > 0.

• β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

1.2.2 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.5 [11] La fonction Mittag-Leffler d’un paramètre est définie par

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα + 1)
, z ∈ C, α > 0

Définition 1.6 [11] La fonction Mittag-Leffler de deux paramètres est définie par

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα + β)
, z ∈ C, α > 0, β > 0.

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana



1.3. Calcul fractionnaire 7

Remarque 1.1 E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k !
= ez.

1.3 Calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrale fractionnaire

Définition 1.7 [11] Soit f : [a, b) −→ R une fonction continue, l’intégrale fractionnaire

de f est donnée par

Inf(x) =

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2 · · ·
∫ xn−1

a

dxn =
1

(n− 1) !

∫ x

a

(x− s)n−1f(s)ds, n ∈ N∗.

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.8 [11] L’ intégrale de Riemann-Liouville d’une fonction f continue d’ordre

α > 0, noté Iαf(t) est défini par

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds. (1.6)

Propriétés

• Pour α, β ∈ R+, Iαa (Iβa f) = Iα+β
a f = Iβa (Iαa f).

• Linéairité : Iαa (λf(t) + µg(t)) = λIαa f(t) + µIαa g(t).

• lim
α−→0

Iαa f(t) = f(t).

• L’ intégrale fractionnaire de Reimann-Liouville d’ordre α =
1

2
de quelques fonctions

I
1/2
0 C = 2C

√
t

π
; (C constante), I

1/2
0 t =

4t3/2

3
√
π

, I
1/2
0 t3/2 =

3
√
πt2

8
, I

1/2
0 ta =

Γ(a+ 1)ta+1/2

Γ(a+ 3/2)
, a > −1.

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana



1.3. Calcul fractionnaire 8

1.3.3 Dérivée fractionnaires

Dérivée fractionnaire au sens de Reimann-liouville

Définition 1.9 Pour α > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. La dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α d’une fonction f : [a, b] −→ R est définie

par

Dα
a+f(t) =

(
d

dt

)n
In−αa+ f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds. (1.7)

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville à droite d’ordre α de la fonction f

est définie par

Dα
b−f(t) =

(
−d
dt

)n
In−αb− f(t) =

1

Γ(n− α)

(
−d
dt

)n ∫ b

t

(s− t)n−α−1f(s)ds. (1.8)

Remarque 1.2 Dans ce qui suit, nous considérons que la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville à droite.

Propriétés

• Linéarité

Dα
a+(λf(t) + µg(t)) = λDα

a+f(t) + µDα
a+g(t). (1.9)

• En général on a

Dα
a+(Dβ

a+f)(t) 6= Dβ
a+(Dα

a+f)(t) 6= Dα+β
a+ f(t) (1.10)

• La dérivée fractionnaire séquentielle de Riemann-Liouville de la fonction f(t) d’ordre

kα, 0 < α < 1 est définie par

Dkα
a+f(t) = Dα

a+D
(k−1)α
a+ f(t), (k = 2, 3, 4, · · · ). (1.11)

• Pour α > 0 et t > a, on a

Dα
a+(Iαa+f)(t) = Dα

a+(D−αa+ f)(t) = f(t). (1.12)

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana



1.3. Calcul fractionnaire 9

• Pour n− 1 < α < n

Iαa+(Dα
a+f)(t) = D−αa+ (Dα

a+f)(t) = f(t)−
n∑
j=1

[Dα−j
a+ f(t)]t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
. (1.13)

Cas particulier si (0 < α < 1), alors

Iαa+(Dα
a+f)(t) = f(t)− [Dα−1

a+ f(t)]t=a
(t− a)α−1

Γ(α)
. (1.14)

• Formules de composition

Soit m− 1 ≤ α < m et n− 1 ≤ β < n

Dα
a+(Dβ

a+f)(t) = Dα+β
a+ f(t)−

n∑
j=1

[Dβ−j
a+ f(t)]t=a

(t− a)−α−j

Γ(−α− j + 1)
. (1.15)

Dβ
a+(Dα

a+f)(t) = Dα+β
a+ f(t)−

m∑
j=1

[Dα−j
a+ f(t)]t=a

(t− a)−β−j

Γ(−β − j + 1)
. (1.16)

• La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante C est donnée par

Dα
a+C =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α, t > a. (1.17)

• La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une fonction puissance (t−
a)ν pour ν > −1

Dα
a+(t− a)ν =

Γ(ν + 1)

Γ(ν − α + 1)
(t− a)ν−α, (1.18)

et

Dα
a+(t− a)α−j = 0, j = 1, 2, · · · , α + 1. (1.19)

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.10 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α ∈ R+ d’une fonction u de

classe Cn([a, b]) est définie par

CDα
au(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1u(n)(s)ds, t > a (1.20)

avec n− 1< α < n.

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana
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Propriétés

• Linéarité CDq(λf(t) + µg(t)) = λCDqf(t) + µCDqg(t).

• CDqC = 0, C constante.

• Règle de Leibnitz

Dα(f(t)g(t)) =
∞∑
k=0

(
α

k

)(
Dα−kf(t)

)
gk(t)

−
n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)
(f(t)g(t))(k) (0).

1.4 Théorèmes

Dans cette partie, nous présentons des théorèmes utiles dans la suite de notre travail.

Théorème 1.1 [10] Si une suite {un}n∈N dans C(J) est bornée et équicontinue, alors il

existe une sous-suite uniformément convergente.

1.4.1 Théorème de convergence dominée de Lebesgue

Théorème 1.2 [13] Soit fn : R −→ R une fonction mesurable telle que lim
n−→∞

fn(x) =

f(x) existe. Supposons qu’il existe g : R −→ R+ avec |fn(x)| ≤ g(x) pour x ∈ R, alors f

est intégrable et on a

lim
n−→∞

∫
R
fndµ =

∫
R

lim
n−→∞

fndµ =

∫
R
fdµ.

1.4.2 Théorème d’Arzela -Ascoli

Ce théorème est connu pour son nombre considérable d’applications. Il caractérise les

parties relativement compactes de l’espace des fonctions continues d’un espace compact

dans un espace quelconque.

Théorème 1.3 [10] Soit Y = C([a, b]) muni de la norme

‖u‖ = max
t∈[a,b]

| u(t) |
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. Si M est un sous ensemble de Y tel que

(i) M est uniformément borné, i.e ∃r > 0, ‖u‖ ≤ r,∀u ∈M .

(ii) M est équicontinu c’est-à-dire

∀ε > 0,∃δ > 0,∀t1, t2 ∈ [a, b] tel que | t1− t2 |< δ et u ∈M =⇒| u(t1)−u(t2) |< ε.

Alors, M est relativement compact.

1.4.3 Théorème du point fixe de Banach

Théorème 1.4 [10] Soit U un fermé non vide d’un espace de Banach X et T : U → U

un opérateur contraction. Alors il existe un unique u ∈ U tel que Tu = u.
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Chapter 2
Méthode monotone d’un problème de

Reimann-Liouville avec condition intégrale au

limites

Dans ce chapitre, on mène une synthèse du travail de D. Dhaigude et B. Rizqan [8],

sur l’étude de l’existence et l’unicité d’un problème de Reimann-Liouville avec condition

intégrale au limites par application de la méthode monotone.

2.1 Position du problème

On considère le problème différentiel fractionnaire suivant
Dα

0+u(t) = f(t, u(t), u(θ(t))), t ∈ J = [0, T ],

u(0) = λ

∫ T

0

u(s)ds+ d, d ∈ R
(2.1)

où f ∈ C(J × R2,R) et θ ∈ C(J, J), θ(t) ≤ t et t ∈ J , λ ≥ 0 et 0 < α < 1.

Dα
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Reimann-liouville d’ordre α.

2.2 Préliminaires

Nous présentons quelques résultats de base utiles pour la suite du travail.

12
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On considère l’espace

C1−α(J,R) = {u ∈ C((0, T ],R) | t1−αu ∈ C(J,R)}. (2.2)

Définition 2.1 Les deux fonctions v0, w0 dans C1−α(J,R) sont appelées respectivement

sous (solution inférieure) et sur solution (solution supérieure) du problème (2.1) si

Dα
0+v0(t) ≤ f(t, v0(t), v0(θ(t))), v0(0) ≤

∫ T

0

v0(s)ds+ d (2.3)

et

Dα
0+w0(t) ≥ f(t, w0(t), w0(θ(t))), w0(0) ≥

∫ T

0

w0(s)ds+ d. (2.4)

Lemme 2.1 [7, 8] Soit m ∈ C1−α(J,R) où pour tout t1 ∈ (0, T ], tel que

m(t1) = 0 et m(t) ≤ 0 pour 0 ≤ t ≤ t1,

il s’ensuit que

Dαm(t1) ≥ 0.

Lemme 2.2 [8] Soit f ∈ C(J × R2,R), la fonction u ∈ C1−α(J,R) est une solution du

problème (2.1) si est seulement si est une solution de l’équation intégrale

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, u(s), u(θ(s)))ds+ λ

∫ T

0

u(s)ds+ d (2.5)

Preuve. (⇐) Supposons u ∈ C1−α(J,R) satisfaisant l’équation intégrale (2.5). Ap-

pliquons l’opérateur différentiel Dα aux deux membres de l’équation (2.5) on trouve

Dα
0+u(t) = Dα

0+

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, u(s), u(θ(s)))ds+ u(0)

)
= Dα

0+u(0) +Dα
0+

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, u(s), u(θ(s)))ds

)

= Dα
0+u(0) +Dα

0+I
α
0+f(s, u(s), u(θ(s)))

= Dα
0+u(0) + f(s, u(s), u(θ(s))).
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D’autre part, on a

Dα
0+u(t) =

(
d

dt

)n (
In−α0+ u(t)

)
=

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

0

(t− s)n−α−1u(s)ds.

Comme on a n=1, donc

Dα
0+u(t) =

d

dt

(
I1−α

0+ u(t)
)

=
1

Γ(1− α)

d1

dt

∫ t

0

(t− s)1−α−1u(s)ds

=
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− s)−αu(s)ds.

Il s’ensuit que

Dα
0+u(0) =

1

Γ(1− α)
× 0 = 0.

On obtient

Dα
0+u(t) = f(t, u(t), u(θ(t))).

En plus, u(0) = λ

∫ T

0

u(s)ds+ d (par (2.5)).

Réciproquement si u(t) est solution continue de (2.1). On a

IαDαu(t) = Iαf(t, u(t), u(θ(t))).

par la formule (1.14),on a

IαDαu(t) = u(t)− [Dα−1
0+ u(t)]t=0

(t− 0)α−1

Γ(α)
.

= u(t)− u(0)
(t− 0)1−α

Γ(2− α)

(t− 0)α−1

Γ(α)
,

= u(t)− u(0).

donc

u(t) = IαDαu(t) + u(0)

= Iα0+f(t, u(t), u(θ(t))) + u(0)

= Iα0+f(t, u(t), u(θ(t))) + λ

∫ T

0

u(s)ds+ d

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, u(s), u(θ(s)))ds+ λ

∫ T

0

u(s)ds+ d.

D’où u(t) solution de (2.5).
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Lemme 2.3 [8] Soit {uε} une famille de fonction continue sur J, pour tout ε > 0 satis-

faisant 
Dα

0+uε(t) = f(t, uε(t), uε(θ(t))), t ∈ J = [0, T ], T ≥ 0

uε(0) = λ

∫ t

0

u(s)ds+ d, d ∈ R
(2.6)

où | f(t, uε(t), uε(θ(t))) |≤M , pour t ∈ J . Alors la famille {uε} est équicontinue dans J .

Preuve. D’après le lemme 2.2, on a

uε(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, uε(s), uε(θ(s)))ds+ λ

∫ T

0

uε(s)ds+ d.

Pour 0 ≤ t1 < t2 ≤ T ,

|uε(t1)− uε(t2)| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, uε(s), uε(θ(s)))ds−
1

Γ(α)∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, uε(s), uε(θ(s)))ds

∣∣∣∣
≤ M × 1

Γ(α)

(∫ t1

0

(t1 − s)α−1ds−
∫ t2

0

(t2 − s)α−1ds

)
≤ M × 1

Γ(α)

∫ t1

0

(
(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1

)
ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

≤ M

Γ(α + 1)
[tα1 − tα2 + 2(t2 − t1)α]

≤ 2M

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α < ε.

Pour |t2 − t1| < δ avec δ =
εΓ(α + 1)

2M

1/α

, la famille {uε} est équicontinue.

2.3 Unicité et existence de la solution

Dans cette section, l’existence de la solution unique du problème (2.1) est établie par

application du théorème du point fixe de Banach.

Théorème 2.1 [8] Supposons

1. f ∈ C(J × R2, R), θ ∈ C(J, J), θ(t) ≤ t, t ∈ J .
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2. Ils existes deux constantes positives M et N tel que

|f(t, u1, u2)− f(t, v1, v2)| ≤M |u1 − v1|+N |u2 − v2|.

3. Pour tout t ∈ J , ui, vi ∈ R, i = 1, 2. Si λ <
Γ(α + 1)− Tα(M +N)

TΓ(α + 1)
,

le problème (2.1) admet une solution unique.

Preuve. On considère l’ opérateur T définit par :

(Tu)(t) = λ

∫ T

0

u(s)ds+ d+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, u(s), u(θ(s)))ds.

Montrons que T: C1−α(J,R)→ C1−α(J,R) est une contraction. Pour tout u, v ∈ C1−α(J,R),

on a

‖Tu− Tv‖C = max
t∈J
|(Tu)(t)− (Tv)(t)|

= max
t∈J

∣∣∣λ∫ T

0

u(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, u(s), u(θ(s)))ds

−λ
∫ T

0

v(s)ds− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, v(s), v(θ(s)))ds
∣∣∣

≤ max
t∈J

λ

∫ T

0

|u(s)− v(s)|ds+ max
t∈J

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

×|f(s, u(s), u(θ(s)))− f(s, v(s), v(θ(s)))|ds

≤ λ

∫ T

0

ds‖u(t)− v(t)‖C + max
t∈J

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, u(s), u(θ(s)))

−f(s, v(s), v(θ(s)))|ds.

Par hypothèse (2)

‖Tu− Tv‖C ≤ λ

∫ T

0

ds‖u(t)− v(t)‖C + max
t∈J

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

× [|M (u(s)− v(s)) |+ |N (u(θ(s))− v(θ(s))) |] ds

≤ λT‖u(t)− v(t)‖C + max
t∈J

M +N

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1‖u− v‖Cds

≤ ‖u− v‖C

[
λT + max

t∈J

M +N

Γ(α)

[
(t− s)α

α

]t
0

]

≤ ‖u− v‖C
[
λT +

(M +N)

αΓ(α)
tα
]

≤
[
λT +

(M +N)

Γ(α + 1)
Tα
]
‖u− v‖C

≤ ‖u− v‖C .
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Le théorème du point fixe de Banach implique que l’opérateur T admet un unique point

fixe. Par conséquent, le problème (2.1) admet une unique solution.

Corollaire 2.1 [8] Soit M, N constantes σ ∈ C1−α(J,R). Le problème linéaire
Dα

0+u(t) +Mu(t) +Nu(θ(t)) = σ(t), t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1

u(0) = λ

∫ T

0

u(s)ds+ d, d ∈ R
(2.7)

admet une solution unique.

2.4 La méthode monotone itérative

Dans cette section, nous utilisons la méthode monotone itérative pour établir l’existence

et l’unicité du problème (2.1). Le principe de cette méthode est basé sur la recherche

de deux suites vn(t)n∈N et wn(t)n∈N monotones qui convergent respectivement vert la

solution minimale et maximale de (2.1).

Commençons par définir l’intervalle fonctionnel

[v0, w0] = {u ∈ C1−α(J,R), v0(t) ≤ u(t) ≤ w0, ∀t ∈ J}.

Lemme 2.4 Soit θ ∈ C(J, J) où θ(t) ≤ t dans J . Supposons p ∈ C1−α(J,R) satisfaisons

les inégalités suivantesDα
0+p(t) ≤ −Mp(t)−Np(θ(t)) = Fp(t), t ∈ J,

p(0) ≤ 0,
(2.8)

où M et N sont des constantes. Si

− (1 + T )α [M +N ] < Γ(1 + α) (2.9)

alors, p(t) ≤ 0 pour tout t ∈ J .

Preuve. Considérons pε(t) = p(t) − ε(1 + tα), ε > 0. On applique l’opérateur Dα
0+ à

cette égalité on obtient

Dα
0+pε(t) = Dα

0+p(t)−Dα
0+ε(1 + tα)

≤ Fp(t)−Dα
0+ε(1 + tα)

= Fp(t)−Dα
0+ε− εDα

0+t
α
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Par (1.17) et (1.18), on obtient

Dα
0+pε(t) ≤ Fp(t)− ε

tαΓ(1− α)
− εΓ(1 + α)

= Fpε(t) + ε

[
−M(1 + tα)−N(1 + tα)− 1

tαΓ(1− α)
− Γ(1 + α)

]
< Fpε(t) + ε [−(1 + tα)(M +N)− Γ(1 + α)] < Fpε(t)

et

pε(0) = p(0)− ε < 0.

Nous prouvons que pε(t) < 0 dans J . Supposons que pε(t) ≮ 0 dans J . Il existe alors

t1 ∈ (0, T ] tel que pε(t1) = 0 et pε(t) < 0, t ∈ (0, t1). A partir du lemme 2.1, on a

Dα
0+pε(t1) ≥ 0. Il s’ensuit que

0 < Fpε(t) = −Npε(θ(t)).

Si N = 0, alors 0 < 0, ce qui est une contradiction. Si −N > 0, alors pε(θ(t1)) > 0, ce qui

est encore une contradiction. Cela prouve que pε(t) < 0 dans J . Donc p(t)− ε(1 + tα) < 0

dans J . Prenons ε→ 0, Nous obtenons le résultat souhaité.

2.4.1 Existence de la solution

Théorème 2.2 [8] Supposons que

(H1) f ∈ C(J × R2,R), θ ∈ C(J, J), θ(t) ≤ t, t ∈ J .

(H2) Les fonctions v0 et w0 dans C1−α(J,R) sont respectivement sous et sur solution du

problème(2.1) avec v0(t) ≤ w0(t) dans J .

(H3) Ils existe deux constantes positives M et N, tel que la fonction f satisfait la condition

suivante

f(t, u1, u2)− f(t, v1, v2) ≥ −M (u1 − v1)−N (u2 − v2) . (2.10)

pour v0(t) ≤ v1 ≤ u1 ≤ w0(t), v0(θ(t)) ≤ v2 ≤ u2 ≤ w0(θ(t)).

Alors ils existe deux suites monotone vn(t) et wn(t) dans C1−α(J,R) tel que

vn(t)→ v(t) et wn(t)→ w(t) lorsque n→∞

. Pour tout t ∈ J , où v et w sont respectivement les solutions minimale et maximale du

problème(2.1) et v(t) ≤ u(t) ≤ w(t) dans J .
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Preuve. Pour tout η ∈ C1−α(J,R) tel que η ∈ [v0, w0]. Nous considérons le problème

linéaire suivant
Dα

0+u(t) = f(t, η(t), η(θ(t))) +M [η(t)− u(t)] +N [η(θ(t))− u(θ(t))]

u(0) =

∫ T

0

u(s)ds+ d

(2.11)

par le corollaire 2.1, le problème linéaire (2.11) admet une unique solution u(t).

Par la suite, nous définissons les suites (vn)n∈N et (wn)n∈N comme suit
Dα

0+vn+1(t) = f(t, vn(t), vn(θ(t)))−M [vn+1(t)− vn(t)]−N [vn+1(θ(t))− vn(θ(t))]

vn+1(0) =

∫ T

0

vn(s)ds+ d,

(2.12)

et
Dα

0+wn+1(t) = f(t, wn(t), wn(θ(t)))−M [wn+1(t)− wn(t)]−N [wn+1(θ(t))− wn(θ(t))]

wn+1(0) =

∫ T

0

wn(s)ds+ d.

(2.13)

L’existence des solutions vn+1 et wn+1 des problèmes respectifs (2.12) et (2.13) découle de

ce qui précède (Thm 2.1 et corollaire 2.1).

Maintenant, on va montrer que les suites vn et wn sont monotones. Pour cela, on va

utiliser le raisonnement par récurrence.

Prenons n=0 dans (2.12) et (2.13) nous obtenons
Dα

0+v1(t) +Mv1(t) +Nv1(θ(t)) = f(t, v0(t), v0(θ(t))) +Mv0(t) +Nv0(θ(t)), n ∈ N

v1(0) =

∫ T

0

v0(s)ds+ d,
Dα

0+w1(t) +Mw1(t) +Nw1(θ(t)) = f(t, w0(t), w0(θ(t))) +Mw0(t) +Nw0(θ(t)), n ∈ N

w1(0) =

∫ T

0

w0(s)ds+ d.

Comme v0(t) et w0(t) sont dans C1−α(R, J), l’éxistence de la solution v1(t) et w1(t) est

évidente.

Montrons que v0(t) ≤ v1(t) ≤ w1(t) ≤ w0(t). Posons p1(t) = v1(t) − v0(t), puisque v0(t)
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2.4. La méthode monotone itérative 20

est la solution minimale du problème (2.12), on obtient

Dα
0+p1(t) = Dα

0+v1(t)−Dα
0+v0(t)

≥ f(t, v0(t), v0(θ(t)))− f(t, v0(t), v0(θ(t)))−M [v1(t)− v0(t)]

−N [v1(θ(t))− v0(θ(t))]

≥ −Mp1(t)−Np1(θ(t)).

De plus,

p1(0) = v1(0)− v0(0) ≥
∫ T

0

v0(s)ds+ d− d−
∫ T

0

v0(s)ds

= 0.

Par le lemme2.4, p1(t) ≥ 0 c-à-d v1(t)− v0(t) ≥ 0 donc v0(t) ≤ v1(t) dans J .

De même, posons p2(t) = w0(t)− w1(t)

Dα
0+p2(t) = Dα

0+w0(t)−Dα
0+w1(t)

≥ f(t, w0(t), w0(θ(t)))− f(t, w0(t), w0(θ(t)))−M [w0(t)− w1(t)]

−N [w0(θ(t))− w1(θ(t))]

≥ −Mp2(t)−Np2(θ(t)),

avec

p2(0) = w0(0)− w1(0) ≥
∫ T

0

w0(s)ds−
∫ T

0

w0(s)ds = 0,

alors

Dα
0+p2(t) ≥ −Mp2(t)−Np2(θ(t)) avec p2(0) ≥ 0.

En appliquant le lemme2.4, on obtient w0(t)− w1(t) ≥ 0 donc w0(t) ≥ w1(t) dans J .

En posant p3(t) = w1(t)− v1(t) et par hypothèse (H3) on obtient

Dα
0+p3(t) = Dα

0+w1(t)−Dα
0+v1(t)

= f(t, w0(t), w0(θ(t)))−M [w1(t)− w0(t)]−N [w1(θ(t))− w0(θ(t))]

−f(t, v0(t), v0(θ(t))) +M [v1(t)− v0(t)] +N [v1(θ(t))− v0(θ(t))]

≥ −Mp3(t)−Np3(θ(t)).

Avec p3(0) = w1(0)− v1(0) =

∫ T

0

w0(s)ds−
∫ T

0

v0(s)ds, tant que v0(t) ≤ w0(t) on a

∫ T

0

w0(s)ds ≥
∫ T

0

v0(s)ds,
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ce qui implique p3(0) ≥ 0. Par le lemme2.4 on a v1(t) ≤ w1(t).

Pour n= 0 on a

v0(t) ≤ v1(t) ≤ w1(t) ≤ w0(t).

Supposons pour n = k > 1 les inégalités suivantes sont vraies

vk−1(t) ≤ vk(t) ≤ wk(t) ≤ wk−1(t) dans J, (2.14)

et on montre pour n=k+1 les inégalités

vk(t) ≤ vk+1(t) ≤ wk+1(t) ≤ wk(t) dans J.

Par le même raisonnement que précédement, on pose p(t) = vk+1(t)− vk(t). On trouve

Dα
0+p(t) = Dα

0+vk+1(t)−Dα
0+vk(t)

= f(t, vk(t), vk(θ(t)))−M [vk+1(t)− vk(t)]−N [vk+1(θ(t))− vk(θ(t))]
−f(t, vk−1(t), vk−1(θ(t))) +M [vk(t)− vk−1(t)] +N [vk(θ(t))− vk−1(θ(t))]

D’après l’hypothèse (H3), on trouve

Dα
0+p(t) ≥ −M [vk+1(t)− vk(t)]−N [vk+1(θ(t))− vk(θ(t))]

≥ −Mp(t)−Np(t)

et

p(0) = vk+1(0)− vk(0)

=

∫ T

0

vk(s)ds−
∫ T

0

vk−1(s)ds

=

∫ T

0

(vk(s)− vk−1)ds

≥
∫ T

0

(vk(s)− vk)ds = 0.

Par le lemme2.4, on obtient p(t) ≥ 0 impliquant vk(t) ≤ vk+1(t) pour tout t ∈ J.
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2.4. La méthode monotone itérative 22

De même on montre que

vk+1(t) ≤ wk+1(t) et wk+1(t) ≤ wk(t).

Alors, les suites vn(t) et wn(t) sont monotones, dans [v0, w0] avec

v0(t) ≤ v1(t) ≤ . . . ≤ vk(t) ≤ wk(t) ≤ . . . ≤ w1(t) ≤ w0(t),

et uniformément bornées. De plus, vu (2.12) et (2.13) les suites (Dαvn) et (Dαwn) sont

aussi uniformément bornées dans J .

Appliquons le lemme 2.3, nous concluons que les suites (vn) et (wn) sont equicontinues.

Par le théorème d’Arzela-Ascoli les suites (vn) et (wn) sont uniformément convergentes

respectivement vers v et w dans J .

Vérifions que v(t) et w(t) sont solutions du problème (2.1), on a

vn+1(t) = v0 +
1

Γ(α)

∫ T

0

(t− s)α−1{f(t, vn+1(t), vn+1(θ(t)))

−M [vn+1(t)− vn(t)]−N [vn+1(θ(t))− vn(θ(t))]}ds, n ∈ N

par passage à la limite etf continue, on trouve

v(t) = v0 +
1

Γ(α)

∫ T

0

(t− s)α−1f(s, v(s), v(θ(s)))ds, n ∈ N

par le lemme 2.2 v(t) est une solution de (2.1).

D’autre part, on a

wn+1(t) = w0 +
1

Γ(α)

∫ T

0

(t− s)α−1{f(t, wn+1(t), wn+1(θ(t)))

−M [wn+1(t)− wn(t)]−N [wn+1(θ(t))− wn(θ(t))]}ds, n ∈ N

par passage à la limite et f continue, on trouve

w(t) = w0 +
1

Γ(α)

∫ T

0

(t− s)α−1f(s, w(s), w(θ(s)))ds, n ∈ N

par le lemme 2.2 w(t) est une solution de (2.1).

Maintenant, montrons que v(t) est w(t) sont respectivement les solutions minimale et

maximale de (2.1). Soit u(t) une autre solution différente de v(t) et w(t). Alors, il existe

un entier positif k tel que vk ≤ u ≤ wk dans J . Posons p(t) = u(t)− vk+1(t), on obtient

Dα
0+p(t) = Dα

0+u(t)−Dα
0+vk+1(t)

= f(t, u(t), u(θ(t)))− f(t, vk(t), vk(θ(t))) +M [vk+1(t)− vk(t)]
+N [vk+1(θ(t))− vk(θ(t))].
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2.4. La méthode monotone itérative 23

Par hypothèse (H3),

Dα
0+p(t) ≥ −M (u(t)− vk+1(t))−N (u(θ(t)− vk+1(θ(t)))

≥ −Mp(t)−Np(θ(t)),

et p(0) = u(0)− vk+1(0) =

∫ T

0

(u(s)− vk(s)) ds ≥ 0.

Par le lemme 2.4, on obtient p(t) ≥ 0 donc u(t) ≤ vk+1(t) pour tout k dans J . De la même

manière, on montre que u(t) ≤ wk+1(t) pour tout k dans J . Puisque v0(t) ≤ u(t) ≤ w0(t)

dans J . Par récurrence, il vient que vk ≤ u(t) et u(t) ≤ wk pour tout k. Par conséquent,

vk ≤ u(t) ≤ wk le même raisonnement de v0(t) ≤ u(t) on montre que u(t) ≤ w0(t) dans J.

Pour k →∞, on obtient v(t) ≤ u(t) ≤ w(t) dans J . Alors, v(t) et w(t) sont les solutions

minimale et maximale du problème (2.1).

2.4.2 Unicité de la solution

Théorème 2.3 [8] Supposons que

(i) les hypothèses du théorème 2.2 sont vérifiées,

(ii) il existe deux constantes positives M, N et tel que la fonction f satisfait la condition

f(t, u1, u2)− f(t, v1, v2) ≤M(u1 − v1) +N(u2 − v2), (2.15)

pour v0(t) ≤ v1 ≤ u1 ≤ w0(t), v0(θ(t)) ≤ v2 ≤ u2 ≤ w0(θ(t)).

Alors le problème (2.1) admet une solution unique.

Preuve. Puisque v(t) ≤ w(t) dans J , il suffit de montrer que v(t) ≥ w(t) dans J.

Posons p(t) = w(t)− v(t), on a

Dα
0+p(t) = Dα

0+w(t)−Dα
0+v(t) (2.16)

= f(t, w(t), w(θ(t))− f(t, v(t), v(θ(t)),

par hypothèses (ii)

Dα
0+p(t) ≤ −M [w(t)− v(t)]−N [w(θ(t))− v(θ(t))]

= −Mp(t)−Np(θ(t)),

et

Dα
0+p(t) ≤Mp(0)−Np(θ(0)) ≤ −Mp(0)−Np(0),
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2.4. La méthode monotone itérative 24

donc

Dα
0+p(0) ≤ −(M +N)p(0),

ce qui donne (
1

Γ(1− α)Tα
+ (M +N)

)
p(0) ≤ 0.

Alors, p(0) ≤ 0 puisque
(

1
Γ(1−α)Tα

+ (M +N)
)
> 0.

Par le lemme 2.4, p(t) ≤ 0 ce qui implique v(t) ≥ w(t) alors v(t) = w(t).

D’où l’unicité de la solution du problème (2.1).
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Chapter 3
Méthode monotone d’un problème de

Reimann-Liouville avec deux conditions

constantes aux limites

Dans ce chapitre, on applique la méthode monotone pour établir l’existence de solutions

pour un problème fractionnaire de Reimann-Liouville avec deux conditions constantes aux

limites .

3.1 Position du problème

Soit le problème 
Dα
a+u(t) = f(t, u(t), u(θ(t))), t ∈ J = (a, b)

I2−α
a+ u(t)|t=a = A, u(b) = B,

(3.1)

où f ∈ C(J × R2,R) et θ ∈ C(J, J), 1 < α < 2 et θ(t) ≤ t, t ∈ J .

Dα
a+, I2−α

a+ sont respectivement la dérivée et l’intégrale au sens de Reimann-liouville d’ordre

fractionnaire α et 2− α. A, B ∈ R.

3.2 Définitions et lemmes

Nous présentons quelques définitions et lemmes de base utiles pour la suite du travail.

25
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On considère l’espace

C2−α(J) = {x : x ∈ C(a, b], (t− a)2−αx(t) ∈ C(J), 1 < α < 2}. (3.2)

Définition 3.1 [20] Une fonction y0(t) ∈ C2−α(J) est dite sous solution du problème

(3.1), si elle satisfait
LDα

a+y0(t) ≥ f(t, y0(t), y0(θ(t))), t ∈ (a, b),

I2−α
a+ y0(t)|t=a ≤ A, y0(b) ≤ B.

(3.3)

De façon analogue, la fonction z0(t) ∈ C2−α(J) est dite sur solution du problème (3.1), si

elle satisfait 
LDα

a+z0(t) ≤ f(t, z0(t), z0(θ(t))), t ∈ (a, b),

I2−α
a+ z0(t)|t=a ≥ A, z0(b) ≥ B.

(3.4)

Lemme 3.1 [11] Soit α > 0, m = [α] + 1 et soit xm−α(t) = Im−αa+ x(t) l’intégrale fraction-

naire d’ordre m − α. Si x(t) ∈ L1(a, b) et xm−α(t) ∈ ACm(J), alors nous avons l’égalité

suivante

(Iαa+)Dα
a+x(t) = x(t)−

m∑
k=1

x
(m−k)
m−α (a)

Γ(α− k + 1)
(t− a)α−k.

Pour 1 < α < 2 et u ∈ C2−α(J), on a

1

Γ(α− 1)
I2−α
a+ u(t)|t=a = lim

t→a
[(t− a)2−αu(t)]. (3.5)

Lemme 3.2 On considère le problème linéaire suivant
LDα

a+u(t) +Mu(t) +Nu(θ(t)) = σ(t), t ∈ (a, b),

I2−α
a+ u(t)|t=a = A, u(b) = B,

(3.6)

où M, N sont constantes et σ ∈ C2−α(J).

Le problème de (3.6) a la représentation intégrale de la solution

u(t) = B
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ A

(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− A (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)

−
∫ b

a

G(t, s)
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds,

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana
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avec G(t, s) est la fonction de Green donnée par

G(t, s) =
1

Γ(α)



(t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1 − (t− s)α−1, a ≤ s ≤ t ≤ b,

(t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1. a ≤ t ≤ s ≤ b.

(3.7)

Alors u ∈ C2−α(J) est solution du problème (3.1), si l’équation intégrale suivante est

vérifiée

u(t) = B
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ A

(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− A (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)f(s, u(s), u(θ(s)))ds.

(3.8)

Preuve. Appliquons l’opérateur Iα aux deux membres de l’équation (3.6) on trouve

IαDα
a+u(t) = Iα

(
σ(t)−Mu(t)−Nu(θ(t))

)
Par (1.13) on obtient

u(t)−
2∑
j=1

Dα−ju(t)|t=a
Γ(α− j + 1)

(t− a)α−j =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds,

posons Dα−ju(t)|t=a = bj, il vient que

u(t) =
2∑
j=1

bj
Γ(α− j + 1)

(t− a)α−j +
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds,

c’est à dire

u(t) =
b1

Γ(α)
(t− a)α−1 +

b2

Γ(α− 1)
(t− a)α−2 +

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1

×
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds, (3.9)

avec I2−α
a+ u(t)|t=a = A, et

u(b) =
b1

Γ(α)
(b−a)α−1+

b2

Γ(α− 1)
(b−a)α−2+

1

Γ(α)

∫ b

a

(b−s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds,

B =
b1

Γ(α)
(b−a)α−1+

b2

Γ(α− 1)
(b−a)α−2+

1

Γ(α)

∫ b

a

(b−s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds,

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana
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il suit que

b1 = B
Γ(α)

(b− a)α−1
− b2Γ(α)

Γ(α− 1)(b− a)
− 1

(b− a)α−1

∫ b

a

(b−s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds.

(3.10)

On remplace (3.10) dans (3.9) on obtient,

u(t) =
(t− a)α−1

Γ(α)

(
B

Γ(α)

(b− a)α−1
− b2Γ(α)

Γ(α− 1)(b− a)
− 1

(b− a)α−1

×
∫ b

a

(b− s)α−1{σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))}ds
)

+
b2

Γ(α− 1)
(t− a)α−2

+
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds

u(t) =
B(t− a)α−1

(b− a)α−1
− b2(t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
− (t− a)α−1

(b− a)α−1Γ(α)

×
∫ b

a

(b− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds) +

b2

Γ(α− 1)
(t− a)α−2

+
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds.

Comme I2−αu(t)|t=a = A, par (3.5) on obtient

1

Γ(α− 1)
A = lim

t→a
[(t− a)2−αu(t)]

= lim
t→a

B(t− a)

(b− a)α−1
− lim

t→a

b2(t− a)

Γ(α− 1)(b− a)
− lim

t→a

(t− a)

(b− a)α−1Γ(α)

×
∫ b

a

(b− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds+

b2

Γ(α− 1)

+ lim
t→a

(t− a)2−α

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds

A = b2.

Finalement,

u(t) =
B(t− a)α−1

(b− a)α−1
− A(t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
+

A

Γ(α− 1)
(t− a)α−2

− (t− a)α−1

(b− a)α−1Γ(α)

∫ b

a

(b− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds)

+
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds,
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avec G(t, s) la fonction de Green définie par

G(t, s) =
1

Γ(α)



(t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1 − (t− s)α−1, a ≤ s ≤ t ≤ b

(t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1. a ≤ t ≤ s ≤ b.

La solution de (3.1) est donnée alors sous la forme suivante

u(t) = B
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ A

(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− A (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)f(s, u(s), u(θ(s)))ds.

Lemme 3.3 [9, 20] Soit G la fonction de Green définie par (3.7)( lemme 3.2), alors

(1) G(t, s) ≥ 0 pour tout a ≤ t, s ≤ b,

(2) max
t∈J

G(t, s) = G(s, s), s ∈ J ,

(3) G(s, s) a un unique maximum donné par

max
s∈J

G(s, s) = G

(
a+ b

2
,
a+ b

2

)
=

1

Γ(α)

(
b− a

4

)α−1

,

(4)

∫ b

a

G(t, s)ds ≤ 1

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
(b− a)α.

Lemme 3.4 Supposons que M et N vérifient

0 ≤M +N <
4α−1(α− 1)Γ(α)

(b− a)α
, (3.11)

alors le problème (3.6) admet une unique solution.

Preuve. On définit l’opérateur T : C2−α(J)→ C2−α(J) par

(Tu)(t) = B
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ A

(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− A (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)

×
(
σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s))

)
ds.
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Montrons que l’opérateur T a un unique point fixe. Pour u(t), v(t) ∈ C2−α(J) alors on a

‖(Tu)(t)− (Tv)(t)‖C2−α =

∥∥∥∥− ∫ b

a

G(t, s)(σ(s)−Mu(s)−Nu(θ(s)))ds+

∫ b

a

G(t, s)

×(σ(s)−Mv(s)−Nv(θ(s)))ds

∥∥∥∥
C2−α

=

∥∥∥∥∫ b

a

G(t, s)(M(u(s)− v(s)) +N(u(θ(s))− v(θ(s))))ds

∥∥∥∥
C2−α

= max
t∈J

{
(t− a)2−α

∣∣∣∣ ∫ b

a

G(t, s)(M(u(s)− v(s)) +N(u(θ(s))

−v(θ(s))))ds

∣∣∣∣},
par le lemme 3.3 on a

‖(Tu)(t)− (Tv)(t)‖C2−α ≤ max
t∈J

{
(t− a)2−α 1

Γ(α)

(
b− a

4

)α−1 ∫ b

a

∣∣M(u(s)− v(s)
)

+N
(
u(θ(s))− v(θ(s))

)∣∣ds},
on a θ(s) ≤ s donc

‖(Tu)(t)− (Tv)(t)‖C2−α ≤ max
t∈J
{(t− a)2−α 1

Γ(α)

(
b− a

4

)α−1 ∫ b

a

(M +N)|u(s)− v(s)|ds}

≤ max
t∈J
{(t− a)2−α (M +N)

Γ(α)

(
b− a

4

)α−1 ∫ b

a

|u(s)− v(s)|ds},

comme on a

‖u− v‖C2−α = max
t∈J
{(t− a)2−α|u(s)− v(s)|},

c’est à dire

(t− a)α−2‖u− v‖C2−α = max
t∈J
|u(s)− v(s)|.

On remplace dans ci-dessous

‖(Tu)(t)− (Tv)(t)‖C2−α ≤ max
t∈J

(t− a)2−α (M +N)

Γ(α)

(
b− a

4

)α−1 ∫ b

a

(s− a)α−2ds‖u− v‖C2−α ,

≤ max
t∈J

(t− a)2−α(M +N)
1

Γ(α)

(
b− a

4

)α−1
(b− a)α−1

α− 1
‖u− v‖C2−α ,

≤ (M +N)
(b− a)α

Γ(α)4(α−1)(α− 1)
‖u− v‖C2−α .
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Puisque 0 ≤ M + N <
4α−1(α− 1)Γ(α)

(b− a)α
, T est un opérateur contractant dans C2−α(J).

Par le téorème1.4du point fixe de Banach le problème (3.6) a une unique solution.

3.3 Méthode itérative monotone

Dans cette section, nous prouvons l’existence de solutions pour le problème (3.1) par la

méthode itérative monotone.

3.3.1 Principe de comparaison

Nous établissons un résultat de principe de comparaison qui est l’outil crucial pour nos

principaux résultats.

Lemme 3.5 Soit θ ∈ C(J, J) où θ(t) ≤ t dans J . Si x ∈ C2−α(J) satisfait les relations

suivantes 
RLDα

a+x(t) +Mx(t) +Nx(θ(t)) ≥ 0, t ∈ (a, b),

I2−αx(t)|t=a ≤ 0, x(b) ≤ 0,

(3.12)

où M et N sont des constantes telles que

0 ≤M +N ≤ Γ(α)
αα+1(α− 1)1−α

(b− a)α+1
, (3.13)

alors, pour tout t ∈ (a, b), x(t) ≤ 0.

Preuve. Supposons qu’ il existe t ∈ (a, b) tel que x(t) > 0.

Soit x(t∗) = max{x(t) : t ∈ (a, b)} = ρ, ρ > 0. Par (3.12), il existe q(t) ≥ 0 et A∗ ≤ 0,

B∗ ≤ 0 tel que
LDα

a+x(t) +Mx(t) +Nx(θ(t)) = q(t), t ∈ (a, b),

I2−αx(t)|t=a = A∗, x(b) = B∗,

par le lemme 3.2 et lemme 3.3 on a

x(t) = B∗
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ A∗

(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− A∗ (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)

−
∫ b

a

G(t, s)(q(s)−Mx(s)−Nx(θ(s)))ds,

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Hamana
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comme x(t) > 0, q(t) ≥ 0 et A∗ ≤ 0, B∗ ≤ 0 et le lemme 3.3 alors,

x(t) ≤
∫ b

a

G(t, s)(−q(s) +Mx(s) +Nx(θ(s)))ds

≤
∫ b

a

G(t, s)(Mx(s) +Nx(θ(s))− (Dα
a+x(s) +Mx(t) +Nx(θ(s))))ds

≤
∫ b

a

G(t, s)−Dα
a+x(s)ds,

par (3.12) on a

−Dα
a+x(s) ≤Mx(s) +Nx(θ(s)),

donc

x(t) ≤
∫ b

a

G(t, s)(Mx(s) +Nx(θ(s))ds

≤ M

∫ b

a

G(t, s)x(s)ds+N

∫ b

a

G(t, s)x(θ(s))ds,

par le lemme 3.3 on obtient

x(t) ≤ M
1

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
(b− a)α

∫ b

a

x(s)ds+N
1

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
(b− a)α

∫ b

a

x(θ(s))ds,

comme on a θ(t) ≤ t et
∫ b
a
x(θ(s))ds ≤ ρ(b− a) alors,

x(t) ≤ (N +M)

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
(b− a)α+1ρ,

soit t = t∗ et par (3.13) on a

ρ ≤ (N +M)

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
(b− a)α+1ρ,

donc

(N +M)

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
(b− a)α+1 ≥ ρ

ρ
= 1,

contradiction avec le fait que

(N +M)

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
(b− a)α+1 < 1.

Par conséquent x(t) ≤ 0, ∀t ∈ (a, b).
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3.3.2 Existence de solutions

Dans cette section, nous prouvons l’existence des solutions extremums du problème (3.1)

par la méthode monotone. Tout d’abord, on considère les hypothèses suivantes

(H1) Les fonctions y0 et z0 dans C2−α(J,R) sont respectivement sous et sur solution du

problème (3.1) avec y0(t) ≤ z0(t) dans J .

(H2) Ils existe deux constantes positives M et N, tel que la fonction f satisfait la condition

suivante

f(t, u1, u2)− f(t, v1, v2) ≤ −M (u1 − v1)−N (u2 − v2) , (3.14)

pour y0(t) ≤ v1 ≤ u1 ≤ z0(t), y0(θ(t)) ≤ v2 ≤ u2 ≤ z0(θ(t)).

(H3) Ils existe deux constantes positives M et N, tel que la fonction f satisfait la condition

suivante

|f(t, un(t), un(θ(t)))| ≤ (M +N). (3.15)

Théorème 3.1 Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont vérifiées et que

η(t), ζ(t) ∈ C2−α(J) tel que
Dα
a+η(t) +Mη(t) +Nη(θ(t)) = f(t, y0(t), y0(θ(t))) +My0(t) +Ny0(θ(t)), t ∈ (a, b),

I2−αη(t)|t=a = A, η(b) = B,

(3.16)
Dα
a+ζ(t) +Mζ(t) +Nζ(θ(t)) = f(t, z0(t), z0(θ(t))) +Mz0(t) +Nz0(θ(t)), t ∈ (a, b),

I2−αζ(t)|t=a = A, ζ(b) = B.

(3.17)

Alors

y0(t) ≤ η(t) ≤ ζ(t) ≤ z0(t), y0(θ(t)) ≤ η(θ(t)) ≤ ζ(θ(t)) ≤ z0(θ(t)),

et ζ(t), η(t) sont respectivement sur et sous solution de (3.1).
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Preuve. Par le lemme 3.4, ζ(t) et η(t) sont bien définies. Soit m(t) = y0(t)− η(t), alors

LDα
a+m(t) +Mm(t) +Nm(θ(t)) = Dα

a+y0(t)−Dα
a+η(t)

+M(y0(t)− η(t)) +N(y0(θ(t))− η(θ(t))), t ∈ (a, b),

I2−αm(t)|t=a ≤ 0, m(b) ≤ 0,

(3.18)

par (3.3), on obtient

Dα
a+m(t) ≥ f(t, y0(t), y0(θ(t)))− f(t, y0(t), y0(θ(t)))

−M(y0(t)− η(t))−N(y0(θ(t))− η(θ(t)))

≥ −M(y0(t)− η(t))−N(y0(θ(t))− η(θ(t)))

≥ −Mm(t)−Nm(θ(t)),

par conséquent Dα
a+m(t) +Mm(t) +Nm(θ(t)) ≥ 0, avec

I2−αm(t)|t=a = I2−αy0(t)− I2−αη(t) ≤ 0 et m(b) = y0(b)− η(b) ≤ B −B = 0.

Par le lemme 3.5, on a m(t) ≤ 0, d’où y0(t) ≤ η(t), ∀t ∈ (a, b). Par le même argument

utilisant la propriété de sur solution du problème (3.1) on trouve ζ(t) ≤ z0(t), ∀t ∈ (a, b).

Maintenant, posons w(t) = η(t)− ζ(t), on obtient
Dα
a+w(t) +Mw(t) +Nw(θ(t)) = Dα

a+η(t)−Dα
a+ζ(t)

+M(η(t)− ζ(t)) +N(η(θ(t))− η(θ(t))), t ∈ (a, b),

I2−αw(t)|t=a ≤ 0, w(b) ≤ 0,

(3.19)

par hypothèse (H2), on trouve

Dα
a+w(t) ≥ −M(η(t)− ζ(t))−N(η(θ(t))− ζ(θ(t)))

≥ −Mw(t)−Nw(θ(t)),

I2−αw(t)|t=a ≤ 0 et m(b) = η(b)− ζ(b) ≤ B −B = 0, Alors

Dα
a+w(t) +Mw(t) +Nw(θ(t)) ≥ 0

avec I2−αw(t)|t=a ≤ 0 et m(b) ≤ 0, par le lemme 3.5 on a w(t) ≤ 0, d’où

η(t) ≤ ζ(t), ∀t ∈ (a, b).

Alors
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y0(t) ≤ η(t) ≤ ζ(t) ≤ z0(t) et y0(θ(t)) ≤ η(θ(t)) ≤ ζ(θ(t)) ≤ z0(θ(t)).

Ensuite, montrons que η(t) est sous solution du problème (3.1).

Dα
a+η(t) = f(t, y0(t), y0(θ(t))) +My0(t) +Ny0(θ(t))

−Mη(t)−Nη(θ(t))

= f(t, y0(t), y0(θ(t))) +My0(t) +Ny0(θ(t))

−Mη(t)−Nη(θ(t)) + f(t, η(t), η(θ(t)))− f(t, η(t), η(θ(t))),

par l’hypothèse (H2), on a

Dα
a+η(t) ≥ +My0(t) +Ny0(θ(t))−Mη(t)−Nη(θ(t))−M(y0(t)− η(t))

−N(y0(θ(t))− η(θ(t)))

≥ f(t, η(t), η(θ(t))),

de plus, par I2−αη(t)|t=a = A , η(b) = B et la définition de sous solution , on obtient que

η(t) est une sous solution de (3.1). Par le même raisonnement ζ(t) est une sur solution

du problème(3.1).

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3), il existe deux suites monotones

{un(t)}n∈N et {vn(t)}n∈N dans C2−α(J) tel que {un(t)} → u(t) et {vn(t)} → v(t) uni-

formément dans [y0, z0] quand n → ∞ et u(t), v(t) sont respectivement les solutions

minimale et maximale du problème (3.1) dans [y0, z0].

Preuve. Pour toute suite un(t), vn(t) ∈ C2−α(J), nous définissons les suites {un+1(t)} et

{vn+1(t)} dans [y0, z0] vérifiant les équations suivantes
Dα
a+un+1(t) = f(t, un(t), un(θ(t)))−M(un+1(t)− un(t))−N(un+1(θ(t))− un(θ(t))),

I2−α
a+ un+1(t)|t=a = A, un+1(b) = B,

(3.20)
Dα
a+vn+1(t) = f(t, vn(t), vn(θ(t)))−M(vn+1(t)− vn(t))−N(vn+1(θ(t))− vn(θ(t))),

I2−α
a+ vn+1(t)|t=a = A, vn+1(b) = B,

(3.21)

par le lemme 3.4 , {un+1(t)} et {vn+1(t)} sont bien définies.
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Maintenant, utilisons le téorème 3.1 et le raisonnement par récurence pour montrer la

monotonie des deux suites, tel que

y0(t) = u0(t) ≤ u1(t) ≤ · · · ≤ · · · ≤ un(t) ≤ · · · ≤ vn(t) ≤ v1(t) ≤ v0(t) = z0(t).

Pour n=0, on a
Dα
a+u1(t) = f(t, u0(t), u0(θ(t)))−M(u1(t)− u0(t))−N(u1(θ(t))− u0(θ(t))),

I2−α
a+ u1(t)|t=a = A, u1(b) = B,
Dα
a+v1(t) = f(t, v0(t), v0(θ(t)))−M(v1(t)− v0(t))−N(v1(θ(t))− v0(θ(t))),

I2−α
a+ v1(t)|t=a = A, v1(b) = B.

Comme u0(t) et v0(t) sont dans C2−α(J), l’existence de la solution u1(t) et v1(t) est

évidente.

Maintenant, nous prouvons que

y0 = u0(t) ≤ u1(t) ≤ v1(t) ≤ v0(t) = z0(t), pour t ∈ J .

Posons p1(t) = u0(t)− u1(t), appliquons l’opérateur Dα
a+, on obtient

Dα
a+p1(t) = Dα

a+(u0(t)− u1(t))

= Dα
a+u0(t)−Dα

a+u1(t),

par (3.3) on a

Dα
a+p1(t) ≥ f(t, u0(t), u0(θ(t)))− f(t, u0(t), u0(θ(t))) +M(u1(t)− u0(t))

+N(u1(θ(t))− u0(θ(t)))

≥ −M(u0(t)− u1(t))−N(u0(θ(t))− u1(θ(t)))

≥ −Mp1(t)−Np1(θ(t)).

Par conséquent Dα
a+p1(t) +Mp1(t) +Np1(θ(t)) ≥ 0, avec I2−α

a+ p1(t)|t=a ≤ 0

et p1(b) = u0(b) − u1(b) ≤ B − B = 0. Par le lemme 3.5, on obtient p1(t) ≤ 0, soit

u0(t) − u1(t) ≤ 0, d’où u0(t) ≤ u1(t) pour tout t ∈ J . Par le même raisonnement on

trouve v1(t) ≤ v0(t). Reste à montrer que u1(t) ≤ v1(t). Posons p2(t) = u1(t) − v1(t),
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appliquons l’opérateur Dα
a+, on obtient

Dα
a+p2(t) = Dα

a+(u1(t)− v1(t))

= Dα
a+u1(t)−Dα

a+v1(t)

= f(t, u0(t), u0(θ(t)))−M(u1(t)− u0(t))−N(u1(θ(t))− u0(θ(t)))

−f(t, v0(t), v0(θ(t))) +M(v1(t)− v0(t)) +N(v1(θ(t))− v0(θ(t))),

par l’hypothèse (H2), il suit que

Dα
a+p2(t) ≥ −M(u0(t)− v0(t))−N(u0(θ(t))− v0(θ(t)))−M(u1(t)− u0(t))

−N(u1(θ(t))− u0(θ(t))) +M(v1(t)− v0(t)) +N(v1(θ(t))− v0(θ(t)))

≥ −M(u1(t)− v1(t))−N(u1(θ(t))− v1(θ(t)))

≥ −Mp2(t)−Np2(θ(t)).

Par conséquent Dα
a+p2(t) + Mp2(t) + Np2(θ(t)) ≥ 0 avec p2(b) = u1(b) − v1(b) ≤ 0 et

I2−α
a+ p2(t)|t=a ≤ 0, Par le lemme 3.5 p2(t) ≤ 0, soit u1(t) − v1(t) ≤ 0 alors u1(t) ≤ v1(t)

pour tout t ∈ J .

Pour n = k > 1, supposons que les inégalités suivantes sont vraies

uk−1(t) ≤ uk(t) ≤ vk(t) ≤ vk−1(t), t ∈ J, (3.22)

et on montre pour n = k + 1 les inégalités

uk(t) ≤ uk+1(t) ≤ vk+1(t) ≤ vk(t), t ∈ J. (3.23)

Posons p3(t) = uk(t)− uk+1(t), appliquons l’opérateur Dα
a+, on obtient

Dα
a+p3(t) = Dα

a+(uk(t)− uk+1(t))

= Dα
a+uk(t)−Dα

a+uk+1(t)

= f(t, uk−1(t), uk−1(θ(t))−M(uk(t)− uk−1(t))−N(uk(θ(t))− uk−1(θ(t)))

−f(t, uk(t), uk(θ(t))) +M(uk+1(t)− uk(t)) +N(uk+1(θ(t))− uk(θ(t))),

par l’hypothèse (H2), il suit que

Dα
a+p3(t) ≥ −M(uk−1(t)− uk(t))−N(uk−1(t)− uk(t))−M(uk(t)− uk−1(t))

−N(uk(θ(t))− uk−1(θ(t))) +M(uk+1(θ(t))− uk(θ(t)))
+N(uk+1(θ(t))− uk(θ(t)))

≥ −M(uk(t)− uk+1(t))−N(uk(θ(t))− uk+1(θ(t)))

≥ −Mp3(t)−Np3(θ(t)).
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Par conséquent, Dα
a+p3(t) + Mp3(t) + Np3(θ(t)) ≥ 0 avec p3(b) = uk(b) − uk+1(b) = 0 et

I2−α
a+ p3(t)|t=a = 0.

Par le lemme 3.5 p3(t) ≥ 0, soit uk(t) ≤ uk+1(t) pour tout t ∈ J . De même on trouve

vk(t) ≤ vk+1(t) pour tout t ∈ J .

Posons p4(t) = vk(t)− vk+1(t), appliquons l’opérateur Dα
a+, on obtient

Dα
a+p4(t) = Dα

a+(vk(t)− vk+1(t))

= Dα
a+vk(t)−Dα

a+vk+1(t)

= f(t, vk−1(t), vk−1(θ(t))−M(vk(t)− vk−1(t))−N(vk(θ(t))− vk−1(θ(t)))

−f(t, vk(t), vk(θ(t))) +M(vk+1(t)− vk(t)) +N(vk+1(θ(t))− vk(θ(t))),

par l’ hypothèse (H2), il suit que

Dα
a+p4(t) ≥ −M(vk(t)− vk−1(t))−N(vk(t)− vk−1(t))−M(vk(t)− vk−1(t))

−N(vk(θ(t))− vk−1(θ(t))) +M(vk+1(θ(t))− vk(θ(t)))
+N(vk+1(θ(t))− vk(θ(t)))

≥ −M(vk(t)− vk+1(t))−N(vk(θ(t))− vk+1(θ(t)))

≥ −Mp4(t)−Np4(θ(t)).

Il s’ensuit que

Dα
a+p4(t) +Mp4(t) +Np4(θ(t)) ≥ 0

avec p4(b) = vk(b)− vk+1(b) = 0 et I2−α
a+ p4(t)|t=a = 0. Par le lemme 3.5 p4(t) ≤ 0,

soit vk(t) ≤ vk+1(t), pour tout t ∈ J . Par conséquent, les suites un(t) et vn(t) sont

monotones dans [y0, z0] avec

y0(t) = u0(t) ≤ u1(t) ≤ · · · ≤ · · · ≤ un(t) ≤ · · · ≤ vn(t) ≤ v1(t) ≤ v0(t) = z0(t), t ∈ J.

Dans ce qui suit on montre que les suites un(t) et vn(t) sont uniformément convergentes.

Utilisons les équations intégrales suivantes
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

un+1(t) = un+1(b)
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ I2−α

a+ un+1(t)|t=a
(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− I2−α

a+ un+1(t)|t=a

× (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)

(
f(s, un(s), un(θ(s))) +M(un(s)− un+1(s))

+N(un(θ(s))− un(θ(s)))

)
ds,

vn+1(t) = vn+1(b)
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ I2−α

a+ un+1(t)|t=a
(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− I2−α

a+ un+1(t)|t=a

× (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)
(
f(s, vn(s), vn(θ(s))) +M(vn(s)− vn+1(s))

+N(vn(θ(s))− vn(θ(s)))
)
ds,

prouvons que les suites un(t) et vn(t) sont bornées, pour n ∈ N∗ on a

un(t) = un(b)
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+
I2−α
a+ un(t)|t=a(t− a)α−2

Γ(α− 1)

−
I2−α
a+ un(t)|t=a(t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)
(
f(s, un−1(s), un−1(θ(s)))

+M(un−1(s)− un(s)) +N(un−1(θ(s))− un(θ(s))
)
ds,

|(t− a)2−αun(t)| =
∣∣∣(t− a)2−α ×

(
un(b)

(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ I2−α

a+ un(t)|t=a
(t− a)α−2

Γ(α− 1)

−I2−α
a+ un(t)|t=a

(t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)

×
(
f(s, un−1(s), un−1(θ(s))) +M(un−1(s)− un(s))

+N(un−1(θ(s))− un(θ(s)))
)
ds

)∣∣∣
=

∣∣∣(un(b)
(t− a)

(b− a)α−1
+
I2−α
a+ un(t)|t=a
Γ(α− 1)

− I2−α
a+ un(t)|t=a

× (t− a)

Γ(α− 1)(b− a)
+ (t− a)2−α

∫ b

a

G(t, s)

×
(
− f(s, un−1(s), un−1(θ(s)))−M(un−1(s)− un(s))

−N(un−1(θ(s))− un(θ(s)))
)
ds
∣∣∣.
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|(t− a)2−αun(t)| ≤
∣∣∣(un(b)

(t− a)

(b− a)α−1

∣∣∣+
∣∣∣I2−α
a+ un(t)|t=a

1

Γ(α− 1)

∣∣∣
+
∣∣∣− I2−α

a+ un(t)|t=a
(t− a)

Γ(α− 1)(b− a)

∣∣∣+ (t− a)2−α

×
∫ b

a

∣∣∣G(t, s)
(
− f(s, un−1(s), un−1(θ(s)))

−M(un−1(s)− un(s))−N(un−1(θ(s))− un(θ(s)))
)
ds
∣∣∣,

par l’hypothèse (H3), on a

|f(s, un−1(s), un−1(θ(s))) +M(un−1(s)− un(s)) +N(un−1(θ(s))− un(θ(s))| ≤M +N,

et comme t ∈ [a, b], alors

|(t− a)2−αun(t)| ≤ |un(b)(b− a)2−α|+ 2
∣∣∣I2−α
a+ un(t)|t=a

1

Γ(α− 1)

∣∣∣
+(b− a)2−α

∫ b

a

|G(t, s)(M +N)|ds

≤ |un(b)(b− a)2−α|+ 2
∣∣∣I2−α
a+ un(t)|t=a

1

Γ(α− 1)

∣∣∣
+(b− a)2−α(M +N)

∫ b

a

|G(t, s)|ds,

par le lemme 3.3 on obtient

|(t− a)2−αun(t)| ≤ |B|(b− a)2−α + 2
∣∣∣ A

Γ(α− 1)

∣∣∣
+(b− a)2(M +N)

1

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
.

Donc {(t− a)2−αun(t)}n∈N∗ est bornée dans C(J). Par le même raisonnement on a

|(t− a)2−αvn(t)| ≤
∣∣∣(vn(b)

(t− a)

(b− a)α−1

∣∣∣+
∣∣∣I2−α
a+ vn(t)|t=a

1

Γ(α− 1)

∣∣∣+
∣∣∣− I2−α

a+ vn(t)|t=a

(t− a)

Γ(α− 1)(b− a)

∣∣∣+ (t− a)2−α
∫ b

a

∣∣∣G(t, s){−f(s, vn−1(s), vn−1(θ(s)))

−M(vn−1(s)− vn(s))−N(vn−1(θ(s))− vn(θ(s))}ds
∣∣∣

≤ |vn(b)(b− a)2−α|+ 2
∣∣∣I2−α
a+ vn(t)|t=a

1

Γ(α− 1)

∣∣∣
+(b− a)2(M +N)

1

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1
.
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Donc {(t− a)2−αvn(t)}n∈N∗ est bornée dans C(J).

Montrons que les suites un(t) et vn(t) sont équicontinues. Pour a ≤ t1 < t2 ≤ b, on a

|(t1 − a)2−αun(t1)− (t2 − a)2−αun(t2)| =
∣∣B (t1 − t2)

(b− a)α−1
+ A

(t2 − t1)

Γ(α− 1)(b− a)

−
∫ t1

a

(t1 − a)2−αG(t1, s)f(s, un(s), un(θ(s)))ds

+

∫ t2

a

(t2 − a)2−αG(t2, s)f(s, un(s), un(θ(s)))ds
∣∣,

par l’hypothèse (H3) on a

|(t1 − a)2−αun(t1)− (t2 − a)2−αun(t2)| ≤ |B (t1 − t2)

(b− a)α−1
|+ |A (t2 − t1)

Γ(α− 1)(b− a)
|

+(M +N)
(∣∣ ∫ t1

a

−(t1 − a)2−αG(t1, s)ds

+

∫ t2

a

(t2 − a)2−αG(t2, s)ds
∣∣)

≤ |B (t1 − t2)

(b− a)α−1
|+ |A (t2 − t1)

Γ(α− 1)(b− a)
|+ (M +N)

(∣∣ ∫ t1

a

(t2 − a)2−αG(t2, s)− (t1 − a)2−αG(t1, s)ds

+

∫ t2

t1

(t2 − a)2−αG(t2, s)ds
∣∣),

par le lemme 3.3 on obtient

|(t1 − a)2−αun(t1)− (t2 − a)2−αun(t2)| ≤ |B (t1 − t2)

(b− a)α−1
|+ |A (t2 − t1)

Γ(α− 1)(b− a)
|+ (M +N)

× 1

Γ(α)

(α− 1)α−1

αα+1

∣∣((t2 − a)2−α(t1 − a)α+1 − (t1 − a)3)

+(t2 − a)2−α(t2 − t1)α+1
∣∣.

Il vient que

|(t1 − a)2−αun(t1)− (t2 − a)2−αun(t2)| ≤
(∣∣ B

(b− a)α−1

∣∣+
∣∣ A

Γ(α− 1)(b− a)

∣∣
+(M +N)

∣∣(α− 1)α−1

αα+1Γ(α)
(b− a)2−α∣∣)

×(t2 − t1)α+1

< ε.
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Pour

δ =

(
ε∣∣ B

(b−a)α−1

∣∣+
∣∣ A

Γ(α−1)(b−a)

∣∣+ (M +N)
∣∣(α− 1)α−1

αα+1Γ(α)
(b− a)2−α

∣∣
) 1

α+1

,

les suites {(t−a)2−αun(t)}n∈N∗ et {(t−a)2−αvn(t)}n∈N∗ sont bien équicontinues dans C(J).

Par le théorème d’Arzela -Ascoli on conclut que les suites sont uniformément convergentes

dans J , i.e ( (t − a)2−αun −→ (t − a)2−αu et (t − a)2−αvn −→ (t − a)2−αv, c’est à dire

un −→ u et vn −→ v, quand n→∞ dans C2−α(J).

Vérifions d’abord que u(t) et v(t) sont les solutions de (3.1), on a

un(t) = un(b)
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ I2−α

a+ un(t)|t=a
(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− I2−α

a+ un(t)|t=a
(t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)

−
∫ b

a

G(t, s)
(
f(s, un−1(s), un−1(θ(s))) +M(un−1(s)− un(s))

+N(un−1(θ(s))− un(θ(s)))
)
ds,

par passage à la limite et comme f et continue, on obtient

u(t) = B
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ A

(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− A (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)
−
∫ b

a

G(t, s)f(s, u(s), u(θ(s)))ds,

par (3.8), u(t) est une solution de (3.1) et on a aussi

vn(t) = vn(b)
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ I2−α

a+ vn(t)|t=a
(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− I2−α

a+ vn(t)|t=a
(t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)

−
∫ b

a

G(t, s)
(
f(s, vn−1(s), vn−1(θ(s))) +M(vn−1(s)− vn(s))

+N(vn−1(θ(s))− vn(θ(s))
)
ds,

par passage à la limite et comme f et continue, on obtient

v(t) = B
(t− a)α−1

(b− a)α−1
+ A

(t− a)α−2

Γ(α− 1)
− A (t− a)α−1

Γ(α− 1)(b− a)

−
∫ b

a

G(t, s)f(s, v(s), v(θ(s)))ds,

d’après (3.8), v(t) est une solution de (3.1).

Finalement, nous prouvons que u(t) et v(t) sont respectivement les solutions minimale et

maximale de (3.1) dans [y0, z0]. Soit x(t) ∈ C2−α(J) une autre solution de (3.1) différente
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de u(t) et v(t). Supposons qu’il existe un entier positif n tel que un(t) ≤ x(t) ≤ vn(t),

pour tout t ∈ J .

Posons q1(t) = un+1(t)− x(t), appliquons l’opérateur Dα, on obtient

Dαq1(t)) = Dα(un+1(t)− x(t))

= Dαun+1(t)−Dαx(t)

= f(t, un(t), un(θ(t))) +M(un(t)− un+1(t)) +N(un(θ(t))− un+1(θ(t))

−f(s, x(t), x(θ(t))),

par hypothèse (H2)

Dαq1(t) ≥ −M(un(t)− x(s))−N(un(θ(t))− x(θ(t))) +M(un(t)− un+1(t))

+N(un(θ(t))− un+1(θ(t)))

≥ −M(un+1(t)− x(t))−N(un+1(θ(t))− x(θ(t)))

≥ −Mq1(t)−Nq1(θ(t)).

Dαq1(t) +Mq(t) +Nq1(θ(t)) ≥ 0 avec I2−α
0+ q1(t)|t=a ≤ 0 et q1(b) ≤ 0.

Par le lemme 3.5 nous obtenons q1(t) ≤ 0, d’où un+1(t) ≤ x(t). Si n = 0 alors u1(t) ≤ x(t)

et comme u0(t) ≤ u1(t) donc u0(t) ≤ u(t). Par suite, on obtient un(t) ≤ x(t).

Par le même raisonnement, posons q2(t) = x(t)− vn+1(t), appliquons l’opérateur Dα, on

obtient

Dαq2(t)) = Dα(x(t)− vn+1(t))

= Dαx(t)−Dαvn+1(t)

= f(s, x(t), x(θ(t)))− f(t, vn(t), vn(θ(t)))

−M(vn(t)− vn+1(t))−N(vn(θ(t))− vn+1(θ(t)),

par l’hypothèse (H2)

Dαq2(t) ≥ −M(x(t)− vn(s))−N(x(θ(t))− vn(θ(t)))

−M(vn(t)− vn+1(t))−N(vn(θ(t))− vn+1(θ(t))

≥ −M(x(t)− vn+1(s))−N(x(θ(t))− vn+1(θ(t)))

≥ −Mq2(t)−Nq2(θ(t)).

On obtient Dαq2(t) +Mq2(t) +Nq2(θ(t)) ≥ 0, avec I2−α
0+ q2(t)|t=a ≤ 0 et q2(b) ≤ 0.

Par le lemme 3.5 nous obtenons q2(t) ≤ 0, d’où x(t) ≤ vn+1(t). Si n = 0 alors x(t) ≤ v1(t)

et comme v1(t) ≤ v0(t) donc x(t) ≤ v0(t). Par suite, on obtient x(t) ≤ vn(t). Par passage

à la limite et quand n→∞ on trouve u(t) ≤ x(t) ≤ v(t). Donc le problème (3.1) admet

au mois une solution u(t) dans J .
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3.4 Exemple

Considérons le système différentiel d’ordre fractionnaire suivant
c
0D

3/2u(t) = 1
30

cos(u(t)) + 1
20

cos(u(
√
t)), t ∈ [1, 2],

I1/2u(t)|t=1 = 0, u(2) = 0,

(3.24)

avec θ(t) =
√
t ∈ C([1, 2], [1, 2]).

On prend y0(t) = −π
2

et v0(t) = π
2
.

D3/2(−π
2
)− 1

30
cos(−π

2
)− 1

20
cos(−π

2
) ≥ 0, t ∈ [1, 2],

I1/2(−π
2
)|t=1 ≤ 0, y0(2) ≤ 0.

(3.25)


(t− 1)−3/2

√
π

4
≥ 0, t ∈ [1, 2],

I1/2(−π
2
)|t=1 = −π

√
1
π
≤ 0, y0(2) = −π

2
≤ 0.

(3.26)


D3/2(π

2
)− 1

30
cos(π

2
)− 1

20
cos(π

2
) ≤ 0, t ∈ [1, 2],

I1/2(π
2
)|t=1 ≥ 0, v0(2) ≥ 0.

(3.27)


−(t− 1)−3/2

√
π

4
≤ 0, t ∈ [1, 2],

I1/2(π
2
)|t=1 =

√
π ≥ 0, v0(2) = π

2
≥ 0.

(3.28)

Par conséquent, y0(t) et v0(t) sont respectivement sous et sur solution du problème (3.24).

D’autre part,

f(t, u(t), u(θ(t))) =
1

30
cos(u(t)) +

1

20
cos(u(

√
t))

vérifie

f(t, x(t), x(θ(t)))− f(t, y(t), y(θ(t))) =
1

30
(cos(x(t))− cos(y(t))) +

1

20
(cos(x(

√
t))− cos(y(

√
t)))

= − 2

30

(
sin(

x(t) + y(t)

2
) sin(

x(t)− y(t)

2
)
)

− 2

20

(
sin(

x(
√
t) + y(

√
t)

2
) sin(

x(
√
t)− y(

√
t)

2
),
)
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Il s’ensuit que

f(t, x(t), x(θ(t)))− f(t, y(t), y(θ(t))) ≤ − 1

30
(x(t)− y(t))− 1

20
(x(
√
t)− y(

√
t))

où

y0(t) ≤ y ≤ x ≤ v0(t), y0(θ(t)) ≤ y ≤ x ≤ v0(θ(t)).

Finalement,

| 1

30
cos(u(t)) +

1

20
cos(u(

√
t))| ≤ | 1

30
cos(u(t))|+ 1

20
| cos(u(

√
t))|,

comme | cos(x)| ≤ 1

| 1

30
cos(u(t)) +

1

20
cos(u(

√
t))| ≤ 1

30
+

1

20
= (M +N).

Par le théorème3.2 le problème (3.24) admet une solution.
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Conclusion

L’apport de notre travail consiste principalement en un point qui est le suivant :

L’extension à l’étude d’un problème fractionnaire non linéaire de Reimann-Liouville avec

deux conditions aux limites constantes. Nous avons pu présenter un principe de compara-

ison outil crucial dans l’étude de l’éxistence de solution de notre problème.

La technique de la méthode monotone combinée avec la méthode de sous et sur solution

fût la clé de l’analyse de notre problème.

Cette méthode s’avère être une méthode très efficace afin d’établir l’existence de solutions

d’équations fractionnaires non linéaires de Reimann-Liouville. L’exemple numérique con-

firme les résultats théoriques obtenus.
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