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Résumé

L’objective de ce travail présenté dans ce mémoire est d’étudier ’existence
et I'unicité de la solution d’'un probléme aux limites d’ordre quatre, ou les
conditions aux limites sont imposées en trois points du domaine.

Mots clés : Le principe de contraction de Banach, Alternative non

linéaire de Leray-Schauder, problémes aux limites, Existence de la solution,
Unicité.

IT



Abstract

The objective of this work presented in this memory is to study the existence
and uniqueness of the solution of a fourth order boundary value problem,
where the boundary conditions are imposed in three points of the domain.

Key words : Banach contraction principle, Leray-Schauder nonlinear
alternative, boundary value problems, Existence of solution, Uniqueness.
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Introduction

Les problémes aux limites modélisent un grand nombre de phénomeénes,
en physique, en science technologiques ou en mathématiques appliquées.

dans ce contexte, notre objectif est I’étude de I'existence et 'unicité d’un
probléme aux limites engendré par une equation differentielle d’ordre quatre
avec des conditions aux limites en trois points.

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui affirme qu’'une
fonction f posséde au moins un point fixe, avec quelques conditions sur f.
Un point fixe d’une fonction f qui est définie dans un espace métrique X
vers lui méme, est un élément = € X qui vérifie f (z) = .

Ces théorémes présentent un outil trés utile en mathématiques, principa-
lement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Le plus simple théoréme de point fixe connu est le théoréme de Banach
qui est appelé aussi théoréme de contraction : "toute contraction d’un espace
métrique complet vers lui méme admet un unique point fixe."

En 1912, Brouwer a trouvé une généralisation du théoréme de Banach,
il affirme que : "une fonction continue de la boule unité fermée dans un
espace euclidien de dimension n vers elle méme doit avoir un point fixe".
Ce résultat a été généralisé par plusieurs mathématiciens, la plus importante
généralisation est obtenue par le mathématicien polonais Juliusz Schauder
en 1930 : "toute application continue et compacte d’un sous-ensemble fermé,
borné et convexe d’un espace de Banach vers lui méme admet un point fixe".
Ce puissant théoréme de point fixe intervient surtout dans la démonstration
de T'existence de solutions d’une équation différentielle.

Notons que les théorémes de Brouwer et de Schauder ne s’appliquent pas
si la compacité n’a pas lieu.

Nous passons maintenant a la description de ce mémoire.
Le premier chapitre se compose notament des rappels de quelques



résultats théoriques, et notions de base de ’analyse fonctionnelle qui seront
utilisées dans les chapitres qui suivent.
Dans le deuxiéme chapitre on va présenter quelques résultats de la théorie
du point fixe, o1 on va étudier les théorémes de : Banach, Brower et Schauder.
Dans le troisiéme chapitre, on va appliquer 'alternative non linéaire
de leray-schauder et le principe de contraction de Banach pour discuter des
résultats d’existence et d’unicité de la solution d’un probléme aux limites
engendré par une équation différentielle du quatriéme ordre ou les conditions
aux limites sont imposées en trois points du domaine.
Enfin, nous cléturons ce travail par une bibliographie.



Chapitre

Rappels de quelques notions
d’analyse fonctionnelle

L’analyse fonctionnelle est la branche des mathématiques et plus particu-

lierement de I'analyse qui étudie les espaces de fonctions , structures (espaces
normés, espaces Hilbert, espaces Banach,..) et propriétés de la théorie des
opérateurs (opérateur borné, compact, fermé,...etc).
Dans ce chapitre on va rappeler des définitions de quelques notions de base
de T'analyse fonctionnelle et des résultats connus qu’on va utiliser dans la
suite de notre travail. Ces éléments d’analyse on été pris de quelques livres
et articles choisis, [TI, 2, [5, [7].

1.1 Quelques rappels

Définition 1.1. (ouvert).

Un ensemble O C V est ouvert dans V siVx € O, 3 € tel que B(x,e) C O
avec B(z,e) = {y € V; ||z — y||,, < €} boule ouverte de centre x et de rayon
€.

Définition 1.2. (fermé).
Un ensemble F C V est fermé dans V' si V\F est ouvert dans V.

Définition 1.3. (convergence).
Soit u,, une suite de V.. On dit que u,, converge versl € V si¥e > 0, AN €
N, Vn > N; ||u, — ||, <€

Définition 1.4. (conveze).
on dit qu’une partie A de V est convere si pour tout x,y € A, on a pour

toutt € [0, 1], te + (1 —t)y € A.
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ce qui signifie que le segment joignant x et y est entriérement contenu

dans A.

Définition 1.5. Soit {u,}, oy une suite de V. On dit que {u,}, oy est une
suite de Cauchy si

Ve>0, IN >0, Vi > N, ¥p >0, |tnpsp — unll, <e.

Définition 1.6. (espace metrique)

Une distence (métrique) sur un ensemble E # () est une application d :
E — R™ vérifiant :

ld(z,y) =0z =1y.

2.d(z,y) = d(y, ).

3.d(z,y,2) <d(z,y)+d(y,2);VYx, y, z € E.
Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance.

Définition 1.7. (espace metrique complet)
On dit que ’espace métrique (V;d) est complet si et seulement si toute
suite de Cauchy d’éléments de V' converge dans V.

Proposition 1.1. Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est
complet.

Définition 1.8. Une norme est une application définie sur V' (ev) réel a
valeurs dans R, notée ||.||,, , et satisfaisant les trois propriétés suivantes :
() oy =0 = v =0,
(i) VAe R, Vo e V, [[Xvlly, = [A] [vlly-
(i13) Inégalité triangulaire: Vo,w € V, |lv +w||;, < ||v]ly + [Jw]ly -

Définition 1.9. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n)
sur un sous-corps k (en généralk =R, ou C.), complet pour la distance issue
de sa norme.

Soit V un espace vectoriel normé.

Définition 1.10. Un ensemble A C V est compact st de toute suite d’éle-

ments de A, on peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de
A.

Proposition 1.2. 1) Si V est compact et si A est une partie fermée de V
alors, A est compacte.
2) Si A est une partie compacte de V' alors, A est fermée et bornée.

Proposition 1.3. 5t V est de dimension finie alors, A est compact si et
seulement si A est fermé et borné.
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Définition 1.11. Soit V un espace topologique séparé.

Un sous-ensemble F' de V est relativement compact si son adhérence F
est compacte.

Le sous-ensemble F' est dit précompact si son complété est compact.

Euvidemment, lorsque V' est lut--méme complet les deux notions sont équi-
valentes.

Proposition 1.4. Tout ensemble borné et de dimension finie d’un espace
normeé est relativement compact.

Définition 1.12. Soit |[.[|,,, et [|.||y,, deuz normes sur V. On dit que ces
deuxr normes sont équivalentes sil existe ci el co strictement positives telles
que

Vo € Vier [ lyg S vy S e ||”V2

Si|llly.ys et |I.lly.o sont deuz normes équivalentes sur V, on a I’équivalence :
(un)converge vers | suivant ||.|ly,, <=> (u,)converge vers | suivant ||y, -

Proposition 1.5. 5S¢V est de dimension finie, alors toutes les normes sont
équivalentes.

Définition 1.13. Soit V un espace vectoriel normé, et f une application de
V dans V. On dit que f est lipschitzienne sur V sl existe une constante
L > 0 telle que

Vuy,ug € Vi || f(ur) = flug)lly < Lljur = wally -

Proposition 1.6. Soit V un espace vectoriel norménormé.

La norme sur'V est une application continue, autrement dit : la fonc-
tion p:v eV — ||, €R est continue.

En effet, on a |o(v) —@(w)|| < |lv—w||,, et ¢ est lipschitzienne donc
continue.

Théoréme 1.1. soient E et F deux espaces wvectoriels normés et L une
application linéaire de E dans F'. Les trois conditions sont équivlentrs :

-Uapplication L est lipschitzienne,

-lapplication L est continue,

-il existe un ouvert U de E tel que Lsoit bornée sur U, c-a-d, sup,cy ||L (2)]» <
00.

Définition 1.14. (Opérateur complétement continu)

Soit E un espace de Banach et Q) une partie de E. On dit que opérateur
T :Q — E est complétement continu s’il est continu et pour toute partie
bornée B de Q) , T(B) est relativement compact dans E.
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Théoréme 1.2. (Convergence dominée)
Soit f, € L' (E), une suite de fonctions sommable sur E telle que :
1) Pour presque tout x, f, () — f(x) sur E.
2) |ful < g€ L (E).
Alors, f € L' (E) et nlgr;(} Jp fo(@)dx = [, f(x)dx.

1.1.1 Applications continues d’un espace compact

Rappelons que toute fonction numérique continue sur un intervalle fermé
borné atteint ses bornes inférieure et supérieure. Cette propriété implique
que f([a,b]) = [m, M] lorsque f : [a,b] — R est continue.

Définition 1.15. (Continuité en un point).
Sotent I un wntervalle, f une fonction définie sur I et a € I.
On dit que [ est continue en a lorsque f admet une limite en a égale a

fla).

Définition 1.16. (Continuité sur un intervalle).
Soient I un intervalle, f une fonction définie sur I.
On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Théoréme 1.3. (Théoréme des valeurs intermédiaires).
Sotent I un intervalle, a et b inclu dans I avec a < b, f une application
continue sur l'intervalle I, et A un réel compris entre f (a) et f(b) .
Alors : il existe (au moins) un réel ¢ dans [a,b] tel que : f (c) = .
(Autrement dit : l’équation f (xr) = \ admet au moins une solution dans

[a,08] )

Théoréme 1.4. (théoréme des accroisements finis ) :
Si f est une fonction f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b],
alors il existe ¢ de |a,b] tel que

f ) = f(a)=f"(c) (b—a)

1.1.2 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

On va rappeler le théoréme d’Ascoli qui concerne les compacts, qui consti-
tue un outil fondamental de I’analyse fonctionnelle [5].

Définition 1.17. une suite { f, }nen des fonctions continues sur un interval
I = [a,b] est uniformément bornée s’il existe un nombre M tel que

7



Chapitre 1. Rappels de quelques notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.18. (Equicontinuité).
La suite { f, }nen est équicontinue sur [a,b] si pour tout € > 0, il existe un
0 > 0, tel que

Vo€ labl, |-yl <0, alors, |fu(z) — fu(y) <5, VneN.

Théoréme 1.5. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces mélriques et suppo-
sons que X compact. Alors, une partie F incluse dans C (X,Y") est relative-
ment compacte (i.e, d’adhérence compact) pour la topologie de la convergence
uniforme si et seulement si on a les deux conditions suivantes :

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- La famille F est unifomément bornée sur X.

Théoréme 1.6. (Y compact)

Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques compacts. Alors, une
partie F incluse dans C (X,Y) est relativement compacte ssi F est équicon-
tinue en tout point de X.

Théoréme 1.7. (Y eun de dimension finie)

Soient (X, dx) un espace métrique compact et (Y, ||||) un evn de dimension
finie. Alors, une partie F incluse dans C (X,Y) est relativement compacte
581

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- F(x):={f(x), fe€F} estborné pour tout x € X.

Théoréme 1.8. (X convezre et Y evn de dimension finie)

Soient (X,dx) espace métrique compact et conveze et, (Y, ||||) un evn de
dimension finie. Alors, une partie F incluse dans C (X,Y) est relativement
compacte ssi

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- Il exisste v € X tel que F (v) :={f (), f € F} estborné.



Chapitre 2

Résultats de la théorie du point
fixe

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du
point fixe. On va étudier le théoréme du point fixe de Banach, de Brouwer
et Schauder, pour plus de détails voir [T, 2] 3, [5, [7].

2.1 Théorémes du point fixe

Définition 2.1. Une application contractante est une application lipschit-
zienne avec 0 < k < 1.

Théoréme 2.1. (Théoréme de point fize).
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b].

Si f(I) C I (I stable par f), alors f admet (au moins) un point fize surl.
(C’est-a-dire : il existe (au moins) un réel x de I tel que f(z) = z).

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a, b] par
g(@)=f(z)—x

Montrons que 0 € g(I). On a

gla) = fla)—aecg(l)
g) = [f(b)=beg()

Or, comme f (I) C I, on a

fla)Za et f(b) <0,

9



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

c’est -a-dire
g(a)>0 et g(b) <0,

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel
que

c’est-a-dire

2.1.1 Un Théoréme du Point Fixe Métrique.

Ce théoréme est dit principe de application contractante, ce principe ga-
rantit 'existence d’un unique point fixe pour toute application contractante
d’un espace métrique complet dans lui-meme.

Théoréme 2.2. (Banach)/3/.
Soient (E,d) un espace méltrique complet et f :E — E une application
contractante, (i.e, Lipschitzienne de rapport k < 1).

Alors,

f admet un unique point fire a € E.

De plus, pour tout point initial zo € E, la suite itérée (z,),en définie par

{ xog € E quelconque
Tpt+1 = f(xp),

converge vers a.

Preuve.
1. Existence :
Soit x¢ un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. On a

d(xp, tpi1) = d (f(zp-1), f(p) p=1.

On va prouver que (x,) est une suite de Cauchy dans E, pour p < ¢, on
utilise I'inigalité triangulaire

d(wp, xq) < d(wp, Tps1) + d(Tpi1, Tpi2) + -+ d(g-1, Tg).-
Puisque f est une contraction, on a

d(wp’ xp—l—l) = d (f(mp—l)v f(xp))
kd(z,—1,2,), p>1.

IN

10



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

En répétant cette inégalité, on obtient

d(zp, x4) (P + kP + 4+ k7Y d(wo, 21)

K (14 k4 ..+ k7771 d(xo, 1)

o (20 d

On en déduit alors que (z,) est une suite de Cauchy. Comme (FE,d) est
complet, la suite (z,) converge vers un point limite a € E.
Par ailleurs puisque f est continue, on a :

IA A

IN

a= limz, = lim f(z,_1) = f (lim$p_1> = f(a).
p—00 p—ro0 p—00
Donc a est un point fixe de f (i.e, f(a) = a).
2. Unicité :
Supposons qu'’il existe a,b € E, a # b, tels qu’on ait f(a) = a et f(b) = b.
Alors, on a
d(a,b) = d(f(a), (b)) < kd(a,b)

ce qui implique que : d(a,b) =0, i.e. a =b. (puisque k < 1). O

les hypothéses de ce théoréme sont essentielles et si nous en négligeons
seulement une, alors le point fixe n’existe pas.

Les exemples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme
est réellement nécessaire : si nous négligeons seulement une, alors le point
fixe n’existe pas.

Exemple 2.1. 1. f: = — /14 x a un unique point fize sur X =10, 00| .
R* est un fermé de X, R est complet donc X est complet et
/ (]07 OOD = ]17 OO[ - ]0’ OO[?
de plus,
1

F@ = sas !

fl (l’)‘ < 1= f est contractante.

1
If (x)| = 5 < 1 = f est contractante.

11



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

2.f:R— R"
x — V1+ 22 n'a pas de point fize car, X n’est pas stable par f :
fx)=vz2+1 sur X =10,1].
Or X est fermé dans R, et complet car R est complet.
De plus,
/ x
/@) x?2+1 <!

sup ‘f/ (x)’ < 1= [ est contractante.
zeX

Mais f n’a pas de point fize car
£(10.1)) = [1.v2].

1.e; X n’est pas stable par f.
3.f n’est pas contractante :

Fz)= Va2 +1

sur X = [0, 00].
Or, f: X — X et X est un fermé de R, R est complet donc X est
complet.

Mazs ;
apl ] =1
zeX
= f n’a pas de point fize..
4. X n’est pas complet :
sin (x
@)= 20
sur X = ]O, ﬂ .
Or,
T V2 T
1(o3]) - pF] <o)
/ 1
sup ’f (ac)‘ = — < 1= f est contractante.
zeX 2

Mais X n’est pas fermé dans R donc n’est pas complet

Remarque 2.1. Si ¢ est une application lipschitzienne (pas néccessairement
une contraction) mais l'une de ces itérées ' est une contraction, alors ¢ a
encore un point fixe et un seul ceci résulte de 'unicité.

12



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

en effet, soit x l'unique point fize de ¢ on a P (p () = @ (¢P (z)) =
¢ (x) ce qui convient o dire que @ (x) est aussi un point fize de P et grice
a lUunicité o (x) = .

Donc, ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent
l'unicité du point fixe.

2.1.2 Un Théoréme du Point Fixe Topologique

Le théoréme de point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algé-
brique, qui donne Pexistance d’un point fixe (mais pas nécessairement 'unicité) ,
il fait partie de la grande famille des théorémes du point fixe [7].

Il existe plusieurs formes du théoréme selon le contexte d’utilisation la
plus simple est parfois donnée sous la forme suivante :

Théoréme 2.3. Soit K une partie non vide, compacte et convexre de R" et
f: K — K une fonction continue. Il existe x € K tel que f(x) = .

Remarque 2.2. Les parties convexes et compactes de R sont les segments.

Le théoréme de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particuliére
suivante :

Théoréme 2.4. Si f : [a;b] — [a;b] est continue, alors il existe x € [a;b] tel
que f(x) = x.

Preuve. Si f est continue de [a,b] dans lui-méme ([a, b]), la fonction
g:xr— f(r)—x>0

est continue, g (a) = f(a) —a>0cet g(b) = f(b) —b<0.
Alors, par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢ s’annule
en un point xy, qui est un point fixe de f. n

Remarque 2.3.

1. L’hypothese " I fermé " n’est la que pour assurer que xq € I . Si on
sait déja, par ailleurs, que xog € I (en pratique, on a parfois déja calculé { en
résolvant l’équation f (xo) = xo), cette hypothése devient inutile.

2. Le théoreme du point fixe ne s’applique pas si l’'on remplace ’hypothése
"f contractante surl " par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur 1.

Voici un contre-exemple :

Soit, I = [1,+o0[ et

f:I—=1

13



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

telle que,
1
fz)=a+ p
Sotent x et y dans I avec x < y.comme la fonction f est croissante sur
[1,400[, on a :
1f () = f@)| < fly) - f(=)

donc,
r—Y

W)= f@)<y—z+

alors,
fy)—f@)<y—z<|y—af.
Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.
Cependant [ n’a pas de point fixe sur I. (L’équation f(x) =z n’a pas de
solution)

Théoréme de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer
I'existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach.

Théoréme 2.5. (Schauder)[].
Sotent E un espace de Banach et K C E convexe et compact. Alors toute
application continue f : K — K posséde un point fixe.

Preuve. Soit f: K — K une application continue. Comme K est compact,
f est uniformément continue; donc, si on fixe ¢ > 0, il existe § > 0 tel que,
pour tout x, y € K, on ait

If () = f ()l <€ dés que [z -yl <6

De plus, il existe un ensemble fini des points {xy,...,z,} C K tel que les
boules ouvertes de rayon ¢ centrées aux z; recouvrent K ;

1.€,

Kc |J B(z.9).
1<<P

Si on désigne L := Vect (f(z;)),<;<p »alors L est de dimension finie, et
K* := KN L est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < j < P, on définit la fonction continue ; : £ — R par

0 si |z —uxj|| >0

wj(x)={ | lesl

sinonn

14



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

et on voit que 1); est strictement positive sur B (z;, ) et nulle dehors.
p
On a donc, pour tout x € K, > ¢; () > 0, et donc on peut définir sur
j=1
K les fonctions continues positives ¢; par
¥ (z)

v; (r) = —
gy%@)

p
pour lesquelles on a > ¢, (z) = 1, pour tout z € K.
=1

On pose alors, pour x € K,
p
g(@) = e (@) f(z)).
i=1

g est continue (car elle est la somme des fonctions continues), et prend
ses valeurs dans K* (car g(x) est un barycentre des f (z;)).

Donc, si on prend la restriction g,g+ : K* — K*, g posséde un point fixe
y € K*. De plus,

fWw—-yv = fly)—gy) = Z@j () f(y) — Z% (y) f ()

= Zw (y) (f (y) — f (7))

Or si ¢; (y) # 0, alors
ly — [ <6,

et donc
I1f (y) = f(25)]] <e

Donc, on a pour tout j,

i () (f (y) — f ()]l < e (y),

et donc
Wﬂw—wﬂS}:M%@HfWWaﬂ%ﬂHSEDWAwZG

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que

I(f (Ym) —ym)|| < 27"

15



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

Et puisque K est compact, de la suite (y,,),,, on peut extraire une sous-
suite (Y, ) qui converge vers un point y* € K.
Alors f étant continue, la suite (f (v, )) converge vers f (y*) et on conclut
que
Fw) =y,
1.e, y* est un point fixe de f sur K. O

Exemple 2.2. Ftude de la convergence de la suite définie par :

{ ug € [—1, +o0]

Un4+1 = \/]-+Un

On utilisant le théoréme suivant :
[3] Soit g une fonction continue définie sur un intervalle I. On suppose de
plus que lintervalle I est stable par g. Si la suite récurrente (u,) converge,
c’est nécessairement vers un point fize de g.

On peut introduire l'application f définie sur [—1,+oo| par :

VeeR, f(z)=vV1+x
Point fize de f :
f@)=zeVitor=rx2>0

et

1445

2

On montre facilement que f est dérivable sur|—1,+o00], croissante sur [—1, +o0],
puLs

P—r—1=0c1x=)\

f([=1,+00]) = [0, +oo[C [—1,+o0|

L’intervalle I = [—1,400] est donc stable et la suite (u,,) est bien définie. De
plus :
VreR,, |f (2) = — 0 <
v 2T+ 2

D’apres inégalité des accroissements finis :
1
V(a,h) ER Ry, [f(0)~ f(@)] <5 lb—al.

Done, f est %-lipschitzienne sur I, donc contractante sur I.
En outre :
f(R}) = [1,+o0[C Ry

16



Chapitre 2. Résultats de la théorie du point fixe

Donc, R est stable par f .
D’aprés le théoreme du point fize, la suite (u,)définie par

UO€R+
Up1 = V1+un

converge donc vers \.

Enfin, siug € [—1,00] alorsu; € Ry et d’apres ce qui précéde (u, ) converge
encore vers \.

17



Chapitre

Probléme aux limites du quatriéme
ordre a trois points

Le but de ce chapitre est d’étudier I’existence et 'unicité de la solution
pour un probléme aux limite engendré par une equation differentielle du
quatriéme ordre, ou les conditions aux limites sont imposées & trois points
du domaine, voir[4 [6].

On se basent sur 'alternative non linéaire de Leray-Schauder et le principe
de contraction de Banach. Nous allons étudier le probléme aux limites du
quatriéme ordre suivant :

{ ul (t) + f (t,u (t))
u(0) = (0) =" (0) =

=0, O0<t<l,
0, u"(1)=pu"(n),

on, >0, 0<n<1, et feC(0,1]]R?R), En utilisant I'alternative
non linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach, nous
démontrons ’existence et I'unicité de la solution du probléme.
Nous allons d’abord introduire quelques espaces utiles, nous allons utiliser
les espaces de Banach C'[0,1], C*[0,1], L' [0, 1].

Nous utilisons également, I'espace de Banach X = C?[0,1] muni de la

norme [Jullx = max fu (£)]

(3.1)

3.1 Préliminaires
Dans cette section, nous allons présenter et démontrer la solution du

probléme, 'opérateur intégral associé et quelques propriétés de la fonction
G (t,s) dont nous avons besoin.
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Chapitre 3. Probléme aux limites du quatriéme ordre a trois
points

Lemme 3.1. Soit >0, 0<n<1,Bn#1etyeL'[0,1], alorsle pro-
bleme

" _
{ " +y(t)=0, 0<t<l, (3.2)

w(0) = (0) = u"(0) = 0, w"(1) = pu"(n),

a une solution unique

u(t):/OIG(t,s)y(s)ds—l—mlﬁfﬁﬁm/ol@*(n,s)y(s)ds, (3.3)
ou
1 (=8t —(t—s)°, 0<s<t<1,
G(t’s>_6{(1—s)t3, 0<t<s<l, (34)
et
OG(t,s) 1 (1—s)t2—(t—s)?, 0<s<t<l1,
ot _5{(1—s)t2, 0<t<s<l, (35)
. PG (t,s) [ (1—-t)s, 0<s<t<l, ,
G (ts) = —5,a _{ (1—s)t, 0<t<s<lL. (3.5

Preuve. Par intégration de I'équation dans (3.2) sur Uintervalle [0,¢] pour
t € [0, 1] nous arrivons a

1 [t f 1 1
u(t) = _6/ (t—35)y(s) ds+601t3+ §Cgt2+03t+(]4.
0

De la condition u (0) =« (0) = «” (0) = 0, nous déduisons que
Cy=C3=0Cy=0.

Et la condition u” (1) = fu” (n) implique que

1 ! K
Cr == [ =9 is— L [C=sy(sas
Donc, ,
u(t):—é/o (t—s)3y(s)ds+é01t3,
alors
u(t):—é/o (t— )y (s)ds




Chapitre 3. Probléme aux limites du quatriéme ordre a trois
points

donc

u(t):—é/ot(t—s)gy(s)ds
o [a-ueds g [ a- oyt
s [ 9w
T ([ e=rveas—e [(a=suisa)
[0 gueas
toiy ([ a=as@ s [a-auea)
it [

u(t):é(/ot [(1—s)t3—(t—s)?’}y(s)ds+/tl(1—s)t3y(s)ds)

W%% (/0"<1—n)sy(s)dH/nl(l—s)ny(s)ds).

Par conséquent,

u(t):/o G(t,s)y(s)ds—i—ﬁ/o G* (n,s)y(s)ds.

Ce qui achéve la démonstration. O

Afin de discuter de l'existence et l'unicité de la solution du probléme,
nous avons besoin de quelques propriétés de la fonction G (¢, s).

Lemme 3.2. Supposons que t,s € [0,1], alors la fonction G et sa premiére
et deuriéme dérivée vérifient

(1) 0<G(t,s) <2G1(s),
g 0
(17) 0< @G (t,s) < Gy (s),
(i11) 0 < G*(t,s) <2G1(s),
ot G (s) =3 (1—s)s.
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Chapitre 3. Probléme aux limites du quatriéme ordre a trois
points

Preuve. (i) Soit t,s € [0, 1].
Si0<s<t<1,il découle de (3.4) que

G(t,s) = [(1—s)t3—(t—3)3],

Par conséquent,
0<G(ts) <2G,(s), V(t,s)e€]0,1]]0,1].
(i) Soit t,s € [0,1].

Si0<s<t<1,il découle de (3.5) que

0 1 1 1
aG(t,s)zﬁ[(1—s)t2—(t—5)2]:§(Qt—t2—s)3:§[1—5—(1—1&)2}320,
0 1
aG(t,s)§§(1—s)s—G1(s).
Si0<t<s<l1,alors
0 1, 1
el — - —5) < Z(1— = ,
atG(t,s) 225 (1 s)_2(1 s)s =Gy (s)

Par conséquent,

0< SG(ts)<Gi(s), Y(ts)e[0,1]0,1].

(ii7) Soit t,s € [0, 1].

21
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Sit<s,
G (t,s)= (1=95)t<(1—5s)s=G(s).

Etsi s<t= —t< —s,
G (t,s)=(1—t)s<(1—s5)s=2G(s).
Ce qui achéve la démonstration. O

Définition 3.1. Définissons l'opérateur T': X — X par
1
Tu(t) = / G (t,s) f(s,u(s))ds
0

Bt g
+ S / G (n,5) f (s,u(s)) ds. (3.6)

La fonction u € X est une solution du probleme (3.1) si et seulement si
Tu (t) = u(t),

(u est un point fize de T').

3.2 Existence et unicité de la solution non tri-
viale

En utilisant ’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le principe
de contraction de Banach, nous allons prouver les résultats d’existence et
d’unicité de la solution non triviale du probléme (3.1), nous démontrons
aussi que l'opérateur intégral est complétement continu, par utilisation du
théoréme d’Arzéla-Ascoli.

Lemme 3.3. Supposons que fn # 1 et qu’il existe une fonction positive k
e L' ([0,1],R,) telles que :

|f(t7$) _f(t7u>| < k(t) |x—u|, (37)
Ve,u € R, t €[0,1],

C= <2—|— ’1_6Bn|>/016’1(s)k(5)d3<1,

alors le probléme aux limites (3.1) admet une solution unique dans X.
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Preuve. De (3.6) nous avons :

Tu(t) = /0 G (t,s) f(s,u(s))ds+ ﬁ/{) G*(n,s) f(s,u(s))ds.

Nous allons prouver que 1" est une contraction.
Soient u,v € X alors,

WU@—JW@NSQA(h@ﬂf@U@»—f@W@»Ws

ﬁ 1
+3|Tﬁ7]|/(; G1 (S) ‘f(S,U(S)) —f(S,U(S))’7

donc, d’aprés (3.7) nous avons :

ru - Tol< (24570 0) [ G kO - v
alors
|Tu (t) —Tv ()] < (2 + ﬁ) trél[gﬁ(] lu(t) — v (t)] /0 G1(s) k (s) ds.
Donc

Tu(t) —Tov(t)] < |lu—v|y (2+ iﬂ%@m) /0 G1(s) k (s)ds,

donc

|Tu(t) —Tov(t)] < |lu—v|y <2+ 1 —ﬁﬂm) /0 G1(s) k (s) ds.

donc

Tu()—To )| < Cllu—2vll..
g%\u() v(t)] < Cllu—ovly

Par conséquent,
[Tu—Tolx <Cllu—vlx.

Alors, T est une contraction. D’aprés le principe de contraction de Banach,

lopérateur Tadmet un unique point fixe, qui est 'unique solution du pro-
bléme (3.1).

Théoréme 3.1. (Alternative non linéaire de Leray-Schauder) [2].

Soit F' un epsace de Banach et soit Q) un sous ensemble ouvert et borné de

F,0eQetT:Q— F un opérateur complétement continu. Alors, il existe
un x € 002, A > 1 tel que T (x) = \x, ou il existe un point fize x* € ).
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Théoréme 3.2. Supposons que f(t,0) # 0, fn # 1 et qu’il existe deux
fonctions positives k et m € (L'[0,1],R,) telles que

If(t,uw)| <k@)|ul+m((t), Vu e R, t€][0,1], (3.8)

(2+ ‘1_6677‘)/01G1(3)k(3)ds<1.

Alors, le probléeme auz limites (3.1) a au moins une solution non triviale
u* e X.

et

Preuve. Posons

:@+H§ﬂ)[a@mww,

G - <2+|1+%7|>/0101(s>m<s)d3.

Pour obtenir les résultats de ce théoréme, nous démontrons d’abord que ’opé-
rateur 7" donné par (3.6) est complétement continu.

1) T est continu.

Soit (ug),ey une suite convergente vers u dans X. En appliquant la
formule (3.6), nous obtenons

T )~ el < (24 =5 ) [ G101 (o) = f ()] as.

Et comme G (s) < &, alors

1
87

| T, — Tl < 3 (2—1— 577|)/ |f (s,ur () — f(s,u(s))|ds.

Appliquant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, nous déduisons
que ||[Tup —Tul|, — 0.
k—o0

Ce qui implique que T est continu.
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points

2) Soit B, = {u € X :||ul|y <r} un sous ensemble borné. nous allons

prouver que T (B,) est relativement compact :

(1) T (B,) est uniformément borné.

Pour certains u € B,, nous utilisons la formule (3.6) , nous obtiendrons

ru< (24 252) [ GGl

et de la formule (3.8), nous avons

Tu (1)) < (z+ \1—6&7\)/@ G (5) [k (s) [u (3)] + m (5)) ds,

donc

ru < (2+ 2 ) ol [ 66 kds

+(”ﬁ) /OlGl(s)m(s)ds.

[Tullx < Fllullx + G,

Par conséquent,

donc
|Tully < Fr+G.

Alors, T (B,) est unifomément borné.
(17) T (B,) est équicontinu.
Soit t1, to € [0,1], u € B, nous avons :

|Tu (t1) — Tu (ta2)| = /0 (G (t1,8) — G (ta,8)) f (s,u(s))ds

(# — )
61— )

)

; G* (1) f(s,u(s))ds

donc

t2

|Tu (t1) — Tu (t2)] gLUOl|G(tl,s) G (to, )\ds+/ |G (t1,s) —

! Lt} -85
t t d * d
_’_/t2 |G(1’ <2a )| S:| 6|1_B | / |G na | S,

ou
L =max{|f (s,u)], s €[0,1], [lullxy <r}.
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Alors,

T (ty) — Tu ()| < Lty — ti Uotl |(3+ s) (t1 +t2)]ds+/t1 [(1 = s) (] + 5 + tit2) | ds

2 412 1+ tt ! ’
+ 2\12 +617!M/ G (. 5)| ds} +L/ |5 (85 = £3) + (£} + 3635 + 3ty5* — 5°) |ds |
_ 0 t1

donc

ds
2

(t + 3 + tats) B /1 . ]
+ G*(n,s)|ds]| .
611=5nl  Jo 6" o)
Alors, |Tu (t1) — Tu (t3)] — 0.
t1—to

Par conséquent, T (B,.) est équicontinu.

t t
t <3 + —1) (t + t2) + 51 (2 + 13 + t11,)

D’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, nous déduisons que, T est un opé-
rateur complétement continu.

Maintenant d’aprés la continuité de f et comme f (,0) # 0, alors il existe
un intervalle [0y, 09] C [0,1] telle que :

rgtig |f (t,0)] > 0et du fait quem (t) > |f (¢,0)| sur [o1,09]; alors, G > 0.

013102
Soit M=G(1—F)"", Q={ue X :|ul| <M}, supposons que, u € 9,
A > 1 tel que T'u = A\u, nous obtiendrons

AM = Xu|| = ||Tul|y = max |Tu].

tel0,1]
Tu(t)| < 2/0 G (s) (k(s)|u(s)] +m(s))ds
6 1
+m/o G1(s) (k(s)|u(s)|+m(s))ds.
donc
ru@) <l (24 25 ) [ G0k

+(2+ﬁ) /OlGl(s)m(s)ds.

26



Chapitre 3. Probléme aux limites du quatriéme ordre a trois
points

Ceci montre que,
A = ||Tully < Fllul|y +G=FM+G.

Alors, nous avons

G G
/\§F+M F+G(1—F)_1 F+(1-F)=1,

ceci contredit A > 1.

En appliquant le Théoréme (3.1), nous concluons que 'opérateur T a un
point fixe u* € Q.

Par conséquent le probléme aux limites (3.1) a au moins une solution non
triviale u* € X.

Ceci achéve la démonstration. O]

3.3 Exemples

Dans cette section, nous allons illustrer les résultats obtenus par des
exemples.

Exemple 3.1. Considérons le probléeme aux limites suivant :

""" +tu=0, 0<t<l, (T)
u(0) =u' (0) =u"(0) =0, u"(1)=pu"(n).
Posons ] ]
B ::37 n= Za
et
f (t,u) = tu.
Choisissant

k)=t tel0,1].
k € L'[0,1] une fonction positive et

[ () = f ( u)l

< tlx—ul,
< k@) e —ul,

avec

- <2+ﬁ> /OlGl(s)k(s)ds<1,

ainsi, d’apres le Lemme (3.3), le probléme auzx limites (T') admet une unique
solution non triviale, u* € X.
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Exemple 3.2. Considérons le probléeme aux limites suivant :

u" +2tu+sin2t =0, 0<t<l, (1)
U (O) = (0) =" (O) =0, u” (1> _ Bu// (77> .
Posons . X
/6 = 57 n= Z?
et
|f (t,u)] < 2t|u| +sin2t,
< k() |ul+m(t).
Choisissant

{ m]zt()t):siit% » te(0.1].

k et m € L'[0,1] deur fonctions positives, avec

C= (Q+ﬁ) /OlGl(s)k(t)ds<1,

Ainsi, d’apres le Théoreme (3.2), le probléme aux limites (T'1) a au moins
une solution non triviale u* € X.
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Conclusion

Ce mémoire est consacré a I’étude d’un probléme aux limites du quatriéme
ordre. Aprés avoir démontré quelques préliminaires, on a étudié ’existence
et 'unicité de la solution du probléme en utilisant ’alternative non linéaire
de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach. Les résultats
obtenus sont illustrés par des exemples.

Actuellement il y a une grande variété de théorémes de points fixes, ces
théorémes donnent certaines conditions sous lesquelles une application
f+E — E, admet un point fixe dans F.

Ces théorémes sont importants dans les mathémathiques car il y a plu-
sieurs applications, par exemple pour trouver les racines d’un polynoéme, ou
pour montrer 'existence des solutions numeériques des équations différen-
tielles, ....
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