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Résumé
On s’intéresse dans ce mémoire à l’étude de l’existence de la solution positive d’un

problème aux limites associé à une équation différentielle ordinaire non linéaire d’ordre

deux à conditions aux limites de type intégrale suivant :

(P )

 u′′ + a(t)f (u) = 0, 0 < t < 1

u (0) = 0 , u(1) = α
∫ η

0
u(s)ds

où η ∈ ]0, 1[ , et 0 < α < 2/η2 .

En se basant sur le théorème de Guo-Krasnosel’skii dans un cône, et sous certaines

conditions sur la non-linéarité de la fonction de f des conditions suffisantes pour l’éxistence

de la solution positive sont obtenues.
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الشروط ذات الثانية الدرجة من خطية غير لمعادلة حلول وجود دراسة في يكمن المذكرة هذه من الهدف
نوزلسكي كراز- قيو ية نظر باستخدام ايجابية حلول وجود إثباث على المذكرة هذه في نهتم نقاط ثلاث عند الحدية
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0.1 Introduction

Au cours de ces dernières années un interêt considérable a été attribué à l’étude des

problèmes aux limites plus particulièrement aux problèmes liés aux équations différentielles

à conditions aux limites non locales. Ces équations ont suscité un intérêt considérable en

raison de leur capacité à modéliser des phénomènes complexes. En raison des applications

étendues des équations différencielles en ingénierie et en science, la recherche dans ce domaine

s’est considérablement développée. Lié à ce contexte, on propose dans ce mémoire une étude

sur l’existence de la solution positive d’un problème aux limites engendré par une équation

différentielle non linéaire d’ordre deux à conditions aux limites en trois points avec un type

intégral

u′′ + a(t)f (u) = 0, 0 < t < 1 (1.1)

u (0) = 0 , u (1) = α

∫ η

0

u(s)ds, (1.2)

où η ∈ ]0, 1[ , ,0 < α < 2/η2 et f : [0, 1] ∗ R+ → R+ est une fonction continue.

La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans l’étude de ce type d’équations,

cependant et en se basant sur le théorème de Guo-Krasnosel’skii, nous nous proposons alors

d’étudier l’éxistence de la solution positive du problème aux limites (1.1) -(1.2).

Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Nous présentons dans ce chapitre quelques définitions fondamentales concer-

nant les opérateurs compacts les fonctions convexes et concaves et leurs propriétés, ainsi

que le théorème d’Ascolie-Arzela.

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré à quelques théorèmes de points fixes tels que

le théorème de Banach, de Brouwer, de Schauder et plus particulièrement à l’étude de

l’existence de la solution du problème.

Chapitre 3 : Ce dernier est dédié à l’étude du problème aux limites (1.1)− (1.2) traitant

l’éxistence de la solution positive.
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Chapitre 1

Rappels et notions

1.1 Notations

·∥.∥: norme.

·R+ : L’espace de nombres réels positif.

·E : espace de banach.

·Ω : un ouvert borné d’un espace de Banach.

·K : un cône.

· C (X,Y ) : L’ensemble des fonctions continues de X dans Y.

· L (X,Y ) : L’ensemble des opérateurs linéaire de X dans Y

· K (X,Y ) : L’ensemble de tout les opérateurs compacts de X dans Y.
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1.2 définitions

Définition 1.2.1. Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, dordre n

est une relation entre la variable réelle t, une fonction inconnue t 7→ x(t) et ses dérivées

x′, x′′, ..., x(n) au point t définie par :

F
(
t, x, x

′
, x

′′
, ......xn

)
= 0

où F n’est pas indépendante de sa dernière variable x(n). On prendra t dans un intervalle I

de R (I peut être R tout entier).

La solution x en général sera à valeurs dans RN, N ∈ N où N sera le plus souvent égal

à 1, 2ou3. On dit que cette équation est scalaire si F est à valeurs dans R.

1.2.1 Équation différentielle linéaire

Une équation différentielle est dite linéaire si la fonction F associée est linéaire. Autre-

ment dit, une équation différentielle linéaire dordre n est une équation de la forme

an(t)y
n + an−1(t)y

n−1 + ....+ a1(t)y
′ + a0(t)y = f(t)

où les ai sont appelés coefficients de l’équation et sont des fonctions de t. L’adjectif linéaire

porte donc sur l’inconnue y de l’équation.

1.2.2 Équations différentielles non linéaires

En règle générale, les équations différentielles linéaires sont issues de modèles relative-

ment simples. Si lon veut des modèles un peu plus complexes (et donc plus proches de la

réalité), on obtient en règle générale des équations non linéaires. Ce sont, pour la plupart,

des équations que lon ne sait pas résoudre de façon exactes. Ces équations sont résolues dans

d’autres espaces que RN comme les espaces de Banach et de Fréchet en utilisant la théorie

des semi groupes combinée avec les théorèmes des points fixes.
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1.3 Espaces Fonctionnels

1.3.1 Rappels sur les espaces métriques

Définition 1.3.1. Soit E un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur E est une

application d : E ∗ E → R+ vérifiant pour tout x, y et z de E

1. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

2. d(x, y) = d(y, x) (symétrique), et

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Exemple 1.3.1. d(x, y) =
| x− y |

1+ | x− y |
est une distance sur R, car pour tout x, y ∈ R on

a

1. d(x, y) = 0 ⇔ | x− y |
1+ | x− y |

= 0 ⇔| x− y |= 0 ⇔ x = y.

2. d(x, y) =
| x− y |

1+ | x− y |
=

| −1 || y − x |
1+ | −1 || x− y |

=
| y − x |

1+ | y − x |
= d(y, x).

Définition 1.3.2. (Espace métrique)

On appelle espace métrique tout ensemble non vide E muni d’une distance d. Cet espace

sera noté par (E, d).

Exemple 1.3.2. Lespace C([0; 1],R) et dit métrique, lorsqu’il est muni d’une des distances

suivantes

1. d1(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|dt.

2. d2(f, g) =
√∫ 1

0
[f(t)− g(t)]2dt.

3. d∞(f, g) = max
t∈[0;1]

|f(t)− g(t)|.

Définition 1.3.3. (Espace métrique complet)

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E.
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Définition 1.3.4. (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E une application de E dans R+

habituellement notée ∥·∥ vérifiant pour tout x, y ∈ E et tout λ ∈ k

1) ∥λx∥ = |λ| ∥x∥ , (homogénéité),

2) ∥x∥ = 0 si et seulement si x = 0 et

3) ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ (inégalité triangulaire).

Définition 1.3.5. (Espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ∥·∥) (sur R ou C) qui est complet

pour la métrique associée à cette norme.

Exemple 1.3.3. L’éspace C([a, b],Rn) l’espace de fonctions continues de [a, b] dans Rn est

un espace vectoriel. Le nombre ∥f∥ = max
t∈[a,b]

|f(t)|, où ∥.∥ est une norme sur Rn, muni de

cette norme (C, ∥·∥) un espace de Banach.

Définition 1.3.6. (Espace C([a, b])

Des fonctions continues sur [a, b], de norme ∥x∥ = max
t∈[a;b]

|x (t)| .

Définition 1.3.7. ( Espace Ck([a, b] )

Des fonctions k fois continument dérivables sur [a, b], de norme :

∥x∥ =
k∑

i=0

max
∣∣xi (t)

∣∣ , telle que x0 (t) = x (t) .

Définition 1.3.8. (La continuité )

Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques, f une application de E dans F, et a

un point de E, on dit que f est continue en a si :

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 ∀x ∈ E, dE(x, a) < δ ⇒ dF (f(x), f(a)) < ε.

Si l’application f est continue en tout point a de E, on dit qu’elle est continue sur E ou

tout simplement continue.
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Définition 1.3.9. (La continuité uniforme)

Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques. Une application f : E → F est dite

uniformément continue si :

∀ ε > 0,∃ δ > 0 ∀x, y ∈ E, dE(x, y) < δ ⇒ dF (f(x), f(y)) < ε.

δ ne dépend que ε.

Définition 1.3.10. Une famille de fonctions F ⊂ C ( X, R) est dite uniformément bornée

s’il existe M > 0 telle que :

|u (x)| ≤ M, ∀x ∈ X, ∀u ∈ F.

Définition 1.3.11. Soit (X, d) un espace métrique donné, une famille de fonctions F ⊂

C (X,R) est dite équicontinue si et seulement si :

∀ϵ > 0, ∃δ > 0 : ∀ (x, y) ∈ X2, d (x, y) < δ,∀u ∈ F, on a : |u (x)− u (y)| < ϵ.

Remarque 1.3.1. Il est clair que la continuité uniforme sur E implique la continuité sur

E.

Par contre, la réciproque est fausse, par exemple l’application x → x2 est continue sur R

mais elle n’est pas uniformément continue sur R.

Définition 1.3.12. (Application contractante)

Une application (opérateur) P sur un espace métrique (X; ρ) est dite contractante s’il

existe 0 < r < 1 tel que :

ρ(Px;Py) ≤ ρ(x; y)

Définition 1.3.13. (Principe de l’application contractante)

Soit P une application contractante sur un espace métrique complet X, alors il existe un

unique point fixe x avec Px = x. De plus x = lim
x−→∞

xn , où x0 est un élément quelconque de

X et xi+1 = Pxi; i = 1; 2...

12



1.4 Propriétés des fonctions convexes et concaves

1.4.1 La convexité

Définition 1.4.1. Un sous-ensemble S de R est dit convexe si pour tout x, y ∈ S et pour

tout λ ∈ [0; 1], on a

λx+ (1− λ)y ∈ S.

Définition 1.4.2. (La fonction convexe)

Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I de R. On dit que f est

convexe sur I si pour tout x, y de I et tout λ ∈ [0; 1], on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 1.4.1. La fonction x →| x | est convexe sur R car si λ ∈ [0; 1], alors :

| λx+ (1− λ)y |⩽| λx | + | (1− λ)y |= λ | x | +(1− λ) | y | .

1.4.2 La concavité

Définition 1.4.3. La fonction f est dite concave si :

∀(x, y) ∈ I, ∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

Remarque 1.4.1. la fonction f est dite concave si −f est convexe.

Théorème 1.4.1. [4]

Soit f une fonction de classe C1 sur un intervalle I.

Alors f est convexe (resp. concave) sur I si et seulement si :

f(y)− f(x) ≥ f ′(x)(y − x),∀(x, y) ∈ I

(resp.f(y)− f(x) ≤ f ′(x)(y − x),∀(x, y) ∈ I).

Théorème 1.4.2. [4] Soit f une fonction de classe C2 sur un intervalle I alors :

f est convexe sur I ⇔ f ′′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ I.

f est concave sur I ⇔ f ′′(x) ≤ 0 pour tout x ∈ I.
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1.4.3 Inégalités de convexité

Proposition 1.4.1. (Inégalité des pentes)

Si f : I −→ R est convexe, on a :

f(b)− f(a)

b− a
≤ f(c)− f(a)

c− a
≤ f(c)− f(b)

c− b
pour tout a < b < c ∈ I

Proposition 1.4.2. [4]

Si f : I 7−→ R est convexe, son graphe est situé au dessus de ses tangentes, c’est à dire

que si f est dérivable en un point a ∈ I on a :

f(x) ≥ f(a) + (x− a)f ′(a) pour tout x ∈ I

Si f est dérivable et convexe sur I alors sa courbe représentative est au-dessus de chacune

de ses tangentes. "Pour les fonctions concaves l’inégalité est inversée".

Preuve. Si x = a, l’inégalité est vraie. Si x > a, pour tout y ∈]a, x[ on obtient :

f(y)− f(a)

y − a
≤ f(x)− f(a)

x− a
,

en appliquant l’inégalité des pentes à a < y < x, et en faisant tendre y vers a on en

déduit :

f ′(a) ≤ f(x)− f(a)

x− a

donc :

f(x) > f(a) + (x− a)f ′(a).

Enfin, si x < a, pour tout réel y tel que x < y < a, l’inégalité des pentes montre que :

f(a)− f(x)

a− x
≤ f(a)− f(y)

a− y
=

f(y)− f(a)

y − a

et en faisant tendre y vers a on obtient :

f(a)− f(x)

a− x
≤ f ′(a), d’ou le résultat.

14



Proposition 1.4.3. Soient I un intervalle de R et f : I → R une fonction dérivable. La

fonction f est convexe si et seulement si la fonction f ′ est croissante.

Preuve. Supposons f convexe, et soient a < b ∈ I. Pour tout réel a < x < b,

l’inégalité des pentes montre que :

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
= P (a, b) ≤ f(b)− f(x)

b− x
=

f(x)− f(b)

x− b

donc en faisant tendre x vers a on en déduit que : f ′(a) ≤ P (a, b) , et en faisant tendre

x vers b on en déduit que : P (a, b) ≤ f ′(b), d’ou f ′(a) ≤ f ′(b) et la fonction f ′ est donc

croissante.

Réciproquement, si f ′est croissante, pour tous a < b ∈ I et tout x ∈]a, b[ il existe d’aprés

le théoréme des accroissements fini des réels α ∈]a, x[ et β ∈]x, b[ tels que :

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(α) et f(b)− f(x)

b− x
= f ′(β)

et on a : α < β donc f ′(α) ≤ f ′(β), et on obtient :

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(x)

b− x

f(x)− f(a) ≤ x− a

b− x
(f(b)− f(x))

d’ou :

f(x) ≤ f(a) +
x− a

b− a
(f(b)− f(a))

et cette inégalité reste vraie si x = a ou x = b , on en conclut que f est convexe.
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1.5 Notions sur les opérateurs

1.5.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur A défini sur X dans

Y et dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

pour tout u, v dans X et α, β dans R

i) Au ∈ Y.

ii) A (αu+ βv) = αAu+ βAv.

Définition 1.5.2. Un opérateur linéaire A défini sur X dans Y et dit borné s’il existe une

constante positive C, telle que :

∥Au∥Y ≤ C ∥u∥X , ∀u ∈ X.

Proposition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces normés et A : X → Y un opérateur

linéaire, les proprietés suivantes sont équivalentes

i) L’opérateur A est continu sur X.

ii) L’opérateur A est continu au point x0.

iii) L’opérateur A est borné.

16



1.5.2 Opérateurs compacts

Définition 1.5.3. Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout

recouvrement de U par des ouverts de U on peut extaire un sous-recouvrement fini i.e.

∀Vj, j ∈ J (ouvert) ; U ⊂
∪
j∈J

Vj,∃Vj(k), j(k) = 1, 2, ..., n tel que U ⊂
n∪

k=0

Vj (k)

Définition 1.5.4. Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son

adhérence est compacte.

Soit X et Y deux espaces vectoriels normés, Ω un ouvert de X.

Définition 1.5.5. Une application continue T : Ω ⊂ X → Y est dite compacte si T
(
Ω
)

est

relativement compacte. Elle est dite complètement continue, si l’image de tout sous ensembe

borné B de Ω est relativement compacte.

Remarque 1.5.1.

1- Toute application compacte est complètement continue ( car pour tout borné B ⊂ Ω on

a T (B) ⊂ T
(
Ω
)

). La réciproque est vraie si Ω est borné.

2- Si T : X → Y est une application linéaire, avec X et Y des espaces de Banach ; pour que

T soit compact il suffit que T (B(0; 1)) soit précompact. Si l’un au moins des espaces X ou

Y est de dimension finie, alors T est compact si et seulement si T est continue.

Remarque 1.5.2. Tout opérateur linéaire compact est continu

La condition de compacité est généralement utilisée sous la forme :

Pour toute suite bornée (xn)
∞
n=1 ⊂ X, il existe une sous suite (xnk

)∞k=1 telle que Axnk

converge.
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1.5.3 Théorème d’Ascoli-Arzela

Ce théorème est connu pour son nombre considérable d’applications entre autre la com-

pacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes de l’espace

des fonctions continues d’un espace compact dans un espace quelconque.

Théorème 1.5.1. [1]

Soit X un espace métrique complet, A ⊂ C(X;R), A est relativement compact (i.e : A

est compact) si et seulement si :

1) A est uniformément bornée.

2) A est équicontinue sur X.

Définition 1.5.6. [8]

Soient (E, ||.||) un espacede Banach et K ⊂ E un sous ensemble non vide fermé de E.

K est dit un cône s’il satisfait les conditions :

1) (αu+ βv) ∈ K pour tout u, v ∈ K et pour α, β ≥ 0.

2) u ∈ K et −u ∈ K implique u = 0.

Tous cône K ⊂ E définit un ordre dans E donné par x ≤ y

si et seulement si y − x ∈ K.
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Chapitre 2

Existence de solution du problème

(P) et théorèmes de points fixes

2.1 Théorèmes du point fixe

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques théorèmes de point fixe. A savoir le

théorème du point fixe de Banach, celui de Brouwer et de Schauder.

Le développement de la théorie du point fixe a été un des plus important outils d’exis-

tence dans l’étude des problèmes aux limites, cette théorie consiste à transformer le problème

donné en un problème de point fixe en construisant un opérateur A. Ces théorèmes se ré-

vèlent être des outils très utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la

résolution des équations différentielles.

Définition 2.1.1. [8]

Soit A une application d’un ensemble X dans lui même. On appelle point fixe tout point

x ∈ X tel que :

A (x) = x.
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2.1.1 Théorème du point fixe de Banach

Ce théorème est dit principe de l’application contractante, il est la base de la théorie

du point fixe. Ce principe garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace mé trique complet dans lui-même.

Théorème 2.1.1. Soit ( M, d) un espace métrique complet et soit A : M → M une

application contractante i.e qu’il existe 0 < k < 1 telle que d (A (x) , A (y)) ≤ k d (x, y) ;

∀ x, y ∈ M , alors A admet un unique point fixe x∗ ∈ M , de plus pour tout x ∈ M on a :

lim
n→∞

An (x) = x∗

et :

d (An (x) , x∗) ≤ kn

1− k
d (x,A (x)) .

Preuve. (a) Unicité Supposons qu’il existe x, y ∈ M tel que

x = A(x)

et

y = A(y)

Alors

d(x; y) = d(A(x), A(y)) ≤ kd(x, y).

Par conséquent

d(x, y) = 0

ce qui entraine

x = y

(b) Existence Soit x ∈ M , nous allons établir que {An(x)} est une suite de Cauchy.

Pour tout n ∈ N , on a :

d(An(x), An+1(x)) ≤ kd(An−1(x), An(x)) ≤ ...... ≤ knd(x,A(x))
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Ainsi, pour m > n, où n > 0 on a

d(An(x), Am(x)) ≤ d(An(x), An+1(x)) + d(An+1(x), An+2(x)) + ....+ d(Am−1(x), Tm(x))

≤ knd(x,A(x)) + ....+ km−1d(x,A(x))

≤ knd(x,A(x))[1 + k + k2 + .....+ km−n−1]

=
kn − km

1− k
d(x,A(x))

Ainsi pour m > n, n > 0,

d(An(x), Am(x)) ≤ kn

1− k
d(x,A(x)) (1)

Ceci montre que{An(x)}est une suite de Cauchy et comme M est espace complet, alors il

existe x∗ ∈ M tel que

lim
n→∞

An(x) = x∗

De plus, la continuité de A entraine que

a = lim
n→∞

An+1(x) = lim
n→∞

A(An(x)) = A(a)

par conséquent, x∗ est un point fixe de A. Ainsi si m → ∞ dans (1) alors

d(An(x), x∗) ≤ kn

1− k
d(x,A(x))

2.1.2 Théorème du point fixe de Brouwer

Le théorème du point fixe de Brouwer fait partie de la grande famille des théorèmes

de point fixe qui énonce que si une fonction continue f vérifie certaines propriétés alors il

existe un point fixe x∗ tel que :

f (x∗) = x∗.

Théorème 2.1.2. [8]

Toute application continue de la boule unité fermée de Rn dans elle même admet un

point fixe.
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Théorème 2.1.3. Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace normé de

dimension finie (X, ∥.∥) et soit A : M −→ M une application continue, alors A admet un

point fixe.

2.1.3 Théorème du point fixe de Schauder

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de brouwer pour monter l’existence d’un

point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de banach.

Théorème 2.1.4. [8] ( Premier théorème de Schauder)

Soit M une partie non vide, compacte et convexe d’un espace de Banach X. Alors toute

application continue A : M −→ M admet un point fixe dans M .

Théorème 2.1.5. ( Deuxième théorème de Schauder)

Soit M une partie non vide et convexe d’un espace normé X et soit A : M −→ K une

application continue, ou K est un sous ensemble compact de M . Alors A possède un point

fixe dans K.
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2.2 Solution du problème (P)

Soit E = C ([0, 1] ,R), muni de la norme ||y||∞ = max
t∈[0,1]

|y (t)| , ∀ y ∈ E. Pour commencer

étudions un problème auxilliaire donné par le lemme préliminaire suivant :

Lemme 2.2.1. Soit y ∈ E. Si αη2 ̸= 2 alors le problème à valeurs aux limites intégrale en

trois points :  u′′ + y (t) = 0, 0 < t < 1

u (0) = 0 , α
∫ η

0
u(s)ds = u(1),

(2.1)

admet une solution unique :

u(t) =
2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds

−
∫ t

0

(t− s)y(s)ds

− αt

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2y(s)ds. (2.2)

Preuve. On a :

u′′(t) = −y (t) , (2.3)

pour t ∈ [0, 1]en intégratant par rapport à s de 0 à t,

on obtient :

u′(t) = u′(0)−
∫ t

0

y(s)ds, (2.4)

u(t) = u′(0)t−
∫ t

0

(∫ x

0

y(s)ds

)
dx, (2.5)

u(t) = u′(0)t−
∫ t

0

(t− s)y(s)ds, (2.6)

et :

u(1) = u′(0)−
∫ 1

0

(1− s)y(s)ds. (2.7)
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en intégratant (2.6) de 0 à η, pour η ∈ [0.1],∫ η

0

u(s)ds = u′(0)
η2

2
−

∫ η

0

(∫ x

0

(x− s)y(s)ds

)
dx,

= u′(0)
η2

2
− 1

2

∫ η

0

(η − s)2y(s)ds, (2.8)

on obtient :

u′(0)−
∫ 1

0

(1− s)y(s)ds = u′(0)
αη2

2
− α

2

∫ η

0

(η − s)2y(s)ds,

u′(0)− u′(0)
αη2

2
=

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds− α

2

∫ η

0

(η − s)2y(s)ds,

u′(0)

(
1− αη2

2

)
=

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds− α

2

∫ η

0

(η − s)2y(s)ds, (2.9)

donc :

u′(0) =
2

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds− α

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2y(s)ds, (2.10)

Par conséquent (2.1) a une solution unique.

u(t) =
2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds− αt

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2y(s)ds−
∫ t

0

(t− s)y(s)ds. (2.11)

définissons l’opérateur intégral A : E → E,par :

Au(t) =
2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds−
∫ t

0

(t− s)a(s)f(u(s))ds

− αt

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2a(s)f(u(s))ds où 2 ̸= αη2.

En accord avec le lemme (2.1), le problème (1.1)-(1.2) a une solution si et seulement si

l’opérateur A admet un point fixe dans E. Pour ce faire, nous prouvons tout d’abord par le

théorème d’Ascoli-Arzela que A est un opérateur complètement continu.
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1) Montrons que la famille {Au (t)} est uniformément bornée :

∃ M > 0, |Au (t)| ≤ M, ∀t ∈ [0, 1] , ∀u ∈ E

Soit B = {u ∈ C [0, 1] , ∥u∥ ≤ 1} alors pour u ∈ B, on a :

|Au (t)| ≤
∣∣∣∣ 2

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s) |a(s)f(u(s))| ds

+

∫ t

0

(1− s) |a(s)f(u(s))| ds

+

∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s) |a(s)f(u(s))| ds

≤
∣∣∣∣ 2

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s) |a(s)f(u(s))| ds

+max
0≺t≺1

∫ t

0

(t− s) |a(s)f(u(s))| ds

+

∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s) |a(s)f(u(s))| ds

≤
∣∣∣∣ 2

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s) |a(s)f(u(s))| ds

+

∫ 1

0

(1− s) |a(s)f(u(s))| ds

+

∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s) |a(s)f(u(s))| ds

≤
(∣∣∣∣ 2

2− αη2

∣∣∣∣+ 1

)∫ 1

0

(1− s) |a(s)f(u(s))| ds

+

∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s) |a(s)f(u(s))| ds
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≤
∣∣∣∣4− αη2

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s) |a(s)f(u(s))| ds

+

∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s) |a(s)f(s, u(s))| ds

≤ M.

Donc la famille {Au (t)} est uniformément bornée.

2) On montre que la famille {Au (t)} est équicontinue : La fonction f est continue sur

le compact [0, 1] alors elle est uniformément continue c’est à dire

∀ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀s ∈ [0, 1] , ∀u1, u2 ∈ [0, 1] ;

|u1 − u2| < δ =⇒ |f (u1(s))− f (u2(s))| < ϵ

|Au1(s)− Au2(s)| ≤
∣∣∣∣ 2

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s) |a(s)f(u1(s))− f(u2(s))| ds

+

∫ 1

0

(1− s) |a(s) (f(u1(s))− f(u2(s)))| ds

+

∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s) |a(s)f(u1(s))− f(u2(s))| ds,

≤
∣∣∣∣ 2

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s)a(s)εds

+

∫ 1

0

(1− s)a(s)εds

+

∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s)a(s)εds,

≤ ε

(∣∣∣∣ 2

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s)a(s)ds

)
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+ε

(∫ 1

0

(1− s)a(s)ds

)

+ε

(∣∣∣∣ α

2− αη2

∣∣∣∣ ∫ η

0

(η − s)a(s)ds

)

≤ εM ≤ ε0.

Donc la famille {Au (t) , u ∈ B} est équicontinue est par conséquent l’opérateur A est

complètement continu.
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Chapitre 3

Solution positive du problème aux

limites (P)

Notons que l’un des théorèmes le plus utilisé lorsqu’il s’agit de la recherche du point

fixe positif est le théorème de Guo-Krasnoslski. Ce théorème généralise celui des valeurs

intermédiaires connu sur R à un espace de Banach quelconque, une généralisation qui assure

l’existence d’un point fixe positif bien sûr si on prend un cône positif pour un opérateur

complètement continue, ça veut dire continu et envoie les bornés dans les relativement

compacts sous certaines condition imposées uniquement sur la frontière des certaines ouverts

du cône K.

Dans ce chapitre notre but donc est d’étudié moyennant ce théorème l’existence de la

solutions positive du problème à valeurs aux limites(1.1)-(1.2).
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Définition 3.0.1. u (t) est dite une solution positive si u (t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, 1] .

Supposons les hypothèses suivantes :

H1) f ∈ C([0;∞) ; [0;∞)) telles que :

f0 = lim
u→0+

f (u)

u
et f∞ = lim

u→∞

f (u)

u

H2) a ∈ C([0, 1] ; [0;∞)) et il existe t0 ∈ [η, 1] tel que a (t0) > 0.

Notons que f0 = 0 et f∞ = ∞ est appelé cas super-linéaire et le cas f0 = ∞ et f∞ = 0

est appelé cas sous-linéaire.

Nous énonçons à présent le théorème principal soit celui de l’existence de la solution

positive du problème.

3.1 Théorème principal

Théorème 3.1.1. Sous les hypothèses H1 et H2, le problème (1.1)-(1.2) a au moins une

solution positive dans les deux cas super-linéaire ainsi que sous-linéaire.

La preuve de ce théorème se base essentiellement sur le théorème de Guo-Krasnosels’kii

et pour ce faire nous avons encore besoin des lemmes suivants :

Théorème 3.1.2. [2] (Guo-Krasnosels’Kii)

Soit Ω1 et Ω2 deux ouverts bornés d’un espace de Banach E tels que 0 ∈ Ω1, Ω1 ⊂ Ω2 et

K un cône de E.

A : K ∩
(
Ω2\Ω1

)
→ K

un opérateur complètement continu, tel que l’une des conditions suivantes soit satisfaite :

i) ||Au|| ≤ ||u|| , u ∈ K ∩ ∂Ω1, et ||Au|| ≥ ||u|| , u ∈ K ∩ ∂Ω2,

ii) ||Au|| ≥ ||u|| , u ∈ K ∩ ∂Ω1, et ||Au|| ≤ ||u|| , u ∈ K ∩ ∂Ω2.

Alors l’opérateur A admet au moins un point fixe dans K ∩
(
Ω2\Ω1

)
.
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Lemme 3.1.1. Soit 0 < α < 2/η2, alors pour y ∈ C [0, 1] et y (t) ≥ 0 , pour t ∈ (0, 1) ,

l’unique solution du problème (2.1)satisfait :

u (t) ≥ 0, t ∈ [0, 1]

Preuve. Du fait que :

u′′(x) = −y(t) ≤ 0

nous savons que le graphe de u(t) est concave vers le bas sur ]0, 1[ , alors :

1) Si u(1) ≥ 0, et u(0) = 0 alors :

∫ η

0

u(s)ds ≥ 1

2
ηu(η) (3.1)

où 1
2
ηu(η) est l’aire du triangle sous la courbe u(t) de 0 à η pour η ∈ [0, 1]

2) Si u(1) < 0, d’après(1.2), alors :

∫ η

0

u(s)ds ≤ 0

de plus puisque u est concave et
∫ η

0
u(s)ds ≤ 0, alors u(η) < 0 et :

u(1) = α

∫ η

0

u(s)ds ≥ αη

2
u(η) >

u(η)

η

Lemme 3.1.2. Soit αη2 > 2, si y ∈ [0, 1] et y(t) ≥ 0, pour tout t ∈ [0, 1],

alors le problème (2.1) n’admet pas une solution positive.

Preuve. Supposons que le problème a une solution positive u, alors :

1) Si u(1) > 0, alors
∫ η

0
u(s)ds > 0, cela implique que u(η) > 0, et

u(1)

1
= α

∫ η

0

u(s)ds ≥ αη

2
u(η) =

αη2

2

u(η)

η
>

u(η)

η

ce qui contredit la concavité de u.
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2) Si u(1) = 0=⇒
∫ η

0
u(s)ds = 0 et u(t) = 0 ∀t ∈ ]0, 1[ ,

∃τ ∈ ]η, 1[ telque u(τ) > 0 alors u(0) = u(η) < u(τ), ce qui contredit la concavité de

u.

Lemme 3.1.3. Soit 0 < α < 2/η2 , alors pour y ∈ C [0, 1] et y ≥ 0 l’unique solution du

problème (2.1) satisfait :

inf
t∈[η,1]

u (t) ≥ γ ∥u∥

Où

γ := min

{
η,

αη2

2
,
αη(1− η)

2− αη2

}
.

Preuve. Pour u ∈ C [0, 1] , soit ∥u∥ = u (τ) . nous divisons la preuve en trois cas :

1) Si η ≤ τ ≤ 1, et inf
t∈[η,1]

u (t) = u(η) alors il en resulte des propritètès de la concavité de u

u(η)

η
≥ u(τ)

τ
≥ u(τ)

donc :

inf
t∈[η,1]

u (t) ≥ η ∥ u ∥

2) Si η ≤ τ ≤ 1, et inf
t∈[η,1]

u (t) = u(1) alors il en resulte des propritètès de la concavité de u :

u(1) = α

∫ η

0

u(s)ds ≥ αη2

2

[
u(η)

η

]
≥ αη2

2

u(τ)

τ
≥ αη2

2
u(τ).

donc :

inf
t∈[η,1]

u (t) ≥ αη2

2
∥ u ∥

3) Si τ ≤ η ≤ 1, et inf
t∈[η,1]

u (t) = u(1) en utilisant la concavité de u et (1.2)-(3.1),

On a :

u(τ) ≤ u(1) +
u(1)− u(η)

1− η
(0− 1)

≤ u(1)

[
1− 1− 2/αη

1− η

]
= u(1)

2− αη
2

αη(1− η)

Ce qui implique :

inf
t∈[η,1]

u (t) ≥ αη(1− η)

2− αη2
∥ u ∥ .
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3.2 Preuve du théorème principal

On va prouver que le problème (1.1)-(1.2) possède au moins une solution positive dans

les deux cas sur-linéaire et sous-linéaire.

Supposons que 0 < α < 2/η2.

D’aprés le lemme(2.2.1) , u est solution du problème aux limites intégrale (1.1)-(1.2)

si et seulement si u est un point fixe de l’opérateur A où A est défini par :

Au(t) =
2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds

−
∫ t

0

(t− s)a(s)f(u(s))ds

− αt

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2a(s)f(u(s))ds.

Notons par :

K =

{
u /u ∈ C [0, 1] , u ≥ 0, inf

t∈[η,1]
u (t) ≥ γ ∥u∥

}
,

où :

γ = min

{
η,

αη2

2
,
αη(1− η)

2− αη2

}
.

Montrons que K vérifie les conditions d’un cône.

1) K et un sous ensemble non vide car on a déja montrer qu’il existe au mois une solution

u(t) telle que :

inf
t∈[0,1]

u (t) ≥ γ ∥u∥ et u(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, 1].

2) On va montrer que K est convexe :

K ensemble convexe ⇒ ∀x, y ∈ K, t ∈ [0, 1]

tx+ (1− t)y ∈ K

On a : x ∈ K alors :
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x ∈ K alors {x /x ∈ C [0, 1] , x ≥ 0, infx (t) ≥ γ ∥x∥ } ;

y ∈ K alors {y /y ∈ C [0, 1] , x ≥ 0, infy (t) ≥ γ ∥y∥ } ;

∀t ∈ [0, 1], ona : tx ∈ K et(1− t)y ∈ K

On a donc :

tx+ (1− t)y ∈ C[0, 1] et tx+ (1− t)y ≥ 0

3) On a montre que inf(tx+ (1− t)y) ≥ γ ∥ tx+ (1− t)y ∥

inf(tx+ (1− t)y) ≥ inf(tx) + inf(1− t)y

≥ γt ∥ x ∥ +γ(1− t) ∥ y ∥

≥ γ ∥ tx ∥ +γ ∥ (1− t)y ∥

≥ γ ∥ tx+ (1− t)y ∥ .

et on a aussi :

x ∈ K alors {x /x ∈ C [0, 1] , x ≥ 0, infx (t) ≥ γ ∥x∥ }

et :

λ ≥ 0 ⇒ λx ∈ C[0, 1] et λx ≥ 0

donc :

inf λx(t) ≥ γ ∥ λx ∥⇒ λ inf x(t) ≥ γλ ∥ x ∥, donc λx ∈ K.

Si maintenant : x ∈ K ⇒ x ≥ 0 et si − x ∈ K ⇒ x ≤ 0 donc x = 0 donc K et un

cône.
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4) On montre que AK ⊂ K :

i) pour u ∈ K alors on a :

Au(t) =
2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds

−
∫ t

0

(t− s)a(s)f(u(s))ds

− αt

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2a(s)f(u(s))ds.

Comme A est défini sur C[0, 1] alors Au ∈ C[0, 1].

ii)On montre que Au ≥ 0 :

On a d’aprés le lemme(3.1.1), d’autre part ; A : C[0, 1] −→ C[0, 1] et :

Au(t) =
2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds

−
∫ t

0

(t− s)a(s)f(u(s))ds

− αt

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2a(s)f(u(s))ds ≥ 0.

iii) Montrons que :

inf Au(t) ≥ γ ∥ Au ∥

On a d’aprés le lemme(3.1.3) u est l’unique solution du problème (1.1)-(1.2)

satisfait :

inf
t∈[η,1]

u (t) ≥ γ ∥u∥

où

γ = min

{
η,

αη2

2
,
αη(1− η)

2− αη2

}
.

35



Si on applique A : C[0, 1] −→ C[0, 1] à cette inégalité on obtient :

inf
t∈[η,1]

Au (t) ≥ γ ∥Au∥

donc AK ⊂ K

Preuve. Cas sur-linéaire (f0 = 0 et f∞ = ∞)

Comme f0 = 0, alors pour tout ϵ > 0,il existe H1 > 0 tel que :

f(u) ≤ ϵu pour 0 < u < H1

satisfait :

2ϵ

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)ds ≤ 1.

Soit Ω1 un ensemble ouvert dans E défini par :

Ω1 = {u ∈ C[0, 1] / ∥u∥ < H1}.

Alors pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω1 on a :

Au(t) ≤ 2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds

≤ 2tϵ

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)u(s)ds

≤ 2ϵ

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)ds ∥u∥

≤ ∥u∥ .

par conséquent :

∥Au∥ ≤ ∥u∥ ∀u ∈ K ∩ ∂Ω1.

Maintenant si f∞ = ∞ , alors il existe Ĥ2 > 0 telle que f(u) ≥ ρu pour u > Ĥ2 où

ρ > 0 est choisi de sorte que :

ργ
2η

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)ds ≥ 1.
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Soit H2 = max
{
2H1, Ĥ2/γ

}
. Notons par Ω2 l’ouvert :

Ω2 = {u ∈ C[0, 1], ∥u∥ < H2 } .

Si u ∈ K ∩ ∂Ω2, alors

inf
t∈[η,1]

u(t) ≥ γ ∥u∥ = γH2 ≥ Ĥ2,

et ainsi de :

Au(η) =
2η

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds− αη

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2a(s)f(u(s))ds

−
∫ η

0

(η − s)a(s)f(u(s))ds

=
2η

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds− αη

2− αη2

∫ η

0

(η2 − 2ηs+ s2)a(s)f(u(s))ds

− 1

2− αη2

∫ η

0

(2− αη2)(η − s)a(s)f(u(s))ds

=
2η

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s)) +
αη2

2− αη2

∫ η

0

sa(s)f(u(s))ds

− αη

2− αη2

∫ η

0

s2a(s)f(u(s))ds− 2η

2− αη2

∫ η

0

a(s)f(u(s))ds

+
2

2− αη2

∫ η

0

sa(s)f(u(s))ds

=
2η

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)f(u(s))ds+
2(1− η)

2− αη2

∫ η

0

sa(s)f(u(s))ds

+
αη

2− αη2

∫ η

0

s(η − s)a(s)f(u(s))ds

≥ 2η

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)f(u(s))ds

≥ 2ηρ

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)u(s)ds ≥ 2ηργ

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)ds ∥u∥ ≥ ∥u∥

par conséquent :

∥Au∥ ≥ ∥u∥ pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω2.

En vue de la premiére assertion du théoreme de Guo-Krasnosels’kii, il en résulte que A

a un point fixe dans K ∩
(
Ω2 \ Ω1

)
tel que H1 ≤ ∥u∥ ≤ H2.
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Cas sou-lineaire c’est à dire f0 = ∞ et f∞ = 0.

Comme f0 = ∞ , alors il existe H3 > 0 tel que f(u) ≥ Mu pour 0 < u < H3 où M > 0

satisfait :

2ηγM

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)ds ≥ 1.

soit :

Ω3 = {u ∈ C [0, 1] | ∥u∥ < H3}

pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω3

on obtient :

Au(η) =
2η

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds− αη

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2a(s)f(u(s))ds

−
∫ η

0

(η − s)a(s)f(u(s))ds

≥ 2η

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)f(u(s))ds

≥ 2ηγM

2− αη2

∫ 1

η

(1− s)a(s)ds ∥u∥ ≥ ∥u∥ .

donc :

∥Au∥ ≥ ∥u∥ , ∀u ∈ K ∩ ∂Ω3.

Maintenant si f∞ = 0 alors, il existe Ĥ4 > 0 telle que f(u) ≤ λu pour u ≥ Ĥ4 où λ > 0

est telle que :

2λ

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)ds ≤ 1.

Soit H4 = max
{
2H3, Ĥ4/γ

}
. Notons par Ω2 l’ouvert :

Ω4 = {u ∈ C[0, 1], ∥u∥ < H4} .

Si u ∈ K ∩ ∂Ω4, alors

inf
t∈[η,1]

u(t) ≥ γ ∥u∥ = γH4 ≥ Ĥ4,
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par suite :

Au(t) =
2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds− αt

2− αη2

∫ η

0

(η − s)2a(s)f(u(s))ds

−
∫ t

0

(t− s)a(s)f(u(s))ds

≤ 2t

2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)f(u(s))ds

≤ 2λ ∥u∥
2− αη2

∫ 1

0

(1− s)a(s)ds ≤ ∥u∥ .

ainsi

∥Au∥ ≤ ∥u∥ , ∀u ∈ K ∩ ∂Ω4.

En vue de la deuxième assertion du théoreme de Guo-Krasnosels’kii, il en résulte que A

a un point fixe dans K ∩
(
Ω4 \ Ω3

)
tel que H3 ≤ ∥u∥ ≤ H4. Ce qui achève la démonstration

du théorème et donc le problème (1.1)-(1.2) possède au moins une solution positive.
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Conclusion
Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’existence de la solution positive d’un pro-

blème aux limites associé à une équations différentielle non linéaire d’ordre deux à conditions

aux limites en trois points de type intégral.

Ces résultats ont été obtenus par l’application de la théorie de point fixe, en particulier

on a utilisé le théorème de point fixe de Guo-Krasnosel’skii.
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