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Résumé

On s’intéresse dans ce mémoire a 1’étude de l'existence de la solution positive d'un
probleme aux limites associé a une équation différentielle ordinaire non linéaire d’ordre

deux a conditions aux limites de type intégrale suivant :

v +alt)f(u)=0, 0<t<l

() n
w(0) =0, u(l) = a [ u(s)ds

ounel0,1[,et 0 <a<2/n*.

En se basant sur le théoreme de Guo-Krasnosel’skii dans un cone, et sous certaines
conditions sur la non-linéarité de la fonction de f des conditions suffisantes pour 1’éxistence

de la solution positive sont obtenues.
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0.1 Introduction

Au cours de ces dernieres années un interét considérable a été attribué a I’étude des
problemes aux limites plus particulierement aux problemes liés aux équations différentielles
a conditions aux limites non locales. Ces équations ont suscité un intérét considérable en
raison de leur capacité a modéliser des phénomenes complexes. En raison des applications
étendues des équations différencielles en ingénierie et en science, la recherche dans ce domaine
s’est considérablement développée. Lié a ce contexte, on propose dans ce mémoire une étude
sur I'existence de la solution positive d'un probleme aux limites engendré par une équation
différentielle non linéaire d’ordre deux a conditions aux limites en trois points avec un type

intégral

ounel0,1[,,0<a<2/n*et f:[0,1]*RT — RT est une fonction continue.

La théorie du point fixe est d'une importance capitale dans I’étude de ce type d’équations,
cependant et en se basant sur le théoréeme de Guo-Krasnosel’skii, nous nous proposons alors
d’étudier I'éxistence de la solution positive du probleme aux limites (1.1) -(1.2).

Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Nous présentons dans ce chapitre quelques définitions fondamentales concer-
nant les opérateurs compacts les fonctions convexes et concaves et leurs propriétés, ainsi
que le théoreme d’Ascolie-Arzela.

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré a quelques théoremes de points fixes tels que
le théoreme de Banach, de Brouwer, de Schauder et plus particulierement a 1’étude de
I’existence de la solution du probleme.

Chapitre 3 : Ce dernier est dédié a 1’étude du probléme aux limites (1.1) — (1.2) traitant

I’éxistence de la solution positive.



Chapitre 1

Rappels et notions

1.1 Notations

||.||: norme.

‘RT : L’espace de nombres réels positif.

-F : espace de banach.

€2 : un ouvert borné d’'un espace de Banach.

-K : un cone.

- C(X,Y): L’ensemble des fonctions continues de X dans Y.

- L(X,Y) : L’ensemble des opérateurs linéaire de X dans Y

- K (X,Y) : L’ensemble de tout les opérateurs compacts de X dans Y.



1.2 définitions

Définition 1.2.1. Une équation différentielle ordinaire, également notée EDQO, dordre n
est une relation entre la variable réelle t, une fonction inconnue t — x(t) et ses dérivées

2", ..., 2™ au point t définie par :

ou F nest pas indépendante de sa derniére variable ™. On prendra t dans un intervalle I
de R (I peut étre R tout entier).
La solution = en général sera d valeurs dans RN, N € N ot N sera le plus souvent égal

a 1,2ou3. On dit que cette équation est scalaire si F' est a valeurs dans R.

1.2.1 Equation différentielle linéaire

Une équation différentielle est dite linéaire si la fonction F' associée est linéaire. Autre-

ment dit, une équation différentielle linéaire dordre n est une équation de la forme

an ()Y + a1 (DY o a ()Y + ao(t)y = f(t)

ou les a; sont appelés coefficients de I’équation et sont des fonctions de t. L’adjectif linéaire

porte donc sur I'inconnue y de 1’équation.

1.2.2 Equations différentielles non linéaires

En regle générale, les équations différentielles linéaires sont issues de modeles relative-
ment simples. Si lon veut des modeles un peu plus complexes (et donc plus proches de la
réalité), on obtient en régle générale des équations non linéaires. Ce sont, pour la plupart,
des équations que lon ne sait pas résoudre de facon exactes. Ces équations sont résolues dans
d’autres espaces que RN comme les espaces de Banach et de Fréchet en utilisant la théorie

des semi groupes combinée avec les théoremes des points fixes.



1.3 Espaces Fonctionnels

1.3.1 Rappels sur les espaces métriques
Définition 1.3.1. Soit E' un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur E est une
application d : E x E — Rt wvérifiant pour tout x, y et z de E

1. d(z,y) =0 si et seulement si v =y,

2. d(x,y) = d(y,x) (symétrique), et

3. d(x,z) < d(x,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire).

Exemple 1.3.1. d(x,y) = % est une distance sur R, car pour tout x, y € R on
r—y
a
|z —y|
1. dz,y) =0 ———=0&|z—y|=052=9.
(z,y) [ p— |z —y| y
[z —y| | -1y —=] |y —z|
2. d(z,y) = - = =d(y, ).

I e—y| 1+[-1llz—y| I+]y—z]
Définition 1.3.2. (Espace métrique)
On appelle espace métrique tout ensemble non vide E muni d’une distance d. Cet espace

sera noté par (E,d).

Exemple 1.3.2. Lespace C([0;1],R) et dit métrique, lorsqu’il est muni d’une des distances

suivantes
1. di(f,9) / £(t) — g(t)]dt.
2. dolf.9) =/ JoLf )]2dt.
doo(f, 9) = max |f(t) — g(t)]-

te(0;1]

Définition 1.3.3. (Espace métrique complet)
On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E.
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Définition 1.3.4. (Espace vectoriel normé)
Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E une application de E dans R,

habituellement notée ||-|| vérifiant pour tout x,y € E et tout X € k
1) Al = (A2l (homogénéité),
2) ||z|| =0 si et seulement si x =0 et
3) x4yl < ||lz|| + |ly|| (inégalité triangulaire).

Définition 1.3.5. (Espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||-||) (sur R ou C) qui est complet

pour la métrique associée a cette norme.

Exemple 1.3.3. L’éspace C([a,b],R™) l’espace de fonctions continues de [a,b] dans R™ est

un espace vectoriel. Le nombre || f|| = m[a>b<] lf()], ot ||.|| est une norme sur R™, muni de
te|a,

cette norme (C, ||-||) un espace de Banach.

Définition 1.3.6. (Espace C([a,b])

Des fonctions continues sur |a,b], de norme ||z| = m[aif] FAGIE
t€|a;

Définition 1.3.7. ( Espace C*([a,b] )

Des fonctions k fois continument dérivables sur [a,b], de norme :

k
||| = Zmax 2" ()], telle que 2° (t) =z (t).
i=0

Définition 1.3.8. (La continuité )
Sotent (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques, f une application de E dans F, et a

un point de E, on dit que f est continue en a si :
Ve>0,36>0VeeFE, dg(z,a) <d=dpr(f(z), f(a)) <e.

Si Uapplication f est continue en tout point a de E, on dit qu’elle est continue sur E ou

tout simplement continue.

11



Définition 1.3.9. (La continuité uniforme)
Soient (E,dg) et (F,dp) deuz espaces métriques. Une application f : E — F est dite

uniformément continue si :
Ve>0,35>0Ve, yeFE, dg(x,y) <0 =dpr(f(x), f(y)) <e.

0 ne dépend que €.

Définition 1.3.10. Une famille de fonctions F C C'( X, R) est dite uniformément bornée

s’il existe M > 0 telle que :
lu(z)] <M, VrxeX, YuekF.

Définition 1.3.11. Soit (X,d) un espace métrique donné, une famille de fonctions F C

C (X, R) est dite équicontinue si et seulement si :
Ve>0, 36 > 0:V(z,y) € X*,d(z,y) <§,Yu € Fyon a: |u(z) —u(y)| <e

Remarque 1.3.1. [l est clair que la continuité uniforme sur E implique la continuité sur
E.
Par contre, la réciproque est fausse, par exemple Uapplication x — x% est continue sur R

mais elle n’est pas uniformément continue sur R.

Définition 1.3.12. (Application contractante)
Une application (opérateur) P sur un espace métrique (X;p) est dite contractante s’il

existe 0 < r <1 tel que :
p(Pz; Py) < p(z;y)

Définition 1.3.13. (Principe de U’application contractante)
Soit P une application contractante sur un espace métriqgue complet X, alors il existe un
unique point fire x avec Pr = x. De plus x = lim =z, , ot x¢ est un élément quelconque de

Tr—>r00
X etwxiy1 =Pxi;i=1;2...

12



1.4 Propriétés des fonctions convexes et concaves

1.4.1 La convexité

Définition 1.4.1. Un sous-ensemble S de R est dit convexe si pour tout x, y € S et pour
tout A € [0;1], on a
A+ (1—-ANye S.

Définition 1.4.2. (La fonction convezxe)
Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I de R. On dit que f est

conveze sur I si pour tout x, y de I et tout A € [0;1], on a
fOz+(1=Ny) <Af(z) + (1= M) f(y)
Exemple 1.4.1. La fonction x —| x| est conveze sur R car si A € [0;1], alors :

[ Az + (1 =Ny |<[Ae [+ [ (A =Ny [=A]z[+A =N ]y].

1.4.2 La concavité
Définition 1.4.3. La fonction f est dite concave si :

V(z,y) € LYA€[0,1], f(Az+ (1= XNy) = Af(x)+ (1= A)f(y).
Remarque 1.4.1. la fonction f est dite concave si —f est convexe.

Théoréme 1.4.1. [4]
Soit f une fonction de classe C' sur un intervalle I.

Alors [ est convexe (resp. concave) sur I si et seulement si :

fy) = f@) > f(2)(y —2),V(z,y) €T

(resp.f(y) — f(z) < fl(2)(y — x),Y(z,y) € I).

Théoréme 1.4.2. [4] Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I alors :
f est conveze sur I < f"(x) >0 pour tout x € I.

f est concave sur I < f"(x) <0 pour tout x € I.

13



1.4.3 Inégalités de convexité

Proposition 1.4.1. (Inégalité des pentes)
Si f: I — R est convexe, on a :

1) = fla) _ flo) = fla) _ fle) = f(b)

b—a - c—a c—b

pour tout a < b<cel

Proposition 1.4.2. [}/
Si f: I — R est convexe, son graphe est situé au dessus de ses tangentes, c’est da dire

que si [ est dérivable en un point a € I on a :
f(x) > f(a) + (x — a) f'(a) pour tout = €1

Si f est dérivable et convexe sur I alors sa courbe représentative est au-dessus de chacune

de ses tangentes. "Pour les fonctions concaves l’inégalité est inversée".

Preuve. Si x = a, I'inégalité est vraie. Si x > a, pour tout y €]a, z[ on obtient :

fly) = fla) < f(x) — f(a)

Yy —a r—a

en appliquant I'inégalité des pentes a a < y < x, et en faisant tendre y vers a on en

déduit -
f(z) = f(a)

r—a

f'la) <
donc :
f(@) > fla) + (x — a) f(a).
Enfin, si x < a, pour tout réel y tel que x < y < a, I'inégalité des pentes montre que :

fla) = fx) _ fla) = f(y) _ fly) = f(a)

a—x B a—1vy Yy—a

et en faisant tendre y vers a on obtient :

fa) ~ f(a) _

< f'(a), d’ou le résultat.
a—z

14



Proposition 1.4.3. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable. La

fonction f est conveze si et seulement si la fonction f' est croissante.

Preuve. Supposons [ convexe, et soient a < b € I. Pour tout réel a < x < b,

I'inégalité des pentes montre que :

fl@) = fla) _ f(0) = fla) _ Pla,b) < fb) = fz) _ f(x) = f(b)

T—a b—a b—x B x—b

donc en faisant tendre = vers a on en déduit que : f'(a) < P(a,b) , et en faisant tendre
x vers b on en déduit que : P(a,b) < f'(b), d'ou f'(a) < f'(b) et la fonction f’ est donc
croissante.

Réciproquement, si f’est croissante, pour tous a < b € [ et tout = €]a, b[ il existe d’aprés
le théoréme des accroissements fini des réels « €la, x[ et 5 €]z, b[ tels que :

etona:a< fdonc f'(a) < f'(f), et on obtient :

f@) — fla) <

T —a b—x

d’ou :
r—a
F@) £ fa)+ T (F(B) = F(@)
et cette inégalité reste vraie si x = a ou x = b , on en conclut que f est convexe. O]

15



1.5 Notions sur les opérateurs

1.5.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur A défini sur X dans
Y et dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

pour tout u, v dans X et a, 8 dans R
i) AueY.
ii) A(au+ pv) = cAu + fAv.

Définition 1.5.2. Un opérateur linéaire A défini sur X dans Y et dit borné s’il existe une

constante positive C, telle que :
[Aully < Clullx, Yu e X.

Proposition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces normés et A : X — Y wun opérateur

linéaire, les proprietés suivantes sont équivalentes
i) L’opérateur A est continu sur X.
ii) L’opérateur A est continu au point xy.

iii) L’opérateur A est borné.

16



1.5.2 Opérateurs compacts

Définition 1.5.3. Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout

recouvrement de U par des ouverts de U on peut extaire un sous-recouvrement fini i.e.

VV;,j € J (owvert) ; U C UVj,EVj(k), Jk)=1,2,...,n tel que U C U Vj (k)

jeJ k=0

Définition 1.5.4. Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son

adhérence est compacte.
Soit X et Y deux espaces vectoriels normés, {2 un ouvert de X.

Définition 1.5.5. Une application continue T : Q) C X — Y est dite compacte si T (ﬁ) est
relativement compacte. Elle est dite completement continue, si ['image de tout sous ensembe

borné B de ) est relativement compacte.

Remarque 1.5.1.

1- Toute application compacte est complétement continue ( car pour tout borné B C £ on

aT(B) CT(Q) ). La réciproque est vraie si Q0 est borné.

2- SiT : X =Y est une application linéaire, avec X et'Y des espaces de Banach ; pour que
T soit compact il suffit que T(B(0;1)) soit précompact. Si l'un au moins des espaces X ou

Y est de dimension finie, alors T est compact si et seulement si'l" est continue.

Remarque 1.5.2. Tout opérateur linéaire compact est continu
La condition de compacité est généralement utilisée sous la forme :
Pour toute suite bornée (z,,),., C X, il existe une sous suite (v, ),—, telle que Az,

converge.

17



1.5.3 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Ce théoreme est connu pour son nombre considérable d’applications entre autre la com-
pacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes de 1’espace

des fonctions continues d'un espace compact dans un espace quelconque.

Théoréme 1.5.1. [1]
Soit X un espace métrique complet, A C C(X;R), A est relativement compact (i.e : A

est compact) si et seulement si :
1) A est uniformément bornée.
2) A est équicontinue sur X.
Définition 1.5.6. /8]

Soient (E, ||.||) un espacede Banach et K C E un sous ensemble non vide fermé de E.

K est dit un cone s’il satisfait les conditions :
1) (au+ pv) € K pour tout u, v € K et pour o, > 0.
2) ue K et —u € K implique u = 0.

Tous cone K C E définit un ordre dans E donné par v <y

st et seulement siy —x € K.

18



Chapitre 2

Existence de solution du probleme

(P) et théorémes de points fixes

2.1 Théorémes du point fixe

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques théoremes de point fixe. A savoir le
théoreme du point fixe de Banach, celui de Brouwer et de Schauder.

Le développement de la théorie du point fixe a été un des plus important outils d’exis-
tence dans I’étude des problémes aux limites, cette théorie consiste a transformer le probleme
donné en un probleme de point fixe en construisant un opérateur A. Ces théoremes se ré-
velent étre des outils trés utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la

résolution des équations différentielles.

Définition 2.1.1. [§/
Soit A une application d’un ensemble X dans lui méme. On appelle point fize tout point
x e X tel que :
A(x) ==.

19



2.1.1 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de 'application contractante, il est la base de la théorie
du point fixe. Ce principe garantit I’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace mé trique complet dans lui-méme.

Théoréme 2.1.1. Soit ( M, d) un espace métrique complet et soit A : M — M wune
application contractante i.e qu’il existe 0 < k < 1 telle que d (A (x),A(y)) <k d(x,y);
YV x,y € M, alors A admet un unique point fire x* € M, de plus pour tout x € M on a :

lim A" (z) = z*

n—oo

et :

kn
1—-k

d(A" (z),2") < d(z,A(x)).

Preuve. (a) Unicité Supposons qu'il existe z,y € M tel que

et

Alors
d(z;y) = d(A(z), A(y)) < kd(z,y).
Par conséquent

d(z,y) =

ce qui entraine

r=1y

(b) Existence Soit x € M, nous allons établir que { A"(x)} est une suite de Cauchy.

Pour tout n € N, on a :

d(A™M(z), A" (2)) < kd(A" Hx), A™(2)) < ... < k"d(z, A(z))

20



Ainsi, pour m >n,oun >0 on a

d(A"(x), A" (z))

IN

d(A™(x), A" (2)) + d(A"H(2), A2 () + ...+ d(A™ N (2), T™(2))
khd(z, A(x)) + ... + k™ (2, A(z))

IN

IN

Erd(z, A(x))[1 4+ k+ k% + ...+ k™"

ke
= S d A)

Ainsi pour m > n, n > 0,

n m kn
A(A™(2), A () < T

d(z, A(z)) (1)
Ceci montre que{A"(z)}est une suite de Cauchy et comme M est espace complet, alors il
existe z* € M tel que

lim A" (z) = z*
n—o0

De plus, la continuité de A entraine que

a = lim A" (z) = lim A(A™(z)) = A(a)

n—o0 n—oo
par conséquent, z* est un point fixe de A. Ainsi si m — oo dans (1) alors

kn

A(A"(2),27) < ——

d(z, A(z))

2.1.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer fait partie de la grande famille des théorémes
de point fixe qui énonce que si une fonction continue f vérifie certaines propriétés alors il

existe un point fixe z* tel que :

f(z*)=2a".

Théoréme 2.1.2. /8]
Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle méme admet un

point fize.

21



Théoreme 2.1.3. Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace normé de
dimension finie (X, ||.||) et soit A : M — M wune application continue, alors A admet un

point fize.

2.1.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoreme de brouwer pour monter ’existence d’un

point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de banach.

Théoréme 2.1.4. /8] ( Premier théoréme de Schauder)
Soit M une partie non vide, compacte et convexe d’un espace de Banach X. Alors toute

application continue A : M — M admet un point fize dans M.

Théoréme 2.1.5. ( Deuxiéme théoréme de Schauder)
Soit M wune partie non vide et convexe d’un espace normé X et soit A: M — K une

application continue, ou K est un sous ensemble compact de M. Alors A possede un point

fize dans K.
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2.2 Solution du probléme (P)

Soit £ = C([0,1],R), muni de la norme ||y|| = m[ax] ly ()|, V y € E. Pour commencer
te0,1

étudions un probleme auxilliaire donné par le lemme préliminaire suivant :

Lemme 2.2.1. Soit y € E. Si an? # 2 alors le probléme d valeurs auz limites intégrale en

trois points :

w4y (t) =0, 0<t<1

(2.1)
u(0) =0, af u(s)ds = u(1),

admet une solution unique :

ult) = 2_2;72/0 (1— $)y(s)ds
—/0 (t — s)y(s)ds

o / "(n— )y(s)ds. (2.2)

2 —an?
Preuve. On a :
u'(t) = —y(t), (2.3)

pour ¢ € [0, 1]en intégratant par rapport a s de 0 a ¢,

on obtient :
W () = /(0) — /O y(s)ds, (2.4)
u(t) = u'(0)t — /Ot (/Oxy(s)ds) dr, (2.5)
u(t) =/ (0)t — /O (= $)y(s)ds, (2.6)
et :
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en intégratant (2.6) de 0 & n, pour n € [0.1],

/0‘77 u(s)dé’ = u’(o)%Q . /(;77 (Ax(x — S)Q(S)d$> dx’
o'
2

— 4/ (0) —5[%—@wwm
on obtient :
00) = [ (= sisds = =5 [T sPuts)as
00 =% = [ = =5 [To=srus)as
um(rig)zlu—mmmﬁgl%r@w@m
donc : ,
zmmzZ_iwzﬂl—@mww—szwlﬂn—@@@ma

Par conséquent (2.1) a une solution unique.

at

2 —an?

définissons l'opérateur intégral A : E — FE par :

2
2 —an?

Au(t) Au—mmvwmw—ﬁu—wwﬁww@

at

T an /0 (n — s)%a(s)f(u(s))ds ou 2 # an’.

[ o=sputsiis [ ¢ utsias.

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

En accord avec le lemme (2.1), le probleme (1.1)-(1.2) a une solution si et seulement si

Iopérateur A admet un point fixe dans E. Pour ce faire, nous prouvons tout d’abord par le

théoreme d’Ascoli-Arzela que A est un opérateur complétement continu.
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1) Montrons que la famille {Awu (t)} est uniformément bornée :
IM >0, |[Au(t)] <M, Vtel0,1], Vue E
Soit B ={u € C'[0,1], |u|| <1} alors pour u € B, on a :

2
Au (t)] <
o) < |52

/0 (1 - 5) la(s) (u(s)| ds

+/0 (1 =) la(s)f(u(s))| ds

e ACERIZCHUCIES
: ‘2 =] | 0= 9 ate) (o)) s

f max / (t — 5) a(s)f(u(s))] ds

0

| [, (1= 9 e o) as
<|s2| [a- s
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2

<

i / (1 - 5) la(s) (u(s))] ds

4 — an
2—an

‘ a

2 — an? /0 (n—s)la(s)f(s,u(s))|ds

< M.
Donc la famille {Au (¢)} est uniformément bornée.

2) On montre que la famille {Au (t)} est équicontinue : La fonction f est continue sur

le compact [0, 1] alors elle est uniformément continue c’est a dire
VYe>0,3d6>0, Vse [0,1], Yy, us € {071],
up — g <6 = [f (u1(s)) = f (ua(s))] <€

2
2 —an?

|[Auy (s) = Aus(s)] < ‘ /0 (1= s)la(s)f(ur(s)) = f(ua(s))] ds

+/0 (1 =) fa(s) (f (ur(s)) = fua(s)))| ds

‘ a

/0 "(n— 5) la(s) fua(s)) — Flus(s))|ds,

2 —an?

g

/01(1 — s)a(s)eds

2 —an?

—l—/ol(l — s)a(s)eds

«

| = sgatzas

[ a=atsias)
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2 —an?

<

i

2
2 — an?




te (/01(1 - s)a(s)ds)
e (|5 [ 00 hatsras)

SEMSET().

Donc la famille {Au (t), u € B} est équicontinue est par conséquent l'opérateur A est

completement continu.
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Chapitre 3

Solution positive du probleme aux

limites (P)

Notons que I'un des théoremes le plus utilisé lorsqu’il s’agit de la recherche du point
fixe positif est le théoreme de Guo-Krasnoslski. Ce théoreme généralise celui des valeurs
intermédiaires connu sur R a un espace de Banach quelconque, une généralisation qui assure
Iexistence d’un point fixe positif bien siir si on prend un cone positif pour un opérateur
completement continue, ¢a veut dire continu et envoie les bornés dans les relativement
compacts sous certaines condition imposées uniquement sur la frontiere des certaines ouverts
du cone K.

Dans ce chapitre notre but donc est d’étudié moyennant ce théoreme 'existence de la

solutions positive du probleme a valeurs aux limites(1.1)-(1.2).
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Définition 3.0.1. u () est dite une solution positive si u (t) > 0, Vt € [0, 1].
Supposons les hypothéses suivantes :

Hy) f € C(]0;00) ;[0; 00)) telles que :

fo= limw et foo = limM

u—=0t U u—oo 1
Hs) a € C([0,1];]0;00)) et il existe ty € [n,1] tel que a (tg) > 0.
Notons que fo =0 et foo = 00 est appelé cas super-linéaire et le cas fy = 00 et foo =0
est appelé cas sous-linéaire.
Nous énoncons a présent le théoréeme principal soit celui de [’existence de la solution

positive du probleme.

3.1 Théoreme principal

Théoréme 3.1.1. Sous les hypothéses Hy et Hy, le probléme (1.1)-(1.2) a au moins une

solution positive dans les deux cas super-linéaire ainsi que sous-linéaire.

La preuve de ce théoreme se base essentiellement sur le théoreme de Guo-Krasnosels’kii

et pour ce faire nous avons encore besoin des lemmes suivants :

Théoréme 3.1.2. [2/ (Guo-Krasnosels’Kii)
Soit QO et Qy deux ouverts bornés d’un espace de Banach E tels que 0 € €y, O, C Q5 et

K un cone de FE.

A: KN (Q\Q) - K
un opérateur complétement continu, tel que 'une des conditions suivantes soit satisfaite :
i) || Aul| < ||ul|, vwe KN, et ||Au|| > ||Ju]|, uve KN oQ,,
i) || Aul| > ||ul], vwe KN, et ||Au|| <|ul|, uve K NoQs.

Alors DUopérateur A admet au moins un point fire dans K N (Q_Q\Ql)
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Lemme 3.1.1. Soit 0 < a < 2/n?, alors pour y € C'[0,1] et y(¢t) > 0, pourt € (0,1),

l'unique solution du probléme (2.1)satisfait :

w(t) >0, telo,1]

Preuve. Du fait que :

nous savons que le graphe de u(t) est concave vers le bas sur |0, 1[, alors :

1) Siwu(l) >0, et u(0) =0 alors :

K 1
[ wtsyds = St G.)
0
ou 3nu(n) est laire du triangle sous la courbe u(t) de 0 & n pour 7 € [0, 1]

2) Siu(l) <0, d’apres(1.2), alors :

/077 u(s)ds <0

de plus puisque u est concave et [ u(s)ds < 0, alors u(n) < 0 et :

Lemme 3.1.2. Soit an® > 2, siy € [0,1] et y(t) > 0, pour tout t € [0, 1],

alors le probléme (2.1) n’admet pas une solution positive.
Preuve. Supposons que le probleme a une solution positive u, alors :
1) Siwu(l) >0, alors [ u(s)ds > 0, cela implique que u(n) > 0, et

u(l) _ a/o"u<3)d8 > ?U(n) _antu(n) _ uln)

ce qui contredit la concavité de wu.
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2) Siu(l) =0= [ u(s)ds =0 et u(t) =0Vt €]0,1],
3r € In, 1] telque u(7) > 0 alors u(0) = u(n) < u(7), ce qui contredit la concavité de

u.
[l

Lemme 3.1.3. Soit 0 < a < 2/n* , alors pour y € C[0,1] et y > 0 l'unique solution du
probléme (2.1) satisfait :

inf w(t) >
Jnf u(t) =7 Ju]

an® an(l —mn)
27 2—an? |’

Preuve. Pour u € C'[0,1], soit ||u|| =« (7). nous divisons la preuve en trois cas :

v 1= min {77,

1) Sin<7<1, et i{lf }u (t) = u(n) alors il en resulte des propritetes de la concavité de u
ten,1

@ZU—T)ZU(T)

Ui

donc :

inf w(t) >
Jnf ()=

2) Sin<71<1,et iFf ]u (t) = u(1) alors il en resulte des propritetes de la concavité de u :
te(n,1

n 2 T 2
donc :
2
inf u(t) > . | w ||
t€[n,1] 2
3) Sit<n<l1,et i?f}u (t) = u(1) en utilisant la concavité de u et (1.2)-(3.1),
ten,1
On a :
1) —
u(r) < u(1) + L4 g gy
L=n
1-2
< (1) [1 - /O‘”]
L—=n
2 . 2
= u(l)——
an(l —n)
Ce qui implique :
: an(l —n)
tmf ut)> ———= [lull
€m,1] 2—an
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3.2 Preuve du théoréme principal

On va prouver que le probléme (1.1)-(1.2) posséde au moins une solution positive dans
les deux cas sur-linéaire et sous-linéaire.

Supposons que 0 < a < 2/n?.

D’aprés le lemme(2.2.1) , u est solution du probléme aux limites intégrale (1.1)-(1.2)

si et seulement si u est un point fixe de 'opérateur A ou A est défini par :

at n )
S 2- owﬂ/ (n = s)"a(s) f(u(s))ds
Notons par :
K = {u Jue C[0,1], u>0, tei][%,fuu(t) > ||ul }7
ou :

an® an(l —n)
27 2—an? |’

Montrons que K vérifie les conditions d’un cone.

7 = min {?7,

1) K et un sous ensemble non vide car on a déja montrer qu’il existe au mois une solution

u(t) telle que :

inf w(t) > v||ul| et u(t) >0Vtel0,1].
te(0,1]

2) On va montrer que K est convexe :

K ensemble convexe = Vz,y € K,t € [0,1]

tr+(1—tye K

On a:xz € K alors :
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x € K alors{z /x € C[0,1], x>0, infz (t) > v|z| };

ye K alors{y Jye C[0,1], >0, infy (t) >~ |ly| };

Vt e [0,1],ona: tr € Ket(l—t)ye K

On a donc :

tr+ (1—t)y € Cl0,1] et tor + (1 —t)y >0

3) On a montre que inf(tz + (1 —t)y) > v || te + (1 —t)y ||

inf(tx + (1 — t)y) > inf(tx) + inf(1 — t)y
Ztfz | +v(1=0) [yl
Zylte | +y 1A=ty

>y lltr+(1—t)y| .

et on a aussi :

r € K alors{z /xr € C[0,1], x >0, infx (t) > v|z| }

et :

A>0 = M eC0,1]et Az >0

donc :
inf Az(t) > v || Ax ||= Minfz(t) > A || = ||, donc Az € K.
Si maintenant : x € K => 2> 0et si—x € K = 2 <0 donc z =0 donc K et un

cone.
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4) On montre que AK C K :

i) pour v € K alors on a :

2t

Au(t) = 5= [ (1= s)atesluts)is

- / (t — s)a(s) f(u(s))ds
o / "0 — $)%a(s)  (u(s))ds.

2 —an?
Comme A est défini sur C[0, 1] alors Au € C[0, 1].

ii)On montre que Au >0 :

On a d’aprés le lemme(3.1.1), d’autre part; A : C[0,1] — C[0,1] et :

2t

Ault) = 5= [ (1= 9ale)f(us)s

2—an
- / (t — )a(s) flu(s))ds
| (1 = sa(s)(u(s))ds > 0.

2—an

iii) Montrons que :

inf Au(t) >~ || Au ||

On a d’aprés le lemme(3.1.3) u est 'unique solution du probleme (1.1)-(1.2)

satisfait :
inf w(t) > ~vllu
nt u(t) 2 ul
ou
. an* an(l —n)
v = min< 7, , )
2 2—an?
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Si on applique A : C[0, 1] — C'[0, 1] & cette inégalité on obtient :

inf Au(t) > v || Aull
ten,1]

donc AK C K

Preuve. Cas sur-linéaire (fy = 0 et fo, = 00)

Comme fy = 0, alors pour tout € > 0,il existe H; > 0 tel que :
f(u) <eu pour 0 <u < H;

satisfait :

2e
2 — an?

/01(1 —s)a(s)ds < 1.

Soit €2; un ensemble ouvert dans E défini par :

O ={ueC0,1] / ||lu|]| < Hi}.

Alors pour tout u € K N 0§, on a :

2t !
Ault) < 5= /0 1= 8)a(s) f(u(s))ds
2te L
S 0 an? /0 1 — s)a(s)u(s)ds

par conséquent :

|Aul| < |Ju|| Yu e K NoQy.

Maintenant si f,, = oo , alors il existe ﬁQ > 0 telle que f(u) > pu pour u > lflg ou

p > 0 est choisi de sorte que :

2n !
abw P /n (1 —s)a(s)ds > 1.
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Soit Hy = max {2]—11, ﬁg/’}/} . Notons par € 'ouvert :

Qp = {U S 0[07 1]a HUH < Hy }
Si u € K N oS, alors

inf u(t) >l = yHs > Hy,
ten,1]

et ainsi de :

2 — anp? 2 —an

- [ a9t o)

=2 [ su e+ 52 [ satopstatsa

- [T satsnas - 52 o) put)as
s [ el stutsas

= 2_27;772 /nl<1—s)a(s)f(u(s))d +22(__a:772> /On sa(s) f(u(s))ds
S [ st = st tuts)as

> 2 [ et

> 2 [ st = 2 1 yatsyas ol > ful

par conséquent :

||Aul| > |Ju|| pour tout u € K N OQy.

En vue de la premiére assertion du théoreme de Guo-Krasnosels’kii, il en résulte que A

a un point fixe dans K N (ﬁg \ Ql) tel que Hy < [jul] < H,.
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Cas sou-lineaire c’est a dire fy = oo et foo = 0.

Comme fy = oo , alors il existe Hz > 0 tel que f(u) > Mu pour 0 <u < Hz ou M > 0

satisfait :

2oyM 1
2 —an?

(1 —s)a(s)ds > 1.
n
soit :

pour tout u € K N0

on obtient :

Au(n) = 3 _27(;772 /0 (1= s)a(s)f(u(s))ds — 3 _04707”72 /’7( — 9)%a(s)f(u(s))ds
- /On(” — s)a(s) f(u(s))ds
2n 1
2 — an? /77 (1 —s)a(s)f(u(s))ds
> 2777M2 (1 —s)a(s)ds ||ul] > ||ul| .

donc :

[Aull = flull , Vue KNoQs.

Maintenant si fo, = 0 alors, il existe H, > 0 telle que f(u) < Au pour u > H, ot A>0

est telle que :

2\
2 — an?

/1(1 —s)a(s)ds < 1.

0

Soit H; = max {2[—13, fl4/v} . Notons par €, 'ouvert :
Qy ={ueC0,1],||lu]| < Hy}.

Siu € K N oSy, alors

inf w(t) > |lul| = vHy > Ha,
ten,1]
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par suite :

At = 52 [ = oot ds - 5 [ = 5% ats)is
- [ ats)tuts)as
<52 [ s atas
< L [ = syatsyis <

| Au|| < [Jul| , Yu e K NoQy.

En vue de la deuxiéme assertion du théoreme de Guo-Krasnosels’kii, il en résulte que A
a un point fixe dans K N (Q4 \ Q3) tel que Hs < [lu|| < Hy. Ce qui achéve la démonstration

du théoréme et donc le probléeme (1.1)-(1.2) posseéde au moins une solution positive. O
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’existence de la solution positive d’un pro-
bleme aux limites associé a une équations différentielle non linéaire d’ordre deux a conditions
aux limites en trois points de type intégral.

Ces résultats ont été obtenus par I'application de la théorie de point fixe, en particulier

on a utilisé le théoreme de point fixe de Guo-Krasnosel’skii.
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