République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique
Université 8 Mai 1945 Guelma

Faculté des Mathématiques et de I'Informatique
et des Sciences de la Matiere
Département de Mathématiques

Mémoire

Présenté en vue de I'obtention du dipléome de
Master en Mathématiques
Option : Equations aux Dérivées Partielles
Et analyse numérique
Par:

Melle Bouras Fatma Zohra

Intitulé

Sur quelques inégalités intégrales pour les fonctions h-convexes via

Riemann-Liouville fractionnaire intégration

Dirigé par : Lakhal Fahim
Devant le jury

PRESIDENT Dr. Hitta Amara Prof Univ-Guelma
RAPPORTEUR Dr. Lakhal Fahim MCA  Univ-Guelma
EXAMINATEUR Dr. Bendjazia Nassima MCB  Univ-Guelma

Session septembre 2020




En premier lieu je tiens a remercier ALLAH qui m’a aidé et m’a donné
la patience et le courage durant ces longues années d’étude.

Ensuite, je tiens a exprimer vivement ma profonde gratitude a mon
encadreur Dr. Lakhal Fahim pour sa confiance, ses encouragements,
son suivi et Pour les conseils gqu’il a apporté pour 'achévement de ce

mémoire.

Je tiens également a remercie I'ensemble des membres du jury qui
m’au fait ’honneur de juger mon mémoire.

Je remercie du fond de mon coeur, mes parents et mes sceurs Amel
et Yasmine qui m’ont soutenu et encouragé tout au long de mes
études.

De méme remercie ma famille et mes amies.

Enfin, jadresse mes plus sinceres remerciements a 'ensemble de
mes enseignants qui sont a |'origine de tout mon savoir.

Merci.



Abstract

In this thesis, we have studied some extensions and refinements of Hermite-Hadamard-type integral
inequalities for h-convex functions as well as functions whose first or second derivative is h-convex
and this for the normal case and the fractional case in using the Riemann-Liouville fractional integral

and certain identities.

Keywords: Convex function, h-convex function, Hermite-Hadamard inequality, Riemann-Liouville
fractional integral.
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons étudié quelques extensions et raffinement des inégalités intégrales
de type Hermite-Hadamard pour les fonctions h-convexe ainsi que les fonctions dont la premiére
ou la seconde dérivée est h-convexe et ceci pour le cas normal et le cas fractionnaire en utilisant
l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et certaines identités.

Mots clés : Fonction convexe, Fonction h-convexe, Inégalité d’Hermite-Hadamard, Intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville.
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Introduction

Les inégalités intégrales jouent un réle important dans le développement de toutes les
branches mathématiques modernes telle que la théorie des probabilités et des statistiques, I’ana-
lyse réelle, I'analyse complexe, I’analyse numérique. Une inégalité tres intéressante qui est large-
ment étudiée dans la littérature est due a Hermite et Hadamard qui 'ont découverte indépen-
damment (découverte par Charles Hermite en 1883 et prouvée par Jaques Hadamard en 1893),
voir [1,5,19]. Maintenant elle est connue comme l'inégalité d’Hermite-Hadamard, on peut dire
qu’elle est le premier résultat fondamental pour les fonctions convexes avec une interprétation
géométrique naturelle et de nombreuses applications. Elle nous génére une estimation de la va-
leur moyenne de la fonction convexe sur un intervalle borné. Ce célébre résultat est défini comme

suit :

b
£ < 3 [ flado < 1000,

Ces derniéres années, de nombreux chercheurs ont accordé beaucoup d’attention a la théorie de
la convexité en raison de sa grande utilité dans divers domaines des sciences pures et appliquées.
La théorie des fonctions convexes et les inégalités sont étroitement liées. Le concept des fonctions
convexes & effectivement trouvé une place importante dans les mathématiques modernes, comme
on peut le voir dans de grand nombre d’articles de recherche et des livres consacrés au domaine
de nos jours.

Beaucoup de mathématiciens ont consacré leurs efforts a généraliser et raffiner cette inégalité

et I’étendre a différentes classes de fonctions : fonction s-convexes, fonctions p-convexes, etc. Et



Table des matiéres

lappliquer & des moyennes spéciales (la moyenne arithmétique, la moyenne géométrique, etc.).

L’objet de ce travail est d’étudier et généraliser quelques inégalités intégrales pour les fonctions
h-convexes en utilisant I’approche fractionnaire au sens de Riemann-Liouville en passant par
quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré & des notions préliminaires concernant les
différents types de convexité .Dans le deuxiéme chapitre nous présentons certains Théorémes
concernant les fonctions h-convexes. Dans le troisiéme chapitre on donne certains théorémes
concernant les fonctions h-convexes pour le cas fractionnaire et on termine notre mémoire par

quelques applications.




Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Certains types de convexité
Définition 1.1 La fonction f: 1 CR — R est dite conveze, si
flte+ 1 =t)y) < tf(x)+ 1 —1)f(y)
pour tout x,y € I ett € [0,1]. On dit que f est concave si (—f) est convexe.

Exemple 1.1 1) f(z) = 2? est une fonction convexe dans R.
2) f(x) =e" est convere dans R.

3) f(x) = |z| est convere dans R.

Définition 1.2 On dit que f : I C R — R est une fonction de Godunova-Levin ou que f

appartienne a la classe Q(I), si f est positive et pour tout z,y € I ett € (0,1), on a

.

(w
7t *

fltr+ (1 —t)y) < L2 4

—

Définition 1.3 Soit s € (0,1] un nombre réel fivé. Une fonction f : [0,00) — [0,00) est dite

s-conveze au second sens, ou que [ appartienne a la classe K2, si
flte + (1 —t)y) <t°f(x) + (1 —1)°f(y)

pour tout x,y € [0,00) et t € [0,1].
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Définition 1.4 On dit que f : I C R — R est une P-fonction, ou que [ appartienne a la

classe P(I), si f est positive et pour tout xz,y € I ett € [0,1], on a

fltz 4+ (1 —=t)y) < f(z) + f(y).

Définition 1.5 Soit h: J C R — R une fonction strictement positive. On dit que f : [ CR —
R est une fonction h-convexe ou que f appartienne a la classe SX (h,I), si [ est positive et pour

tout x,y € I ett € (0,1), on a

[tz + (1 —=t)y) < h(t)f(x) + h(1 = 1) f(y). (1.1)
Si Uinégalité (1.1) est inversée, alors f est dite h-concave, i.e. f € SV (h,I). Evidemment,
si h(t) = t, alors toute fonction convexe positive appartienne & SX(h,I) et toute fonction
concave positive appartienne a SV (h,I). Si h(t) = %, alors SX(h,I) = Q(I). Si h(t) =1, alors
SX(h,I) D P(I), et si h(t) =1, ot s € (0,1), alors SX(h,I) D K2.

Remarque 1.1 Soit h une fonction positive telle que
h(t) >t pour toutt € (0,1).

Par exzemple, la fonction hy(x) = 2% ot k < 1 et x > 0 a cette propriété : si f est une fonction

conveze positive sur I, alors pour xz,y € I ett € (0,1), on a

fltz+ 1 =t)y) <tf(x)+ (1 =1)f(y) <h@)f(x)+h(1—1)f(y)
Donc f € SX(h,I). De méme, si cette fonction h a la propriété : h(t) <t pour tout t € (0,1),
alors toute fonction concave positive f appartienne a la classe SV (h, I).

Exemple 1.2 Soit hy, k < 0, une fonction définie comme dans la Remarque 1.1 et soit f définie

comme suit :

f:l=]ab] — R, f(x):{l zia%;b

1—-k _ ==
2 s T =Ty

Alors f est une fonction non-convexe, mais elle est hy-conveze.

Définition 1.6 Une fonction h: J CR — R est dite superadditive si
h(z+y) > h(z) + h(y) pour tout x,y € J.

Définition 1.7 Une fonction h: J CR — R est dite supermultiplicative si

h(zy) > h(z)h(y) pour tout x,y € J.
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1.2 Quelques propriétés pour les fonctions h-convexes

Proposition 1.1 ([18]) Soient hy, hy deux fonctions positives définies sur un intervalle J, avec
la propriété

ho(t) < ha(t),  te(0,1).

Sif € SX(ha,I), alors f € SX(hy,I). Si f € SV(hy,1), alors f € SV (hs, ).
Preuve. Si f € SX(hy, I), alors pour tout z,y € I, t € (0,1). On a

fltz+ (1 =t)y) < ho(t)f(x) + ha(l =) f(y)
< (8)f() + (1 —=1)f(y).

Donc f € SX(hy,I). De méme pour le cas concave. D’ou le résultat. m

Proposition 1.2 ([18]) Si f, g € SX(h,I) et A\ > 0, alors f + g, \f € SX(h,I). Si f,
g€ SV(h,I) et A\ >0, alors f+g, A\f € SV(h,I).

Preuve. Si f,g € SX(h,I), alors on a
fltz + (1 =t)y) < h(t)f(z) +h(1—1)f(y)

et
gtz + (1 = t)y) < h(t)g(z) + h(1 —t)g(y),

ce qui implique

IN

h(t)(f(z) + g(x)) + h(1 = t)(f(y) + 9(y))
h()(f + g)(z) +h(1 =t)(f + 9)(y).

(f +9)(te+ (1 —1t)y)

IN

D'ou (f +g) € SX(h,I).
Si f € SX(h,I), alors Pour tout A > 0, on a

M+ (1 =t)y) < hOAf(z) +h(1=1)Af(y)
< AN (@) + A1 =) (Af)(Y).

De méme pour le cas concave. D’otu le résultat. m

6
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Proposition 1.3 ([18]) Soit f et g deux fonctions synchrones sur I, i.e.

(f(z) = f(y)) (9(x) = g(y)) = 0 pour tout z,y € I. (1.2)

i) Si f € SX(hi,I), g € SX(hg,I) et h(t) + h(1 —t) < ¢ pour tout t € (0,1), ou h(t) =
max {hy(t), ha(t)} et ¢ est un nombre positif fixé, alors le produit fg appartient o SX(ch,I).
ii) Si f et g sont opposées, f € SV (hi,I), g € SV (ha,I) et h(t) + h(1 —t) > ¢ pour tout
€ (0,1), ou h(t) = min {hy(t), ha(t)} et ¢ > 0, alors le produit fg appartient & SV (ch,I).
Preuve. i). De (1.2) on a

f(@)g(z) + fy)g(y) > f(@)g(y) + f(y)g(z).

Soit a et § deux nombres positifs telles que o + 5 = 1. Alors on obtient

folax + By)
< () f(z) + 7(B)f(y)) - (ha()g(x) + ha(B)g(y))
< @) (fg)(x) + h(@)h(B) f(x)g(y) + h(@)h(B) f(y)g(x) + h(B)*(f9)(v)
< W@ (fg)(x) + h(@)h(B) f(x)g(x) + h(a)h(B) f(y)g(y) + h(B)*(f9)(v)
= (h(@) + h(B)) h(a)(fg)(x) + (h(c) + h(B3)) h(B)(f9)(y)
< ch(a)(fg)(@) + ch(B)(fg)(y).

it) Méme démonstration que i). ®




Chapitre 2

Inégalités pour les fonctions h-convexes

Au cours des derniéres années il y a eu de nombreuses extensions, des généralisations et des
résultats similaires a 'inégalité d’Hermite-Hadamard pour les différents types de convexités.
Dans ce chapitre on va donner certains théorémes concernant cette inégalité pour les fonctions

h-convexes.

2.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard

Dans [15], Sarikaya et al., on établi I'inégalité d’Hermite-Hadamard pour une fonction h-

convexe comme suit

Théoréme 2.1 Soit f € SX(h,I), a,b€ I aveca <b et f € Ly[a,b]. Alors on a

i (48) < o / F@)dz < [f(a) + f(b)]/o h(a)do. (2.1)
Preuve. On suppose que f € SX(h,I), c’est a dire
flox + (1 —a)y) < h(a) f(z) + h(1 — ) f(y). (2.2)

En utilisant (2.2), avec z =ta+ (1 —t)bet y=(1—t)a+tbet a =3, on trouve

f(%5%)

IN

h(3) flta+ (1 —=1)b)+h(3) f((1—t)a+tb)
h(3) [f(ta+ (1 —t)b) + f((1 —t)a+ tb)].

IN

8
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Puis, on intégre par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient

7 (%)

IN

h(3) [/01 f(ta+ (1 —t)b)dt + /01 F((1=t)a + tb)dt

IN
>
—~
N
~—
o

| |1\3
IS
=
8
~—
QL
ks

donc

D’ou la premiére inégalité de (2.1) est prouvée.
D’autre part, en utilisant (2.2), avec © = a et y = b, puis on intégre I'inégalité par rapport a
a sur [0, 1], on obtient

b 1
o / f(2)dr < [f(a) + (b)) / h(a)do

D’ou le résultat. m

Théoréme 2.2 Soient f € SX(hy,1), g € SX(hs,I),a,b € I, aveca < b, telle que fg € Ly [a, b]
et hihy € Ly [a,b]. Alors on a

b 1 1
- / f(x)g(w)dz < M(a,b) /0 hy(t)hy(t)dt + N(a, b) / ha(t)ho(1 — t)dt, (2.3)

0
ou

M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).
Preuve. Comme f € SX(hy,I) et g € SX(hs,I), on a
flta+ (1 =1)b) < hn(t)f(a) + ha(1 =) f(b),
et
g(ta+ (1 =1)b) < ha(t)g(a) + ha(1 —1)g(b),
pour tout ¢ € [0,1]. Comme f et g sont positives, donc

fta+ (1 =8)b)g(ta+ (1 —1)b) < hi(H)ha(t)f(a)g(a) + hi(t)ha(1 —t) f(a)g(b)
ha(B)hy (1 — £) F()gla) + hy(1 — t)ha(1 — £) f(b)g(b).
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Puis on intégre par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient

/ [fta+ (1 Ob)glta+ (1 — b)) de
< J) [ MmO+ a)a0) [ T - o
+f(b)g(a) /01 ho(t)hi(1 —t)dt + f(b)g(b) /01 hi(1 —t)ho(1 —t)dt
= @ota) + A0 [ Ol
F @0 + SO | ha(Ohalt ~

Alors
1 1
0 0
D’ou le résultat. m

Théoréme 2.3 Soient f € SX(hy,1I), g € SX(hs,I), a,b € I, a <b, telle que fg € Ly [a,b] et
hihy € Ly [a,b]. Alors on a

! (08 - [ 1
< M(a, b)/ b (H)hs(£)dt + N(a, b)/ by (E)ha(1 — t)dt. (2.4)

0

Preuve. On a

atb _ tat(1-t)b i (1—t)a+tb
2 2 2

10



Chapitre 2. Inégalités pour les fonctions h-convexes

donc

— (ta+(;—t)b 1 (17t;a+tb> g (ta+(1 ne | (- t)a+tb>

< b (3) [f (ta+ (L= 0)B) + F((1 - t)a+ 1h)]

xhy (1) [g (ta + (1 —)b) + g((1 — t)a + tb)]
= hi(3)h2(3)
< {f (ta+ (1 —t)b)g (ta+ (1 — t)b) + F((1 — ha+ tb) g (1 — t)a + tb)

{
+f(ta+(1=0)b)g((1 —t)a+tb) + f((1—t)a+tb)g(ta+ (1 —1t)b)}

< ha(3)ha (3)
x{f(ta+ (1 —=t)b)g(ta+ (1 —=1t)b)+ f(1 —t)a+tb)g((1 —t)a+1b)}
+h1 (5) ha (5) {[ha () f(a) + ha(1 =) f(D)] [h2(1 — t)g(a) + ha(t)g(D)]

Donc, on a

< h(3)he (B){fta+ (1= t)b)g (ta+ (1 —1)b) + f((1 —t)a+tb) g ((1—t)a+tb)}
+hy (3) ha (3) {(Pa(D)ha(1 — 1) + ha(1 = t)ha(t)) M(a, b)
+ (ha(t)ha(t) + hi(1 —t)he(1 —t)) N(a,b)} .

En intégrant sur [0, 1], on obtient
2h1(3)h2(3)
HCOPICORE / fla
1
0 0

D’ou le résultat. m

2.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard-Fejér

Dans [7], L. Fejér (1906) & démontré le théoréme suivant:

11



Chapitre 2. Inégalités pour les fonctions h-convexes

Théoréme 2.4 Soit [ : [a,b] — R est une fonction convexe, et w : [a,b] — R, est une fonction

a+b

positive, intégrable et symétrique par rapport a Alors on a

b
e )/ dx</ fl@)w(z)de < L@ >2f<>/ w(z)dz. (2.5)
Si f est une fonction concave, alors l'inégalité (2.5) est inversée.
Remarque 2.1 Si on pose w(x) =1 dans (2.5) on retrouve l'inégalité d’Hermite-Hadamard

i_ba/f Ha)10)

Théoréme 2.5 ([3]) ( La premiére inégalité d’Hermite-Hadamard-Fejér pour la fonction h-
convexe). Soit h une fonction définie sur [0, max{1,b— a}] et f : [a,b] — R h-convexe, w :

la,b] — R, w >0, symétrique par rapport “H’ et f t)dt > 0. Alors on a

att) < ¢ / f(tyw(t)dt, (2.6)

ot
¢= f?:u((i?dt
De plus, si
/ /Hb y —z)w(y)dyde # 0, h(x) #0 pour x #0,
avec

1) h est multiplicative ou 2) h est supermultiplicative et f est positive.

Si f est une fonction h-convexe, alors on a l'inégalité (2.6) pour

. 2h(3) fobfTah (@)w(z+25" )da
C = min { IR e } ) (2.7)

w(t)dt’ L7 f £ h(y—z)w(y)dydz

,r=ta+ (1—t)bety=(1—t)a+tb, dapres

M|'—‘

Preuve. Soit f une fonction h-convexe. Si o =

la définition de la fonction h-convexe, on a

F(E2) <h Q) [f (ta+ (1 —)b) + f((1 - t)a+tb)]. (2.8)

12



Chapitre 2. Inégalités pour les fonctions h-convexes

En multipliant les deux cotés de (2.8) par w (ta + (1 — t)b), avec w (ta + (1 — t)b) = w ((1 — t)a + tb),

puis on intégre l'inégalité résultante par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient

f(=? Si%/f (2.9)

CL

qui est satisfaite dans le cas général.
Soit h est supermultiplicative h(z) # 0 pour z # 0. Alors h(z) > 0 pour z > 0. Pour

z,y € [a,b] telle que a <z < %2 <y < b, on a

a+b a+b
atb _ (Y~ —o 7
2= () (5

s ath_,
2 >0 Pusa=1-a=-=2—"et P =ar+ayet [ (L) = f(ax+ay) <

yac y—r

On pose a =

h(a)f(z) + h(@)f(y). Comme h est supermultiplicative, on a

ha) = h <y_m) <Mt pa) < h(h“?*b;z).

© h(y—=)

Donc, lorsque f > 0, on obtient

et
hiy—=) f (DY) <h(y— ) flx)+h (L —2) fy) (2.10)

L’inégalité (2.10) est aussi satisfaite si h est multiplicative, quelle que soit la positivité de f. En

multipliant (2.10) par w(x) et on intégre par rapport & = sur [a “—J’b} et puis en multipliant par

w(y) et on intégre par rapport a y sur [“TH), b}, on obtient

f(45*) /Hb (/2 Iy — w)w(fc)dfc> w(y)dy (2.11)
< /m Wiy — =) wiydy [ f@)w(z)ds + L fww)dy / T n (5 — 2) w(a)de.

13



Chapitre 2. Inégalités pour les fonctions h-convexes

Ensuite, en substituant y — “TH’ = t dans la premiére intégrale pour le coté droit de (2.11) et en
substituant “T*b — o =t dans la deuxiéme intégrale pour le coté droit de (2.11), on a

/ ) / by - oty
/0 ey (¢ + 23) / mf i [ i [ st

b—a

_ /0 Bty (& + =22 dt/ f(@yw()dz

o1, dans la premiére inégalité en utilisant que la fonction w est symétrique sur [a, b], i.e. w (a+b t) =

2
w(t—l—‘%b) pour t € [0,%“}. [ ]

IA

Remarque 2.2 Sous les conditions du Théoréme 2.5 :

a) Si f est une fonction h-concave, alors Uinégalité de (2.6) est inversée.

b) Si h est subermultiplicative, f fa+b (y — x)w(x)dyde # 0, h > 0, et si f est une
fonction h-concave, alors l'inégalité (2.6) est inversée avec la constante C' comme dans (2.7) et

le changement min — max.

Remarque 2.3 a) Si f est conveze, i.e. h(t) =t, alors l'inégalité (2.6) devient le coté droit de
Uinégalité (2.5).

b) Soit w = 1. On suppose que est f une fonction s-convexe au second sens, (i.e. f est une
fonction h-conveze et multiplicative avec h(t) = t°, s € (0,1)). Alors la constante C du Théoréme

2.5 a la forme :

b—a
. 1-s 2 gsdt . 1-s
Cmmin {5 =i {3 i)
b (y—x)°dydz

a

Dans [10], Jagers montre que

9s—1 2521

5 pours € (0,1).

Done, La premiére inégalité d’Hermite-Hadamard pour la fonction s-convexe au second sens est :

25321 ath) < 1 a/ £(t) (2.12)

L’inégalité (2.12) trouvée dans [10] est une amélioration du résultat de Dragomir-Fitzpatrick dans

25t1—1

(6], ou ils ont utilisé la constante 2°~" au liew de *—+.

14



Chapitre 2. Inégalités pour les fonctions h-convexes

Théoréme 2.6 ([3]) (La seconde inégalité d’Hermite- Hadamard-Fejér pour la fonction h-conveze).
Soit f : [a,b] — R est une fonction h-convexe, w : |a,b] — R, w > 0, symétrique par rapport

‘IT“’. Alors on a
b 1
ﬁ/ fw(t)dt < [f(a) + f(b)]/ h(t)w (ta + (1 —t) b) dt. (2.13)
a 0
Si f est une fonction h-concave, alors l'inégalité de (2.13) est inversée.

Preuve. Pour tous = € (a,b) il existe o € (a,b) telle que z = aa+ ab, a =1 — a.

D’aprés la définition de la fonction h-convexe, on a
f(aa+ ab)w (aa+ ab) < (h(a) f(a)+ k(@) f(D) w (aa + ab) (2.14)

f(aa+ ab)w (aa + ab) < (h(a@) f (a) + h(a)f(b)) w (aa + ab). (2.15)

Ensuite, en ajoutant (2.14) et (2.15), et on intégre par rapport & a sur [0, 1], on obtient

/Ulf(aa+ab)w(aa+ab)da+/Olf(aa+ab)w(aa+ab)da

< /0 () £ (@)w (aa + ab) + h(a)f(b)w (aa + ab) do
+ /01 [h(@) f (a)w(@a + ab) + h(a) f(b)w (aa + ab)] da

_ /01 f(a) [h () w (aa + ab) + h (6) w (Ga + ab)] da
+/01 f()[h(a)w (ca+ ab) + h(a) w (aa + ab)] do

— 2f(a) /01 B(tyw (ta + (1 — 1)b) dt + 2/ (b) /01 h(t)w (1~ t)a + tb) dt

= 2070+ 50 [ Ao o+ (- 00t

ou en utilisant la symétrie du poids w. Aprés des substitutions appropriées, on obtient que les
deux intégrales de la premiere ligne sont ¢gales a 7 f: f()w(t)dt, et le théoréme a été établi.

Remarque 2.4 a) Si h(t) =t dans Théoréme 2.6, i.e., si f est une fonction convexe on obtient

le coté droit de l'inégalité (2.5).
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Chapitre 2. Inégalités pour les fonctions h-convexes

b) Pour h(t) =t*,s € (0,1), i.e., si f est une fonction s-convezre au second sens, alors on a

le résultat du Théoréme 2.1 dans (6]

Fla)+£(b)
_/ f dt < s+1 :

16



Chapitre 3

Fonctions convexes et h-convexes dans

le cas fractionnaire

Avec la naissance de l'intégrale fractionnaire, d’autres variantes de l'inégalité d’Hermite-
Hadamard ont été obtenues pour différentes classes de fonctions, voir [12,13, 16, 17].
Dans ce chapitre, il sera question de l'inégalité d’Hermite-Hadamard pour les fonctions

convexes et h-convexes.

Définition 3.1 Soit f € Ly [a,b]. L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville J%, f

et Ji' f d’ordre o > 0, avec a > 0 est définie par :

Fef@) =ty [ @-tT0d e>a
et
b
Ff@) = [(¢-or <,
ot D(a) = [F e "u*"tdu. est la fonction gamma d’Euler. De plus J°, f(z) = J) f(z) = f(x).

0

Un premier résultat concernant 'inégalité d’Hermite-Hadamard pour le cas fractionnaire est

donné par M. Z. Sarikaya et al. [16], dans le théoréme suivant:

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction strictement positive avec 0 < a < b et f €

Lila,b]. Si f est une fonction convexe sur [a,b]. Alors on a les inégalités suivantes pour les

17



Chapitre 3. Fonctions convexes et h-convexes dans le cas fractionnaire

intégrales fractionnaires

F(22) < e (g2, () + gt (a)] < LSO (3.1)
avec o > 0.

Preuve. Comme f est une fonction convexe sur [a, b], on a pour z,y € [a,b] avec t = % :

) < gt

En posant
r=ta+ (1 —1t)b et y=(1—1t)a+th,
on obtient
a+b
2f< 5 )§f(tcH—(l—t)b)—l—f((l—t)a—i—tb). (3.2)

tafl

En multipliant les deux cotés de (3.2) par , puis on intégre I'inégalité résultante par rapport

a t sur [0, 1], on obtient

1 1
2f () < /talf(ta~|—(1—t)b)dt+/ 271 F (1 = t)a + tb) d
0 0
b

_ /ba(z_z)alf(u)%-i—/ (22" fo)

a

T2 f(B) + T f(a)]

i.e.

7 (%52) < giagh e (0) + T3 f ()]
D’ou la premiére inégalité de (3.1) est prouvée. D’autre part, si f est une fonction convexe, alors
pour t € [0,1], on a

flta+ (1=1)b) <tf(a)+(1—1t)f(b) (3-3)
et

(A —=t)a+1tb) < (1—1)f(a) +1f(b). (3.4)

En ajoutant (3.3) et (3.4), on obtient

flta+ (1 =0)b) + f (1 —t)a+tb) < if(a) + (1 —1)f(b) + (1 —1)f(a) +1f(b). (3.5)
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Chapitre 3. Fonctions convexes et h-convexes dans le cas fractionnaire

tafl

Ensuite, en multipliant les deux cotés de (3.5) par , et on intégre l'inégalité résultante par

rapport a ¢ sur [0, 1], on aura

/Olt‘”f<ta+ (1—t)b)dt + /Olt‘”f«l —t)a+tb) < [f(a) + f(b)] /01 t=ta.

i.e.

Kok V20 + - fa)] < L2220,

(b—a) a @

D’ou le résultat. m

3.1 Inégalités fractionnaires pour les fonctions dont la
premiére dérivée en valeur absolue est h-convexe

Lemme 3.1 ([16]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) avec a < b. Si

f" € Li[a,b]. Alors on a légalité suivante pour les intégrales fractionnaires

1
HO O ek (T2 F(0) + Jg f(a)] = b5 /0 [(1—1)* =] f(ta+ (1 —t)b)dt.  (3.6)
Preuve. 1l suffit de noter que
1 !
[ = / (1= ) — %) f (ta + (1 — t)b)dt
0

— {/1(1 — ) f (ta + (1 — t)b)dt] + {— /1 taf (ta+ (1 —t)b)dt
- L+l 0 (3.7

Par intégration par parties, on obtient
1 !/
L = / (1= 1) (ta+ (1 — )b)dt
0

1
= (1—t)" flat(—p) | + a/ (1—¢)> ! f(tar(1=)b) 1,
0

a—b 0 a—b
b
_ e L/ (2=2)°7! L) g
b I (0% 1 o
= {8 - e fa), (3.8)
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de méme, on a
1
I, = —/ taf (ta + (1 — t)b)dt
0

_ taf(ta+1 —1)b ‘ +O[/ o 1f(ta+(1 0b) ¢

— %_(g(afjlhf() (3.9)

En utilisant (3.8) et (3.9) dans (3.7), il s’ensuit que

[ = L9 o) (e ) 4 e fo)). (3.10)

Ainsi, en multipliant les deux cotés de (3.10) par b_T“, on obtient (3.6). m

Théoréme 3.2 ([16]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) avec a < b. Si

! .z cy 2 . . P . .
} f | est convexe sur [a,b]. Alors on a l'inégalité suivante pour les intégrales fractionnaires

‘f(a);rf(b) 2r(§)a4;1) [T F(b) + Jlg_f(a)]‘ < 2(1)03?1) (1—55) [f’(a) + f’(b)] : (3.11)

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1 et la convexité de | f ‘, on a

‘ (a)+f(b) _ g(gatl [T f(b) + Jl?_f(a)]‘

—/ (1 — )™ — 17

(=6 =t [t |7 (@] + =01 f O] at

IN

f(ta+(1— t)b)) dt

(- ) —t‘“Hf )|+ (=017 d

IN
w|°"
/—/H \

En calculant K, et K5, on a

K, = )f/(a)‘[/ol t(1 —t)*dt — /0 ottt (b)’[/:(1—t)a“dt—/oé(l—t)tadt]
— |7 [t - |+ 0] | 2 - B (.13
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et

Ky, = ‘f/(a)

—
m\»—t\
>

w\»—t\
=

to‘“dt—/ t(1 —t)*dt (1 —t)a“dt]
2

~ |t H <iffl}+ f<b>\{(aﬂ)(a+2)— )} (3.14)

Ainsi, en substituant (3.13) et (3.14) dans (3.12), on obtient l'inégalité (3.11). D’ou le résultat.

)f [ (1—t)tdt —
1 (3

Dans [17], M. Tung & démontré les théorémes suivants pour les fonctions h-convexes

Théoréme 3.3 Soit f € SX(h,I), a,b € I avec a < b et f € Lya,b]. Alors on a l'inégalité

pour les fonctions h-convezes via les intégrales fractionnaires

R 20+ @] < (@) + O] [ e B+ b - )t

@) (o)’
< p— (/0 (h(t)) ) : (8.15)
avec pt4+qt=1.
Preuve. Comme f € SX(h,I), on a
flte+ (1 =t)y) <h(t)f(x) +h(1—1)f(y) (3.16)
et
F((t =Dz +ty) <h(1 =) f(x) + h({E)f(y)- (3.17)
En ajoutant (3.16) et (3.17), on a
flaz+ A =y)+ f(A =)z +ty) < [h(t) + A1 =] [f(z) + f(y)]. (3.18)

En utilisant (3.18) avec © = a et y = b, on obtient

fta+ (1 =0)b)+ f((1=t)a+1tb) < [A(t) + h(1 =) [f(a) + f()]. (3.19)

tafl

En multipliant les deux cotés de (3.19) par , puis en intégrant l'inégalité résultante par

rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient

/Ota-l [f(m+(1_t)b>+f(<1—t)a+tb)]dts/O 27 [h(t) + h(1 = 0)] [f(a) + f(b)] dt
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et

1
e 2 0)+ (@) < (@) + FO) [ 607 (o) + b1 = D),

0
d’ou la premiére inégalité de (3.15) est prouvée. D’autre part, en utilisant I’ inégalité de Holder

et de Minkowski respectivement pour le coté droit de (3.20), on obteint

(wm1> Auwwmu_mwgé
- (50 (41M@y+m1_wyﬁ>q
CEY oy

_ m (/01<h( ))th>$.

rap—p+1 |1

"R O

D’ou le résultat. m

Théoréme 3.4 Soit f € SX(h,I), a,b € I avec a < b, h superadditive sur I et f € Li[a,!],

h € L1]0,1]. Alors on a l'inégalité pour les fonctions h-convexes via les intégrales fractionnaires

O 12 () + T2 ()] < M2 [f(a) + FO)]. (3.21)
Preuve. Comme f € SX(h,I), on a

[tz + (L= t)y) < h(t)f(z) +h(1—1)f(y) (3.22)
et

F((1 =t +ty) < h(1L =D (@) + h(t) F ). (3.23)
En ajoutant (3.22) et (3.23), on obtient

flte+ 1 =t)y)+ f((1 =t +ty) < [h) +h(1 =] [f(x) + fy)]- (3.24)

On pose x = a et y = b dans (3.24) sachant que h est superadditive, ce qui donne

fta+ (1 —1)b) + f((1 —t)a +tb) < h(1)[f(a) + f(b)]. (3.25)
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tafl

En multipliant les deux cotés de (3.25) par , puis en integrant 'inégalité par rapport a t sur

[0, 1], on obtient
/l M f(ta+ (1= 8)b) + f((1 — t)a + tb)]dt
< [ et + s

donc

1
ok (72 (0) (o)) < B[P @) + 50 [ e
D’ou le résultat. m
Théoréme 3.5 Soit h: J CR — R et f:[a,b] — R est une fonction srtictement positive avec

0<a<beth?e Lyla,bl,f € L|a,b]. Si !f/‘ est une fonction h-conveze sur [a,b]. Alors on a

l'inégalité suivante pour les intégrales fractionnaires

‘f(a);rf(b) — Sk [T f () + T f (a)]‘

- (b—a)[\f’(a)]+\f’<b)\][ gorti_y \» ! v
= 2 (2ap+1(ap+1)> _<W)

x ( / Q(h(t))th>q+< / 1(h(t))th>q , (3.26)

otva>0,p>let pl4+qgt=1.

Preuve. D’apres le Lemme 3.1 et en utilisant les propriétés du module, on a

IO S U ) + T /\H =1 o+ (1= )|t

! .
Comme ‘ f } est une fonction h-convexe sur [a, b, on a

a b '« o
L0 Lt (72 (5) + g (o)

< b { / e (A1 (@) + (1= ) |1 ®)]] at
+[[ —(1-1)°] H ‘f \+h(1—t)‘f’(b)udt}}
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_ “T“{f(a)’/é(l—t)a ‘/ o
‘f ‘/ (1—1t)° ‘/ta

+|f @) / a)( / (1 ) h(t)dt

+ ‘f’(b)‘ [ th(1 — t)dt — )f’(b)) [(1 —1)*h(1 — t)dt} . (3.27)

1

En utilisant I'inégalité de Holder pour le coté droit de(3.27) avec p* +¢ ' =1et p>1,0n a

< / ) dt) (3

|
S

bS]

1 1
2 o a ap+1__
/ (1-1) h(t)dtzﬁ t*h(1 —t)di < [%}

0 2

/%(1 — )*h(1 — t)dt = [ t*h(t)dt < [%1 ([ [h(t)]th> E, (3.29)

/ ® oh(t)dt = / (1 0eh(1 -ty < [——— g < / ) dt) " (3a0)
et

/é t*h(1 —t)dt = [(1 — )*h(t)dt < [ml (/1 [h(t)]th> q (3.31)

Ensuite employons (3.28)-(3.31) dans le coté droit de (3.27), on obtient

a

+
2
2 2‘1P+1(ap+1) 20p+1 (ap+1) 0
1
1 1 q
ap+1__ P P
<|:2a%+l(ap41,1)i| - [m} > <[ [h(t)]th> }
2

fl(b)‘ {<[%} - [%]> </1 [h(qu);
([t = [t </0 [h@)]th)

K0 — Je) [ (0) + T3 (@)

N

Q=
——

(1)) dt)

+
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! ap+1__ % % %
= b_Ta ‘f (CL)’ (|:2°3’+1-Eapi1)] - |:2ap+1zap+1)i| ) (/0 [h(t)]th>
1 1 1
1o ([t - (b)) ( / [h(t)}th) ( / [h(t)]qczt>
(o-a)[| 1 (@)|+|£ ) apil ] \7 v
- ClP OOl (Gamats) - ()|

X </0é [h(t)]th); + ([ [h(t)}th);

2

Q=
VN
\H\
2
=
YamnS
~
=
2
o8
ey
~__—
Q=

+

D’ou le résultat. m

3.2 Inégalités fractionnaires pour les fonctions dont la se-
conde dérivée en valeur absolue est h-convexe

Lemme 3.2 ([12]) Soit f : I — R une fonction deux fois différentiable sur I° o a,b € I, avec

a<b. Sif" €Lila,b]. Alors on a l’égalité suivante
(@ DT 0t 1) T2 1(0) 4 T2 )] ~2(552)" (@4 1) 7 (53) (3.32)
1 1
= (559)*" [/ T (12 4 (1 - t)a) dt+/ (L=t (o + (1 — )% at| .
0 0

Preuve. Par intégration par parties et le changement des variables u = taTH’ + (1 —t)a et

v=th+ (1 —t)%2 ona
1 "
/ta“f (tett + (1 —t)a) dt
0
— 2 f () - (a“)/o tf (1% + (1 - t)a) dt

- S () - e ) s [ e - g0

a+b

/ o a at2q(a 2 a—
S () e () - 2 [ -
/ a a a+2a a @
= S () - G () + EERE - (), (3.33)
2
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De méme, on a
1 "
/0 Q=) (tb+ (1 —t)2kt) dt
1
= S [ 0 i

1
= %S (9 - (R )%59/0 1= f(th+ (1 —t)2t) dt

b

" g 4(a a “2q(a a—1
= =% f () - R () + s [ (=) f () du
2
" ra a a at2(qy a o
C S (o) - e () 4 B e ) 0

D’apres (3.33) et (3.34), on trouve (3.32). D’ou le résultat. m

Théoréme 3.6 ([12]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction deux fois différentiable sur I°, telle
que f € Ly [a,b], ova,b€ I, aveca <b. Si }f”! est une fonction h-conveze sur |a,b]. Alors on

a linégalité suivante

(3.35)

(@ DT (a+ 1) |5, @)+ T2, f0)] -2 (2)" @+ 01 ()
< (b—Ta)"‘“[ (2) )/ 0, dt+(‘f \f”(b)\)/ol(1—t)ah(t)dt].

Preuve. D’apres le Lemme 3.2, et en utilisant la h-convexité de | 1" ’, on a

(@4 DT (a+1) {J (@) + T2 b >]—2<%“) (a+1) f (222)

< (5™ U;tu“ f (t‘lT“vaL(l—t)a)‘dt
+/01(1—t)°‘+1‘f (th+ (1 — t) 2L )’dt]
< (o) Uolt"‘“ (h(t) £ (“T“’)( +h(1—t) ‘f”(a) )dt

+/01(1—t°‘+1( )f )+h1—t‘f )Ddt]

= ()" {2‘]’" (“T“’)‘/O £ h(t)dt

+(|r@]+ o)) [a-ommoa). (3:30

+
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D’ou le résultat. m

On peut utiliser 'inégalité de Holder pour démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.7 ([12]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction deux fois différentiable sur I°, telle
que ' € Ly[a,b], ona,b € I, avec a < b. Si ‘f”}q est une fonction h-convexe sur |a,b] et ¢ > 1,

I 1 L
avec — + — = 1. Alors on a l'inégalité suivante
p q

(a+1)T (a+1) {ij;b_ (a) +J5}+b+f(b)] —2(59)" (a+1) f (42)
< @ff”(@#ﬁf(lvmwﬁi
<[ e[ @) (1 e

_|_
Lemme 3.3 ([13]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° et a,b € I, avec a < b.
Si ' € Ly [a,b]. Alors on a

q

+ ‘ f”(b)‘q);] . (3.37)

£ (28) = EgEsE) | sy F(@) + Ty O]
— b /1 [taf’ (L—t)a+te) — 1 —t)f (1 -t + tb)] dt (3.38)

[e=]

et

[ I0) 2 Tt [y f(282) 4 Jg f (2£2)]

- %Ta/l (A= 1) — (L= °f (1= Da+t22)] d. (3.59)

Preuve. Par intégration par parties et les changements de variables x = (1 — t)“TH’ + tb et

y—(1—t)a+1%2, ona
[ e @iy - -0 (- et )] e

2 [ (i)l o [ e (- a e a

[ emliea [ aoo s (a0 il

a 2010 (41
— S (558) = T [Ty (@) + Tiagey f0)]
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et
/1 [ (L= )2+ 1) = (1= 0 f (1= Da+128)] b
= 2 [t”‘f((l—t)‘%rb+tb)\(1)—a/lta‘lf((l—t)‘%bn%b)dt]

— 2 | (1=t)*f ((1—t)a—i—t“—“’)‘(1)+oz/0 (1—t)“‘1f((1—t)a+t“—;b)dt]

= 3% () + f0) — Tt [ £ (252) + g f (%52)]

D’ou le résultat. m

Théoréme 3.8 ([13]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° et a,b € I, avec

a<betf €Lilabl. Si|f| est une fonction h-convexe sur [a,b]. Alors on a

() -

[gﬂwﬂ> Ty S (0)]
< ’%[ " (2t ‘/ t*h(t dt+ ‘ (f D /ltah(l—t)dt] (3.40)

et

a0 _ 20 [ 7 (s52) 4 G £ (432

< b {Q’f' (GT“))(/O 1h(1 — t)dt + (‘f’(a)) + ‘f’(b)D /Oltah(t)dt] L (341)

Y / .
Preuve. D’aprés le Lemme 3.3 et comme | f | est une fonction h-convexe, alors on a

’f (aTb) - QQEblfg‘jl) [J(a%) f( ) + Jaa+b)+f< )”

2

(- ta e [y
[ -l ol ol o)
/01<1 0 (=] (5)] + h(e) | £ 0)] dt]

- %ﬁ[)f (/ﬁfh i+ (17 @] + | £ 0) Zfﬂhu—imﬂ-

'((1—t)“7+”+tb)‘dt}

VAN

o

u>||

Q
| o S— |
o\
=

~

Q

IN
T
IS}

+
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De la méme fagons, on obtient

‘f(a)+f(b) 20711 (a+1) [ L f(222) 4 e f (e Qb)H

T[/Olt“ '(((1—t)“7+b+tb)dt+/ol(1_t)a

e[ (a-olr e of)
+ /01 1-1)* (h(l — 1) (f’ (a)( + h(t) )f’ (“T”’)D dt}

_ %‘L{?)f’ (“T“>1/01t“h<1—t)dt+(\f’<a>)+ '(b)‘)/oltah(t)dt]‘

D’ou le résultat. m

IN
T
IS}

F (1 =t)a+t4?) ‘ dt}

IA
T

On peut utiliser I'inégalité de Holder pour démontrer le théoréme suivant

Théoréme 3.9 ([13]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° ;a,b € I, avec

a<betf €Liab]. Si {f"q est une fonction h-convexe sur |a,bl, p,q > 1. Alors on a

7 (28) - EEe [y () + T SO )H (3.42)
o ([ow) [ \ ) (ol + |7 )]
et
b0 _ 2O [ 5 (252) + £ (+52)])] (3.43)

£ (52

<ty (/Olh(wdt)é {(f(co q Ve (rof q);]'

Lemme 3.4 ([4]) Soit f: 1 C R — R une fonction deux fois différentiable sur I°,a,b € I, avec

| (e5)

a<b. Sif" €Liab]. Alors on a I’égalité suivante

Ha)+1) / @

_ M/O (1- 1) [f (Lt + ty) + f” (%aJr%b)} dt. (3.44)

16
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Chapitre 3. Fonctions convexes et h-convexes dans le cas fractionnaire

Preuve. 1l suffit de noter que

1
b [laeA s Gt

a+b

De méme, on a

Donc

D’ou le résultat. m

Théoréme 3.10 ([9]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction deuz fois différentiable sur I° tel

que f" € Lia,b], otva,b € I, avec a < b. Si |f”‘q pour g > 1, avec p = q%l est une fonction
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h-convezxe sur [a,b]. Alors pour certains t € (0,1) fixé, on a l'inégalité suivante
1

b
Ha)bs) _ 1 / F(w)dz
, .

< (a2 g (3,p+1) (/ h(t)dt) {(
16x27 0
" a\ g
+( )]
Preuve. En utilisant le Lemme (3.4) et I'inégalité de Holder, on a

b
‘f(a)—;f(b) _ L / f(2)dz

1
s [
0

@+ )

1"

7o)+

IA

£ (ta+ 150)| +

VAN
c
=1
o) e
o
N\
o\
i

—~
[a—y

|
~
I}
SN—
i

QL
~
N——
X

Comme ‘f"|q € SX(h,I), on obtient

g _ 1 [ faya
-0y (/01 ( _tz)pdt):’ [(/01 {h@ )f”(a)‘q+h(1 — 1)
w ([ {ro|rof +na-alr e[ dt);]

(Alh@ﬁﬁ>;
<|(r@f +]r )+ (o) + ] ) qﬂ /

ou [ est la fonction béta définie par :

IN

S

- S8 o+ )

1
Bu,v) = / tH1 — ), u,v > 0.
0

A%@ﬁ—%%u—mw

et

D’ou le résultat. m

refa)

(3.45)
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Théoréme 3.11 ([9]) Soit f: I C [0,00) — R une fonction deux fois différentiable sur I° telle

q .
pour q > 1, est une fonction h-convexe sur

que " € Ly[a,b], ot a,b € I, avec a < b. Si

la,b]. Alors pour certains t € (0,1) fixé, on a Uinégalité suivante

‘f(a)Jrf(b / o
< (b;g)“’ (é)lﬁ [(/0 {(1 — %) ‘f”(a)’q +t(2—1)

+(/01{(1—t2)

Preuve. En utilisant le Lemme 3.4 et 'inégalité des moyens d’ordre ¢

‘ +f(b /f
< ot [ (| (a5 +

< %(/01(1_752)&) [(/01(1_152)
+(/0 (=) | (e + 1) dt);].

Comme ‘f”|q € SX(h,I),on a

1

B h(t)dt) '

(9]} h(t>dt> ] - (5.46)

(=)

f”(b)‘q 2 - t)

" (Sta+ %b)‘} dt

£ (Keta + 5th) ‘th> '

b
‘ rae®) _ 1 e

1

—
>
=
oo
N
[ V)
—
wIinN
~
|
Q=
1
VRS
C\
_
—~
—_
~
)
~
—
>
—~~
~
SN—

(5%

"

@) + 2= 0| (5] h(t)dt> q

D’ou le résultat. m
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Lemme 3.5 ([19]) Soit f : I CR — R une fonction différentiable sur I°,a,b € I avec a < b.

Si f' € Ly[a,b] et A\, u € R. Alors on a légalité suivante

(a)+uf(b) 4 222 “f / flx (3.47)
_ b;Ta/l [(1_A_t)f’ (ta+ (1 =t)52) + (u—1t)f (ta’TH”r(l—t)b)}dt-

_t)a_-*-b

Preuve. Par intégration par parties et le changement des variables x = ta + (1 5, ON a

/01(1—A—t)f’(ta+(1—t)a+b)dt
= _b_[(1—A—t)f(m+(1—t) att)|! 4 /Olf(ta+(1—t)“+b)dt]
= ﬁ[Af(a)+(1—A)f(aT+b)]—ﬁ/a fx)da. (3.48)
De méme, on a
/Ol(u—t)f'(t“TJ”’+(1—t)b)dt
—ﬁ{(u—t)f(t‘%b+(1—t)b)|(1)+/01f(t“7+b+(1—t)b)dt
= [ () + )] - a;f(:v)d:v- (3.49)

En ajoutant (3.48) et (3.49), puis en multipliant I’égalité résultante par bfT“, on obtient (3.47).

Lemme 3.6 ([19]) Pour s >0et0<¢<1,o0na

/ € — 1] di = €00

et

1
s gy — €9
/O tlE—t)7dt = GG

Théoréme 3.12 ([19]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur 1°,a,b € I, avec

a<b0< \u<letf €Liab. Si ‘f’(az)‘q pour q > 1 est une fonction convexe sur [a,b).
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Alors on a l'inégalité suivante

/\f()+ufb)_|_2>\#f /f d:l?

< @2

[4 0N +12X% — 2)*) | f'(a )’q + (2= 30+ 2)9) f’(b)ﬂ;
+(1—2p+24%) 3
<Je-mrat)|f@f <@zt -2)|roT} @0

Preuve. Pour ¢ > 1, d’aprés le Lemme 3.5 et la convexité de |f’ (a:)’q sur [a,b], et en utilisant

I'inégalité des moyens d’ordre ¢, on obtient

Af(a)ﬂtf(b) 22— “f

IN

ba U 1—X— t\‘f (ta + (1 —t)2£2) /|u t!‘f (t5t + (1 - t)b)‘d}

%{</0 |1—)\—t|dt) Vg |1—)\—t| %f’a Ty
+(/01\u—t|dt)1; [/Olm—ﬂ (; F@l +z=tro [’)dt];}. (3.51)

D’apres le Lemme 3.6, on a

IN

/|1 A— t\ 1+f (a) +u '()Ddt
= %()f’(a)\ /|1—>\ t|dt+1<‘f' ‘q—’f'(b))q>/01t|1—)\—t|dt
_ %()f’<a>\q+1f’<b>(q) o) g ([f@] - [Fof) (-t G-
= L (4-9A+12)2 - 2)9) (f ‘ L (23X +2)%) ‘f’(b))q, (3.52)
et
/|M t| (a) +u ()‘)dt

‘ —(f ‘)/0 t!ﬂ—t\dt+‘fl(b)‘q/Ol\u—t|dt
O+ (5-nrit) [rof

L (4= 9p+ 1202 — 24%) ‘f’(b)

_ %< F(
= S+ 1= @2+ p) ()f’(a) =

(@) +

(3.53)

= L (2-3u+24°)

34



Chapitre 3. Fonctions convexes et h-convexes dans le cas fractionnaire

En substituant (3.52) et (3.53) dans (3.51) et en utilisant le Lemme 3.6, on obtient (3.50) pour
q> 1.

Pour ¢ = 1, d’apres les Lemmes 3.5 et 3.6 il s’ensuit que

M(@nf®) | 2Ac p (atd _%/ (@)

e [ [ n-a- r(m
+/1lu—t!<% F)+ %
= -+ 122 - 2X) | (a

+ (2-3u+2u7) |f

I

IA

()] + 5

f/(b)D dt]

(2 - 31 +2)%)

1)

‘ (4= 0p+ 1207 — 2443 ‘f H

qui est équivalente & (3.50) pour ¢ = 1. D’ou le résultat. m
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Chapitre 4

Applications

Dans cette section, nous présentons certaines applications des résultats ci-dessus

4.0.1 Application 1

Considérons les moyens spéciaux suivants :

a). La moyenne arithmétique :
A= Ala,b) = ¢, a,beR, a,b>0.
b). La moyenne géométrique :
G = G(a,b) = Vab, a,beR, a,b>0.
¢). La moyenne harmonique :
H:H(a,b):%, a,beR, a,b>0.

d). La moyenne logarithmique :

a si a=1b
L(a,b) =
(a,) {mz:ilna? si a#b, a,beR, a,b>0.
e). La moyenne identrique :
a si a=0b
I(a.b) = 1
(a,) {l(%) - si a#0b, a,beR, a,b>0.
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f). La moyenne logarithmique généralisée :

L(ab)—{ a si a=0b a,beR, a,b>0,
n ) - n+1_ n+1 n : _
[m] : si a#b, n e R\ {-1,0}.

Proposition 4.1 Soit ¢ > 1, avecq(p—1)=p, 0 <a <b et h(t) =t, alors
|L (a,b) — A(a,b)|
< Lol (Lp+1) A <(aq LG () (0 + G (a b))i) .
Preuve. La preuve découle du Théoréme 3.10, en prenant f(z) =¢”. m
Proposition 4.2 Soientn € N,n>2 et 0<a <b, alors

’A(an’ bn) - LZ (a’7 b)|

1 1 1
(b—a)? 1 q 3a"245A"2(ab) \ 1 [ 36" 245A"2(ab) \ ¢
< 12 <n(n+1)> A (( 8 > ’ ( 8 ) ) :

Preuve. La preuve découle du Théoréme 3.11 en prenant f(z) = 2" et h(t) =t. =

4.0.2 Application 2

En appliquant le Théoréme 3.12 pour f(z) = x® avec s # 0 et x > 0, on obtient le théoréme

suivant
Théoréme 4.1 Soient a,b > 0,q > 1, soits>1et(s—1)qg>1 ous <0, alors

A(a®,b%)+A%(a,b s
‘( LA )_L(a,b)}

b—a q 1 %
< % I [qemee

X { [(Qq +5) a1 4 (2q + 3) b(s_l)q} i

<

+ [a(s—l)q + (4q + 7) b(S_l)Q] q + [(4q + 5) a(s—l)q + b(s_l)‘q q

1
+ [(20+3) al* V1 4 (2q + 5) o) 0 |

En particulier, si s > 2 ou s < 0, alors

AR L2 (0,5)] < B[] A (0T
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Chapitre 4. Applications

En prenant f(x) = Inx pour z > 0 dans le Théoréme 3.11 on a le théoréme suivant

Théoréme 4.2 Pour a,b>0etq>1, ona

In G(a,b)+1In A(a,b
Gl M) 1y [(q,b)]

1 1 1
b—a 1 4 | (2¢+5 | 2943\ 73 1 49+7\ g
< 16 [4(q+1)(q+2)] [( (51‘1 + %q )q + (a_q+ %q )q

(T ) (2 %) ]

a’ a’

En particulier

In G(a,b)+1In A(a,b —a
el At )—lnI(a,b)‘ SbTH(iL,b)‘
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Chapitre 4. Applications

Conclusion
Ce travail est basé sur des outils d’analyse mathématique pour étudier des inégalités intégrales
de type Hermite-Hadamard qui nous donnent des estimations de la valeur moyenne pour les

fonctions convexe et h-convexe via 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .
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