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Abstract

In this thesis, we will focus on the study of integral inequalities of the Hermite-Hadamard type for n-
times differentiable functions.

In the first chapter, we recall some definitions of classical convexity, as well as some integral
identities which we will invoke in the sequel.

In the second chapter, we cite some results already known in the literature on these types of
inequalities.

The last chapter will be entirely devoted to the new results of the type of inequality previously
mentioned. We note that we have submitted three papers for possible publication in international
journals.

KEYWO rds: Hermite-Hadamard inequality, Hélder inequality, log-convex functions, s-convex

functions, m-convexe functions
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur I'étude des inégalités intégrales de type
Hermite-Hadamard pour les fonctions n-fois différentiables.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de la convexité classique ainsi
que quelques identités intégrales que nous utiliserons ci-dessous.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons certains résultats déja connus dans la littérature.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement dévoué aux nouvelles inégalités intégrales de
type Hermite-Hadamard.

Nous mentionnons que nous avons soumis trois papiers pour d'éventuelles publications dans
des revues internationales.

Mots clés: Inégalité intégrales de type Hermite-Hadamard, inégalité de Hélder, fonctions
log-convexes, fonctions s-convexes, fonctions m- convexes.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques mo-
derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, ’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualitative des
équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette derniére représente
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°™¢
et 19°™¢ siécle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte
est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne description
de I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink
[11,12,13].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type Hermite-Hadamard dont les dérivées d’ordre supérieur jouissent d’un
certain type de convexité et d’établir de nouvelles généralisations de ce type d’inégalités
intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexité classique pour
les fonctions a une variable, une esquisse concernant I'intégration fractionnaire ainsi que
quelques identités intégrales et inégalités utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités
intégrales de type Hermite-Hadamard dont les dérivées d’ordre n sont s-convexes au

second Sens, convexes et m-convexes.



Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré a des nouvelles inégalités de
type Hermite-Hadamard n-fois différentiables dans ces nouveaux résultats sont soumis

pour une éventuelle publication internationale.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [14].

1.0.1 Convexité classique
Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([8]) Un ensemble I C R™ est dit conveze si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0, 1], nous avons

tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 ([14]) Une fonction f : I — R est dite conveze, si

flz+ 1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.3 ([14]) Une fonction strictement positive f : I — R est dite logarithmique

convexe, St

[+ 1=ty <[f @ [f @]
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

3



Définition 1.4 ([5]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-convere au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si

fltz+ (1 —t)y) <t°f(zx) +(1—1)"f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.5 ([16]) Une fonction f : [0,b] — R, est dite m-convexe ot m € (0,1], si

flz+m(l—t)y) <tf(x)+m(l—1) f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

1.1 Quelques fonctions spéciales

1.1.1 Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres complexes a 1'ex-

ception des entiers négatifs

Définition 1.6 ([3]) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

[e.o]

[(z) = /e_ttz_ldt.

0

Remarque 1.1 Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) >0, on I'(z + 1) = 2I'(2).

Remarque 1.2 Pour z € N, onal'(z) =(z — 1)l =1x2x3 x..x(z2—1).



1.1.2 Fonction béta

Définition 1.7 ([15]) La fonction béta d’Euler est définie pour tous nombres complexes

x ety de parties réelles strictement positives par

1

B(z,y) = /t“ (1—t)Y"dt.

0

Remarque 1.3 La relation entre la fonction gamma et la fonction béta est la suivante

B(r.y) = HEE.

1.2 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([7]) Soit u > 0,u# 1 et n € N, alors

1
n t l)n _1 k
/0 t dt = "+1 + s MZ (n—k '(ln,u)k+1

Lemme 1.2 ([6]) Si f (x) pour n € N, existe et intégrable sur [a,b], alors

n—1

~ it [ F@a - 3 e 0

= (b2:!) / Ak 1 (TL o 2t) f( n) (ta + (1 _ t) b) dt, (11)
0
ot la somme est considérée nulle si elle est vide.

Lemme 1.3 ([2]) Soit f : [a,b] — R une fonction n-fois différentiable telle que 1) (t)

est absolument continue sur [a,b] pour tout n € N. Alors lidentité

k+1 ) ( )k+1

fabf () de = E ¢ k+1)! FE (1) (1.2)




est satisfaite pour tout t € [a,b], ou K, : [a,b] X [a,b] — R est le noyau de Peano et

défini par

=0 5 € [a, 1],
K, (t,z) = oy x) e (1.3)

Lemme 1.4 ([9]) Soit f : [a,b] — R une fonction telle que la dérivé f=Y (n > 1) est

absolument continue sur [a,b], a < b. Alors pour tous x € [a,b] et A € [%, 1} , on a
C(fown ) = [k (x,0) f () dt, (1.4)

ou

Clfand) = X aomar (A= 52" = (=17 (1= 0"7)

5 f 1P (1= N)a+ \b) — ((,;—m )T A)”—p)
X FOT Qak (1= A b)) + = [ () dt

et pour tout n € N : ky, (x,t) : [a,b]> — R est donné par

%(E:—Z)n sit€la, a+ (1—MN)b),
ko (2,t) = ¢ L (E2)" siteda+(1—=N)b,(1—A)a+b),
a(20)" site (1= A a+bb).

Lemme 1.5 ([17]) Pour n € N, soit f : I C R — R une fonction n-fois différenciable.
Sia,b €l aveca<b et f™(x)e L'[a,b], alors

f(a);rf(b)_ﬁf:f(x _%g D) ( b)* f) (b)

= GOt — )" (2t 4+ — 2) f) (ta + (1 — 1) b) dt, (1.5)

2n/!

ol une somme vide est considérée comme nulle.



1.3 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Nous rappelons la fameuse inégalité dite d’Hermite-Hadamard pour les fonctions

convexes puis nous exposerons sa généralisation pour les fonctions s-convexes

Théoréme 1.1 ([12]) Soit f : [a,b] — R, une fonction convexe, alors

F(452) < ga [ f(a)de <TI0

Théoréme 1.2 ([4]) Supposons que f : [0,00) — [0,00) est une fonction s-convexe au
second sens, ot s € (0,1) et a,b € [0,00) tel que a < b. Si f € L*([a,b]), alors l'inégalité

suivante a lieu

25—1f (a+b) S ﬁf;’f (l’) dx S f(azi’{(b) (16)

1.4 Inégalité de Holder et Inégalité des moyens d’ordre

q

Théoréme 1.3 ([11]) Soit p > 0 tel que 11—)—1-% =1. Si f et g sont deuzx fonctions réelles

définies sur [a,b] et si |f|” et |g|? sont des fonctions intégrables sur [a,b], alors

1

27 @ ) dn < (2 (@) da) (g7 @) da)

----------

tives n-uplet et soit ¢ € RU {—o00, +00}, l'inégalité des moyens d’ordre q pondérés par p



est définie par

Q=

n
1

w2 il pour q # —00,0, +00,

> pri=1
k=1
la) _ 0o\ P
min (1, g, ..., T,) POUr ¢ = —o0,

max (1, T, ..., Tp) POUT ¢ = +00.
\

Pour —oo < g <r <400, on a

M < Ml

Théoréme 1.5 ([1]) La version intégrale du Théoréme 1.2 est : pour ¢ > 1 et si |f| et

lg|? sont intégrables sur [a,b], alors

/ab|f(x)g($)|dx < (/:|f<:e>|das)1_‘3 (/ab|f(w)| 9 a)l'd

1
q



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Hermite-Hadamard

Dans ce chapitre, nous verrons en détail certains résultats provenant des articles

6,9, 17].

2.1 Inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard
pour les fonctions dont les dérivées d’ordre n
sont s-convexe au second sens

Théoréme 2.1 ([6]) Soit f une fonction n-fois différentiable sur [a,b] C [0,00) telle que

‘f(”) ‘p est s-conveze sur [a,b] pourn > 2 etp > 1, alors

n—1

b
a)+f(b k—1)(b—a)*
i );f()_ﬁ/ f@)de— 3 Ghieal 0 )

k=2

3=

< G e [Pl @ @l )] (21)



avec

ot B (.,.) est la fonction de béta.

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de 1'identité du Lemme

1.2, on trouve

b n— 1
%a f(z)d 1 ") (a)
: /a s k+
< 0 [t - o)) (ta (L- 0)0) . 23)
0

Si p = 1, puisque ‘ f (")‘ est s-convexe sur [a, b, on a
|f™ (ta+ (1= t)b)] <[ f (@) + (1= 1)* | £ ()] (2.4)

En multipliant les deux cotés de (2.4) par le facteur t"~! (n — 2t), puis en intégrant

'inégalité résultante par rapport a ¢ € (0, 1), on obtient

“Hn=2t) [ (ta + (1 —t) b)| dt

IN

[
/ " (n—2t) [t° | fM (a)| + (1 — &) | F™) (b)]] at
- |f(")(a)|/0 541 (n — 2t) dt + | F™) ( |/ "t (n—2t) (1—t)"dt

1
= |0 @)+ |1 0)] o /OtM( >dt—2/0t"<1—t>3dt}
= b 0 (a)| + [nB (n,s + 1) — 2B (n+ 1,5+ 1)] [ £ (b))

La preuve pour le cas p = 1 est compléte.

10



Lorsque p > 1, par le biais de I'inégalité des moyens d’ordre ¢, (2.3) donne

/lt"—l (n—2t) | f™ (ta+ (1 —t)b)| dt

< Uol "t (n—2t) dt} o

X Ul "t (n—2t) | f™ (ta+ (1 1) b)|" at " (2.5)

=

En utilisant la s-convexité de | f (”)|p, de (2.5) on a

/1t”_1 (n—2t) |[f™ (ta+ (1 —t)b)|" dt
< /0 "t (n — 2t) [ts £ (@) + (1 =) | f™ (b)|p] dt (2.6)
= Plf™ @ + Q™ ®)]".

Ou P et @ sont définis dans (2.2).
Combinant (2.3), (2.5) et (2.6), on trouve

b n—1
a b k—1)(b—a)"
s ot [ p @) do = Y R 0 (o
a k=2

b—a” n— l_l n p n p %
< ST PO @ el o))"
Ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 2.1 ([6]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, et si ‘f(”){p est convexe sur

la,b] etn >2, on a

—_

n—

b
a)+f(b E—1)(b—a)”
i );f()_ﬁ/ [ o) do— 3 000" 509 ()
a 2

B
||

1
et g e
- 2(n+1)! n+2 .

11



De plus, si on prend n = 2, on obtient

‘ f@+10) / fl

Théoréme 2.2 ([6]) Soit f une fonction n-fois différentiable sur [a,b] C [0, 00) telle que

1

) [\f”( a) [P+ ()P ] P
- .

}f(”) ‘p est s-conveze sur [a,b] pour p > 1, alors

n—1 b ak+1 i b
ﬁ Z 2k+1(k+1 f( ) (aT—Fb) - ﬁ/ f (ﬂf) dz
k=0 a
1
< M[NO @ 4 2 O (PN eP] . @)
ol
M=% ()77 (59" ¢ N=B(m+1,s+1). (2.8)

Preuve. On choisit ¢t = “T“’ dans le Lemme 1.3, on obtient

+(_1)k (b_a)kJrl “ b
S wﬁw () - i [ @

0

7
L

ﬁ

n+1

- 5 z, (2.9)

b a)n'

ou
(x —a)",x € [a,aT],

S(x) = . ,
(b—a)", x e (2,0

En appliquant la valeur absolue aux deux membres de (2.9), on trouve

n—1 b
1+ (b a)ktt “
e Y O () - o [ @
k=0 a
b
< W/ (@) | f™ (2)| de. (2.10)

12



Lorsque p > 1, 'application de I'inégalité des moyens d’ordre ¢ a (2.10) donne

[1s@ie @i o] [[s@imere). e

ou
(a+b)

[is@Ilm@Pa = [ 7 @-a @] d

a

b
b—2)" | ™ (2)|” dx.
+/(T)< 2" £ (o) de

En utilisant la s-convexité de | ) |p, on a

(a+b)

(z —a)" | f™ (x)|pdx

IN

+ (= a) [ (5) [} de (2.12)

et

J
< fow om0 {[sm] o e [ 1o or e

= () [, e {1 () (o o) @)

13



Il n’est pas difficile de voir que

ct
b
—a n+1
/ 1S (2)] do = =25 (552)""

Une combinaison des arguments ci-dessus en déduit I'inégalité (2.7) pour p > 1.

Lorsque p = 1, de (2.10), on a

b
/ 1S (@)] | £ ()| do

(a+b) b

_ / : (x—a)”\fm)(g;)\dﬁ/w(b—x>”yf<n>(x)|dx.

a

14



Par la s-convexité de ‘ f) ‘, on a

(a+d)
2

(& —a)" | £ (@)] da

VAN
S~

(atb)
= (&) (& —a)" [(%2 — 2)" |/ (@)] + (x — )" | £ (442)]] da,
(2.14)
et
- (b—x)" }f(") (2)| dz
b s "
< [ o-or{ ]| 1 el ] ool
= () [ 6 [ () 20 O ) o
2 (2.15)

En utilisant les mémes méthodes dans la démonstration pour le cas de p > 1, on obtient

'inégalité (2.7) pour p = 1. Ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 2.2 ([6]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.2, et si | f(”){p est convexe sur

la,b] etn >2, on a

n—1 b
1+ (b ak'H a
ﬁ Z 2k+1(k+1)' o (%b) - ﬁ () d
k=0 a
1
v | M@ NSO
< (n+2);{ n+1 Q‘f } T =T |
ol
1-1 —a\"
M=z (Z) (550"



De plus, si en prend n =1, on obtient

1
) "
() +rer|”
] .

| (a)[P+4

b—a
<

‘f(%“’)—ﬁ/abf(x)dﬂf

Corollaire 2.3 ([6]) Sous les hypothéses du Corollaire 2.2, et tenant compte du fait

que

| 5 (st < Lol

Y

on a

1+(=1)*] (b—a)* ’
= | 2k+1(]k+1)! Fo(58) - ﬁ/ f(x)dx

=

< =" [|f(")(a)|P+|f(")(b)|p]
= 2n(p¥1)! 2

De plus st en prend n = 2, on trouve

1
(b—a)? [ @P+ O] »
S 24 [ 2 :| :

e -k [T

16



2.2 Inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard
pour les fonctions dont les dérivées d’ordre n
sont convexes

Théoréme 2.3 ([9]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable telle que f™=Y soit

absolument continue sur [a,b], ot a < b. Si ‘ f (”)‘ est convexe, alors l’inégalité

(b—a)(1—X)"T1 (1=X)"T1(b—a)" T 4 (z—(Aa+(1—A)b))" 1
C (fyz,n, M| < B[ (a)] + nl(n12)(b—a)"

X [ £ (ha + (1 = ) b)| 4 E=QerQ=A CHUNatdb—)™ | o) ()|

(n+2)!(b—a)
(1=N)a+2b—z)" P (1=2)" L (b—a)" ! | p(n
+ W(n12)(b—a)" }f( )a+)\b)}
1 7L+1 b n
2 1 0)

est satisfaite pour tout x € [Aa+ (1 — A)b, (1 — X)a+ \b] et tout X € [1,1].

Preuve. En utilisant le Lemme 1.4, et la valeur absolue, on a

C(f, 2,1, 0]

b
[ sl o) at
Aa+(1-X)b x
_ 1 (t a) n 1 (z t n
— i /a } £ (¢ )\dt+—(b_a)n /A . } F) (¢ ()] dt

(1=XN)a+Xb A b _—
(= / EE 1 @) dt + g / E= 70 ()] dt
" (1=A)a+Ab

IN

n!

:M/ " (1= a)a+ a (Aa+ (1 — A)b))| da

1 1
4 Qe o2 . / (1—a)" |£™ ((1 = a) (Aa+ (1= \)b) + az)| da
0

1 1
O [t |10 (1= ) (1= )+ 20)] do

n!

+(1—A)”+1(b—a) /1 (1) ‘f(") (1=a) (=X a+ )+ ab)‘ do.
0

17



Par la convexité de ’ f (”){, on en déduit

|O(f’$7n7>\)|

(b—a)(1—X)"T1
n!

<|f<”) \/ (1 —a)a™da+ [ f™ (ha+ (1 - A }/ n+1da)

(z=(Aat+(1=N)b)"*
+ n!(b—a)"

('f(””a“— I/ o) da+ | (2) \/ 1—a>da)

(1=A)a+Mb—z)" !
+ nl(b—a)"

X <|f(”) (x)}/ol (1—a)ada+|f™ ((1—)\)a+)\b)|/01a”“da)

_y\nt1 —a
+ =2 . (b—a)

<|f(") (1= A a+)\b|/ )" do+ | £ (b) \/ 1—a)" da)

a ntl "+1 a
W 117 (@] + =52 | 17 ()

IN

1-2)"T (b—a)" T 4 (z—(Aa+(1—N)b))" !
+ =2 73'(n+_g§(b (a)+ |f )‘a+(1—/\)b)|

—(Aa+(1-2)b) "M (1=A)at+Ab—z)" !
(n+2)[(b—a)"” ‘f |

+&

(1=N)a+2b—z)" P (1-2)" L (b—a)" L | £(n
+ W(n12)(b—a)" ‘f( —Aa+ )‘b)‘

Ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 2.4 ([9]) Si on pose A = 1 dans le Théoréme 2.3, on obtient l'inégalité des

trapézes généralisée pour les fonctions dont la dérivée d’ordre n est convexe :

n—1
(b—z)"Pf1PI) o qynp (@=a)" PP (a
L oow (=1) G / ft dt‘
z—a n+1 n z—a n+1 b—z n+1 n b—x n+1 n
= (n!(n)+2) ‘f()(a)|+( )(n;()! : [F) ){JF( ) }f()()‘
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De plus, si on choisit x = “T’Lb, on obtient
ey (7 0) = (F)" O @) + (1) [ () dt
(b—a)" ! |f(n)< )‘

Z (GG
O |7 (2£2)] + T

(bia)n-‘—l n
S a2 |f( )(a)} T oy

dans le Théoréme 2.3, on obtient l'inégalité du

Corollaire 2.5 ([9]) Si on choisit A = 5
point milieu pour les fonctions dont la dérivée d’ordre n est convezxe

n—1 n—p
Zo%ﬂnlp)( )+(ba S (@)
(@) +2(n+ 1) [f™ (D) + 1™ 1)) -

< n+2 '2"+1 (‘f

dans le Théoréme 2.3, on obtient

Corollaire 2.6 ([9]) Si on pose v = 2 et X =
[inégalité de Newton-cotes ouverte a deux points pour les fonctions dont la dérivée d’ordre

n est convezxe :

n=1(1_(_qyn—pon—p B T —
(1-(-1)"ran—) (o) (a£2) ()P pnion) (2aby) ((17_2)"fff

2 Gpi—aer
p—O

< W (2n+! ‘f

+2[fM (2] (n+ 1) (27T +

(@)] + (n+1) (2" + 1) | ) (22)]

D (=) [ 2 [F2 0)]) -

Théoréme 2.4 ([9]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable telle que f™=Y soit
absolument continue sur [a,b], ot a < b. Si }f(”) ‘q est convexe ot q > 1, alors
n+1 1
C(fomn N < SN (500 (@) |10 (a + (1= ) b))
nl(np+1)P24
1
n+1 a
(x—(/\a—‘r(l—)\)bi*l (}f(n) (a+ (1 — } 4 \f ’ >q
nl(b—a)" (np+1)P 24
1
((1 /\)a+)\b x)n+1 (‘f(n ‘ + !f )(I + )\b)| )q

nl(b—a)" (np+1)1’2‘1
V=) (700 (1= Ao+ M)+ [ 0)])°
n'(np—i—l)PQq
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est satisfaite pour tous x € [Aa+ (1 —A)b, (1 — X)a—+ \b], A € [3,1] et % + % =1.

Preuve. En utilisant le Lemme 1.4 et 'inégalité de Holder, on obtient

1O (f,7,n, )]
(b—a)(1—X)"T1 (flanpda)

n!

IN

1

(fo 1fO (1= a)a+aPa+ (1— )b))\qda)q

—(Aa+(1— ntl n,
e (11 )

=

1

X (fol |f(") (1 —a)Aa+ (1—=A)Db) +C¥:L“)|qda)E

1
—Na —g)t! 1 n P
L@ Ag!(zjz)n) (fo o Pda)

<f0 ™ ((1- o :c—l—a((l—)\)a—k)\b))‘qda);

PO (11 ava)?

n:

(17 (1= ) (L= A+ AB) + o) da)

_ M(fo 1M (1= a)a+aPa+(1— >b>)lqda)"
nl(np+1)P

4 (a=Oar@-np)"*! (fo ™ ((1—a) (Aa+(1—N) b)+am)|qda>a
nl(b—a)" (np+1)p

1
4 (=Nt Ab—z)" ! <f }f(n) l—a)z+a((l—=Xa+ b)) | da)
nl(b—a)" (np+1)P
1

L0 6a) ( FHF™ (1= a) (1= A a+ Ab) + ab)|* da)q

n'(np+1)

Puisque ‘ f ‘qest convexe, on en déduit que

C(f;z,n, A)|

< (b_a)(1—A)'1L+1 <‘f(n) (a){q fOl (1—a)da+ |f(n) (Aa+ (1 —N) b)|qf01ada>;

n!(np+1)P

+(In.§:a;(l(n2+l):1 (11 Gat (=00 3 (1= a)da + | ()" fyada)’

+((1_)\)a+>\b—m)"1r1 <|f(n) ($)|q fol (1 . Oé) do + }f(n) ((1 — )\) a—+ )\b)}q foloédCY);

nl(b—a)" (np+1)P
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1

(} W (1 =N a+ )" [ (1—a)da+]|f™ (b)yqfolada)E

(12" (p—a)
n'(np+1)

Ce qui donne le résultat souhaité aprés de simples calculs. =

Corollaire 2.7 ([9]) Si on pose A\ = 1 dans le Théoréme 2.4, on obtient l'inégalité des

trapézes généralisée pour les fonctions dont la dérivée d’ordre n est convexe :

n—1 (b:z)n_pf(n—l—p)() (- 1)" p(z a)n pf(n 1— p)
> PG WG
p=0
1
n+1 q
< (z—a)"* <‘ (a)|" + | £™ ()| )
nl(b—a)™ np+1)p2‘1

-

Fo
e (150 (@) [ )]

T
nl(b—a)" (anrl)p 24

Corollaire 2.8 ([9]) Si on pose A = 5 dans le Théoréme 2.4, on obtient linégalité du

point milieu pour les fonctions dont la dérivée d’ordre n est conveze :

i

< %((w @I +17 )+ (15 ()1 + 1 o))

( 1)”’) Jo1p) (att) 4 CU

I’2n D

nl(np+1)P2
Corollaire 2.9 ([9]) Si on choisit v = “t2, et X = 2 dans le Théoréme 2.4, on ob-

tient l'inégalité de Newton-Cotes ouverte o deux points pour les fonctions dont la dérivée

d’ordre n est convexe :

()" ) (P () ) () gy
: (n—p)!(b—Z)p3n—P : T (b—a)" fa ! (t) di

1

ey (17 @[ |7 () )’

1
2‘1 x3n+1nl(np+1)P

e (17 (5 1 (5

1 1
24 x6"+t1nl(np+1)P

e (P )

1 1
24 x6"+t1nl(np+1)P

e (|5 (=) + | 1) o))

I
24 x3n+t1pl(np+1)P

IN

Q=

Q=

Q=

21



Théoréme 2.5 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.4, l'inégalité suivante

C (f, 2,0, )| 1

= (bn!?r)L(—il)i\)n;l ((n+1>1(n+2> D @ + 2 [£7 (ha+ (1= ) b)\q> !
AT ——ParH)
+Sibji;+(zi$)n+: ((n+1)(n+2) 1F @)+ 25 [F (1= A a+ 20)] )é
"’% <n+2}f(n) (1—X)a+ \b) } +m‘f@ (b)“I);

est satisfaite pour tous x € [Aa+ (1 — A\)b, (1 — X) a+ Ab] avec X € [1,1].

Preuve. En utilisant le Lemme 1.4 et I'inégalité des moyens d’ordre ¢, on obtient

C(f,z,m, M)

n+1 1 17%
< —(b_a)(i._A) (/ a"da)
' 0
1 v
X (/ o |fM((1—a)a+a(ra+ (1 —A)b))\qda)
0
v =g
et (10— in)
1 ’ 1
X (/ (1—a)" ‘f(”) (1—a)(Aa+ (1 =X)b)+ oz:v)‘qda)
0

et ([ arda)
' 0
1

X (/Ola”‘f(")((1—a)x+a((1—)\)a+)\b))‘qda)q

1-1

n 1 q
EEY) ;%bfa) ( / (1—a)" da)
0
1

X (/01(1—a)"}f<”>((1—a)((1—A)a+Ab)+ab)\qda)q
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(b—a)(1—A)"*?

n!(n+1)175
1

X (/01 o [fM((1-a)a+a(Aa+ (1—2A) b))\qda) q (2.16)

x—(Aa+(1— n+l
+( (Aa+(1 )\)b)l)_l
nl(b—a)"(n+1)" ¢

1

X (/01(1—a)”\f<">((1—a)(Aa+(1—A)b)+aaz)\"da)q

Q=

4 (I=N)atAb- x)"tl (/ |f(n) —a)r+a((l- /\)a+)\b))|qda>

nl(b—a)™ (n+l) q
_y\n+1 —a
+ =N (b—a)

n!(n+1)17§
1

X (/0 (1—a)" ‘f(m (1—a) (T =X a+ )+ ab)\qda) " (2.17)

En utilisant la convexité de | f™ ‘q, (2.16) donne

C(f,2,n,N)]
< G-y
B n!(n+1)17§
><<|f( |/ (1—a)ada+|f™ (Aa+ (1— A |/ ”“da)
- le—Qat (1o /\)b))njl (‘f (Aa+(1—=X | / )" da
n!(b—a)" (n+1) q

n+1
4™ (o q/ 1 — o) ada +((1 N)a+Ab—z)
‘f ()‘ 0( ) n!(b—a)"(n+1)1‘%
1

X (|f(”) (a;)|"/01 (1—a)a"da+ |f™ ((1 - A)a+)\b)|q/01 a"“da)q

_f_w(ht(n) (1= a+)\b|/ )" da

n!(n+1) g

+ | (b)\q/o a(l- a)”da); ,

qui donne le résultat final aprés une simple transformation. m
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Corollaire 2.10 ([9]) Si on pose A =1 dans le Théoréme 2.5, on obtient l'inégalité des

trapézes généralisée pour les fonctions dont la dérivée d’ordre n est convexe :

n—1 b—x \" P —1— n z—a \" P
— f1=P) (B — ()" fn=1=P)(q
> (5=a) e a>(b : aruf ‘
p=0
1
(z—a)"*! <L () (]2 1 (n) q>5
S n!(bia)n(nJrl)lf% n+2 |f (a)| + (n+1)(n+2) }f (l‘)‘

Q=

(b— I)n+1 1 (n) q 1 (n) q
nl(b—a)" (n+1)1** <(n+1)(n+2) ‘f (37)‘ + i }f (b)‘

Corollaire 2.11 ([9]) Sion pose A = 5 dans le Théoréme 2.5, alors on obtient linégalité

du point milieu pour les fonctions dont la dérivée d’ordre n est convexe :

=y “1-p) (a 0" b
e (522) + e 2 (0 dt1

Jun

< b:fgznﬂ (((n+1)1(n+2) ‘f( | + oz n+2 f(n (i)} )q

n!(n+1)

(B2 '+ g 17 O ).

Corollaire 2.12 ([9]) Si on choisit + = 42, et X = 2 dans le Théoréme 2.5, on ob-
tient l'inégalité de Newton-Cotes ouverte a deux points pour les fonctions dont la dérivée

d’ordre n est convexe :

n—1 (;)n—p_(_1)nfp (f(n—l—P)(M) (-1)"~ P g(n—1- p)(2a+ ))
Z ( 2 ) (n_p)!(b_Z)pgn D b a)"f f
p=0
1
Lo L (n) 2a+b q
= 3"+1n!(n+1)1*% <("+1)(n+2) ‘f | + o n+2 ‘f )‘ )

1
bt (| () 00 (252 )

6" t1inl(n+1)

1
b (e £ (5) [ 4 g |0 (=) 7)°

6" t1inl(n+1)

bt (21 (S + s 1 OF)




2.3 Inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard
pour les fonctions dont les dérivées d’ordre n
sont m-convexes

Théoréme 2.6 ([17]) Pour n > 2, soit f : Ry — R une fonction n-fois différentiable,
€ (0,1, et0<a<b<oo. 8 fMW(x) e L€ [a,L] et |[f™ (z)|" pour g > 1 est

m-convexre sur [a, %] s alors

b n—1
ﬁ/f(m =3 an(@—0b) "R (b)
“ k=1
1
(-0)" (1) |l @] +m(n?-2)[ s (F)]" | 7
= 2(n+1)! { (n—1)(n+2) : (2.18)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5 et 'inégalité de Holder, ensuite en faisant appel

a la m-convexité de ‘f(”) ‘q sur [a, %] pour ¢ > 1, on a

b n—1
ﬁ/f(x r—3 1]§+11 (a — ) f ' (b)
a k=1
1
< (b;:t!) / (1—-t)" (2t—|—n— )‘f (ta—i—@)‘dt
0
n 1
< O [/ (1=-0" 2””_2}
1 i g
« [/ 11" (2t +n—2) ‘f(") (tGJrW)‘th]
0
1
—a)" (n-1\1-3 n= "
< o ) [t a2 (10 @)

Fm— 0 (2)]) dl]”

=) (=) | n|f @] tm(n2—2) [ (B)]7 | 9
o 2(n+1)! (n—1)(n+2) :

Jun

Ce qui achéve la démonstration. =
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Corollaire 2.13 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.6,
1/8iq=1,o0na

n—1
+f(b) / f _ % lf+11 a— b f(k) (b)
k=1

-7 bl o2 ()]
- 2(n+2)! .

2/8Siq=1etn=2,ona

b
a (b—a)? [ (@)+m|f" (5
‘f( );f(b)_ﬁ/ f(:r)da:’§ [ )t Gl

Corollaire 2.14 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.6, si m =1, on a

b n—1
i [ @ = §Y e -0 )
a k=1
1
< (=@ |+ (22)[fO )"
— 2(n+1)! (n—1)(n+2) )

Corollaire 2.15 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.6, sin =2, on a

/f

Théoréme 2.7 ([17]) Pour n > 2, soit f : Ry — R une fonction n-fois différentiable,
m € (0,1], et 0 < a < b < oo. Si fM(z) e Le [a, %] et |f(") (x)}q pour q > 1 est

1

< gt |l

Q

2

M-CONveTe sur [a, %] , alors

b n—1
S IO A0
@ k=1
n 1-3
< Gt () L [ g+ 4= n) + (0= 27 | £ (o)
+om (n®2 = (n— 2™ (2g 4+ 2+ n) [FM (L) yq] }E . (2.19)
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Preuve. En utilisant le Lemme 1.5 et I'inégalité de Holder, ensuite en faisant appel

a la m-convexité de ‘f(”) ’q sur [a, %} pour ¢ > 1, on a

L (a—b)* f® (b)\

a b —
‘f( 0 —ﬁfaf(x)dl‘—%g

< At (24— 2) | f (ta+@)(dt
< G-yt dtr‘;

[ ot =207 | £ (10 4 252 ]
< g () a2y

1
[t\f @|" +m@—t)|f™ (L )ﬂdt}q
n 1-1
- (b;Ta!) (nq 1) {4(q+1 q+2) nq+1 (2q—i_4_n)+(n_2)q+2)

50 @ m (1 (=2 g+ 20 m) [0 ()]}

.

Ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 2.16 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.7, sim =1, on a

‘f(a);rf(b) ~ A (a)da— ) 2 ki (a—=b)" f® (b)‘

1—1
b—a)™ — 2 n q
< 57 (7%—11) q {4(Q+1§(q+2) [(”qﬂ (20+4—n)+(n—2)"") |7 (a)

+ (n72 = (n — 2)™ (2q + 2 4 n)) | £ (b)ﬂ }5 .

Corollaire 2.17 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.7, sin =2, on a

1

)t (b—a =3 [0l @) +m| 7 (£)]*] @
10 10 () da] < 50 (21) { Gl ]

(g+1)(g+2)

Théoréme 2.8 ([17]) Pour n > 2, soit f : Ry — R une fonction n-fois différentiable,
€ (0,1, et 0 <a<b<oo Sif"(z)elLl'ela] et|f™ (:c)}q pour ¢ > 1 est
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m-convere Sur [a, %] , alors

a k
AL o 2 e — 35 ek 0= 0 £ ) (2:20)
2g-1 2-1\ 7 175 1
(b—a)" (qfl)(n -1 —(n-2) ¢-1 ) ‘f<n) (a ) +m(anq+1)|f(n)(%)|q q
= 2n! 2(2¢—1) (ng—q+1)(ng—gq+2) '

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5 et I'inégalité de Holder, ensuite en faisant appel

N Ty q
a la m-convexité de ‘ f (")‘ sur [a, %} ; O a

OO e - S e a0 1 0)
1
< %/ (1—t)”*1(2t+n—2))f<”)<ta+@)(dt
0
1—1 1
< (b—a)" 1(2t+ 9 Pt ! ' q(n—1) | £(n) (1 t)b a a
> o n — )qldt (1—t) f ta + dt
0 0
- . 17
< %[/ (2t+n—2)qldt]
0

([l ol ()

2q-1 221\ 1177 1
b | @D (0T -2 ) 11 @[ +mng—a+D)] 10 (£)]"] 7
2n! 2(2¢—1) (ng—q+1)(ng—q+2) ’

Ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 2.18 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.8, sim =1, on a

n—1
o k
e RS SR
k=1
1—1 1
< Oy |9 (i 2 ) @[ +ma—arn| @)1
= 2n! 2(2¢—1) (ng—q+1)(ng—q+2) ’
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Corollaire 2.19 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.8, sin =2, on a

' Ha)+/®) / f (@) do

Théoréme 2.9 ([17]) Soit f : Ry — R une fonction n-fois différentiable pour n > 1,

<!

(q+1) (q+2)

1

€ (0,1, et0<a<b<oo. Sifm(z)elLe [a, i] et |f(”) (x)}q pour q > 1 est

m

m-convexre sur [a, %] , alors

n—1

b
o [ T =33 e -0 O

k:l

1
< (b—a)"(n—1) [ (¢g—1)(ng—2) }1_111 [(3"_2)‘f(n)(a)‘ +m(3"—4)|f(n)(7’;)|q:| q‘

(2.21)

2n! (ng—1)(ng+q—2) 6(n—1)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5 et I'inégalité de Holder, ensuite en faisant appel

a la m-convexité de ‘f(”) ‘q sur [a, %}, on a

/ f(z)dz =3 (:;11)1 (a—b)" f¥ (b)
k=1
< (bzs') / (1 - t) (2t +n— 2) ‘f(") <ta + m(lﬂ:t)b) ‘ i
! (n—1) 1_%
< o= U (11—t (2t+n—2)dt]
0
' q
[
0
n ! g(n—1) 1-=
< (b;;!) [/ (1—t)q1 (2t—|—n—2)dt]
0

i

X [/01(2t—|—n—2) (t‘f("’ (a)‘q+m(1—t)‘f(") (%)

B (bfa)”(n71)|: (4—1)(nqg—2) }1_2 (3n—2)\f(”)(a)]q+m(3n—4)|f(">(%)|q a
- 2n! (ng—1)(ng+q—2) 6(n—1) :

=

Ce qui achéve la démonstration. =
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Corollaire 2.20 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.9, si m =1, on a

n—1

b
w10 gt [y e 33 gy -0 50 0)
@ k::l

1
< (=a)"(n-1) [_(¢=D(ng-2) -3 (3n72)\f(") (a)\ +(@Bn—a)[ ™ @)|" ] ¢
— 2n! |:(nq—1)(nq+q—2):| 6(n—1) ’

Corollaire 2.21 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.9, sin =2, on a

b
‘f(a);f(b) N ﬁ/ f(l’) dx

Théoréme 2.10 ([17]) Soit f : Ry — R une fonction n-fois différentiable pour n > 1,
€ (0,1, et 0<a<b<oo Sif"(x)el'ela]et|f™ (:L‘)}q pour ¢ > 1 est

1

< (b-a)? [( 2(g-1)° )]1}1 {2|f”(a)q+m‘f"(fm)|qr.

2g—1)(3¢—2 3

m-convexe Sur [a, %] , alors

n—1
/f v =3 g (=0 O 0)
k=1
_2 2g—1 1_%
B D[(@-00 T ~(a-Dn+2(20-1)(n-2) T |
— 2n! 4(2¢—1)(3¢—2)
1
1 (n) a q+mn —2q+2)| f(™ (L K
% (nq—éq+2>q pf ()‘ ;‘Jq—QQZ3)‘f — } . 222

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5 et I'inégalité de Holder, ensuite en faisant appel

a la m-convexité de ‘f(”) ‘q sur [a, %} pour ¢ > 1, on a

n—1
a b)
L)) / F@de— 1Y =L o D £ )
k=1
= (b;ﬁ)n/ 1—t)"" (2t +n-2) ‘f(m (ta+m(1 t)b)‘d
0
s ([ o . 7
< {/ (L=1) (2t +n—2)@D dt] {/ (1—0)"" 2q+1)f(n (t 4 mO- t)b)‘ dt]
0 0

30



1—1
q

IN

1
(o) [/ (1—1) (2t +n—2)77 dt]
0

<[ (1 gy (e @[ +mia - ‘f‘”) (2)

_ (-a)" g1 = 1
= T2nl | 4(2¢-D)(3¢-2) (g—=Dnet —=((g—1)n

+2(20-1)(n-2)77| }1;

n)

1 % (a)‘ +m(ng— 2q+2)|f(”)<%)|q q
X (nq72q+2> ng—2q+3 :

Ce qui achéve la démonstration. m

Yol

[

Corollaire 2.22 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.10, si m =1, on a

n—1

i [Fwa 1Y de -t 0 0

k:l

_2 291 1-1
by | @ D@00 T D22 T |
S o 4(2¢—1)(3¢—2)

1
L Ve [ @) +ma—2ar2) 1 )] 0
X (nq72q+2> nqg—2q+3 :

Corollaire 2.23 ([17]) Sous les conditions du Théoréme 2.10, sin =2, on a

& [ rwa

< (-a) [(3q—2)<q—1>2]1‘3 {lf”<a>lq+2m\f”(i)|q]

Q=

2 2¢—1 6
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Dans ce chapitre, nous exposerons de nouveaux résultats basés sur l'identité établie

par Meftah et al. noter que ces résultats sont soumis pour une éventuelle publication

3.1 Inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard

pour les fonctions dont la dérivée n' est log-

convexe

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable telle que f"1) est
absolument continue sur [a,b], a < b. Si ‘ f(”)‘ est log-convexe, alors pour tous x €
Aa+ (1= A)b, (1 —X)a-+ Ab] et A € [5,1] les inégalités suivantes sont satisfaites

_ 1
pour A = 3

€ (fozn5)| < st (P @9 (17 (559)] 157 (@)])
+ [F @ (117 (5] £ )
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pour A =1

z—a)" 1! (")x
C (f,2,m, 1)) < T2 O (170 a)] | £ @))

(b—a)" | ) (@)

LA — (}f(n)(b)’ ; |f n)(w)‘) ;

pour A € (0,1)

C (f..m, )|
< R @) o (177 (a+ (1= N D)1 (@)
HELTES 1 @) e (117 Qa+ (=N D) 1 @)
+“lﬁi%x“Wf |¢QﬂM«1—Ma+AwLu@me
F O FO0) [ (11 (=N at+ M) [700)]).
ol
0y, z) = ™ nt + LW Y (D" :
’ (| £ ()| =] £ (2) )" |7 = (ot (1n] 1) ()| -m] 50 ) )

Preuve. En utilisant le Lemme 1.4 et la valeur absolue, on a

1C(f,z,n, M)

b

< [0l 0] de

a

Aa+(1—\)b .
_ 1 (t=a)" | ¢(n 1 —75)" n
= = / ARG ()] dt + G2 / | £ ()| dt
a Aa+(1-X)b
(1=XN)a+Xb b
1 (t— I) (n
vty [ SO0l gty [ SR ]
x (1=X)a+Xdb
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1

_ M/aqf(n)(u_a>a+a<Aa+(1—A)b))}da

n!

0
1

| @=Qat(1-2p)" / (1—a)"|f™((1 =) (Aa+ (1= A)b) + az)|da

n!(b—a)”
0
1

+((1—,\72!CZZ_AZ)_nx)n+1 /&n }f(”)((l —a)z+a((l-Na+Ab)|do

0
1

_’_(ba)(l)\)”'H/ (1—a) ‘f(”)((l —a)((1—X)a+ Ab) + ab)| da.

n!
0

En utilisant la log-convexité de |f(], (3.2) donne

|C(fz,m, M)

1
. n (™) (Aa+(1—X b)|
< G gy [ Qara—n)|
< ()] [ @] do
0
(o (/\a—i— (1-2)b )n+1 (n) f(n)()\(z—i- A)b)‘ fe!
et | \ et ) g,
((1=N)a+Ab— m”'H RICEVECIAN
T -0 |/ ( f<"><w| do

(o= A)"“ [F@—atan|
e |/ ( |Fm )] da'

Si A = 3 alors (3.3) devient

) “+”
| (W ”72)| < o }f(n) |/ ( f(")(a)| ') t

1 a+b
b—a n
+n!2n+l |f( ) ‘/Oé < ‘f(n)(b > da
0
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En utilisant le Lemme 1.1, 'inégalité ci-dessus donne

o ¢ (.,.) est définie dans (3.1).
Si A =1, alors de (3.3) on a

(z— a)nJrl 7™ () £ “
\C(f,a:,n, 1)‘ n!(b |a) | <‘|f(”)(x§) do

b x n+1|f(n) x)| |f(n)
R |f(n)(x

En utilisant le Lemme 1.1, on obtient

z—a)"t (")x
|C(f,x,n,1)|<# ‘f(n )|7|f(n)('r)’)
L £
A o (1w @)

Dans le cas A # 1 et A # 1 de (3.3) et le Lemme 1.1, on obtient

|C(f,2,m,\)]|

< (b—a)(1— A)"“ ‘f(n | (|fn)()\a+ 1-— 2\ | }f(”) {
e (Ai‘f(blf @) e (1£9 Ca+ (1= N B)], £ (@)])
O \f |90(|f(") (=N a+ )], | (@)])
+M‘ |¢ |f )a—l—)\b| |f(n) ‘

Le résultat final découle de (3.4), (3.6) et (3.7). m
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Corollaire 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si on prend n = XA = 1, on obtient

bz f(b) 4 £=af ——/f dt‘

(z—a)® 1f"(a)] z)|—|f"(a)]
S <1n|f’< @] T (lnlf’(a)l In|f’ (2 )\)2>

(b—x)* Lf' ()] Lf (@) =1 £ (B)]
T (lnlf’(b)lflnlf’(x)l + (ln|f’(b)|—ln\f’(m)\)2> :

Corollaire 3.2 Dans le Théoréme 3.1, si on prendn =X=1, et x = "“+b

—— OoNn obtzent
5 b
‘]()21(0’) bla/ f (t)dt‘

boa £ (a) f’(aTer)‘*\f'(a)\
- ol (o)-tn (257 )| i (10l @l-tn f(“T“’)DQ

) r(e5) e
T\ rore (52| : (mir @ f'(a+b>)

Corollaire 3.3 Dans le Théoréme 3.1, si on prend n = 2\ = 1, on obtient

- 1

b f'(“”) r@i-|r(452)]
=\ e G
. r(*5) | (42|

In

s (—b) In| f/(b)| " ( f’(a+b)‘71n|f’(b)|)2

Théoréme 3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable telle que f~Y est ab-

solument continue sur [a,b]. Si ‘f " ‘ telle que ¢ > 1 avec 5 + 5 = 1 est log—convexe,

alors pour tous © € Aa+ (L —=X)b, (1 — X a+ b et A € [1,1] les inégalités suivantes
sont satisfaites
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pour A = %

1
() (ab) || rm ()| @
W< b [ (=32 -1 )]
€ (f2m5)] < ni2H (np41) 7 <ln|f(")(“2“’)|qlnlf‘”)(a)lq
ba < ERIO e RIS )

b
w2t (pr1)p \ ] F @) —n] 70 (452 [

-

’

pour A =1

1
T—a n+1 f(n) T a_ f(n> a q g
C (f,z,n,1)| < —&=0) < 7 @)= |7 @) |q)

n|(bia)n(np+1)% ]n|f(7’b) (1.) |q71n|f(n) (a)

1
(b—a)"*1 [F®)| = F@)|" ¢
n(b—a)" (npt )7\ In[f @) —m|f@)|* )

pour X € (0,1)

C(f2,m, M)

1
(b-a)a=N" [ [FMQar @) "~ [f M @] )9
Wmp41)®  \ I[F Qat(1-2)p)|*—In[ £V (@) |*

IN

_|_

1
(e—(at(1=2p)" L [ [FP @] = F Qat=p)[T )
n(b—a) (np+1)p  \ [FM(@)|"—In] F0) Aat+-(1-2)p)|*

1

(1=Nat\b—z)"+1 [ |1 (A=Nat+20)| =] F ()" @

_|_ 1 1 (n) q (n) q
nl(b—a)"(np£1)7  \ [ SO (1=N)a-+Ab)|"~In| f(V) () |

1
(b—a)(1—n"+1 [ |FO®| =™ (a-Natrn)|T ) @
+ T T , 7
Wmp1)e  \ [F )] [ (1-N)a+20)]

Preuve. En appliquant la valeur absolue & I'identité du Lemme 1.4 et I'inégalité de

Holder, on obtient

|C(f,z,n,A)|
1 v 1 g
< Coan /a”pda /\f(”)((l—oz)a+oz(/\a+(1—)\>b>)’qda
0 0
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P

4 (@=0a+(1-2)b) b))t /1—a”pda

nl(b—a)"

0
q

J100 =) Gat (L= 0b) + aa)|*da

Sl

1

“Na —r n+1 n
+a );2!(::\2)71) /a Pdo

0

Q=

/\f<n>((1_a)x+a((1—A>a+Ab))\qda

1
1 P

DY i Gl /(1 — )" da

n!

0

J 15 =) (@ = N a0 + ab)"da

Q-

n!(np+1) 5

_ Geouont /|f (1= a)a+a(a+(1—Nb)|"da

Q=

| Oarn) /‘f 1_04)()\a+(1—/\)b)+04$)|qda
nl(b—a)"™ (np+1)P

1

. q

4 (A=Nat2b- x”“ /|f") (I1—a)z+a((l—=Xa+ b)) | do

nl(b—a)" (np+1)7

q

NG a) /|f (1 —a) (1= A)a+Ab) + ab)|" do

nl(np+1)P
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Puisque ‘ ) ‘qest log-convexe, on en déduit

C(f, 2, A)|

1
< (- ,\)n+1 /(f(")|)\a+1 SOIK ) o
= 7
( p+1) g
1
1 a

(2 (art(1-2)B) ™+ n |f(n)(a:)|q o
+ |F™(a+ (1= A)b)] /(If(nnm(wwlq o

nl(b—a)" <np+1>p A

1
(1=Natb—2)" T | 2(n) | £ ((1=N)a+20)|* “
+ T ‘f ($)| |f(")(x)|q do
0

n!(b—a)" (np+1)P

1
1 a q
(A=2)"(b=a) [ #(n) ((1 _ |F®)]*
+ n!(anrl)% ‘f ((1 )\) @t )\b)‘ |f(n)((1*>‘)a+)‘b)|q da
0
Si A =1 alors de (3.8) on a
|C(f,2,m, M)
1 Y
b—a n [F (2]
= 12n+1( v | ( ) { / ( ‘f(")(z)‘q da
n np+1 P
0
1
1 o \ 7
__bma |0 i M
+n!2”+1(np+1 b } )l / <‘f(”)(az+b>’q do
0

1
_ b—a ERICS R RIORE
nizmti(pyyp \ 1|/ (%52 [V (@)

e (0Pl
n!2n+1(np+1) b ln|f (® |q71n|f " (i)|
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Si A =1 alors de (3.8) on a

C(f,z,n,))]
1 1
" ™) () |*
< L'y / |7 () | "
1 1
+ (b—=x n+1 | (n) ‘ /’ |f(n)(b)|q « o
—1_ [ERIOIN
n!(b—a)" (np+1)P A |f(")(x)|q
1
e (el owl Y
n!(b—a)"(np+1)% 1n|f(n)(x)|q,1n|f(n)(a)|q
1
(b—z)" ! ‘f(")(b)|q—|f(”)(a;)|q 2 -
"!(b*a)n(anrl)% (1n|f(")(b)|q—1n|f(n)(x)|q : (3.10)

Sid#1let A#1de(3.8),ona

C(f, 2,1, 0)]

1
(b—a)(1—\)""" | £ atr(1-2p)| "= F™ ()] | @
alnpyp  \ [ fM Qa+(1=2))|"=1n] £ (@)

IN

1
+(x(Aa+(1A)b))”+1< | £ @)|" =] £ Aat+(1-1))|* >‘1

n(b—a) (np+1)p  \ 0[FM(@)|"—In] f0) (Aat+-(1-2)p)|*

(1=NatAb—z)"+1 [ [FD((A=N)a+20)| =] ) ()]
+ I q q
nl(b—a)" (np+1)P 1n|f(")((1—)\)a+)\b)| —1n|f(")(x)|

1
(b—a,)(l_)\)n+1 |f(n)(b ’ 7|f(n)( (1— )\)a+/\b)| q
+ n!(np—f—l)% <1n|f(")(b ’ lnlf(”) (1— )\)a_t,_)\b)’ : (311)

Le résultat final découle de (3.9), (3.10) et (3.11). m

Corollaire 3.4 Dans le Théoréme 3.2, si on prend n = X = 1, on obtient

b
b f () 4 228 f (q) ﬁ/ £ ) dt'

1
< (o) ( /@)= (@) )E L (b’ ( O @) )6
= i \ @)@ o) pins \BIFOII@F )
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Corollaire 3.5 Dans leThéoréme 3.2, si on prendn =\ =1, et © = X2 on obtient

' b)+f(a . / f dt’
() ()]
/(%) Z&)

Corollaire 3.6 Dans le Théoréme 3.2, si on prend n = 2X\ = 1, on obtient

Q=

b—a
1
4(p+1)P In

1
—If@e \’ £ (B)]
+

—In[f’(a)[* In|f7(b)[*~In| f

b
e - [ 1ol
) l HEIIIRE
eI HOIRE @)= £
< b—a 2
= ap+nr (( |’ (#W‘lnf/(a)q) +(1nfl(b)q_ln|fl( >|q> )

Théoréme 3.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable telle que "V est ab-

solument continue sur [a,b]. Si ’f ” ’ telle que ¢ > 1 avec 5 + 5 = 1 est log-conveze,

alors pour tous © € Aa+ (L —=X)b, (1 — X a+Xb| et A € [, 1] les inégalités suivantes

sont satisfaites

pour)\:%
|C (f,z,n,\)| |
< m\f(” @)l (o (11 (=), 15 @]"))°
e 10 (2 (5 L 01
pour A =1

1

C (f2m M| € —E2 | @) (o (15 @) |1 (@)]))”

n!(b—a)”(n—&-l)1 q

L O (e (o,

nl(b—a)"™ (n+1)

1
q

o @)
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pour X € (0,1)

|C(f,ZL‘,TL, )‘)|
G020 )] (i (1) (a4 (1= N B[ @]7))'

nl(n+1)" ¢

IA

z—(Aa+(1— ntl n
et | O @) (o (170 (a4 (1= A) D)
nl(b—a)" (n+1)" 4

nl(b—a)™(n+1)' "4

+((1—>\)a+)\b—$)"+; |f(”)(x)\ (QO ({f(n) (1=XNa+ Ab)|q : |f(n) (@}q))
(

Ll )] (o (17 (1= Nt 20)]", |72 0)])) 7

n!(n+1)1_‘1
ot ¢ (.,.) est définie par (3.1).

Preuve. En appliquant la valeur absolue a l'identité du Lemme 1.4 et I'inégalité des

moyens d’ordre ¢, on obtient

C (f,z,m, M)
1 1-2
< (b—a)(;!—*)”“_ /a”da
0

Q=

1

y /a" (1~ a)ata(at (1) da

0
1 1-4
(x—(Aa+(1=-N)b))"+! 1 g
+ nl(b—a)” ( - Oé) Q
0

Q=

1

X /(1 — )" [FO((1 - @) (ha+ (1— N b) + ax)|" da

0
1 -2
+((1—A73;1(;r:\2)_f)n+1 /a”da
0
1
1 q
x /a" (1= @)z +a((1—Aat )| da
0
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« /(1 —a)" £ (1= a) (1= A)a+ Ab) + ab)|" da

_ % /an|f<n>((1_a)a+a<Aa+<1—A)b)>\qda
n!(n+

Q=

Q=

1

sletaataamrd ] ()" | £9((1 — ) Q-+ (1= A)8) + ) do
nl(b—a)™ n—+ 1

0
1
1 q

st | [ 001 - a4 a (1= N a2 da

1
1 q
00 [ (@) (1= ) (1= Aa-+ W) + ab) [ da
n!(n+ q
0

En utilisant la log-convexité de | f |q, on obtient

|C(f, z,n, A)|

Q=

< (oauN"T |1 (a)
B n'(n+1) “a

(r— Qat (1-\)B) )n+1 ’fm) Aa+(1-2)b)|* da
+ l(b—a)™ (1)~ () ( [Fm @]
[

| £ (Aat(1— ,\)b “
a do

[7(a

Q=

1
q

n+1
+((1 Aa+ b— :c) . |
nl(b—a)” (n+1)' @

™ ((1-7\)a @
" (f (1- A)+Ab)|) o

|7 (@)

1
1 q
RSN EARIC VAR Dl 3.12
LT nl(n41)' "1 /a ( ERIOIK da ' 312
0



Si A = 1 alors de (3.12) et le Lemme 1.1, on a

[C(f;2,n, )]

1 q
b ()7
nl2r +1(n+1) g | (/Oz < |f(n) a)|” > da)
0
1 | N
b—a f<") “H’ q
+n'2 +1(n+1) q ‘ (/Oé ( |f")(b |q ) do
0
- n'2"+llznj-1) 4 ‘f( )( )l (SO (‘f )( )} ! f(n) (a){q>>
1
——=t [ {0 ()] (90 (If(”) RG] )) , (3.13)

n!2n+1(n4 1)

IN

1
q

1
q

o ¢ (.,.) est défini dans (3.1).
Si A =1, alors de (3.12) et le Lemme 1.1, on a

|C (f,2,n,A)| (3.14)
< (z—a)" ! |f< 7)) (

= (15 @[ 17 @)["))*

T nl(b—a)"(n+1) @ v
1
(b—=) (n) ))
+n!(b a)™(n+1)" 4 ‘ <90< |f } '

Sid#1let A#1de(3.12) ona

|C (f,2,n, A)| (3.15)

1

< Gmauot |7 (a)| (cp ({f(m (Aa+ (1= NDb)|",[f™ (a)}‘I))a

nl(n+1)" ¢

q

(@=Aa+(1=Nb)" " | £(n) (n) _ (n) a\\ ¢
+n'(b )" (n+1)' " ‘f (x)|<('0 (‘f (Aa+(1=X)b)|",|f (m){)

1 (A=Natb- x)"+1 | (n) ‘ <90 (!f “Na+ Ab)| |f(”) (x)}q»

nl(b—a)™ (n+1)

Q= SN

O 11 0] (o (177 (= Dar )

nl(n+1)" ¢

1))
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Le résultat final découle de (3.13), (3.14) et (3.15). m

Corollaire 3.7 Dans le Théoréme 3.3, si on prend n = XA = 1, on obtient

bz f(b) + =2 f ( ——/f dt‘

1
(2—a)? 207 (@) 2l (@)=l (@] \ 1
S 0w <ln|f’( ) TI[F@T T [l @)=l @) ) )

1
(b—2)” 21f7(0)" 2" @) =2[f/ B9
+2( —a) (lnlf’(b)l"*lnlf’(x)lq + (lnlf’(b)l"—lnlf’(fv)lq)2) )

Corollaire 3.8 Dans le Théoréme 3.3, si on prendn =\ =1, et v = “Tb on obtient

L04ie) / Fit dt‘

q 1
< ba 2/f'(a)|* L 2| ()| -2 @17 \?
-8 | f/(a)|"=In[ /(252 ) " T (in|7(a) 70| 7 (252)|*)°

1
i 21" )| L Ares)laror
@) -l (52)[" 7 (wlpr@r-mlr(2)7) ) )

Corollaire 3.9 Dans le Théoréme 3.3, si on prend n = 2\ = 1, on obtient

- 1

1

ba 2\f! (a+b) o1f ()] 2f,(a+b)' :
S TR GG wrer)
I](Tj) 2\ £/ (b)|9—2|f (aTer)‘q 7

(452 (42 wrore)

—Inlf(b)] (
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Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier d’une part, certaine inégalités de type
Hermite-Hadamard et de se familiarisé avec certaines outils nécessaires utiliser dans les
démonstrations de ce genre de problémes, et d’autre part essayer d’établir des nouvelles
estimations concernant ce type d’inégalités.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques type de
convexité classique ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités de type Hermite-Hadamard
n-fois différentiable et jouissant d’un certain type convexité.

Et dans la troisieme partie nous avons discuté des nouvelles inégalités intégrales de
ieme

type Hermite-Hadamard pour les fonctions dont les dérivées n sont log-convexes.
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