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Résumeée

Ce mémoire s’intéresse a I’'étude des systemes différentiels périodiques de
la forme

t=A(t)x, x € R"
ou A(t) est une matrice a coefficients périodiques, c’est a dire
Alt+T) = A(t),

Nous exposons des théoremes importants qui permettent de transformer un
systeme différentiel a coefficients périodiques a un systeme différentiel a co-
efficients constants, grace a une certaine transformation.

Nous abordons la notion de multiplicateur caractéristique qui permet de
montrer 'existence des solutions périodiques pour une certaine valeur du
multiplicateur et de déterminer aussi la stabilité des solutions.



Abstract

This memory is interested with the study of periodic differential systems
of the form

t=A(t)x, x € R"
where A(t) is a matrix with periodic coefficients, that is to say
At +T) = A1),

We expose important theorems which allow to transform a differential system
with periodic coefficients to a differential system with constant coefficients
using a certain transformation .

We illustrate the concept of characteristic multiplier which makes it pos-
sible to show the existence of periodic solutions for a certain value of the
multiplier and also to determine the stability of the solutions.
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Introduction

La théorie des systemes dynamiques est tres vaste et tres active en terme
de recherche. Généralement, un systeme est dit dynamique lorsqu’il évolue
au cours du temps. Ainsi, ’étude des systemes dynamiques traite I’évolution
temporelle des systemes physiques; économiques; chimiques sans pour au-
tant faire référence a la théorie sous-jacente qui détermine leurs équations
d’évolution. On représente cette évolution par des équations différentielles
ou des applications.

La notion des équations différentielles est apparu a la fin du 17 eme
siecle, a cette époque, les équations différentielles s’introduisaient par le biais
de probleme d’origine mécanique ou géométrique comme par exemple : le
mouvement du pendule circulaire, le probleme du mouvement de deux corps
s’attirant mutuellement suivant la loi de gravitation newtonienne ,...etc.

La résolution directe d'un systeme différentiel est en général difficile ou
impossible. Les méthodes numériques permettent seulement de calculer sur
un intervalle de temps fini, une solution approchée correspondante a des
conditions initiales données en discrétisant I'intervalle.

Cependant, un autre issue est possible. L’étude qualitative des systemes
différentiels introduite par Poincaré permet de fournir des informations sur
le comportement des solutions d’un systeme différentiel sans la nécessité de
le résoudre explicitement, et elle consiste a examiner les propriétés et les ca-
ractéristiques des solutions de ce systeme, et de justifier, parmi ces solutions,
I’existence ou la non existence des solutions périodiques.

La théorie de Floquet est une branche de la théorie des systemes différentiels
ordinaires. Elle est reliée a une classe d’équations différentielles de la forme :
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&= A(t)z,
ot A(t +T) = A(t),

Le théoreme fondamentale de cette théorie qui est du a Gaston Flo-
quet (1883), permet de transformer un systeme différentiel a coefficients
périodiques a un systeme différentiel a coefficients constants grace a une cer-
taine transformation.

Cette théorie est tres importante dans I'étude des systemes différentiels
périodiques. Grace a la notion de multiplicateur caractéristique, elle permet
de montrer 'existence d'une solution périodique pour une certaine valeur du
multiplicateur et de déterminer aussi la stabilité. Cependant pour déterminer
les multiplicateurs caractéristiques, on a besoin d’une matrice fondamentale
c’est a dire on a besoin de connaitre toutes les solutions pour trouver la
transformation qui réduit le systeme périodique a un systeme a coefficients
constants, ceci qui n’est pas facile. A savoir, il existe une méthode numérique
qui donne des approximations des multiplicateurs caractéristiques.

Ce mémoire comporte 3 chapitres :

e Le premier chapitre regroupe quelques notions de base, introductives
et nécessaires a la compréhension de I’ensemble de ce mémoire.

e Le deuxieéme chapitre est consacré a 1’études des systemes différentiels a
coefficients périodiques, nous introduisons le théoreme de Floquet et celui de
Lyapunov, nous définissons la notion de multiplicateur et nous présentons
sa relation avec I'existence des solutions périodiques.

e Le troisieme chapitre étudie la stabilité des solutions des systemes
différentiels linéaires a coefficients périodiques.



Chapitre 1

Notions préliminaires et
généralités

Nous abordons dans ce chapitre quelques définitions sur les systeémes
différentiels, ceux autonomes et non autonomes, nous exposons aussi leur
méthode de résolution. Nous introduisons les systemes différentiels non linéaires
et explicitons la notion de stabilité.

1.1 Systemes différentiels

Définition 1.1.1 Un systéme d’équations différentielles ordinaire :

(k2)

k
§ 1),y2,y;, s U s Uns Y ...,yflk")) =0 (1.1)

Fk(tylayia Y

résolu par rapport aux dérivées d’ordre le plus élevé y*v) yk2) ylkn)

s’appelle systéme canonique, il s’écrit sous la forme :

k ki1—1 ka—1 ken—1
yg 2 = fl(t7y17yi7 73/5 ' )73/273/57 ’yé ’ )’ “Yns 7y7(1 ))’
k. ki1—1 ka—1 kn_l
y; ? :fQ(t7y17yi7‘“Jy§ ' )7927957---7y§2 )’y””yg ))’
) .
kn k1—1 ko—1 kn—1
\ 1/7(1 ) - fn(taylayiﬂ 7y§ ' )7y27y57 7y§ ’ )7 Yn, ’y’r(l ))

(1.2)
On appelle ordre du systéme (1.2)) le nombre P =ky + ko + ... + k.
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Exemple 1.1.1 Ramenons a la forme canonique le systeme d’équations :

{ ygly’l —In(y] —y1) =0, ....... (a)
e2 —y —yy=0. ... (b)

En effet :
de (a) : yf = y1 + e,

de (b) - yh =In(y1 + y2).
Donc le systeme canonique est :

{ Y=y + e,
Yo = In(y1 + y2).

Ce systeme est d’ordre 3 : P=ky +ko=2+1=3.
Définition 1.1.2 Un systeme d’équations différentielles du 1°" ordre :

d —
%:fk(taylvy%““?yn)? tGR, k= 1’” (13>

ot t la variable indépendante et yy,ys, ....yn sont des fonctions inconnues de
t s’appelle systéme normale. L’ordre du systeme ((1.3) est n.

Remarque 1.1.1 :

1/0n dit que deux systémes sont équivalents s’ils possédent les mémes solu-
tions.

2/Tout systeme canonique peut se ramener au systéme normale (|1.3])
(équivalent) et Uordre de ces deuz systemes sera le méme.

Exemple 1.1.2 Ramenons a la forme normale le systéme différentiel sui-

vant :
2" —y=0,
3y — 2z = 0.

En effet, ce systeme est équivalent a :
' =y,
, 2
Yy = B

10
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L’ordre de ce systeme est : 2+ 1 = 3.

D’autre part, posons :

h =2,
Yo :.T/,
Ys =Y.

On obtient le systéme normale équivalent qui est :

1 = Y2,
yé = Vs,
’ 2yl
Ys t_5

Ce systeme est aussi d’ordre 3.

Remarque 1.1.2 Toute équation différentielle et tout systéme canonique
peut se transformer a la forme normale.

Exemple 1.1.3 Ramenons a la forme normale le systéme différentiel sui-
vant : y" = g(t,y,y').

En effet : Posant : = y/,
Y=Y,

r_
on obtient : y} R qui est sous forme normale.
Yo = g(t7 Y1, y?)a

Définition 1.1.3 Le systeme

dx

dt

est dit non autonome lorsque la variable indépendante t apparait explicite-
ment dans 'expression de f, dans le cas contraire il est dit autonome.

= f(t,x) ou & =

Théoréme 1.1.1 (Existence)
Soit U un ouvert de R xR". Si f : U — R™ une fonction continue alors pour

11
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tout (to,xo) € U, le probléme

{‘b = f(t.), (1.4)

I(to) = Xy,
admet au moins une solution.
Définition 1.1.4 Soient U un ouvert de R x R™ et f = f(t,z): U — R".

f est localement lipschitzienne en x, si pour tout fermé et borné (compact)

K dans U, il existe une constante L > 0 telle que

[t 21) = [t 22) || < L2y — 2o

pour tout (t,x1) et (t,x9) dans K.
Théoreme 1.1.2 (Unicité) Soit U un ouvert de R x R",
f=f(t,z):U— R" est continue et localement lipschitzienne en z, alors

pour tout (ty,xg) € U, le probléme (1.4) admet une solution unique.

1.2 Systemes différentiels linéaires non auto-
nomes

Définition 1.2.1 Un systeme différentiel non autonome est dit linéaire s’il
est de la forme :

T = A(t)x + B(t) (1.5)
telle que A(t) : R — R"™ est une matrice carrée d’ordre n et t € R.

e Si B(t) #0, le systéme (1.5)) est dit linéaire non autonome non homogéne.
e Si B(t) =0, le systeme (1.5)) est dit linéaire non autonome homogeéne.

12
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Théoreme 1.2.1 ( Ezistence et unicité de la solution)
Considérons le probléeme de Cauchy

{i:A@x+B@, P

x(tg) = wp.

Ou A(t) et B(t) sont continues sur un intervalle I de R. Alors pour tout
to € I et xy € R, le probléme (P) admet une unique solution x(t) dans 1.

1.2.1 Notion de matrice fondamentale

Définition 1.2.2 Si ¢(t) est une matrice carrée ayant pour tout t € I un
déterminant non nulle et si ¢(t) est solution de & = A(t)zx

(te ¢(t) = A(t)p(t)) alors ¢(t) est appelée matrice fondamentale du systéme
T =A(t)z.

Exemple 1.2.1 Soit le systeme :

0 1
i=[-2 2| teR
2t

- (5 )

est bien une matrice fondamentale de ce systeme.

Vérifions que :

En effet :
- o6 1\
Ona:¢(t) = (2 0), d’autre part

0 1 2 ¢
A@W):(_z 2>
SN0

d’ou

13
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De plus
det(g(t)) = —t* #£ 0, Vt € R*.
Donc ¢(t) est une matrice fondamentale pour le systeme précédent.

Définition 1.2.3 Considérons une matrice fondamentale de & = A(t)x :

¢(t) = [¢1(t), a(1), .. dn(t)], alors
w(t) = det(4(t)) = det[pr(t), P2(t), ... on(t)]

est appelé le wronskien de la matrice fondamentale ¢(t). Le wronskien satis-
fait une simple équation différentielle d’ordre 1.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Liouville)

Considérons le systéeme :
T =A(t)x

ot A(t) : R" — R™ est une matrice carrée d’ordre n et soit ¢(t) une matrice
fondamentale de ce systeme, alors :

w(t) = det(o(t))
satisfait [’équation différentielle :
w = (trace(A(t)))w(t)............ ().
Par conséquent :
w(t) — det(qﬁ(t)) — eftrace(A(t)dt)'

Preuve : L’équation (x) est équivalente a :

duc]l—it)ﬁ = trace(A(t)) = /— = /traceA(t)dt

D’ou le résultat.

Remarque 1.2.1 On voit qu’on peut toujours calculer le déterminant de
la matrice fondamentale méme lorsque la matrice fondamentale n’est pas
connue.

14
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1.2.2 Méthode de résolution

a) Solution générale du systéme linéaire homogéne :

Théoréme 1.2.3 Soit ¢(t) une matrice fondamentale du systéme linéaire
homogeéne

&= A(t)z (1.6)

La solution générale de (1.6)) est x(t) = ¢(t)C ou C est un vecteur constant.
Si on considére de plus la condition initiale x(ty) = xo, l'unique solution de

(1.6) vérifiant x(ty) = xq est :
z(t) = ¢(t)¢~" (o)

b) Solution générale du systéme linéaire non homogéne :

Considérons le systeme
T = A(t)r + B(t) (1.7)

avec A(t) et B(t) sont continues sur I de R, la solution générale de (1.7)) est
donnée par :

z(t) = o(t)C + o(t ft s)ds,
ou ¢(t) est une matrice fondamentale du systéeme homogene associé :
i = A(t)z, et C un vecteur constant.

Si on considere de plus la condition initiale z(tg) = xo, I'unique solution de

(1.7) sera :
x(t) = ¢(t)p~ (to)zo + Bt fto s)ds.
Preuve :
La solution générale du systeme est :
z(t) = zau(t) + z,(t),
ot g (t) = ¢(t)C est la solution générale du systeme homogene associé
T = A(t)x,

et z,(t) est la solution particuliere du systeme

15
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i = A(t)z + B(t),
qu’on trouve par variation de la constante.
Substituons z,(t) = ¢(¢t)C(t) dans , on obtient :

S(HC(1) + d(1)C(t) = A(t)zy(t) + Bt

Donc :

x(t) = ¢(t)C + o(t ft s)ds, C = constant

1.3 Systemes différentiels linéaires autonomes

Définition 1.3.1 On appelle systéeme différentiel linéaire autonome le systéme
t=Ax+ B (1.8)

telle que A : R™ +— R™ est une matrice constante et B un vecteur constant.

e Si B#0, le systétme (1.8)) est dit linéaire autonome non homogéne.
e Si B =0, le systéme (1.8)) est dit linéaire autonome homogene.

Définition 1.3.2 On appelle exponentielle de la matrice A(n X n), la série
n

D ons0 T oy et on note e? ou exp A.

e Soit le systéeme

&= Az, A€ M,(R). (1.9)

16
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B(t) = et est une matrice fondamentale de (1.9) vérifiant ¢(0) = 1.

Antn
Onaet =3, — Cherchons les solutions de (1.9)) sous la forme

x = eMw, (1.10)

ot w est un vecteur non nul.

En substituant (1.10) dans (1.9)), on trouve :
AeMw = AeMw = eM(A — MN)w =0

= \ est une valeur propre de A.

Théoréme 1.3.1 Le systéme (1.9) admet une solution (non identiquement
nul) x = eMw si et seulement si X est une valeur propre de A et w le vecteur
propre correspondant.

1.3.1 Méthode de résolution

a) Résolution d’un systéme différentiel linéaire auto-
nome homogene :

Soit le systeme
= Ax, A€ M,(R).
167’ . . .
o CAS . Les valeurs propres de A sont réelles et distinctes.

Soit A1, Ao, ...\, les valeurs propres de A réelles et distinctes et wq, wa, ....w,
les vecteurs propres correspondants, alors une matrice fondamentale est donnée
par :

B(t) = [eMlwy,.....e
et la solution générale de est :
z(t) = ¢(t)C, ou C est un vecteur constant.
Si on rajoute la condition initiale xz(ty) = ¢, alors I'unique solution du

probleme sera :

17
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Exemple 1.3.1 Résolvons le systéeme :
o (-1 0 SR £310)
©(t) = ( 5 1) z(t), oux(t)= (xg(t))
En effet :

Les wvaleurs propres de la matrice A sont : \y = =1, Ay = 1 (réelles dis-
tinctes).

1
Les vecteurs propres correspondant sont respectivement : wy = (—5) ,

2
0
D’ou :
et 0 —t
2e 0
Qb(t) = el = (_756_t et> - (—5€_t 6t>'

Donc la solution générale de systeme est :

. [ C1
ou c = vecteur constant.
2

eme . .
o CaAS . Les valeurs propres de A sont réelles multiples.

Soit A une valeur propre de A de multiplicité k < n, alors pour chaque
k = 1;n, chaque solution non nulle w de (A — M )*w = 0 s’appelle vecteur
propre généralisé de A.

Théoréme 1.3.2 Soit A une matrice réelle d’ordre n qui posséde des va-
leurs propres réelles A1, Ao, ...., A\, Tépétées selon leurs multiplicités, alors il
existe une base de vecteurs propres généralisés (wy, wa, ..., wy,) et une matrice
inversible P = [wy, ws, ..., w,] telle que A =S+ N ou

18
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PSP =
0 A
et N = A— S est une matrice nilpotente d’ordre k < n (avec S et N commu-
tative : SN = NS).

Corollaire 1.3.1 Sous les hypothéses du théoréeme ci-dessus, le probleme :

{x'(t) = Az(t),
x(0) = xo,

possede une solution de la forme :

et 0
1 N
t)y="P P~HI+ Nt+ .. tv—
z(t) [l + Nt + +(k—1)' |20
0 etnt
Exemple 1.3.2 Considérons le systeme :
() = Ax(t),
z(0) = xo,
0 11
avec A=11 0 1
110
Ona:
Les valeurs propres de A sont : A\ = —1 (double), Ay = 2 (simple).
-1 —1
Les vecteurs propres de A sont respectivement : wy = | 1 |, wa = 1| 0
0 1
1
etws =11
1
-1 -1 1
Donc:P=|1 0 1
0 1 1

19
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1 1
@) Pl = —— PY=-[-1 -1 2
na det(P)(Com) 3

Maintenant de :

-1 0 0 -1 0 0
P'SP=10 -1 0|=S=P| 0 -1 0P

0O 0 2 0o 0 2
1 0 3 3
=3 30 3
330
011
=10 1],
1 10
on obtient : S=Aet N=A—-5=0.
La solution du probléme est alors :
et 0 0
zt)=P| 0 et 0| P 'I+0+0+..+0]x
0 0 e*
eit 0 0 X0,
=P 0 et 0 |P e, ot = Zo, | = vecteur constant.
0 0 e* To,

eme . -
o 3 CaAS . Les valeurs propres de A sont complexes distinctes.

Théoréme 1.3.3 Si la matrice A(2n x 2n) posséde 2n valeurs propres com-
plexes distinctes \j = a;+ib;, \; = a;—1ib;, j = 1;n dont les vecteurs propres
correspondants w; = u; + ivj, W; = u; — iv;, alors {ulvl,uwg, ...,unvn} est
une base de R?*": la matrice P = [vlul,vgu%...,vnun} est tnversible et
vérifie :

20
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_p -
P1AP = diag (a] J), j=1;n.
bj a

Cette matrice diagonale est une matrice réelle avec des blocs 2 X 2 le long de
la matrice diagonale.

Remarque 1.3.1 Notons que si a la place de la matrice P, nous utilisons
la matrice inversible () = [U1U1,U2U2, ...,unvn} alors @) vérifie :

Q1AQ = diag (fg bf’), j=Tm.

i Qj

Corollaire 1.3.2 Sous les hypothéses du théoreme ci dessus, la solution du
probleme :

est donnée par :

o1t = P [ (00 )] P

Exemple 1.3.3 Soit le systeme :

_w O O
(e}

Les valeurs propres de la matrice A sont : Ay =1 —1, Ay = A,
)\3:2—i, )\4:)\3.

Les vecteurs propres de A sont respectivement :

1 0 0 0
0 |1 0 .1 O
wy, = 0 +1 0 et wy, = 1 +1 1
0 0 1 0

21
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01 0 O
10 0 0
Donc P = 00 -1 1|’
00 0 1
d’ou La solution générale de ce systeme est :

sin(t)  cos(?)

o < cos(t) —sm(t)> 0 0

0 0 -1
x(t) =P : P~ C
®) 0 0 o2t cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)
0 0
etcost elsint 0 0 1
| —e'sint e'cost 0 0 Co
N 0 0  e*(cost —sint) 2¢* cost cs |
0 0 —e?sint e?(cost — sint) C4
01 0 O
10 0 O
. p—1 _
sachant que : P~ = 00 -1 —1
00 0 1

eme . .
°o / CaS . Les valeurs propres de A sont complexes multiples.

Théoréme 1.3.4 Soit A une matrice réelle (2nx2n) avec des valeurs propres
complezes multiples \; = aj +1b; et \; = a; —ibj, j = 1;n.

Il existe une base de vecteur propre généralisé : w; = u;+iv; et w; = u; —iv;,
j = Lin de R*™ :  [uyvi, usvs, ..., unv,]. Pour une telle base, la matrice
P = [vjuy, vaug, ..., vau,] est inversible et vérifie : A =S+ N,
P~1SP = diag [Zj _ab]} et N est nilpotente d’ordre k < 2n.

J J
Corollaire 1.3.3 Sous les hypothéses du théoréeme précedent, la solution du

probléme {x(t) = Ax(t),

est donnée par :
z(0) = xo,
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B . ost (cos(bjt)  —sin(bst) . N
x(t) = P diag {e (sin(bjt) cos(b;t) )] P~HI+ Nt+ mt |zo.

b(t) = Ax(t
Exemple 1.3.4 Considérons le systeme : {x( ) z(t),
z O) = Xo,
0 —1.0 O
1 0 0 0
avec A = 0 0 0 -1
2 0 1 0

Les valeurs propres de A sont : Ay =i (double), o = A1 (double).
Les vecteurs propres de A sont respectivement :

0 0 1 0 0 0 O 1
0 .1 O 0 | -1 o5 |10 0 -1 0
wy] = 1 +i 0 , Wy = 1 +1 0 ,d’ou P = 01 0 -1
0 -1 0 0 -1 0 0 O
0 -1 0 0
R L a; bjyl (1 0 0 O
Ona:P SP—dzag{bj aj]_ 0 0 0 —1
0 0 1 0
0 -1 0 0 0 0 0 -1
B 1 0 0 0 1 51 |1 0 1 0
= S=P 00 0 -1 P~ | sachant que : P~ = 0 10 0|
0 0 1 0 1 0 0 0
0 -1 0 0
1 0 1 0
—5=10 1 0 1|
1 0 1 0
0 0 0O
. 0 0 0O
par suite : N =A— 85 = 0 -1 0 0
1 0 00
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Notons que N est nilpotente d’ordre 2.
Alors la solution est :

cos(t) —sin(t) 0 0
o=p |0 0 80 e v,
0 0 sin(t)  cos(t)

eme . , :
o > CAS . Les valeurs propres de A sont réelles et complexes dis-
tinctes.

Théoreme 1.3.5 5t A admet des valeurs propres réelles distinctes A; dont
les vecteurs propres vj, j = Lik et elle possede aussi des valeurs propres
complexes distinctes \; = a; +1b; et \; = a; — ib; dont les vecteurs propres
associés sont w; = u; +1iv; et w; = u; — iv;, alors :
P = [v1, 02, oy Uy V11, .y Up iy
et
Al 0

A2

P1AP =
Br+1

0 .Bn

ot le bloc : Bj = {Cbbj ;éj} et j=k-+1;n.
i A

Alors la solution générale du systéme est donnée par :

z(t) = PMP7'C, ou C est un vecteur constant

avec :
e>\1t
0
e)\kt
M = eak+1t COS(b],H_lt) —sin(bk+1t)
sin(bgy1t)  cos(bgiit)
0 ant [ €os(bnt) —sin(b,t)
¢ sin(b,t)  cos(b,t)

24

)




Université 8 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

Exemple 1.3.5 Soit le systeme :

30 0
it =10 3 2| 2,
0 1 1

Les valeurs propres de A sont : \y = =3, Ag =2 —1i, A3 = \y.

Les vecteurs propres de A sont respectivement :

1 0 0
wy, = 0 , Wy = 1 +i 1
0 1 0
1 00 1 0 0
Ona:P=1(0 1 1 etP1=101 -1}/,
001 00 1
d’o
-3 0 0
PlAP=10 2 -1
0 1 2
Donc la solution générale est :
e 3t 0 0
_ o [ cos(t) —sin(t) S o
z(t)=P 0 e ( sin(t)  cos(t) P=C, C=vecteur constant.

0

b) Résolution d’un systeme différentiel linéaire auto-
nome non homogene :

La solution générale du systeme
i=Azr+ B (1.11)

est x¢(t) = zau(t) + x,(t), ot zgu(t) est la solution générale du systeme
homogene associé

T = Ax,
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c’est a dire zgp (t) = ¢(t)C avec C= vecteur constant et x,(¢) est une solution
particuliere de ([1.11)), qu’on trouve par la méthode de variation de constante
comme dans la partie précédente. On obtient alors I’expression de la solution

générale du systeme (1.11)) :
zra(t) = ¢(t)C + (1 ft s)Bds.

1.4 Systemes différentiels non linéaires

Il n’y a pas de méthode générale pour la résolution des systemes différentiels
non linéaires, c¢’est pour cela qu’on s’intéresse au comportement des solutions
sans avoir a chercher leur expression explicite. Cette théorie appelée étude
qualitative des équations différentielles est di a Poincaré au dix-neuvieme
siecle.

Soit le systeme différentiel non linéaire et non autonome
= f(t,x), € R" t R (1.12)
On suppose que f satisfait les conditions du théoreme d’existence et d’uni-

cité des solutions.

1.4.1 Notion de stabilité

Définition 1.4.1 :
e Une solution ¢(t) du systeme (1.12)) vérifiant la condition initiale ¢(ty) = ¢y
est dite stable si : Ye > 0; 30 > 0 telle que pour toute solution x(t) de (|1.12))

vérifiant x(ty) = xo, on a
lz(to) — @(to)|| < = ||z(t) — P(t)]| <€, YVt >ty unnnnn... (%)

Si de plus limy_, o ||x(t) — ¢(t)]] = 0 la solution ¢(t) est dite asymptotique-
ment stable.

e La solution ¢(t) est instable si pour § > 0 aussi petit que l'on veut,
l'inégalité (x) n’est pas vérifiée pour au moins une solution x(t).
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t
#4) stable
To = ZE(to) T Lol i
Po = o(to) T e L LR E L LR L LR EEE
i t
to
=(f) asymptotiquement stable
o = ZE(to) - '\
b0 = ¢(to) + /
i t
to
t
w4t instable
2o — x(to) | /
¢O N ¢<t0) | \
i t
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Exemple 1.4.1 Montrons que la solution du probléme est stable.

'_ p—

avec : x(0) = y(0) = 0.
. dy
y fr— _t — x,

En effet :

Cherchons d’abord ¢(t) qui vérifie

ensuite X (t) = (ﬁg) , telle que X (0)

I
N
= 8
o O
S—
~_

I
VRS
< 8
(=) (e
~_

Notre systeme est équivalent a :
s 0 -1 x .
(?J) - (1 0) (y) Ga=AL
0 -1
avec A = (1 0 )

Les valeurs propres de la matrice A sont : \{ =1, Ao = A\ = —1.
: . |1
Les vecteurs propres de la matrice A sont respectivement : wy, = {ﬂ +1 [O} ,
d’ou :
10
-t

Alors la solution générale de X = AX est :
(x5 or (cos(t) —sin(t) L ({a
X(t) = <y(t)) = Pdiag [6 (sin(t) cos(t) P c)’
ol c1, ¢y deux constantes,
donc :
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xz(t)\  [c1cos(t) — cosin(t)
y(t))  \ersin(t) + co cos(t)
est la solution générale de X = AX.

Maintenant : (j ESD = <8> = {ﬁg)) _ (()) _ 2

donc ¢y = co = 0, on obtient alors la solution :

o(t) = (8)

= la solution nulle est la solution de notre probleme dont on cherche la
stabilité.

orvewr (560) = ()~ ol
0 () - (e
()

D’aprés la définition de la stabilité, ¢(t) ( ) est stable si et seulement si :

0 C1
Co

c¢est la solution de X = AX qui vérifie (

x(0) x0>
Ve >0, 36 > 0 pour tout X(t) tell _ ,
€ pour tout X (t) telle que (y(0)> <y0

xo—0 x(t) =0
<0= <€ Vt>t
|Go) =] G 0
on a:
x(t) xg cos(t) — yo sin(t)
t Tosin(t) + yo cos(t) ||’
On choisit la norme suivante : H <§1> H = |21] + [x2], par suite :
2
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| (50) | =1l + we

= |z cos(t) — yosin(t)| + |xosin(t) + yocos(t)|

< g cos(t)| + |yosin(t)| + |xosin(t)| + |yo cos(t)]

< |xol |cos(®)] + [yo| [sin(£)] + |wol [sin(£)| + |yo |cos(?)]
< |zo| + [yol + |o| + [yol

< 2(|zo| + |yo]) < €.

Il suffit de prendre § = g > 0, d’ou la solution ¢(t) = (O

O) est stable.

Est-ce-que cette stabilité est asymptotique 7

La réponse est non car :

dn | (6)

= lim [2%(t) +y°(t)]

t——+o0

= tthm [(zg cos(t) — yosin(t))* + (zosin(t) + yo cos(t))?]
—+00

e a2 a2 a2 2

—tl}erooxo‘i‘yo =2y +y # 0.

Stabilité des solutions pour les systémes i = Azx.

Théoréme 1.4.1 Soit le systeme & = Ax ot A une matrice inversible et
soit N1, Mg, ..., A, les valeurs propres de A.

(i) Si Re(M\) < 0, k = 1;n, alors pour chaque x(ty) = zo € R, il existe
deux constantes positives £ et u telle que :

I o0) | <€ |l a0 Il exp(nt
et limy o H x(t) H =0,

d’ot x(t) = 0 est asymptotiquement stable.
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(it) Si Re(\y) < 0, k = 1;n avec les valeurs propres dont Re(\;) = 0
sont distinctes, alors x(t) est bornée pourt > to, et on a

le@ [ <& 2o
et x(t) = 0 est stable.

, & = constante positive

(iii) S’il existe X une valeur propre de A, avec Re(\) > 0, alors dans chaque
voisinage de x = 0 il y a des valeurs initiales telles que pour les solutions
correspondantes on a : limy_,,o || #(t) || = 0o et x(t) =0 est instable.

Exemple 1.4.2 On considére le systeme de [’exemple précédent
jj =Y,
Y=

Les valeurs propres de la matrice A associée a ce systéme sont :

)\1 :i, )\2 - —Z

On remarque que Re(\,) = 0, i = 1,2, donc d’apreés le théoreme précédent,
toutes les solutions sont stables.

1.4.2 Point d’équilibre et linéarisation

Soit le systeme non linéaire autonome

@ = f(z), © €R" (1.13)

Définition 1.4.2 Le point xy € R™ est dit point critique (ou singulier, ou
point d’équilibre) pour le systéme

& = f(x)
s’il vérifie f(xo) = 0.

Remarque 1.4.1 Un point qui n’est pas critique est dit réqulier.
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Définition 1.4.3 Une solution périodique x(t) pour le systeme & = f(x) est
une solution qui n’est pas un point singulier, pour laquelle il existe un nombre
T > 0 appelé période vérifiant x(t +T) = x(t).

Définition 1.4.4 Considérons le systéme différentiel autonome (1.13) et
soit xo un point singulier pour ce systéme.

Le systeme © = Ax  ou

9/
A N [8.T]

(IO)] - Df(ZL‘()), Za] = ]-a_n
est appelé le systeme linéarisé du systéme (1.13)) au point xy.

Exemple 1.4.3 Soit le systeme non linéaire suivant :
T = —-Y,
1.14
{y =yt 1

Il est clair que f(xg) = 0, entraine que o = (0,0) est le seul point d’équilibre
de ce systeme. Déterminons le systéme linéarisé de ce systéme en (0,0).

On a:
df1 df1
%@) a—y(-’ﬂ) 0 1
Df(x) = = (1 9 )
dfa dfa y
%(fﬁ) a—y(l')
D’ou

DF(0,0) = ((1] _01)

Donc le systeme linéarisé du systeme (1.14)) est :
T = -Y,
Y =x.

32



Université 8 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

Définition 1.4.5 On appelle point d’équilibre hyperbolique du systéeme
& = f(x), tout point d’équilibre xq telles que toutes les valeurs propres de la
matrice A = D f(xq) ont une partie réelle non nulle.

Dans le cas contraire, le point d’équilibre est dit non hyperbolique.

Exemple 1.4.4 Le point d’équilibre (0,0) du systeme (1.14) est non

hyperbolique puisque les valeurs propres de la matrice D f(0,0) = <(1) —01)

sont :
)\1:i et)\gz—i.
Exemple 1.4.5 Considérons le systéme
A (1.15)
=y’ —y.

Les points d’équilibres de ce systéeme sont : (0,0) et (—1,1).

o Le systeme linéarisé du systéeme ([1.15)) au voisinage du point (0,0) est :

(0)-62)0

L1 ) sont : Ay = —1 et Ay = 1, alors le point

Les valeurs propres de A = (O 1

(0,0) est hyperbolique.

o Le systéme linéarisé du systeme (1.15)) au voisinage du point (—1,1) est :

G)-G 1)

0 1) est : X =1, alors ce point est aussi

La seule valeur propre de A = (
hyperbolique.
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Remarque 1.4.2 :
1) La linéarisation s’applique seulement lorsque le point critique est "hyper-
bolique”.

2) La linéarisation d’un systéme différentiel nous améne a l’étude de la na-
ture des points critiques.

1.4.3 Classification des points d’équilibre

Définition 1.4.6 On considere le systeme :
T =Ar, x € R”

ot x = (T1,....,x,) et A € M,(R) une matrice inversible .

Soit A1, ..., \, les valeurs propres de A, xq le point d’équilibre.

o Si les wvaleurs propres \i,...,\, sont réelles et de méme signe, le point
d’équilibre xq est appelé noeud.

o S les valeurs propres A, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent,
le point d’équilibre x( est appelé selle.

e Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont complexes avec Im(A;) # 0 et
Re(\;) # 0, i = 1;n le point d’équilibre xq est appelé foyer.

o Si les valeurs propres Ay, ..., A\, sont complezes avec Im(\;) # 0 et
Re()\;) =0, i = 1;n le point d’équilibre xo est appelé centre.

Théoréme 1.4.2 Soit xy un point critique de © = f(x), J la matrice Jaco-
bienne de f au point .

e Si toutes les valeurs propres de la matrice J ont des parties réelles stricte-
ment négatives, alors xo est dit puits.

o Si l'une des valeurs propres de J a une partie réelle strictement positive
alors xo est dit source.
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o Si Re(\y) # 0 "hyperbolique” et si les valeurs propres de la matrice J
ont au moins une partie réelle positive et une partie réelle négative alors xg
est dit selle.

Exemple 1.4.6 Soit le systéme non linéaire autonome :
= 2x — >,
Y =323 +y.

Ce systéme a un seul point d’équilibre qui est lorigine (0,0), le systéme

linéarisé en ce point est :
r\ (2 0 x
y) \0 1 y)’

Ce systeme a deux valeurs propres réelles de méme signe positif :
)\1 =2 et )\2 =1.

Alors le point critique (0,0) est une source.

1.4.4 Théoréeme de Hartman-Grobman

Le théoreme de Hartman-Grobman est un résultat important dans la
théorie qualitative locale des systemes différentiels. Il montre qu’au voisinage
d’un point critique hyperbolique x( le systeme non linéaire

i = f(x) (1.16)

a la méme structure qualitative du systeme linéarisé

&= Df(xg)z. (1.17)

Autrement dit, si I'origine est un point selle ou foyer ou noeud pour le systeme
(1.17) alors le point critique xq sera respectivement selle ou foyer ou noeud

pour le systeme (|1.16]).

Cependant si l'origine est de type centre pour le systeme ([1.17]) alors on
ne peut rien dire sur la nature du point critique zo de (1.16)).
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Exemple 1.4.7 Soit le systeme non linéaire

= x + 2x1°,
= —2y + 4y,

Uorigine (0,0) est le seul point critique de ce systéme, le systéme linéarisé en

ce point est :
1 0
proo- (1 %)

Ce systéme a deuz valeurs propres réelles de signes différents :
)\1:1 6t/\2:—2.

Alors le point (0,0) est un point selle. Donc le point critique (0,0) du systéme
non linéaire est aussi du type selle.

Exemple 1.4.8 Soit le systeme non linéaire

T =y — a3,
y=—x— 3>

L’origine (0,0) est le seul point critique de ce systéme, le systéme linéarisé

en ce point est :
0 1
proo - (°, 1)

Il admet deux valeurs propres imaginaires pures : Ay =1, g = 1.

Alors le point critique (0,0) est un centre, mais pour le systéme non linéaire
on ne peut rien dire.
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Chapitre 2

Théorie de Floquet

Dans ce chapitre, on va définir certaines notions élémentaires liées aux
systemes différentiels a coefficients périodiques a savoir, la matrice de mo-
nodromie, les multiplicateurs caractéristiques, les exposants caractéristiques.
On va montrer l'existence de solutions périodiques pour ce type de systeme
pour certaines valeurs du multiplicateurs. Nous montrons a travers le théoreme
de Floquet et celui de Lyapounov, qu’'un systeme différentiel a coefficients
périodiques peut se transformer par une simple transformation a un systeme
différentiel a coefficients constants.

La forme générale des systemes linéaires a coefficients périodiques qu’on
va étudier dans ce chapitre est la suivante :

Z—f = A(t)x, (2.1)
ou
A(t+T) = A(t),
c’est a dire que A(t) est une matrice carrée, tous ses éléments sont périodiques.

Remarque 2.0.1 les systémes de type (2.1) peuvent avoir des solutions non
périodiques. Montrons ceci a travers cet exemple.

Exemple 2.0.1 Considérons le systéme :
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d
%:ﬂme@m,xeRteR

ol

A(t) =1+ sin(t).

At +T) = A(t + 2m)
=1+ sin(t + 2m)
= 1 + sin(t)
= A(t),

donc A(t) est périodique de période T = 2.

D’autre part :

&= (1+sint)r = Cé—f = (1 + sin(t))x

d
= = (1 +sin(t))dt
T
= In(x) =t —cos(t) + C
= z(t) = Cet=0 O = constant.
Remarquons que :
l’(t + 27.(_) — C€t+27r—cos(t+27r)
— Cet+27r—cos(t)
_ Cetfcos(t)e%r

= 2(t)e",
d’ou x(t + 2m) # z(t).

Ce qui signifie que x(t) n’est pas une solution périodique.

Théoréme 2.0.1 Soit ¢(t) une matrice fondamentale de (2.1)), alors ¢p(t+T)
lest aussi, et il existe une matrice constante C' inversible telle que :

ot +T) = $(t)C.
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Preuve :

Soit ¢(t) = (¢, ..., #™) une matrice fondamentale de (2.1 ott ¢, i=1,...,n

sont n vecteurs solutions linéairement indépendants.

On a:

et

o(t+1T)

= At T)o(t + 1)

=At)p(t+1T).
= ¢(t +T) est aussi une matrice fondamentale (2.1]).
D’autre part, on sait qu’on peut écrire :

(W (t+T) = CrugV(t) + ... + Crid™(t)

6 (E+T) = CrndD(t) + ... + Crnt™(2)

d’ou :
Cn . . . C,
(t+T) = (W (t+T)..0™(t+T)) = (61 (1)...0M (1))
C ) C;m
= o(t+T)=0¢(t)C. (2.2)

D’ou
C=9¢t)o(t+T).

Pour t=0, on obtient :
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C'=¢71(0).0(T).
Si on suppose que ¢(t) est telle que ¢(0) = I et on note : ¢(t) = ¢(t,0),

on aura : ¢~ 1(0) = I et

C=o(T) =¢(T,0) (2.3)
par suite devient :
o(t+T,0) = ¢(t,0).0(T,0) (2.4)

La matrice inversible C définie par (2.3]) s’appelle matrice principale ou ma-
trice de monodromie du systeme ([2.1).

Définition 2.0.1 Les valeurs propres de la matrice de monodromie C définie
par (2.3) sont appelées les multiplicateurs caractéristiques du systéme (2.1)).

Proposition 2.0.1 Les multiplicateurs caractéristiques ne dépendent pas du
choiz de la matrice fondamentale mais dépendent du systéme (2.1)).

Preuve :

Etant ¢(¢) une matrice fondamentale, soit ¢(t) une autre matrice fonda-
mentale = 3 une matrice C' :

ot +T) = ¢(t)C

d’autre part, il existe une matrice constante inversible B telle que :
d’ou :
et :

d(t+T)=¢(t+T)B= ¢(t+T)=¢(t)CB

- BC =CB
- C=B"'CB
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= C est semblable & C (donc ils ont les mémes valeurs propres). Donc C et
C ont les mémes multiplicateurs caractéristiques.

D’ou le spectre de toutes ces matrices de monodromies correspondant a des
matrices fondamentales différentes est invariant.

Exemple 2.0.2 Soit le systeme linéaire périodique :

() =(0 ) ()

(cost +sint)

L h(t) = :
ot (1) (2+sint — cost)

Détermainons les multiplicateurs caractéristiques pour ce systeme.

En effet :

Ce systéme est équivalent a :

T1 = T + X2,
i‘g = h(t)l’g
Remarquons que A(t) est bien périodique de période 2.

De la deuxieme équation :

dry(t) dxo(t)

= Inxy = /h(t)dt

= Inzy =In(2 +sint — cost) + ¢
= Ty = (2+sint — cost)e’

= h(t)dt

= 9 = b(2 +sint — cost), ou b= e est une constante.

On remplace xo par sa valeur dans la 1°7¢ équation : &1 — x1 = xo, dont la
solution générale est : x1 = xau + xp.
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e Calcule de la solution homogéne xay de l'équation &1 — x1 =0

. dry
T —2r1=0=> — =2,

dt

doy _

=
g
d
:/ﬂ:/dt
A

=Ilnz;=t+c

= Tog = cet, ¢ = constante.

e Calcule de la solution particuliere x, par variation de constante :

On pose : x,(t) = c(t)e' dans l’équation &1 — x1 = 9 on trouve :
xp(t) = —b(2 +sint),

d’ou la solution générale du systeme est :

r1 = ce! — b(2 +sint), ¢,=cte.
Par conséquent :

x1(t) ce! —b(2 +sint)

(xg(t)) - (b(2 + sint — cos t)) ' (2:5)
Cherchons une matrice fondamentale ¢(t) :

posons dans (2.5 :

B B zi(t)\ —2 —sint or :
c=0,b=1= <x2(t)) = (2 4 int — cost )’ 1" wecteur solution .

Maintenant on considére :
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t
c=1,b=0= 7 (?) (¢ , 28™m¢ wecteur solution .

Alors la matrice ¢(t) = (¢ (t), 0P (1))

B —2 — sint et
- \2+sint —cost 0
est bien une matrice fondamentale.
D’aprés la définition la matrice de monodromie, C est définie par :
1 1 0
C=0¢"(00002m) = C={, .2r

Les valeurs propres de C vérifient :

1-X 0
det(C’—IA)-O@’ 0 ey

s (1=N)(e" =) =0.

0

Donc les multiplicateurs caractéristiques sont :
S A=1o0u\=¢e".

Remarque 2.0.2 Puisque la matrice C est inversible elle n’admet pas zéro
comme valeur propre.

Théoréme 2.0.2 Si A un multiplicateur caractéristique de (2.1)), alors il
existe une solution non triviale p(t) de (2.1)) telle que :

p(t+T) = Ap(t)

pour tout t.

Inversement : Si pour une solution non triviale ¢ de (2.1) on a :

(1) = Ap(0),

alors \ est un multiplicateur caractéristique, et de plus ¢(0) est le vecteur
propre correspondant.
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Preuve :

Soit A un multiplicateur caractéristique et S # 0 le vecteur propre corres-
pondant.

Considérons la solution ¢(t) de (2.1)) qui prend la valeur S pour ¢ = 0 :

p(0) = 5.
On a:

p(t) = ¢(t,0)S
et

d’ou le résultat.

Inversement : Supposons qu'on a : ¢(T) = A¢(0) pour une solution non
triviale p(t).

Comme :

o(T) = ¢(T,0)(0)
ceci signifie que :

O(T,0)p(0) = Ap(0),
c’est a dire :

Cp(0) = Ap(0)
= (C = X)p(0)=0
= det(C —\)=0

= A est un multiplicateur caractéristique et ¢(0) est bien le vecteur propre
correspondant. Ce qui acheve la démonstration.
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Corollaire 2.0.1 Le systéme (2.1) posséde une solution T-périodique (resp
2T périodique) si et seulement si le nombre 1 (resp (-1)) est un multiplicateur
caractéristique.

Preuve :

Si 1 est un multiplicateur caractéristique = 3V # 0 telle que : CV =V,
c’est a dire ¢(T,0)V = V.

Soit la solution ¢(t) telle que p(0) =V

p(t) = o)V
= ot +T) = p(t)CV
= o)V
= (1),

donc ¢(t) est T-périodique.
De méme :

Si (—1) est un multiplicateur caractéristique on a :
AV #£0 telle que : CV ==V = ¢(T,0)V = -V.

Soit la solution ¢(t) telle que ¢(0) =V,
on a:

d’ou :

et+2T)=pt+T+T)=0¢(t+T)CV
=—o(t+T)V
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= p(t) est 2T-périodique.

Réciproquement : Si p!(t) est une solution 7' -périodique non nulle, alors :

pl(t+T) = ¢'(t)

d’ou :

ceci implique
C'(0) = »'(0)

donc 1 est un multiplicateur caractéristique car ¢*(0) # 0.

De méme : Si ¢?(t) est une solution 27 - périodique non nulle,
on a

9*(2T) = C*¢*(0) = *(0)
avec ©?(0) # 0
= (C* = 1)¢*(0) =0
= 1 est une valeur propre de C*, (¢*(0) # 0)

S (€= 1)H(0) = (C + D(C = Dg*(0) = 0, (£*(0) #0)
= det(C + I)det(C — 1) = 0.

Si (—1) n’est pas un multiplicateur caractéristique alors :
det(C'+1)#0

d’ou :
det(C—1)=0

= 1 est un multiplicateurs caractéristique c’est a dire
Cp?(0) = ¢*(0)

donc ¢%(t) est T-périodique, ce qui contredit le fait que ?(t) est 27T -
périodique (27 est le période minimale), on conclut que det(C' — I) # 0
ce qui implique que det(C' + I) = 0,
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= (—1) est un multiplicateur caractéristique.

Corollaire 2.0.2 Sile systeme posséde k solutions linéairement indépendantes
T-périodique (respt 2T-périodique ), alors la multiplicité du multiplicateur
caractéristique 1(repst (—1)) est au moins égale a k dans le polynéme ca-
ractéristique de la matrice de monodromie.

Exemple 2.0.3 Soit le systeme :

&y = —sin(2t)xy + (cos(2t) — 1)xo
Ty = (cos(2t) — 1)xy + sin(2t)z,

21 périodique.

une matrice fondamentale est définie par :

_[e'(cos(t) —sin(t)) e (cos(t) + sin(t))
o(t) = (et(cos(t) +sin(t)) e (- cos(t) + sin(t)))

Trouvons la matrice de monodromie et les multiplicateurs caractéristiques.

En effet :

On a - $(0) = G _11)

d’oi : ¢71(0) =

1 1
o(2m) = (1 _1>.
Donc la matrice de monodromie est :
_ /2 1/2 1 1 10
_ a1 _ _
¢ =97 (0)9(2m) = (1/2 —1/2) (1 —1) - (0 1>'
Les valeurs propres de C sont : Ay = Ny = 1 qui représentent les multipli-

cateurs caractéristiques. De ce résultat et d’apres le corollaire précédent, on
obtient deux solutions périodiques pour ce systéme.
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2.1 Théoreme de Floquet

Théoréme 2.1.1 (Floquet 1883) La matrice fondamentale ¢(t,0) du systéme
(2.1) peut s’écrire sous la forme :

¢(t,0) = P(t)e”
ou P est une matrice T-périodique :
P(t+T)=P(t) et P(0)=1
et B est une matrice constante.

Preuve :

Soit B une matrice qui satisfait :
eBT = C = ¢(T,0).
on peut écrire :

B(t,0) = ¢(t,0)e Blebl,

Soit
P(t) = o(t,0)e™™,
on a:
P(t+T) = ¢(t+T,0)e 27
= 6(t,0)¢(T, 0)e e
_ ¢(t’0)€BT€—Bt6—BT
= ¢(t,0)e™
= P(1)

D’ou le résultat.

Définition 2.1.1 Les valeurs propres de la matrice B définie par :

eBT = C = ¢(T,0)
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sont appelées les exposants caractéristiques du systeme
T=Alt)z, A(t+T) = A(t).

1l est clair que :
(1 est un exposant caractéristique) <= (A = e*T est un multiplicateur).

Notons que les exposants caractéristiques ne sont pas uniques. C’est a dire :

. e L LT .
Siuj est un exposant caractéristique alors u; + 17 [’est aussi.

Remarque 2.1.1 A chaque exposant caractéristique p, il lui correspond une
solution @(t) du systéme (2.1)) de la forme :

p(t) = exp(ut)P(t),
ou P(t+T) = P(t).

En effet : Soit S le vecteur propre associé a pu : BS = uS est soit la
solution (t) telle que : p(0) =S ; on a

p(t) = P(t)e™s
= P(t)eMS
=e"P(t)S
= e P(t)

ot : P(t+T) = P(t).

Exemple 2.1.1 Revenons a Uexemple (2.0.2)), on a calculé les multiplica-
teurs du systéme considéré et on a trouvé :

)\1 = 1, )\2 = 627r.
Dans ce cas les exposants caractéristiques correspondants sont :

1 =0, py=1.
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2.2 Théoreme de Lyapunov

Théoréme 2.2.1 (Lyapunov 1892) Si A(t) est réelle, alors il existe une
matrice T— périodique P qui satisfait : P(0) = I telle que la transformation

r = P(t)z
transforme le systeme
T =A(t)x
en un systeme linéaire homogéne a coefficients constants.

Preuve :

Posons :

P(t) = ¢(t,0)e™™, (¢ = Ag).
Substituons @ = P(t)z dans & = A(t)x on trouve :

P2+ Pi= APz = ¢ = P [AP — Pz

ou
P7UAP — P) = ePl¢7 [ Ape Bt — pe Bt + pBe P!
— ethb_lque_Bt
= B,
d’ou1 on a :

z= Bz
ou B est donnée par :
eBT = C = ¢(T,0).
Nous avons défini les exposants caractéristiques du systeme :
T = A(t)x,

comme les valeurs propres de la matrice B du systeme :
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2= Bz.

Si nous considérons ce systeme comme un systeme périodique de période T,
alors sa matrice de monodromie est e®7. Donc le systéme :

2= Bz

considéré comme un systeme a coefficients périodiques a les mémes multipli-
cateurs caractéristiques que le systeme (2.1)) :

T = A(t)x,

ceci est un cas particulier d'une propriété générale.

Si nous transformons le systéeme (2.1) en un autre systéme par une trans-

formation périodique, alors les multiplicateurs de ce nouveau systeme seront
les mémes que ce du systeme ({2.1)).

Proposition 2.2.1 Soit S(t) une matrice périodique, S(t +T) = S(t) telle
que ST(t) existe, alors : ST1(t) est aussi périodique.

Preuve :

Supposons que :
STt +T) = S"(t)
multiplions par S(¢t + T'), on obtient :

St+T)S 't +T)=St+T)S7'(t) = I=St+T)S'(t)
= SHS ) =1

d’ott : STY(t) est périodique.

Théoreme 2.2.2 Soit S(t), t € R, une matrice T— périodique. La trans-
formation

x=_8(t)z

transforme le systéeme (%)
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At +T) = A@t)

en un systéme linéaire homogéne a coefficients périodiques dont les multipli-
cateurs caractéristiques coincident avec ceuzr du systéme ().

Preuve :

Mettons x = S(t)z dans (x), on obtient :

S(t)z+ S(t)z = A(t)S(t)z
z(t) satisfait donc le systeme :

5= STHO[A®#)S(t) — S(t)] 2.....(¥%)

[\ J
-~

cette matrice est continue et T'— périodique.

Soit ¢(t,0) la matrice fondamentale de (x) telle que ¢(0,0) = I, alors :
b(t) = S7H(t)6(t,0)

est aussi une matrice fondamentale de (x%). Les multiplicateurs caractéristiques
de (xx) sont les valeurs propres de : ¥ "*(0)¢)(T) mais :

Y 0)w(T) = ¢71(0,0)S(0)S™H(T)¢(T, 0)
= 15(0)S7H0)C
= IC
=C.

Remarque 2.2.1 :
1) L’ensemble des multiplicateurs caractéristiques est un ensemble invariant
d’un systeme linéaire homogeéne a coefficients périodiques dans le sens que

cet ensemble est invariant par une transformation périodique.

2) Les propriétés de cet ensemble détermine le comportement des solutions,
lexistence d’une solution périodique, et comme on le verra, la stabilité.
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3) Pour déterminer les multiplicateurs caractéristiques, on a besoin d’une
matrice fondamentale, c’est a dire on a besoin de connaitre toutes les solu-
tions, ceci qui n’est pas facile.

4) Pour trouver la transformation qui réduit le systéme a coefficients périodiques,
ce n'est pas facile non plus, cependant on peut appliquer une méthode qui
donne des approximations des multiplicateurs caractéristiques.

Théoreme 2.2.3 Si le systéme homogene :
T = Az
associé au systéme mnon homogene :
= Ar+ B(t); B(t+T) = B(t)

n’a aucune solution périodique de période T a part la solution nulle, alors le
systeme non homogéne a une seule solution périodique de période T'.

Preuve :
La condition de périodicité
s’écrit :

(e AT — " = fOT e~ B(s)ds.....(*)

" est I'unique solution, d’ou

det(e ™7 — 1) # 0 < det(I — 7)) #0
T

det(I — e*") = 0 < 1 est une valeur propre de e*T.

i
est une valeur propre de A pour

Ceci se produit si et seulement si
k=0,1,2,..

En effet,

at

e Si (,v) est un couple propre de A, alors (e*,v) est un couple propre

de e,
e Si e®” =1 est une valeur propre de e4”, alors :
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2k
aT =In(1) + 2kwi = o = Tm.
Le systeme homogene a une solution périodique de période T si et seule-

2kmi

ment si : est une valeur propre de A pour un certain k. (Si & > 1, alors

T
la plus petite période positive est = Si k = 0, alors A est singuliere et le

systéeme homogene a des solutions constantes non nulles ).

Ainsi, si le systeme homogene n’a pas de solutions périodiques sauf la so-
lution nulle alors le systéme (%) a une solution unique °.

o4



Chapitre 3

Stabilité des systemes linéaires
a coeflicients périodiques

Soit le systeme linéaire homogene :

i = A(t)z, (3.1)
ot A(t+T)=A(t), AeC'(R,), VteR,.

Théoréme 3.0.1 :

a) Le systeme (3.1)) est asymptotiquement stable si est seulement si les mul-
tiplicateurs caractéristiques sont de module inférieurs a un.

b) Le systéeme (3.1)) est stable au sens de Lyapunov si est seulement si
tous les multiplicateurs caractéristiques sont de module inférieurs au €gale a
un et ceux de module un, sont simples dans le polynome minimale.

¢) Le systeme (3.1)) est instable s’il a soit un multiplicateur caractéristique
de module plus grand que un, soit un multiplicateur caractéristique multiple
et de multiplicité plus grande que un dans le polynome minimal.

Remarque 3.0.1 :

a) Les conditions (a), (b), (c) peuvent s’exprimer en termes d’exposants ca-
ractéristiques.
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b) Le systeme (3.1)) est asymptotiquement stable, stable, instable si tous les
exposants caractéristiques ont respectivement des parties réelles négatives,
tous les exposants caractéristiques ont des parties réelles non positives et
ceux avec des parties réelles nulles sont simples dans le polynome minimale,
il y a au moins un exposant avec une partie réelle positive ou avec une par-
tie réelle nulle donc une multiplicité plus grande que “un” dans le polynome
minimale.

Exemple 3.0.1 Soit le systeme linéaire homogene de période 5 :

(. —137 2T 2mt T . 4wt

Y1 = 30 Yo + EY COS2(?)?J3 + 5 Sln(?)y@
. 137 L T . (47Tt) . 2 2(27Tt)
= — — sin(— — cos?(—
Y2 30 Y1 5 5 Ys 5 5 Ya,
) (3.2)
. —137
Ys = 30 Ya,
. 137
(Y4 = 30 Ys3.

La transformation linéaire

y= P(t)z,
27t 27t 2mt
COS(%) —sin(%) sin(%) 0
2mt 2mt 2mt
sin(%) COS(%) 0 sin(%)
el = ot ot
0 0 cos(%) —sin(%)
2mt 2mt
0 0 sin(%) cos(%)
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transforme le systéme (3.2]) au systeme

( . —Tr
21 = %2’27
. ™
Z9 = %21,
(3.3)
—137
Z3 = Z
3 30 4,
) 137
\2’4 = %23.
On a:
—T
0 — 0 0
30
s
— 0 0 0
30
b= 137 |
—137
0 0 0
30
137
0 0 —_— 0
30
1 1137
B cde | { +— .
posseae les valeurs propres 30’ 30

Le systéme (3.2)) posséde donc 4 exposants caractéristiques simples avec des
parties réelles nulles, on conclut que (3.2)) est un systéme stable.

Une matrice fondamentale de (3.3)) est :
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mt .t
COS(%) —sm(%) 0 0
mt mt
sm(%) cos(%) 0 0
oBt —
137t . 137t
0 0 cos( 30 ) _SIH(W)
137t 137t
0 0 sin(i) cos( o1 )

La matrice fondamentale de (3.2)) est :
o(t,0) = P(t)e?",

il est clair que ¢(0,0) = 1.
La matrice de monodromie est :

V3 -l

2 2

1 3

2 % 00

C'=¢(5,0) = I8 = ,

V3 -1

005 5
1

alors le polynome caractéristique est :

det(C' — M) = (A2 — V3A + 1)2

+i—
Ainsi le systéme a deux multiplicateurs caractéristiques e 6 qui sont des
racines doubles du polynome caractéristique.

On peut voir que le polynéme minimal est : X2 — v/3X + 1.

Les multiplicateurs caractéristiques sont de modules un et simples dans le
polynome minimal. Donc les solutions du systeme considéré sont stable.
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Conclusion

Ce mémoire étudie une branche des systemes différentiels ordinaires, a savoir
la théorie de Floquet qui est consacrée a I’étude des systemes différentiels a
coefficients périodiques.

Cette théorie est tres importante car d'une part le théoreme fondamentale de
Floquet (1883) permet de transformé un systeme différentiel a coefficients
périodique a un systeme différentiel a coefficients constant, d’autre part, la
notion du multiplicateur caractéristique permet de montrer 'existence de
solutions périodiques pour une certaine valeur du multiplicateur .
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