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Résumé  

 

Dans ce mémoire, nous allons étudier la contrôlabilité relative des 

équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. Tout d'abord, 

nous résolvons un système dynamique fractionnaire, puis étudions la 

contrôlabilité  relative de ce système. 

 

 

Abstract 

 In this thesis, we study the relative controllability of linear differential 

equations of fractional order; first, we solve a fractional dynamic system, 

and then study the relative controllability of this system. 

 

 الملخص

 

 ةالكسري لات التفاضلية الخطية ذات الرتبةالمذكرة ندرس قابلية التحكم النسبي للمعادفي هذه ,
 نبحث اولا عن حل لنظام ديناميكي كسري ثم ندرس امكانية التحكم النسبي  فيه.
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0.1 Introduction

Le développement des mathématiques en général a été et sera toujours

nécessaire pour la résolution des problèmes de plus en plus complexes posés

par la physique et les sciences de l’ingénieur. L’une des théories qui peut

être considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui connait actuellement

une grande popularité parmi les chercheurs dans les sciences fondamentales

et en ingénierie est celle du Calcul Fractionnaire qui étend la dérivation et

l’intégration aux ordres fractionnaires.

L’objectif de la théorie du contrôle des systèmes fractionnaires est d’améliorer

le fonctionnement des systèmes fractionnaire de commande, c’est-à-dire d’ob-

tenir des systèmes plus fiables, plus économiques et plus rapides.

Ce mémoire qui a donc pour but d’étudier la contrôlabilité relative pour une

classe d’équation différentielles fractionnaires linéaire, est organisé comme

suit :

Dans le premier chapitre, nous allons présenter quelques notion préliminaires

concernant le calcul fractionnaire (la fonction Gamma, la fonction Mittag-

Leffler, les dérivées et les intégrales fractionnaires de Caputo et de Rimmann-

Liouville).

Dans le deuxième chapitre, nous donnons un rappel sur quelques définitions

et propriétés du système contrôlable qui soit la base de la théorie des contrôle

classique : les notions de contrôlabilité, observabilité et contrôle optimal.

Le dernier chapitre est basé sur l’étude de la contrôlabilité relative pour les

équations diffèrentielles linéaires d’ordre fractionnaire ; nous commencerons

par l’existence de la solution d’un problème fractionnaire linéaire pour étudier

ensuite la contrôlabilité relative.

0.1. Introduction



Chapitre 1
Notions Préliminaires

L’objectif de ce chapitre, dans un premier temps, est de mettre en évidence

les bases théoriques des dérivés d’ordre fractionnaire et les principales pro-

priétés de l’opérateur de dérivation fractionnaire. Un apercu sur la trans-

formée de Laplace et ses propriétés sera bénéfique pour les chapitres qui vont

suivre.

1.1 Calcul fractionnaire

1.1.1 Fonction Gamma

Une des fonctions de base pour le calcul fractionnaire est la fonction

Gamma. Elle prolonge la fonction factorielle à l’ensemble des nombres com-

plexes.

Définition 1.1 [6] La fonction Gamma Γ(z) est définie par l’intégrale sui-

vant :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt.

Cette intégrale impropre converge absolument sur le demi-plan complexe

(z ∈ C) où la partie réelle est strictement positive.

2
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On peut définir la fonction Gamma par la limite :

Γ(z) = limn→+∞
n!nz

z.(z + 1)...(z + n)
.

Quelques propriétés de la fonction Gamma

1- Γ(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z < 1.

2- Γ(z + 1) = zΓ(z), ∀z > 0.

3- Γ(0+) = +∞ et Γ(1) = 1.

4- La fonction gamma vérifie la formule de réflexion d’Euler, ou formule des

compléments

∀z ∈ C \ Z, Γ(1− z)Γ(z) =
π

sin(πz)
,

car la fonction Γ(1− z)Γ(z) est 2π-périodique et a les mêmes pôles et résidus

que la fonction
π

sin(πz)
.

Remarque 1.1 : De Γ(z + 1) = zΓ(z) et Γ(1) = 1, on déduit :

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!,

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2!,

Γ(4) = 3.Γ(3) = 3!,

........................,

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n!.

Valeurs particulières

La valeur de Γ(1/2) =
√
π permet, par récurrence, de déterminer les autres

valeurs de la fonction gamma pour les demi-entiers positifs :

Γ(3/2) =

√
π

2
, Γ(5/2) =

3
√
π

4
, .....,Γ(n+ 1/2) =

(2n)!

22nn!

√
π.

Même chose pour les valeurs négatives, par exemple :

Γ(−1/2) = −2
√
π.

1.1. Calcul fractionnaire



Chapitre 1. Notions Préliminaires 4

1.1.2 Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler ( notée Eα,β qui tient son nom du mathématicien

suédois Gosta Mittag-Leffler (1903)) est une fonction spéciale, c’est-à-dire qui

ne peut être calculée à partir d’équations rationnelles, qui s’applique dans le

plan complexe et dépend de deux paramètres α et β.

Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle, et

elle joue un rôle majeur dans le calcul fractionnaire.

Définition 1.2 [8] La fonction de Mittag-Leffler est définie comme suit :

Eα(z) =
∞∑
i=0

zi

Γ(iα + 1)
,

Eα,β(z) =
∞∑
i=0

zi

Γ(iα + β)
,

oú z ∈ C et α, β sont des nombres réels positifs.

Exemple 1.1 Nous donnons quelques cas particuliers de la fonction Mittag-

Leffler

E0(z) =
1

1− z
, |z| < 1 , E1(z) = ez,

E2(z) = cosh(
√
z), z ∈ C, E2(−z2) = cos(z), z ∈ C,

E1,2(z) =
ez−1

z
, E2,2(z) =

sinh(
√
z)√

z
.

Lemme 1.1 [2] Soit α > 0, β ∈ R, on a

d

dz
Eα(z) =

1

α
Eα,α(z).

d

dz
[zβ−1Eα,β(zα)] = zβ−2Eα,β−1(zα).

Lemme 1.2 [4] Soient λ, α, β ∈ R+ et |aλ−α| < 1, alors∫ ∞
0

e−λxxβ−1Eα,β(±axα)dx =
λα−β

λα ∓ a
.

1.1. Calcul fractionnaire
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1.1.3 Dérivée fractionnaire

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires sur les intégrales

et les dérivées fractionnelles de Caputo.

Définition 1.3 [8] Soit Ω = [a, b) un intervalle fini de R et f une fonction

intégrable sur Ω. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par

RL) d’ordre α de la fonction f est définie par :

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds,

Définition 1.4 [8] La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α

d’une fonction f ∈ Cn est définie par

RLDα
a f(t) =

dn

dtn
(In−αa f(t))

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds,

avec n− 1 < α < n, n ∈ N∗.

Remarque 1.2 :

La définition de la différentiation fractionnaire de type Riemann-Liouville a

joué un rôle important dans le développement de la théorie des dérivées et

intégrales fractionnaires ainsi que pour son application dans les mathématiques

pures (solution des équations différentielles,...).

Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville a des conditions initiales

contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

en la borne inférieure.

Malgré le fait que des problèmes aux valeurs initiales avec de telles condi-

tions initiales peuvent être résolus mathématiquement, leurs solutions sont

pratiquement inutiles, car il n’y a aucune interprétation physique pour de

telle type de conditions initiales. Une certaine solution pour ce problème a

été proposèe par M. Caputo.

Définition 1.5 [8] Soit f une fonction de classe Cn([a, b]). La dérivée de

Caputo d’ordre α (notée c
aD

α) de la fonction f est définie par l’intermédiaire

1.1. Calcul fractionnaire
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de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville par :

c
aD

α
t f(t) =RL

a Dα
t

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
.

Définition 1.6 [8] La dérivée fractionnaire de caputo d’ordre α d’une fonc-

tion f : [a, b]→ R définie par :

c
0D

α
t f(t) =

1

Γ(α− n)

∫ t

a

f (n)(s)

(t− s)α−n+1
ds.

Remarque 1.3 :

Une différence entre la définition de Riemann-Liouville et la définition de

Caputo est que la dérivée de Caputo d’une constante est nulle, par contre,

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante C est

cDα
t C =

Ct−α

Γ(1− α)
.

1.2 Transformation de Laplace

Comme dans le cas entier, la transformée de Laplace est utilisée pour la

résolution des équations différentielles d’ordre fractionnaires. C’est une outil

qui permet de convertir une équation différentielle en une équation linéaire

où disparaissent les formes dérivées.

Définition 1.7 [11] La transformée de Laplace d’une fonction f(t) d’un va-

riable réel positif t ∈ (0,+∞) est la fonction F (s) définie par

F (s) = (Lf)(s) = L{f(t)}(s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt, s ∈ C.

Remarque 1.4 Pour l’existence de l’intégrale précédent, la fonction f(t)

doit être d’ordre exponentiel α, ce qui veut dire qu’il existe deux constantes

positives M et T telles que

e−αt|f(t)| ≤M pour tout t > T.

En d’autres termes, la fonction f(t) ne doit ”croitre ou décroitre” plus vite

qu’une certaine fonction exponentielle quand t→∞.

1.2. Transformation de Laplace
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Propriétés de la transformation de Laplace :

On cite ci-dessous quelques propriétés de la transformée de Laplace.

1- La transformation de Laplace est une application linéaire c-à-d pour toutes

fonctions f et g admettant des transformées de Laplace et pour tous réels

α, β :

L{αf + βg} = αL{f}+ βL{g}.

2-Soient F (s) et G(s) les transformées de Laplace de f(t) et g(t) respective-

ment alors le produit de convolution (f ∗ g) est donné par :

f ∗ g = F (s).G(s) = L
{∫ t

0

f(t− z)g(z)dz
}
.

Définition 1.8 [4] L’inverse de la transformation de Laplace de la fonction

g(t) est donnée par la formule :

(L−1g)(x) = L−1{g(s)}(x) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esxg(s)ds,

où γ est choisi de telle facon que l’intégrale converge.

Définition 1.9 [4]

1- La formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville est

L
{
Dα
t f(t); s

}
= sαF (s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1D(k−(n−α))f(0), (n− 1 < α ≤ n).

2- La formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo est :

L
{c
Dα
t f(t); s

}
=

∫ +∞

0

e−st
{c
Dα
t f(t)

}
,

avec

L
{c
Dα
t f(t); s

}
= sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), (n− 1 < α ≤ n).

1.2. Transformation de Laplace
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Quelques transformées de Laplace :

Y (t) y(t) = L
(
Y (t)

)
ta Γ(a+1)

sa+1 , a > −1∫ x
0
f(t)dt F (s)

s
1

sα−a tα−1Eα,α(atα)
sα

s(sα+a)
Eα(−atα)

1.3 Rappels d’algèbre linéaire

Définition 1.10 :

1- Le noyau d’une matrice A ∈ Rn×m (noté Ker(A)) est le noyau de l’appli-

cation linéaire canonique associée à A et on a

kerA = {x ∈ Rm, Ax = 0Rn}.

2- L’image d’une matrice A ∈ Rn×m (noté Im(A)) est le noyau de l’ap-

plication linéaire canonique associée à A et on a

ImA = {y ∈ Rn, ∃x ∈ Rm, y = Ax}.

3- Le rang de A est la dimension de l’image de A : C’est le nombre maximal

de colonnes de A formant une famille libre de Rn :

rang(A) = dim[Im(A)].

Corollaire 1.1 Soit A ∈ Rn×n. Les assertions suivantes sont équivalentes

1 - A inversible,

2 - Ker(A) = 0Rn,

3 - rang(A) = n.

Définition 1.11 Deux vecteurs x et y de Rn sont orthogonaux si et seule-

ment si < x, y >= 0. On note x⊥y.

Définition 1.12 Soit K une partie de Rn. L’orthogonal à K est le sous

espace vectoriel de Rn, noté K⊥ ; formé de tous les vecteurs orthogonaux aux

vecteurs de K.

1.3. Rappels d’algèbre linéaire
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Proposition 1.1 Soit A ∈ Rn×n, on a

ker(A⊥) = [ImA]⊥,

Im(A⊥) = [kerA]⊥.

Théorème 1.1 (Cayley-Hamilton) :

Soit A une matrice carrée de dimension n et

PA(λ) = det(A− λI) = λn + γn−1λ
n−1 + ...+ γ1λ

1 + γ0,

le polynôme caractéristique alors,

PA(A) = 0.

1.3. Rappels d’algèbre linéaire



Chapitre 2
Contrôlabilité d’un système dynamique

La théorie du contrôle (ou commande) analyse les propriétés des systèmes

commandés, c’est-à-dire des systèmes dynamiques sur lesquels on peut agir

au moyen d’une commande (ou contrôle). Le but est d’amener le système

d’un état initial donné à un certain état final, en respectant éventuellement

certains critères.

2.1 Système contrôlé

Du point de vue mathématique, un système du contrôle est un système

dynamique dépendant d’un paramètre dynamique appelé le contrôle, habi-

tuellement soumis à des contraintes. Un système contrôlé est un système

différentiel de la forme :

ẏ(t) = f(y(t), u(t)). (2.1)

En général, le vecteur des états y(t) appartient à Rn, et les contrôles u

appartiennent à un ensemble de contrôles admissibles Uad ⊂ U , qui est un

ensemble de fonctions localement intégrables définies sur [0,+∞[ à valeurs

dans Rm. On suppose le champ de vecteur f suffisament régulier, de sorte

que pour toute condition initiale y0 et tout contrôle admissible u ∈ Uad le

système (2.1) admet une unique solution y(t) telle que y(0) = y0, et que

10
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cette solution soit définie sur [0,+∞[. On notera cette solution par

yf (t, y0, u(·)). Le système (2.1) est dit en boucle ouverte et est représenté

par le diagramme suivant

u(input)→ ẏ = f(y, u) → y(output)

Parmi les objectifs principaux de la théorie du contrôle qui seront abordés

dans ce travail, les notions de la contôlabilité et l’observabilité.

Soit T > 0, considérons un système différentiel linéaire défini sur [0, T]
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t),

y(0) = y0

(2.2)

où A est une matrice carré (n× n) appelée matrice d’état et B une matrice

(n × m) appelée matrice de commande ou du contrôle, y(t) est l’état du

système et y0 la condition initiale. La solution de (2.2) est donnée par :

y(t, y0, u(t)) = etAy0 +

∫ t

0

e(t−s)ABu(s)ds. (2.3)

2.2 Contrôlabilité

La contrôlabilité est la notion de base dans l’analyse des systèmes dyna-

miques. Il s’agit d’imposer à un système un comportement souhaité, c’est-

à-dire d’amener (en temps fini) un système d’un état initial arbitraire à un

état désiré au moyen d’un contrôle.

Définition 2.1 On dira que le contrôle u transfère un état a à un état b au

temps T > 0 si

y(T, a, u) = b.

On dit aussi que l’état b est atteignable à partir de a au temps T .

Définition 2.2 On dit que le système (2.1) ( resp.(2.2)) est contrôlable si

pour tous les états y0, y1 dans l’espace d’état, il existe un temps fini T et un

contrôle admissible u tel que

y1 = y(T, y0, u).

2.2. Contrôlabilité
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On dit aussi que le système est exactement contrôlable.

Remarque :

1- Cette définition est traduit que le contrôle u conduit le système de l’état

y0 vers y1 à l’instant T .

2- Dans le cas où y1 = 0, on dit que le système est ” nulle-contrôlable” ou on

a une contrôlabilité à zéro.

Exemple 2.1 Le fait de tourner le volant ou non d’une automobile ne va

pas affecter la vitesse (la vitesse n’est pas contrôlable par le volant), alors

que le fait décélérer ne va pas influencer la direction de la voiture.

2.2.1 Critère de Contrôlabilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la contrôlabilité d’un système

linéaire due à Kalman.

Définition 2.3 : Matrice de Contrôlabilité

La matrice

M = (B,AB, · · · , An−1B),

dite matrice de contrôlabilité de Kalman.

Théorème 2.1 ([10]) Le système linéaire (2.2) est contrôlable si et seule-

ment si :

rangM = n.

On dit aussi que la paire (A,B) est contrôlable.

Remarque :

La matrice M est appelée ” Matrice de Kalman ” et la condition est appelée

” Condition de Kalman”. Cette condition ne dépend ni de temps ni de la

donnée initiale.

Exemple :

On considère un système dynamique décrit par :
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t),

y(0) = y0

(2.4)

2.2. Contrôlabilité
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tel que les matrices A et B sont données comme suit :

A =

(
1 1

1 0

)
, B =

(
1

0

)
Ce système est contrôlable car la Matrice de contrôlabilité est de rang maxi-

male. En effet,

detM = 1 =⇒ rangM = 2.

On donne ci-aprés deux résultats (général) permettant de donner une ca-

ractérisation de la contrôlabilité.

2.2.2 Caractérisation de la Contrôlabilité

La solution (2.3) peut s’écrire pour tout t ∈ [0, T ] sous la forme :

y(t, y0, u) = Y0 +Htu,

où Htu est l’opérateur linéaire borné défini par :

Ht :

 L2(0, T, Uad)→ Rn

u→
∫ t

0

e(t−s)ABu(s)ds,

et

Y0 = etAy0.

Pour simplifier les calculs, prenons Y0 = 0

Proposition 2.1 Le système (2.2) est contrôlable au temps T > 0 si et

seulement si l’opérateur HT est surjectif i.e

∀y0, y1 ∈ Rn,∃u ∈ Uad, y(y0, u)(T ) = y1.

Preuve. Soit y0, y1 ∈ Rn deux états quelconques. L’équation en u :

y(T, y0, u) = y1,

a une solution dans L2(0, T, U) si et seulement si l’équation

HTu = y1 − eTAy0,

a une solution dans L2(0, T, U). L’équivalence des deux équations entraine la

proposition.

2.2. Contrôlabilité
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2.2.3 Gramien de contrôlabilité

Avec la définition de l’opérateur Ht on considère l’adjoint

H∗t :

{
Rn → L2(0, T, U)

z → H∗t (z) = B∗e(T−t)z

tel que

(H∗t (z), u) = (z,Htu),∀u ∈ L2(0, T ;U),∀z ∈ Rn.

On introduit la matrice de contrôlabilité dit ”Gramien de contrôlabilité ”.

WT = HtH
∗
t =

∫ T

0

esABBtesA
t

ds

tel que At et Bt désignent les matrices transposées des matrices A etB. On

a la caractérisation suivante :

Corollaire 2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. La paire (A,B) est contrôlable au temps T > 0.

2. L’opérateur Ht est surjectif.

3. L’opérateur H∗t est injectif.

4. La matrice WT est inversible

Remarque 2.1 La matrice de contrôlabilité W est positive

〈WTx, x〉 =

∫ T

0

|BtesA
t

x|2ds = ‖H∗Tx‖2 ≥ 0.

2.3 Observabilité

Un système commandé-observé est un système difféerentiel de la forme :

ẏ = f(y, u), x = h(y), (2.5)

où le vecteur y est le vecteur des états du système, le vecteur u celui des

contrôles (entrées) et le vecteur x celui des variables observées (sorties). Ce

système est dit en boucle ouverte et est représenté par le diagramme suivant

2.3. Observabilité



Chapitre 2. Contrôlabilité d’un système dynamique 15

u −→
ẏ = f(y, u)

x = h(y)
−→ y

Ce système sera dit observable si la sortie x(t) permet de retrouver l’état

y(t).

2.3.1 Observabilité d’un système linéaire

On considère un système linéaire donné comme suit :
ẏ = Ay +Bu,

x = Cy

(2.6)

où A est une matrice carré n × n appelée matrice d’état et B une matrice

n×m appelée matrice de commande ou du contrôle , C est une matrice carré

n×n appelée matrice d’oservation. y(t) ∈ Rn est l’état du système et u ∈ Rm

est le contrôle.

Définition 2.4 On dit que le système linéaire (2.6) est observable si pour

tout état y0 ∈ Rn, il existe un temps fini T et un contrôle admissible u tel

que la connaissance de y(t) pour t ∈ [0, T ] permet de déterminer y0.

2.3.2 Critère d’observabilité de Kalman

Dans cette section, on va donner une caractérisation algébrique de l’ob-

servabilité d’un système linéaire

Théorème 2.2 ([10]) Le système linéaire (2.6) est observable si et seule-

ment si la matrice d’observabilité de Kalman
C

CA
...

CAn−1


est de rang n. On dit alors que la paire (A,C) est observable.

2.3. Observabilité
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Corollaire 2.2 [10] Le paire (A,C) est observable si et seulement s’il existe

T > 0 tel que la matrice :

OT =

∫ T

0

esA
t

CtCesAds

soit inversible.

2.3.3 Dualité (Contrôlabilité, Observabilité)

Soit le systèmes (S) : 
ẏ = Ay +Bu,

x = Cy

(2.7)

et le système adjoint (S*) : 
ϕ̇ = −A∗ϕ,

ϕ(T ) = ϕ0

(2.8)

On a le résultat suivant :

Le système (S) est observable si et seulement si le système adjoint (S*) est

contrôlable c’est la dualité (contrôlabilité /observabilité).

Remarque 2.2 On aurait pu prouver cette équivalence directement en uti-

lisant l’application entré-sortie et en remarquant qu’une application linéaire

est surjective si et seulement si l’application adjointe est injective.

Dans le cas général, on écrit
ẏ = Ay +Bu, y(0) = y0,

ϕ̇ = −A∗ϕ, ϕ(T ) = ϕ0,

u = B∗ϕ.

(2.9)

Remarque 2.3 L’opérateur H∗t est injectif si

|ϕ0|2 ≤ c
∫ T

0
|B∗ϕ(t)|2dt, (2.10)

pour tout ϕ ∈ RN tel que B∗ est l’adjoint de l’opérateur du contrôle B.

En d’autres termes, le problème de la controlabilitè revient a répondre a la

2.3. Observabilité
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question suivante :

Pour T > 0 donnée, exist-il un constant c > 0 tel que la solution du système

adjoint (S∗) vérifié l’inégalité ci-dessus pour tous ϕ0 ∈ RN Cette inégalité

s’appelle inégalité d’observabilité.

2.4 Contrôle Optimal

Dans le cas où la paire (A,B) est contrôlable, il existe une infinité de

contrôles. Il est intéressant de pouvoir en construire un qui ”consomme le

moins d’énergie”.

La fonctionnelle d’énergie que l’on choisit ici est

J(u) =

∫ T

0

‖u(s)‖2 ds.

On notera

Uad(y0, y1) = {u ∈ U, y(T, y0, u) = y1}.

Le théorème suivant définit l’unique contrôle u qui minimise la fonctionnelle

J sur l’ensemble Uad(y0, y1).

Théorème 2.3 [10] Le contrôle u(·) qui transfère y0 en y1 = y(T ; y0;u(.))

est donné par :

u(s) = Bte(T−s)AtW−1
T (y1 − eTAy0).

Pour la preuve, en utilisant la formule (2.3).

2.4. Contrôle Optimal



Chapitre 3
Contrôlabilité relative d’un système

fractionnaire

Dans ce chapitre, nous intéressons à l’étude de la contrôlabilité relative

des systèmes dynamiques fractionnaire.

3.1 Position du problème

On considère le système fractionnaire suivant
c
0D

α
t x(t)− Ac0D

β
t x(t) = Bu(t) + Cu(t− τ), t ≥ 0

x(0) = x0, x
′(0) = x1,

u(t) = ψ(t), − τ ≤ t ≤ 0,

(3.1)

où 0 < β ≤ 1 < α ≤ 2, x ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le

vecteur de contrôle. A ∈ Rn×n et B, C ∈ Rn×m sont trois matrices, τ > 0

est le retard de commande ; et ψ(t) est la fonction de contrôle initiale ( en

retard). c0D
α
t ,

c
0D

β
t sont des dérivées fractionnaire de Caputo d’ordre α et β

respectivement.

Notre objectif est de répondre a la question suivante :

étant donnée un état initial imposé et un état final désiré, existe-il au moins

un contrôle qui améne le système (3.1) d’un état vers l’autre ?

18
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Pour répondre à la question, on va donner l’équation intégral du système

(3.1) puis la caractérisation de la contrôlabilité relative.

3.2 Equation Intégral du problème

Lemme 3.1 On considère le système fractionnaire suivant{
c
0D

α
t x(t)− Ac0D

β
t x(t) = f(t), t ≥ 0

x(0) = x0, x
′(0) = x1,

(3.2)

où 0 < β ≤ 1 < α ≤ 2, La solution est donnée par :

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)f(s)ds.

(3.3)

Preuve. En appliquant la transformation de Laplace sur la première équation

du système (3.2), on obtient

L{c0Dα
t x(t)− Ac0D

β
t x(t); s} = L{f(t); s},

L{c0Dα
t x(t); s} − L{Ac0Dα

t x(t); s} = L{f(t); s},

avec

sαL{x(t); s}−
1∑

k=0

sα−k−1x(k)(0)−AsβL{x(t); s}+
1∑

k=0

sβ−k−1x(k)(0) = L{f(t); s};

Donc

sαL{x(t); s}−sα−1x0−sα−2x1−AsβL{x(t); s}+Asβ−1x0+Asβ−2x1 = L{f(t); s}

Après des calculs simples, on a

(sα − Asβ)L{x(t); s} = L{f(t); s}+ sα−1x0 − Asβ−1x0 + (sα−2 − Asβ−2)x1,

3.2. Equation Intégral du problème
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avec

L{x(t); s} =
1

(sα − Asβ)
L{f(t); s}+

sα−1

(sα − Asβ)
x0

− Asβ−1

(sα − Asβ)
x0 +

sα−2 − ASβ−2

(sα − Asβ)
x1

= L{(tα−1Eα−β,α(Atα−β)); s}L{f(t); s}+ L{Eα−β(Atα−β)x0; s}

− L{Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0; s}+ L{tEα−β,2(Atα−β)x1; s}.

Utilisant la transformation de Laplace du produit de convolution de deux

fonction, on obtient :

L{(tα−1Eα−β,α(Atα−β)); s}L{f(t); s} = L{
∫ t

0

(t−s)α−1Eα−β,α(A(t−s)α−β)f(s)ds; s}.

Alors

L{x(t); s} = L{
∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)f(s)ds; s}

+ L{Eα−β(Atα−β)x0; s}
− L{Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0; s}+ L{tEα−β,2(Atα−β)x1; s},

appliquant la transformation de Laplace inverse, on arrive a :

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)f(s)ds.

La preuve est complète.

Du lemme (3.1) on obtient le résultat suivant :

Lemme 3.2 Pour tout t ∈ (0, τ ], la solution générale du système (3.1)

3.2. Equation Intégral du problème
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s’écrit sous la forme :

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− s− τ)α−1Eα−β,α(A(t− s− τ)α−β)Cψ(s)ds.

(3.4)

Pour t > τ , la solution générale du système (3.1) s’écrit :

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t−τ

0

[(((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))B

+ (t− s− τ)α−1Eα−β,α(A(t− s− τ)α−β)C)u(s)]ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ 0

−τ
(t− s− τ)α−1Eα−β,α(A(t− s− τ)α−β)Cψ(s)ds.

(3.5)

Preuve. D’aprés l’équation (3.3), on a

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)(Bu(s) + Cu(s− τ))ds.

Pour t ∈ (0, τ ], on pose t = t− τ , on obtient

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cu(s)ds,

3.2. Equation Intégral du problème
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et comme u(s) = ψ(s) si −τ ≤ t ≤ 0, Donc

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ(s)ds.

Pour t > τ , on a

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t−τ

0

[(((t−s)α−1Eα−β,α(A(t−s)α−β))B+(t−s−τ)α−1Eα−β,α(A(t−s−τ)α−β)C)u(s)]ds

+

∫ t

t−τ
[(((t−s)α−1Eα−β,α(A(t−s)α−β))B+(t−s−τ)α−1Eα−β,α(A(t−s−τ)α−β)C)u(s)]ds.

Ainsi

x(t) = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t−τ

0

[(((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))B

+ (t− s− τ)α−1Eα−β,α(A(t− s− τ)α−β)C)u(s)]ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))Bu(s)ds

+

∫ 0

−τ
(t− s− τ)α−1Eα−β,α(A(t− s− τ)α−β)Cψ(s)ds.

La preuve est terminée.

3.3 Contrôlabilité relative

Dans cette section, on va étudier la contrôlabilité relative du système

fractionnaire (3.1).

3.3. Contrôlabilité relative
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3.3.1 Définitions

Définition 3.1 Le système (3.1) est dit contrôlable sur J = [0, T ] si pour

chaque x0, x1, x2 ∈ Rn , il existe un contrôle u ∈ L1(−τ, T ) tel que la solution

du système (3.1) satisfait x(T ) = x2. Le temps T est considéré comme le

temps d’arrivée.

Définition 3.2 L’ensemble y(t) = {x(t), x′(t), ut} est l’état complet du système

(3.1) au temps t.

Définition 3.3 Le système (3.1) est dit globalement relativement contrôlable

sur J si pour tout état complet y(0) et pour tout vecteur x2 ∈ Rn, il existe

un contrôle u(t) defini sur J tel que la trajectoire correspondante du système

(3.1) vérifie x(T ) = x2.

3.3.2 Matrice de Contrôlabilité relative

Lemme 3.3 Soient γ > −1 et φ(T2, s) une fonction continue non négative

pour tout s ∈ [T1, T2], vérifie :∫ T2

T1

(T2 − s)γφ(T2, s)ds = 0. (3.6)

Alors φ(T2, s) ≡ 0 pour tout s ∈ [T1, T2].

Preuve. En utilisant la démonstration par l’absurde.

On a φ(T2, s) ≥ 0, il existe s0 ∈ [T1, T2] tels que φ(T2, s0) > 0, par la conti-

nuité de φ(T2, s) il existe 0 < δ < (T2 − T1)/2 et m > 0 tel que

φ(T2, s) ≥ m > 0 sur [max{T1, s0 − δ},min{T2, s0 + δ}].

Alors ∫ T2

T1

(T2 − s)γφ(T2, s)ds ≥ m

∫ min{T2,s0+δ}

max{T1,s0−δ}
(T2 − s)γds > 0,

ce qui contredit l’hypothèse (3.6), ceci termine la preuve.

Remarque 3.1 Ce lemme joue un rôle important dans le reste du travail.

3.3. Contrôlabilité relative
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Soient A ∈ Rn×n et B, C ∈ Rn×m trois matrices, notée par

〈A|B,C〉 = θ + Aθ + A2θ + ...+ An−1θ + ϑ+ Aϑ+ A2ϑ+ ...An−1ϑ, (3.7)

où

θ = ImageB, ϑ = ImageC.

Il est évident que 〈A|B,C〉 est en fait recouvert par les colonnes de la matrice

[B,AB,A2B...An−1B,C,AC,A2C...An−1C].

Lemme 3.4 Soit z ∈ Rn.

1- Pour tout t ∈ (0, τ ], définissez W (t) : Rn → Rn par :

W (t)z =

∫ t

0

((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)BBT ((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)T ))zds

+

∫ t−τ

−τ
[(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)CCT )

× ((t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β))T )z]ds.

(3.8)

2- Pour t > τ , on définit W (t) : Rn → Rn par :

W (t)z =

∫ t−τ

0

[(((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C)((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C)T )z]ds

+

∫ t

t−τ
((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)BBT ((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))T )zds.

(3.9)

Alors ImW (t) = 〈A|B,C〉 pour tout t > 0.

Preuve. On va étudier que le cas t > τ (la preuve est similaire pour le cas

t ∈ (0, τ ]). On remarque que ImW (t) = 〈A|B,C〉 est équivaut à :

kerW (t) =
n−1⋂
i=0

kerBT (AT )i
n−1⋂
j=0

kerCT (AT )j. (3.10)

3.3. Contrôlabilité relative
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il suffit de démontrer que (3.10) est vrai c’est-à-dire

kerW (t) ⊂
n−1⋂
i=0

kerBT (AT )i
n−1⋂
j=0

kerCT (AT )j. (3.11)

En effet, si x ∈ kerW (t) et x 6= 0 alors :

0 = xTW (t)x

=

∫ t−τ

0

‖((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C)Tx)‖2ds

+

∫ t

t−τ
‖BT (t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))Tx‖2ds,

(3.12)

ce qui signifie que ∫ t−τ

0

‖((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B (3.13)

+(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C)Tx)‖2ds = 0,

et ∫ t

t−τ
‖BT (t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))Tx‖2ds = 0, (3.14)

utilisant le lemme (3.3) et l’équation (3.14), nous avons

0 = BTEα−β,α(A(t− s)α−β))Tx

(3.15)

= BT

∞∑
k=0

(AT )k(t− s)k(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x, ∀s ∈ [t− τ, t].

On pose s = t dans (3.15), on obtient BTx = 0. De plus, il résulte de (3.14)

que

BT

∞∑
k=0

(AT )k(t− s)k(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x = BT (AT )0(t− s)0

Γ(α)
x+BT

∞∑
k=1

(AT )k(t− s)k(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x = 0.

3.3. Contrôlabilité relative
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Alors

BT

∞∑
k=1

(AT )k(t− s)k(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x = 0,

multipliant cette équation par (t− s)α−β−(α−β), on trouve

BT (t− s)α−β−(α−β)

∞∑
k=1

(AT )k(t− s)k(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x = 0,

⇒ BT (t− s)α−β
∞∑
k=1

(AT )k(t− s)k(α−β)(t− s)−(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x = 0,

⇒ BT (t− s)α−β
∞∑
k=1

(AT )k(t− s)(k−1)(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x = 0,

donc ∫ t

t−τ
(t− s)α−1+α−β‖BT

∞∑
k=1

(AT )k(t− s)(k−1)(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x‖2ds = 0.

Utilisant le lemme (3.3), on trouve

0 = BT

∞∑
k=1

(AT )k(t− s)(k−1)(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x, pour tout s ∈ [t− τ, t]. (3.16)

On pose s = t dans (3.16), on obtient

BTATx = 0.

Avec induction mathématique on peut obtenir

0 =
BTAT (t− s)(1−1)(α−β)

Γ((α− β) + α)
x+BT

∞∑
k=2

(AT )k(t− s)(k−1)(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x,

C’est-à-dire

0 = BT

∞∑
k=2

(AT )k(t− s)(k−1)(α−β)

Γ(k(α− β) + α)
x,

Posant t = s, on obtient

BT (AT )kx = 0, pour tout k = 2, 3... (3.17)

3.3. Contrôlabilité relative
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d’après le théorème de Cayley Hamilton, il existe des fonctions

γ1(t), γ2(t), γ3(t), ..., γn−1(t)

définie sur [0,∞) tel que :

Eα−β,α(Atα−β) =
n−1∑
i=1

γi(t)A
i, (3.18)

il résulte de (3.17) et (3.18) que :

(Eα−β,α(Atα−β)B)Tx ≡ 0, pour tout t ≥ 0,

utilisant (3.13)) on arrive a∫ t−τ

0

‖(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C)Tx‖2ds = 0. (3.19)

Similaire à (3.15),(3.16) et (3.17), nous avons

CT (AT )kx = 0, pour tout k = 0, 1, 2..., n− 1 (3.20)

de (3.17) et(3.20), on conclut que

x ∈
n−1⋂
i=1

kerBT (AT )i
n−1⋂
j=0

kerCT (AT )j,

c’est-à-dire

kerW (t) ⊂
n−1⋂
i=0

kerBT (AT )i
n−1⋂
j=0

kerCT (AT )j. (3.21)

Inversement, soit

x ∈
n−1⋂
i=0

kerBT (AT )i
n−1⋂
j=0

kerCT (AT )j.

Alors (3.17) et(3.20) sont vrais pour tout −τ < s 6 t, avec

BT ((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))Tx =
n−1∑
i=0

γi(t)(t− s)α−1BT (AT )ix = 0,

(3.22)
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et pour 0 6 s 6 t− τ , on a

((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B + (t− τ − s)Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C)Tx

=
n−1∑
i=0

γi(t− s)(t− s)α−1BT (AT )ix+
n−1∑
i=0

γi(t− τ − s)(t− τ − s)α−1CT (AT )ix

= 0,

(3.23)

donc, x ∈ kerW (t), c’est-à-dire

kerW (t) ⊃
n−1⋂
i=0

kerBT (AT )i
n−1⋂
j=0

kerCT (AT )j, (3.24)

de (3.21) et (3.24), on conclut que (3.10) est vrai et la preuve du lemme (3.4)

est terminée.

3.3.3 Ensemble Accesible et ses propriétées

Définition 3.4 :

1- Première classe accessible : L’ensemble R(x0, x1)={ν| pour une va-

leur initiale donnée x(0) = x0, x
′(0) = x1 et pour un temps T donné dans

(0, τ ], il existe une fonction de contrôle initiale ψ ∈ L1(−τ, 0) et contrôle

u ∈ L1(0, T ) tels que la solution x(t) du système (3.1) satisfait x(T ) = ν}
est dit la première classe accessible.

2- Deuxième classe accessible : L’ensemble R(x0, x1, ψ)={ν| pour une

valeur initial donnée x(0) = x0, x
′(0) = x1, T > τ, et la fonction de contrôle

initiale ψ ∈ L1(−τ, 0) il existe un contrôle u ∈ L1(0, T ) telle que la solution

de (3.1) vérifier x(T ) = ν} est dite l’ensemble accessible de deuxième classe.

L’ensemble accessible pour les deux classes possède les propriétés suivantes :

Lemme 3.5 Soit R(0, 0) la première classe accessible où les données ini-

tiales sont nulles, alors

R(0, 0) = 〈A|B,C〉.
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Preuve. On montre que R(0, 0) ⊂ 〈A|B,C〉.
Soit x ∈ R(0, 0), il résulte du lemme (3.2) et l’équation (3.18) que

x(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ(s)ds

=

∫ t

0

(t− s)α−1

n−1∑
i=0

γi(t− s)AiBu(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1

n−1∑
j=0

γj(t− τ − s)AjCψ(s)ds

=
n−1∑
i=0

AiB

∫ t

0

(t− s)α−1γi(t− s)u(s)ds

+
n−1∑
j=1

AjC

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1γj(t− τ − s)ψ(s)ds.

(3.25)

ce qui implique que x ∈ 〈A|B,C〉 donc R(0, 0) ⊂ 〈A|B,C〉.

En suite, on montre que 〈A|B,C〉 ⊂ R(0, 0).

Soit x(t) la solution du système (3.1), utilisant le lemme (3.2), nous obtenons

x(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ(s)ds.

(3.26)

Pour tout x̂ ∈ 〈A|B,C〉, du lemme (3.4) il existe z ∈ Rn tel que W (t)z =x̂,

on pose

u(s) =


CT ((t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β))T z, − τ 6 s < t− τ
0, t− τ 6 s 6 0

BT ((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))T z, 0 6 s 6 t,
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Donc, nous avons

.

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds (3.27)

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ(s)ds

=

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)BBT (t− s)α−βEα−β,α(A(t− s)α−β))T zds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C

× CT ((t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β))T zds = W (t)z = x̂,

ce qui implique x̂∈ R(0, 0), donc 〈A|B,C〉 ⊂ R(0, 0), d’où le résultat.

Lemme 3.6 Soit R(0, 0, 0) la deuxième classe accessible où les données ini-

tiales sont nulles, alors

R(0, 0, 0) = 〈A|B,C〉.

Preuve. On montre que R(0, 0, 0) ⊂ 〈A|B,C〉.

Soit x ∈ R(0, 0, 0), il résulte du lemme (3.2) et l’équation (3.18) que
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x(t) =

∫ t−τ

0

[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B (3.28)

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]u(s)ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

=

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ t−τ

0

(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cu(s)ds

=

∫ t

0

(t− s)α−1

n−1∑
i=0

γi(t− s)AiBu(s)ds

+

∫ t−τ

0

(t− τ − s)α−1

n−1∑
j=0

γj(t− τ − s)AjCu(s)ds

=
n−1∑
i=0

AiB

∫ t

0

(t− s)α−1γi(t− s)u(s)ds

+
n−1∑
j=0

AjC

∫ t−τ

0

(t− τ − s)α−1γj(t− τ − s)u(s)ds.

Ce qui implique x ∈ 〈A|B,C〉, donc R(0, 0, 0) ⊂ 〈A|B,C〉.

Maintenant, on montre que 〈A|B,C〉 ⊂ R(0, 0, 0).

Soit x(t) une solution du système (3.1), utilisant le lemme (3.2), nous avons

x(t) =

∫ t−τ

0

((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C)u(s)ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds.

(3.29)

Pour tout x̂ ∈ 〈A|B,C〉, du lemme (3.4), il existe z ∈ Rn tel que W (t)z =x̂

avec
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u(s) =



[(t− s)α−1BTEα−β,α(A(t− s)α−β)T

+(t− τ − s)α−1CT (Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β))T ]z, 0 6 s < t− τ

BT ((t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β))T z, t− τ 6 s 6 t

0, − τ 6 s 6 0,

Ainsi, nous avons

.

∫ t−τ

0

[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B (3.30)

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]u(s)ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

=

∫ t−τ

0

[[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B + (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]

× [(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B + (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]T ]zds

+

∫ t

t−τ
[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)BBT [(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)]T ]zds

= W (t)z = x̂.

Ce qui implique x̂ ∈ R(0, 0, 0) donc 〈A|B,C〉 ⊂ R(0, 0, 0) par conséquent

R(0, 0, 0) = 〈A|B,C〉.

La preuve est terminée.

3.3.4 Caractérisation de la contrôlabilité relative

Théorème 3.1 Le système fractionnaire (3.1) avec retard en contrôle est

relativement contrôlable si et seulement si :

rang[B,AB,A2B...An−1B,C,AC,A2C...An−1C] = n. (3.31)

c’est à dire 〈A|B,C〉 = Rn.
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Preuve. Nous montrons d’abord la condition nécessaire, il y a deux cas :

Cas 1 : Le contrôle est attient au temps T > τ .

Supposons que le système (3.1) est relativement contrôlable, alors pour tout

x ∈ Rn et les états initiauxs x0 = 0, x1 = 0 et d’un contrôle initial ψ = 0, il

résulte de la définition (3.4) qu’il existe un contrôle u(s) tel que

x(t) =

∫ t−τ

0

[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]u(s)ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds,

(3.32)

et avec (3.18), on arrive à x ∈ 〈A|B,C〉 donc Rn ⊂ 〈A|B,C〉.

Cas 2 : Le contrôle est atteint au temps T ∈ (0, τ ].

La preuve est similaire.

En suite, nous montrons la condition suffisante, il y a deux cas :

Cas 1 : Le contrôle est atteint au temps T > τ.

Supposons que l’équation (3.31) est vrai, alors Rn ⊂ 〈A|B,C〉, pour tout

x ∈ Rn et tout état initial (x0, x1) et le contrôle initial ψ, on a

k = x− Eα−β(Atα−β)x0 + Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 − tEα−β,2(Atα−β)x1

−
∫ t−τ

0

[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]dsψ(0)

−
∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bdsψ(0)

−
∫ 0

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ(s)ds.

(3.33)

Pour

k ∈ Rn = 〈A|B,C〉 = R(0, 0, 0);
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D’après le lemme (3.6), il existe un contrôle u∗ ∈ L1(0, T ) tel que

k =

∫ t−τ

0

[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]u∗(s)ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu∗(s)ds.

(3.34)

Soit u(s) = u∗(s) + ψ(0), alors

x = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0

+ tEα−β,2(Atα−β)x1 +

∫ t−τ

0

[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C](ψ(0) + u∗(s))ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B(ψ(0) + u∗(s))ds

+

∫ 0

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ(s)ds.

donc

x = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t−τ

0

[(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)B

+ (t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)C]u(s)ds

+

∫ t

t−τ
(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu(s)ds

+

∫ 0

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ(s)ds.

(3.35)

Ce qui signifie que le système fracionnaire (3.1) est relativement contrôlabe

pour t > τ .
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Cas 2 : Le contrôle est atteint au temps t ∈ (0, τ ].

Supposons que la condition (3.31) est vérifiée c’est-à-dire R ⊂ 〈A|B,C〉 donc,

pour tout x ∈ R et tout état initial (x0, x1, ) on a

k = x− Eα−β(Atα−β)x0 + Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0

− tEα−β,2(Atα−β)x1.
(3.36)

Utilisant l’équation k ∈ R = 〈A|B,C〉 et le lemme (3.5) nous avons k ∈
R(0, 0), il existe donc un contrôle u∗(s) ∈ L1(0, T ) et un contrôle initial

ψ∗ ∈ L1(−τ, 0) tels que :

k =

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu∗(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ∗(s)ds.

(3.37)

En suite, nous avons

x = Eα−β(Atα−β)x0 − Atα−βEα−β,α−β+1(Atα−β)x0 + tEα−β,2(Atα−β)x1

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα−β,α(A(t− s)α−β)Bu∗(s)ds

+

∫ t−τ

−τ
(t− τ − s)α−1Eα−β,α(A(t− τ − s)α−β)Cψ∗(s)ds.

(3.38)

Ce qui signifie que le système fractionnaire (3.1) est relativement contrôlable

pour T ∈ (0, τ ]. La suffisance est montrée et la preuve est terminée.

Corollaire 3.1 Le système (3.1) est relativement contrôlable si et seulement

si la matrice Gramien de contrôlabilité W (t) est définie positive.

Preuve. Ce corollaire vient du lemme (3.4) et du théorème (3.1).

Remarque 3.2 :

L’inversibilité de la matrice W (t) est équivalent a

rang[B,AB,A2B...An−1B,C,AC,A2C...An−1C] = n. (3.39)
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Le contrôle u(t) s’écrit comme suit :

u(s) =



0, − τ 6 t 6 0

[(T − t)α−1Eα−β,α(A(T − t)α−β)B

+(T − τ − t)α−1Eα−β,α(A(T − τ − t)α−β)C]TW−1y1, 0 6 t 6 T − τ

.[(T − t)α−1Eα−β,α(A(T − t)α−β)B]TW−1y1, T − τ 6 t 6 T,

(3.40)

où

y1 = x2−Eα−β,α(ATα−β)x0+ATα−βEα−β,α−β+1(ATα−β)x0−TEα−β,2(ATα−β)x1.

Si le temps d’arrivée T ∈ (0, τ ], alors le contrôle u(t) peut être donné comme

suit

u(s) =


[(T − τ − t)α−1Eα−β,α(A(T − τ − t)α−β)C]TW−1y2, − τ 6 t 6 T − τ
0, T − τ 6 t 6 0

[(T − t)α−1Eα−β,α(A(T − t)α−β)B]TW−1y1, 0 6 t 6 T,

(3.41)

où

y2 = x2−Eα−β,α(ATα−β)x0+ATα−βEα−β,α−β+1(ATα−β)x0−TEα−β,2(ATα−β)x1

sous le contrôle (3.40) ou le contrôle (3.41), la solution du système (3.1)

satisfait x(0) = x0, x
′(0) = x1 et x(T ) = x2.

Remarque 3.3 Lorsque T > τ , le contrôle n’est pas unique, mais il est

peut-être unique lorsque T ∈ (0, τ ] ce que est vu à partir d’un exemple dans

la section suivante. De plus, l’unicité du contrôle dépend non seulement de

temps d’arrivée mais aussi des matrice A,B et C.

3.4 Exemple

Considérons le système dynamique fractionnaire avec retard suivant :

c
0D

1.5
t x(t)−

(
4 0

0 5

)
c
0D

0.5
t x(t) =

(
1

0

)
u(t) +

(
0

2

)
u(t− 1)

(3.42)
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où x ∈ R2, avec des calcules simple, on trouve que

(B AB C AC) =

(
1 4 0 0

0 0 2 10

)
(3.43)

et

rang(B AB C AC) = 2. (3.44)

A partir du théorème (3.1), le système (3.42) est relativement contrôlable

pour tout T > 0.

Lorsque t ∈ (0, 1], le contrôle est unique. En effet, pour tout x0, x1 et x2

donnée, supposons qu’il existe ψ1(s) ∈ L1(−τ, 0), u1 ∈ L1(0, T ) et ψ2(s) ∈
L1(−τ, 0), u2 ∈ L1(0, T ) tels que

x2 = x(T ) = E1(AT )x0 − ATE1,2(AT )x0 + TE1,2(AT )x1

+

∫ T

0

(T − s)0.5E1,1.5(A(T − s))Bui(s)ds

+

∫ T−1

−1

(T − 1− s)0.5E1,1.5(A(T − 1− s))Cψi(s)ds. i = 1, 2

(3.45)

puis ∫ T

0

(T − s)0.5E1,1.5(A(T − s))Bu1(s)ds

+

∫ T−1

−1

(T − 1− s)0.5E1,1.5(A(T − 1− s))Cψ1(s)ds

=

∫ T

0

(T − s)0.5E1,1.5(A(T − s))Bu2(s)ds

+

∫ T−1

−1

(T − 1− s)0.5E1,1.5(A(T − 1− s))Cψ2(s)ds

(3.46)

Ce qui équivaut à∫ T

0

(T − s)0.5E1,1.5(A(T − s))B(u1(s)− u2(s))ds =∫ T−1

−1

(T − 1− s)0.5E1,1.5(A(T − 1− s))C(ψ2(s)− ψ1(s))ds.

(3.47)
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Utilisant (3.18),(3.43) et (3.47), on obtient

u1(s) = u2(s) et ψ2(s) = ψ1(s),

c’est-à-dire que la solution est unique.

Conclusion

Dans ce travail, nous avons établi des résultats de contrôlabilité relative pour

des systèmes fractionnaires avec retards en contrôle .

Des conditions suffisantes pour la contrôlabilité relative d’une classe de systèmes

de contrôle dynamiques décrits par des équations différentielles fractionnaires

sont considérées. En utilisant les calculs fractionnaires, et quelques méthodes

adoptées directement à partir des problèmes de contrôlabilité clasique.

3.4. Exemple
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