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Sur la résolubilité des opérateurs
différentiels linéaires*
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‘@ On sait, d’apres le théoréme de Malgrange-Ehrenpreis, que tout opérateur différen-
tiel linéaire non nul sur R” et a coefficients constants P admet une solution élémen-
= taire £ € &'(R"), c’est-a-dire que pour un tel opérateur, il existe une distribution
W tempérée E telle que PE = &, et cela implique que, pour toute distribution a sup-
"@ port compact £, la distribution # = E * f est solution de 'équation Pu = f, et
on connait depuis longtemps des solutions élémentaires pour les opérateurs les plus
classiques (Laplacien, Chaleur, Schrodinger et Ondes). On sait également, d’apres le théo-
reme de Cauchy-Kovalevski, que si f est une fonction analytique au voisinage d’un point
Xy, €t si P est un opérateur différentiel linéaire a coefficients analytiques au voisinage de
ce point, alors le probleme de Cauchy a données analytiques associé a I’équation Pu = f
admet une et une seule solution, et on connait aussi des opérateurs différentiels linéaires
P et des fonctions f tels que ’équation Pu = f n’ait aucune solution.
Dans ce mémoire, je détaille au maximum :
e les calculs des solutions élémentaires des opérateurs classiques sus cités,
e la démonstration due a Lars Hormander [ ] du théoréme de Malgrange-Ehrenpreis, et
qui est basée sur la transformée de Fourier,
e la démonstration due a Sofia Kovalevskaya du théoreme de Cauchy-Kovalevski, et qui
utilise les séries majorantes de Louis Cauchy.
Je termine enfin par 'exemple de Hans Lewy, d’un opérateur différentiel linéaire P et
d’une fonction f tels que I’équation P» = f n’ait aucune solution au voisinage de zéro

k};uj}:&y:)“u”ﬂj éﬂu”ﬁd%wﬂ’”(}h u&%‘oé

‘fCJj"HUKL;;;‘UL' JM&M‘;&JJ“PE SQ‘ ’“'EndJyu\py

“Document saisi a ’aide du logiciel de traitement de texte TEX, aux formats ETEX 2. et ArabTEX.
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<& Opeérateurs de Laplace, des ondes, de la Chaleur et de Schrodinger. Opérateurs diffe-
"o rentiels linéaires a coéfficients constants et a coéfficients analytiques. Solution éle-
«»» mentaire et résolubilité, théoreme de Malgrange-Ehrenpreis. Séries majorantes et
© théoreme de Cauchy-Kovalevski. Opérateurs sans solution : Levy, Mizohata, Gru-
shin.
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1 Rappels, Notations et Conventions

Les notations sont celles des équations aux dérivées partielles, et nous ne rappelons
que celles de multi-indice et de dérivation, de différents espaces fonctionnels et espaces

de distributions, du produit de convolution et de la transformée de Fourier.

1.1  Multi-indices et dérivations

Pour n e N*, x = (x,...,x,) €ER”, et a =(ay,...,2,) € N”, on pose :

la| =a;+... 4+, (1)
[lxll = (... 4 x) 2 @)
al=a!...a,! 3)
x“:xfl...xZ” “)
d .
%:8— (pour j =1,2,...,n) (5)
X
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d=(0,...,d,) (6)
d*=4d"...9," 7)
1 ) .
D]-:;g]- (pour j =1,2,...,n, etzzz—l) 8)
D:l_a )
Z
D*=D"...D;" (10)

1.2 Fonctions test et distributions

Soit 2 un ouvert non vide de R”, K une partie compacte de €2, k£ un entier naturel, et

rappelons que :

e 6,(R") est 'espace des fonctions réelles ou complexes, continues sur R” et tendant

vers zéro a I'infini (i.e quand |x| — oo).

o 6*(Q) est espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois contintiment diffé-
rentiables sur 2. C’est un espace de FréchetEI pour la topologie définie par la famille de
semi-normes (N ) ou K décrit les compacts de 2 et,

Ve (), Nyu(f)=supld®f(x). (11)

xekK

|a|<k
o 6}(92) est I'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois continiiment différen-
tiables sur €, bornées ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’a 'ordre k. C’est un espace de

Banach pour la norme :

Ifllg2 = supl /()] (12)

xef)
|z|<k

o GF(Q) est I'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois continiment différen-

tiables sur €2, a supportsH dans K. C’est un espace de Banach pour la norme N .

o 6>°(92) (parfois noté &(£2)) est I'espace des fonctions indéfiniment différentiables
sur 2 (6(Q) = nee 6* (2)). Cest un espace de Fréchet pour la topologie définie par

la famille de semi-normes (N ;) ke -
T Ken

1. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe (i.e dont la topologie est définie par une
famille de semi-normes (p,),c; qui sépare les points, c-a-d. telle que si p,(x) = 0 pour tout a € I, alors
x = 0), métrisable (i.e de topologie définie par une famille dénombrable de semi-normes) et complet.

2. Le support Supp f d’une fonction f est le plus petit ensemble fermé en dehors duquel f* est nulle.

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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® 6,°(9) (également noté¢ 9 (Q)) est ’espace des fonctions réelles ou complexes, indé-
finiment différentiables sur €2, a support compact. Une application sur 6,°(12) est conti-

nue si, et seulement si, sa restriction a 6.2°(€2) est continue pour tout compact K € Q.

e 6°°() (ou 74 (Q)) est le dual topologique de 6,°(€2); c’est 'espace des distribu-
tions sur 2. Sur 6 ~°(f2), on dispose de plusieurs topologies : la topologie faible, qui
est la topologie de la convergence simple sur 65°(Q), et la topologie forte, qui est celle
de la convergence uniforme sur les parties bornées de 6;°(2) (une partie B de 6;°(2)
est bornée s’il existe un compact K € Q tel que B C 6¢°(f2) et, pour tout entier k& > 0,
N (B) =sup, 5 Nk 1.(¢) < 00). La topologie faible (resp. forte) est définie par la famille
de semi-normes (p ) telle que :

VT €67, p(T)=sup|(T,¢)l (13)

p€eF

ou F parcourt I’ensemble des parties finies (resp. bornées) de 6;°(2). La topologie forte
est, comme son nom I'indique, (vraiment) plus fine que la topologie faible : Une famille

qui converge faiblement ne converge pas toujours fortement. Cependant on a le résultat :

Si(T,), est une suite de distributions qui converge simplement vers

2n, RS 14
une limite 7', alors T est une distribution, et 7,, tend fortement vers 7. (14)

o 6(la,b[,7'(R?)) <noté également 6 (a,b; 9’ (R”))) est Pespace des distributions
sur R”x]a, b[, continues en la variable de Ja, 5[ : A toute U continue de Ja, b[ dans

2'(R™), on associe injectivement la distribution # € 2'(R”x Ja, b[) en posant :

b
(u,go):f (U@),0(,t))dt ou ¢eP(R"x]a,b]). (15)
Pour tout ¢, €]a, b[, la « trace sectionnelle » de # sur R” x {t,} est définie par u(.,t =
ty) = U(ty)-

e &'(Q) est le dual topologique de €°°(Q); c’est I’espace des distributions a supports

compacts sur .

o ' (R") est espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R” a décroissance

rapide ainsi que leurs dérivées de tout ordre. f € & (R”) si, et seulement si :
feE R et, YNeN,VBeN",(1+|x|)NIPf est bornée sur R”, (16)
ce qui équivaut a

feEP(R") et, Ya e N", Y3 N",x*d” f est bornée sur R”. (17)

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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La topologie naturelle de & (R”), et qui en fait un espace de fréchet, est celle définie par

’'une des familles équivalentes de semi-normes :

PN() = sup(1+x) NP f(x)l, (18)
px5(f) = sup x* 37 f(x)], (19)
Pan(f)= lsﬂtllp x* 3P f (), (20)

pra(f)= |s“£| [x* P f (x)]- 1)

Enfin, de (15) on déduit que
Z(R") C 6,(R") (22)

et de (16) et de la formule de Leibniz, il découle que :

e /'(R") est le dual topologique de #(IR”) : C’est I’espace des distributions tempé-

La dérivation et la multiplication par un monéme sont

des applications continues de . (R”) dans . (R”). 23)

rées. Il est muni, soit de la topologie duale faible, soit de la topologie duale forte.

e 0,,(R") est 'espace des fonctions @ € ¢ *°(R”) telles que I'application T — aT
soit continue de .#'(R”) dans #'(R”). 0,,(R”) est appelé I’espace des multiplicateurs de
F'(R"). Sia € 0, (R"), alors pour tout 8 € N*, DP ¢ est une fonction a croissance lente,
c’est-a-dire une fonction qui ne croit pas plus vite qu'un polynéme lorsque |x| — oo.

1.3 Changement de variable dans une distribution

Soit £, et £, deux ouverts de R”, et y : 2, — €, un difféomorphisme de classe 6.
Par deéfinition, I’image inverse d’une distribution 7" sur 2, par le difféomorphisme y est

la distribution T o y sur ), définie par :

Voe2(), (Toy,o)=(T, x.(p)) (24)

ou y,(¢) est I'image directe de ¢ par y, donnée par la formule :

(7, L00)]) @3)

ou, pour tout x € £y, ], () est la matrice jacobienne de y au point x.

Yy €y, [x.(@)]0)=¢[x ']

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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1.4 Produit de convolution et produit tensoriel

Si f et g sont deux fonctions intégrables sur R”, leur produit de convolution est la

fonction sur R”, notée f x g, et définie par :

o= fot-nb (= | Fa-netir=(+1). e

et leur produit externe (ou produit tensoriel) est la fonction f ® g sur R” x R”, définie
par:
(f ®g)x,y)=/f(x)g(y)- 27)

Si b, ¢ et ¢ sont des fonctions continues (ou mesurables) bornées sur R”, on a d’apres le

théoréme de Fubini :

(f +goh) = f bx +9)f (x)g(y)dxdy, 28)

R7 xR”

(f®g,sﬂ®¢)=f N Rn(f®g)(x,y)(sa®¢)(x,y)dxdy=<f,sﬂ><g,¢)- (29)

La derniére formule caractérise le produit externe et permet de le définir pour deux dis-
tributions : On démontre en effet que si 7" et S sont deux distributions sur R”, il existe
une unique distribution sur R” X R” notée T ® S et appelée produit externe (ou produit
tensoriel) de T et S, telle que : Vo, ¢ € 6°(R”),

(T®S,90¢)=(T,9)(S.¢). (30)

On définit alors le produit de convolution de deux distributions a support compact § et

T, comme étant la distribution a support compact notée T x S, telle que :
Voe €= (R"), (T+S,0) =(T®S,p(x+7)). (31)

Les principales propriétés de la convolution sont :

WED=D % (32)

Siv=0vx8 =0 (33)
% (uxv)=(9%u)x v =u+(3v) (34)
Supp (% % v) C Supp # + Supp v (35)

etsiu € 6 °°, v € €, u ouv estasupport compact, et 7, () = v(x —r), alors:

nxv€EC€ et (uxv)x)=(u,v.9). (36)

X

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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1.5 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier f (notée aussi 7 /) d’une fonction f intégrable sur R” est

deéfinie par la formule :

]?(5) = L fRn e_ing(x)dx. (37)

On démontre aisément que
Z est linéaire, (38)

que
Yfel(R"), fe€%,R") (lemme deRiemann-Lebesgue), (39)

et que quelles que soient f et g dans & (R”),

f F(E)g(E)dE = f F(x)8(x)dx (théoréme du transfert), (40)
R~
f f &)dé = f f(x)g(x)dx (th. de Plancherel-Parseval). (41)
On démontre également que
F est continue de L' — L™, (42)
et que
Z induit un isomorphisme de ¥ — ¥ (43)
qui se prolonge en un isomorphisme de ' — &’ (44)
et en une isométrie de L? — L2, (45)

Par définition, la transformée de Fourier d’une distribution tempérée # € '(R”) est la

distribution tempérée # telle que

Voe S ([R"), (u,p)=(np). (46)
Lisomorphisme inverse Z " est la cotransformée de Fourier notée aussi .7 :
1 A
P10 =[F = [ e, @
(27)7 Jge

Enfin, la transformation de Fourier jouit des propriétés (dites d’échange) suivantes :
Vf,g €L'(R"), Z(f+g)=Q2m) (Ff)\Fg) (48)

Vfes®)Ngel'(R"), F(fg)=0r) [(Ff)«(Fg)] (49)

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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Vies®)Ngel'R"), F(fe)=0m) (T 'f)+(F 9l  (50)

Vue S (R"), F(Du)=EFu, (51)
Yue S R"), F[PD)u]=P&)Fu et F'[P(—D)u]=P(x)F 'u, (52)
FZ(&)=2n)"7 e« F(1)=(2n)8. (53)

1.6 Coordonnées polaires

Tout x € R”\ {0} s’écrit de fagon unique sous la forme x = ry ou r (= ||x||) est un réel

>0, et y (= x/||x||) est un élément de la sphere unité $”~! de R”. La formule
x=ry (avecr>0etye€S") (54)

s’appelle représentation de x en coordonnées polaires, et la mesure de Lebesgue dans ces

coordonnées est :

dx=r""drdo 4(y) (55)
oudo,, est lamesure sur $”~' (¢f. Folland [3], Théoreme (2.49)).

Si f :R” — R est une fonction continue, intégrable sur R”, et si B, (x,) (resp. dB,(x,))

est la boule (resp. sphere) de R” de centre x, et de rayon 7, alors

fwf (x)dx = L N <LB,<XO> f(y)a,’or,xO(y)> dr (56)

pour tout x, € R”, et en particulier, pour tout » > 0,

d
— x)dx | = do 57
drUB,(xO)f( ) > LBT(%)J‘@) (V) (57)

2 Introduction

Dans ce mémoire, j’étudie la résolubilité locale d’équations aux dérivées partielles (EDP)

Pu=f (58)
ou:
P=P(x,D)= > a,(x)D* (59)
|a|<m

est un opérateur différentiel linéaire sur un ouvert non vide Q de R”.

Une formulation bien précise du probléme est la suivante :

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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Etant donné un point quelconque x, dans S, existe-t-il un voisinage
. . . /

ouvert V de x, dansQ tel que, pour toute distribution f € 7 (V), on

puisse trouver une distribution u € 9'(V') qui vérifie Pu = f surV ?

Si C’est le cas, Popérateur (59) et ’équation (58) sont dits localement résolubles sur Q.
C’est précisément le cas si P est a ccefficients constants, d’apres le théoreme de Malgrange-
Ehrenpreis qui garantit ’existence d’une solution élémentaire E pour P, ¢’est-a-dire d’une
distribution E telle PE = &, et assure donc Iexistence d’une solution pour I’équation
Pu = f, car il suffit alors de prendre # = E « f, et c’est aussi le cas si f et les coefficients

de P sont analytiques, d’apres le théoreme de Cauchy-Kovalevski.

On connait depuis longtemps les solutions élémentaires des opérateurs les plus classiques::

Opérateur P Une solution élémentaire E
gn 1(xl ..... X,_1) ® Y<xn)
Jd 1/ d 1
B 2<3x l&’y (Cauchy-Riemann) .
M st n=1
| 2
A=3?+...+ 3} (Laplacien) n2||x|| si n=2
T
[
st n>3
(2—n)|$7]

Y(z) [P
d, — A (La chaleur) ano) exp(— ?>
2
D, + A (Schrodinger) Y<t),, exp<— ll=l” inz>
(477;t)5 4t 4

P&, T—1y)
<E, >:f : dédr
7 ) EP=G=ip
Pour ¢ € 2(R™!),y constante >0

d2 — A (Ondes)

3 Opérateurs linéaires a coefficients constants

Selon Malgrange [6] et Ehrenpreis [2], tout opérateur différentiel linéaire non nul a ceef-

ficients constants est localement résoluble sur R”. Dans ce chapitre je refais en détail la

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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démonstration due a L.Hormander [4] de ce résultat, ainsi que les calculs des solutions

¢lémentaires des opérateurs de Laplace, des Ondes, de Schrodinger et de la Chaleur.

3.1 Equation de Laplace
3.1.1 Préliminaires

Définition 3.1. On appelle rotation de R” toute application r : R” — R” qui est orthogo-

nale pour le produit scalaire canonique de R”, en ce sens que :

Vx,y €R”, (r(x) | () = (x | ), (60)

ce qui équivaut a :

r ()] = [l (61)

r est linéaire, et, Yx € R”,

et également a :

{ 7 est linéaire, et sa matrice A dans une (et donc dans toute) base ©2)
b

orthonormale de R” est orthogonale an sens on AA* = A'A=1.

et telle que :
son déterminant (C’est-a-dire celui de sa matrice A) est positif (donc égal a 1) (63)

Définition 3.2. Pour toute rotation r deR”, on désigne par R lopératenr de F (R”,R) dans
F (R",R), et de '(R") dans ' (R"), tel que,

Vfe FR,R),Rf =for, eeNT €7 (R"), RT =Tor,

et:

e On dit qu’un opérateur P : 9'(R") — 9'(R") est invariant par rotation si et seulement si :
R'PR=P, 64)

e On dit qu’une fonction [ (resp. une distribution T) sur R” est invariante par rotation,

ou gqu’elle est radiale, si et seulement si, pour toute rotation r de R”, ona: f or = f (resp.
Tor=T)
Proposition 3.1.

1. Le Laplacien de R” est invariant par rotation.

2. Ladistribution de Dirac en Q est invariante par rotation.

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.



Mémoire de Master

Rayen BOUDABOUZE

3. Pour qu’une fonction ¢ : R” — R soit radiale, il faut et il suffit qu’elle soit de la forme
@(x) =@(||x||) ot ® est une fonction de R dans R.

4. Pour que deux distributions invariantes par rotation soient égales, il faut et il suffit

gw’elles coincident sur les fonctions test qui sont radiales.

Démonstration :

1. Soit 7 une rotation quelconque de R”, et R Popérateur de Z(R”) (resp. 2'(R"))
dans 2(R") (resp. 2'(R")) tel que, pour toute f dans Z(R”) (resp. Z'(R")), on
ait : Rf = f or. Alors, pour toute 9 € Z(R"), et tout £ €R”, on a:

Vo € AR"), VE €R”, RAg(£)

ce qui prouve que

(27:)n/2 )., e U RAP)(x)d x

(27:)n/z ). e tB[(Ag)or](x)dx
(27:)n/z ). e Ap)(r(x))dx
=] IS0 ey
(27:)n/z | ARy

= (Bg)(r(&))

= ~lIr@IoLre)
—||£||2(2n)n/2 f e O p(y)dy
el )n/z | e ooy
HIEIF )n/z f e g o)), (x)ldx
e s | e RN

= —lIEIPRe(E)

= ARp(¢)

Vo € D(R"), YE €R”, ARp(E) = RAp(£)

c’est-a-dire que :

Yo € 2(R"), ARp=RAp

Mathématiques
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Mémoire de Master 13 Rayen BOUDABOUZE

et, de la transformée de Fourier inverse, on déduit que :
Vo € 2(R"), (AR)p =(RA)gp,

autrement dit :
AR = RA sur 2(R").

Comme R et A sont continus de 2’(R”) dans 2'(R"), et que Z(R”) est dense dans
2'(R™), on conclut que :

AR = RA sur 7'(R").
2. Pour toute rotation » de R”, on a:

Yoe 2(R"), (Sor,0) = (8,7.(¢p)) <d apres (24))
[

= [n(p)]O)
= o) Jdée(/,[(@)])] (apres (25))
= $(0)-d4],0)]

¢(0)
= (3,9)

et cela prouve donc que :
Pour toute rotation » de R”, ona S or =3,
c’est-a-dire que :
& est invariante par les rotations de R”.

3. Soit ¢ une fonction de R” dans R, et ® une fonction de R dans R. Alors :

(Vx €R”, p(x)=&(|x[])) < { Pour toute rotatlon r de R”, et tout x € R”,

17 ()ll)

{ Pour toute rotation r de R”, et tout x € R”,

©(|lxIl)

{ our toute rotatlon r de R”, et tout x € R”,

(x)

=
= (¢ est invariante par rotation)

0

Réciproquement,

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.
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4.

Proposition 3.2. Soit [ et ® deux fonctions de classe ‘6> respectivement sur R" et sur R,
et supposons que, quel que soit x dans R”, f(x)=D(r), on r =||x||, alors :

n—1

Vx eR”, Af(x)=d"(r)+ (7).

Démonstration : Tout d’abord, pour toute fonction ¥ dérivable sur R, on a:

d ar
g—xj[\ll(r)] = (9_x] -0 (7’)

a 2 2\1/2 /
= — et -y
&)x] [(xl + xn) :I (7")

I

|
<
X
o

et maintenant

Af() = D 5[e0)]

3.1.2 Solution élémentaire

Comme A et & sont invariants par rotation, on cherche une solution élémentaire E
pour A qui soit invariante par rotation, c¢’est-a-dire de la forme E(x) = ®(||x||) ou ® est

une fonction (généralisée) sur R, .
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On se place donc en dehors de I'origine et, d’un c6té, on a :

n—1

[l

AE(x) =@ (|lx[l) + ——=2(IxID)

d’un autre coté :
Vo e 2(R"\0), (AL, ¢) =(,9) = 9(0)=0,
ce qui veut dire que :
VxeR"\0, AE(x)=0,

donc :

Vx e R0, & (|lxf)+ 2 Do/l =o.

1]l

Sur R, la solution geénérale ® de I’équation différentielle :

est telle que :

d’ou:
{ d(t)= [U(t)dt

(2=1) s
W(t)=aeJ "7 %, 4 étant une constante arbitraire,

{20

c’est-a-dire :
= [W(t)dt

ol a est une constante arbitraire,

tn—17

et par suite :

at+b sin=1
(1) :f 4 1dt _Jalnt+b : sin =2 , ol a et b sont des cstes arbitraires.
n— a )
g . +b sin>3
(2—mn) tn2

Par conséquent, pour x # 0, E est de la forme :

al|x||+ & sin=1
E(x)= a lnd||x|| + bl s1n =2 , oua, et b sont des constantes a déterminer.
. 2+b sin>3
(2—n) |x|]*~
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On se propose alors de chercher E telle que :

||| sin=1
E(x)=< ¢ In|x|]| sin=2

ollx| sin>3.

Démonstration.
eCasoun=1:Ype 6:°[R),
(AL,p) = (E,¢")
(
= | Eaw')dx
JRr

-
= mgo”(x)dx

[ee]

= x¢"(x) dx

_ J " /() dx
= ¢(0)

Donc:

et la fonction

est bel et bien solution élémentaire de A.
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e Cas ou 2 =2 : Pour tout ¢ € Z(R?) tel que ¢(x) = ®(||x||) ou ® € Z(R, ), 0n a:

(AE, )

et cela implique

c’est-a-dire que

= <f,A§0>

= RZE(x)A§0(X)dx

_ [ In]lx]]

= | et

| Inflx]IT ., .

ST K <”xll>+m¢><nxu>] dx
(" (P InrTen Lo

~ f S|+ —#'(r)]r drdo
roo 1/ 1 /

- i) #0) + @) | dr

= o 7(1r17)<1>//(r)d7+£ (In7)o'(r) dr

= — i (I)’(T)d?’—fO (hl?’)q)’(r)dr—l—ﬁ (lnr)‘b’(r)dr

= 90)
(0)

= (3,9).

donc que

Yo € 2(R?), (AE,¢)=(8,¢)

et que la fonction E telle que

est solution élémentaire de A.
e Casoun>3:VYoe 2(R")telle que p(x) =®(||x||), ona:

AE =8,
In |x|
E(x)=
(x)=— -

(AE,0) = (E,A¢p)
= f E(x)A¢p(x)dx
Cc
= [ A dx
rr ||
c n—1
= [ e+ e s
re ||l |||
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donc :
(AE,p) = f f ¢ <I>”(r)+n_1<1>’(r)]r”_1drd0
n—1 Jo Vn_z 7
= [$"7. f - 2 <I>” n— @(r)]r”_ldr
= c|S”_1|-J ré//(r)dr+c(n—1)-|S”_1|-f ®'(r)dr
= —c|S"7Y- f rydr+c(n—1)-|S""- f dr
= c(n—2)-|5”_1|-f
0
(2
= 28 j5e)
(2
= ) 5100
(2
- zyii)z‘|5"_l|‘<3’9”>-
Mais,
|Sn_1| = fR"e_M dx

oo
fo e—rn=ldr
—( 2422+ x2)
fRne Hatt) dx,LLdx,

1 = 1
s ettt T de

fRz e_(tz_'—sz) dtds]z
S et de

et il en découle que :
Yo € 2(R”) tel que p(x) =®(||x||), ou® € Z(R,), ona: (AL,p)=(5,¢),

ce qui implique que :

Vo e 2(R"), (AE,p)=(8,9),
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c’est-a-dire que :
AE =4

et que E est une solution élémentaire de A. ]

3.2 Equation des Ondes

L'opérateur des ondes (D’alembertien) sur R x R” est 'opérateur

92
D: __A )
dez 7
ou la variable de R X R” est notée (¢,x) avec t €R et x =(x,,...,x,) E R".

3.2.1 Cordes Vibrantes (Ondes en dimention 1+1)

L’Equation des Cordes Vibrantes (dimention 1+ 1) est :

ou v est la vitesse de propagation.

En posant :

X=x—ovt, Y=x+vt, FX,Y)=/f(t,x), et G(X,Y):—%g(t,x),

on obtient :
of @
%(t,x) e E[F(X,Y)]
JdX JF Y JF
= Zx ax OVt &Y
JF JF
— Q_X(X’Y)+3_Y(X’Y)’
donc :
2 o aF aF °F
De méme :
of, . 3
E(t’x) = E[F(X,Y)]
JX OJF Y JF
= 20 ax VT &Y
JF JF
= —U§<X,Y)+UW(X,Y),
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et il en découle que :

ﬁ(t,x):fv

at?

,O°F
ax?

J2F J2F J2F
2 2 2
)=V gy ax OV v gy OV + o

(X,Y

(X,Y).

Si’on suppose maintenant que f € 62(R?), cette équation des cordes vibrantes devient :

Jd*F
axay

(X,Y)=G(X,Y),

donc :
F=FExG,

E(X,Y)=H(X)®H(Y),
et ou H(X) et H(Y) sont les fonctions d’Heaviside :

_ [0 st X<0 _ [0 st Y<O
H(X)_{1 s x>0 © H<Y)_{1 si Y>>0

puisque :

(oo e) =
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3.2.2 Probleme de Cauchy

Si f est une distribution tempérée sur R"*!' =R, x R”?, on note Z_ f sa transformée de
Fourier partielle par rapport a x, et si (par exemple) ¢ est une fonction test sur R”*?,

alors :

gxgp(t, 5) = (27_:)7,/2 fRn e_ixggp(t’x) dx.

Si f vérifie le probleme de Cauchy pour I’équation des Ondes,

*f .
ﬁ = Axf sur Rt X Rx

f/t:O =

of _
= =k

t=0

ou f, et f, sont des distributions tempérées sur R”, sa transformée de Fourier partielle

par rapport a x vérifie le probléme de Cauchy :

INT.f) .
g =—||EPF. f sur R, x R}

7 =
Xf/t:O f

AZF.f) .
dr =h

t=0

dont I"'unique solution est :

sin| ][z »

F.f = (cos||E]|t)fo+ Wﬂ-

3.2.3 Solution élémentaire

Soit £, la distribution tempérée dont la transformée de Fourier partielle par rapport a x

est:

sin 2|
[

FE, (t,&)=2r)"?H(t,&)

sachant que H est la fonction de Heaveside :

0 st t<0, . 0 st t<0,
Hew={ 3 % 150 =vwelLavo={] I 150w Ve @)=t
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Pour toute fonction ¢ de Z(R”), on a:
J? , 92 :
<<5 Flel ><9x5+>’s0> - <@<%E+>+ H (3‘7XE+),40>

- oo 580

HiEIRH(, T )

1€
Y sinz[|€]|
— (27 "? COs
= (2n) <3t<8t®15 i +H(1,¢) t||§||>

sin t] €]
Il ’§”>

HIEIPH (2, &)
2
_ (277)_”/2<Z<H(t,£)cost||£||>
+EPH(E, &)

sint||&]]|
H #)
= o (cost|EING, @ 1) e (e, ) L]
sn [ €]
[H ’9">

HIEIPH(2,€)

— (27‘5)_"/2<3t ® 15,¢>
= (8,®[@2n)""1],9).

Donc Py
(S+1IEIR)Z.E. = 8,0 2.00,)
et a I’aide de la transformation de Fourier inverse on obtient :
92
(5. )E=5.25,

c’est-a-dire :
92
(5a—b.)E=s
ce qui montre que £, est une solution ¢lémenaire (portée par le demi-espace ¢ > 0) pour

'opérateur des ondes.
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3.3 Equation de La Chaleur et Equation de Schrodinger
Les opérateurs de la chaleur et de Schrodinger sont respectivement :

:%—A et S—li—A.

C =
1t

~,

Proposition 3.4. La transformée de Fourier inverse de la fonction :

R - R
& — exp(—ollE]l)

est la fonction :

g:R” - R
1 —|lx|I?
Démonstration.
Ona:
VxR, (Ff) )= f e F(ENE = — f el de.
(27‘[)2 R~ (27'5)2 R~
Donc: 1
Vx eR”, (9_1][)(196): zf e—Xf—wa”zdé,’
(27)7 Jge
et comme : e
el — ol = X ’
xE—ollElP =" \2ﬂ+\/5£ ,
on obtient :

Vrek, (7 in= e | lmlag,
(27‘5)_ R”

N

En posant maintenant :

on arrive 2

w?

et il s’ensuit alors que :
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VxeR”, (F7f)(ix) = — et f e dp= o
RVL

(2rw)? : (2w)

|

Ce qui implique que :
VxeR", (7' f)x)=g(x). O

3.3.1 Equation de la chaleur

le probleme bien posé associé est le probleme initial :

d
fi=o

ou f; est tempérée.
Si f est une solution tempérée de ce probleme, et 7 _f est sa transformée de Fourier

partielle par rapport a x, alors :

g :
5/ PN =—lEI7.f

T =Jo
Xf/t:O )

ce qui implique que : ~
F.f=e I L

et que :

[l
—_
N
| —
N————
[N
8y
NS
=
*
=
SN

[l
1
p—
o
|
J=
=
| IN— |
*
=
SN

o Solution élémentaire : Soit : (Z,E, )(t,&) = (2r) 2 H(t, &)e~tI€IF, Alors, pour toute

fonction test ¢ € Z(R*™'), ona:

<<% +IEIR)F.E.), g0> - <%<9§CE+) IR, E, ), 90>
"<%[H<t,g>e—f||€”2]+||5||2[H<t,é e )

=Qr)y 2 (e S, @ 1) —[|E|PH (L, & )e I
HIEIPH(2, &)e I, )

]

= (2m)”

= (8, ®[2n) 1] ¢),
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Donc 2
(5 +1EIF )2 =0, 02y 1]
ou €ncore :

gx[<%_A>E+] — 78, ®8.]

autrement dit :

d
(i-a)e=2
et ainsi, I’équation de la chaleur admet pour solution ¢lémentaire la fonction £, telle que:
E(t,x) = F NFL,)
= 9@;1 27'5) 2H(t £)e ]
B { Q2r)y2F - —t||5||2:| sit>0
sit<0

c’est-a-dire que :
_ I

E (t,x)= H(t,x)(4mt) 7 .

3.3.2 Equation de Schrédinger

Le probléme initial pour 'opérateur de Schrodinger sur R*™' =R, x R” est :

5-a) -

-

ou f, est une distribution tempeérée sur R”. Il équivaut au probleme :

IZ.S) _

—i|lEI 7. f

II
SN

dt
/-
dont la solution est telle que :
gxf = e_””guzf(;’
donc
flt,x) = @ry 2 [0, fix)
= [(miry T ] o)

R

= [(7e) e 55 ]x, filx)
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e Solution élémentaire : On pose (Z,E)(t,&) = (2r) 2H(t,&)e I€IF et, pour tout
g€ PR ), ona:

<<%+i|l§|l2>(%E),go> - <%(9XE)+Z'||§||2(§XE),¢>
- (2n)—%<%[1{(t,5)e—z’z||5||2]
+i||£||2[H<r,5>e—~llf||2],¢>
= (2ﬂ)‘%<e‘””5”2[3t®15]—i||£||2H(t,5)e—it||5||2

HEIPH( e 1 )
= (8,®[2n) 1] 9).

Donc

(Z-+illER)2.E) =3, l2mr 1]

de sorte que :

172
-——A)E=0.
<ic9t >E d

En fait, E est la fonction localement intégrable :

E(t,x) = F T E) =T, [@m) TH(t,£)e ]
_ J@ryrg e ] sit>0
|0 sit <0

lx[?

= H(t,x)(4mit) 2e 5"
n \x\z .o

= H(t,x)(4mt) Te 5 —in%,

3.4 Théoréme de Malgrange-Ehrenpreis

Théoréeme 3.5. (Malgrange-Ehrenpreis) Tout opérateur différentiel linéaire
non nul a caefficients constants admet une solution élémentaire dans &' (R").

Démonstration du théoréme 3.5. :

Ce théoréeme général a été démontré par Ehrenpreiss [2] et Malgrange [6]. La démonstra-

tion que je fournis ici est due a L. Hormander [4]. Elle est tres brievement décrite dans
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[1] et [4] et je me propose ici de la détailler au maximum. L’équation P(D)E = & est
équivalente au probléme de division P(&)E = (27-[)_%,3 et I'idée principale est de définir
E en tant que transformée de Fourier inverse de %, c’est-a-dire par une formule du
type : »
Eo=ert [ T80 e g ©)
re P(E)

e Si, quel que soit & € R”, P(§) #0, Cest bel et bien la formule (61) qui définit £. En

. 27) 2 . . . .
effet, la fonction ( ;,T()g) est 6™ a croissance lente, ainsi que toutes ses dérivées :

(2r)
P(£)

Dong, E (ainsi définie) est une distribution tempérée sur R”. De plus, Yo € 65°(R”),

€ 0,(R")

(P(D)E,p) = (E,P(—D)y
_ fﬁf —D PIE)

- LJZ” iz <><£>d5

(@m)™2, 77 o))
= (Z7(8),7 ()
{

8, 0),

ce qui veut dire que
P(D)E =8,

et que E est solution élémentaire de P(D).

e Dans le cas général, on utilise le lemme suivant (dont une démonstration se trouve

dans [1]):

Lemme 3.1. Si P(D) #0, il existe une suite (0,) o avec 0, € R" et |0,| < 1, une
partztzonﬁdszerentzelle de Punité (p,,),on avec p, € 6,°(R”), et une constante
¢ > 0 telles que |P(& +20,,)| > ¢ pour & € suppp,, z € Cet |z| = 1.

3. Soit Q un ouvert de R” et (V) un de ses recouvrements par des ouverts. Une partition différentielle
de P'unité sur §2 subordonnée a (V;); est une famille de fonctions (¢;); dans € (1) telles que : supp ¢; C
V;, lafamille (supp ¢;); est localement finie (c’est-a-dire : Pour tout compact K de (2, I'ensemble des indices
Ji tels que supp ¢; NK #@ estfini), 3¢, =1, et ¢, >0.
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L’idée maintenant est d’intégrer dans le champ complexe pour éviter les zéros de P({),

{ € C”, ce qui nous donne la formule :

Yo e 6 (R"), (E,p) = (
{

= (E)F (&)
anpk %

k=0

o [ e(E)(=5)
= (2n)> —=_=2d¢.
2]
Comme supp(¢) est compact, il est inclus dans une boule centrée a Porigine et de rayon
R et, d’apres le théoreme de Paley-Wienerl, ¢ se prolonge en une fonction holomorphe

sur C” que I’on note ¢.

La fonction

gb : C->C B
z = P(z)=p(—¢ —20,)

est holomorphe sur C car :

e :C— C" telle que h(z) = —& — z0, est holomorphe (puisque toutes ses
composantes le sont),

o g’;\: C” — C est holomorphe,
e y=0pobh.

De méme, la fonction p : C — C telle que p(z) = P(& + z0,) est holomorphe sur C
puisque :

e (—h):C — C” est holomorphe,

e P :C” — C est holomorphe (car c’est un polyndme),

o p:PO(—h),

4. Théoréme de Paley-Wiener : Soit / une distribution tempérée, Z f sa transformée de Fourier. Alors
/ est une distribution (resp. fonction test) & support dans la boule de rayon R si et seulement si :
(1) Z f se prolonge en une fonction holomorphe de { =& +i7, dans C” tout entier.
(i) 11 exisltle N tel que [Z £({)] < C¥(14 |{|)NeR (vesp. (ii-bis) Pour tout N on a |.Z f({)| < C*¢(1+
[
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et comme :
[P o(—h)](2) = P(€ +20,) 0 (car [P(€ +20,)| = ¢ >0),

on conclut alors que la fonction

f : C->C B
5 :ﬂ—g—zek)
P(¢ +20,)

est a son tour holomorphe sur C.

D’apres la formule de Cauchy, pour tout z, € C tel que |z,| < 1,

flay=— [ L@y,

211 ) =1 Z— 24

|2

et en particulier :

ro=-—[ 124,

it |z|=1 z

ce qui implique que :

o(—&) 1 o —20,) dz

P(&)  2im =1 P(E +20,) 7

et par voie de conséquence :

_ —3 1 g/}(_g_zek) % 0o (D7
N I g R RO LR R

[Proposition 3.6. E est une distribution sur R”.j

Preuve de la proposition 3.6 : Il est clair que E est linéaire de Z(R”) dans R. Pour mon-

trer qu’elle est continue, on choisit une suite (¢;); qui converge vers 0 dans Z(R”) et on

démontre que (< E, ¢; >); converge vers 0 dans R.

En effet, si (¢;); est une telle suite, alors :
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1 so,( §—z0,) dz> ‘
—)d
keanPk 217tf|z| . P(E—I—z@ z d
n 1 19;(—& —20,)
< (2r) ZJ <Zf| 1 |P(E+206,) |z >d§
n 1 19;(—& —20,)
< (2m) ZJ <Zf|| 1 |P £ +20,) Xdz> 4

" — (9
< (2n): ZJ < f| . |% ol xdz )d& (cf lem. 3.1)

|<E,p;>|=

Lemme 3.2. I/ existe une constante C > O telle que, Y& e R", Yo € 62,
sup  [9(—& —20,)| < CNg (@)1 +[E])

|z|=1,keN

Démonstration du lemme 3.2. : on sait :

EFE)=DplE) = | D) da

donc :

“0(&) = ! e D% (x) dx
E9E)= e | Dl

et la fonction & — &*%(&) se prolonge en une fonction holomorphe de la variable
{ =& +ineC” telle que:

g—>5ag/’;\(g): EJ e—ixZDagp(x) dx
(2m)7 Jx
Par conséquent :
= 1 —ix a
CLEON = f e Deg(x) dx
(27f)2 K
< E |D“ x)|-|e7*¢| dx
< (2 csuplD* (o) | Je) d
< -sup D% M dx
o (2 2 erIz' |f
f e dx 3
< sup [D%p(x)|

(27’[)2 xeK

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.



Mémoire de Master 31 Rayen BOUDABOUZE

Autrement dit : Y{ € C”,
[T HPTON < crsup Do ()
xe

Donc:

(sup DGO < e, sup |D%g(x)]

la|<n+1
\zz|<n+1

Mais :
G(1+[{P)T < sup 7]

|a|<n+1

et il s’ensuit alors que :

1+ [P TR0 < 6Ny 14(9)

En particulier pour { =—¢ —z0, ,ona:

&1+ =& — 20,27 |G(—E — 20,)| < ¢,Ng. 11 (9)
D’ou :

n+1

czsup(1—|—|—§—z(9k| )T SUP|A( &—20,)<¢ Kn+1(99)

|z|=1 |z]=1
keN keN

et cela implique que :

(14| =& —i0,)T sup[§(—E —20,)| < ¢;Ng 1(9)

[z]=1

Donc:

(1+|§|2+|‘9k| ) : SuP|A( &—z0,)<¢ Kn+1(§9)

|z|=1

Par conséquant :

&1+ |ER)F sup|@(—E —20,)| < ¢, Ng 1(9)

|z|=1
keN

et comme :

S+ < 1+

On arrive a :

ZOHIED sup B1—E —20,)| < €Ny (p)

[z]=1

et finalement :

sup B—& —20,)] < CNy (@)1 +1E) ™

lzl=1
keN
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ou:
C= & Il
G

Retour a la démostration de la proposition 3.6. :
De ce qui a précedé et du lemme 3.2. il découle que :

. 1 CNg (@) A+1EN)™

|<E,p;>| < (2”)_EZJ Pk(§)<—f uAg) dz> d&,
ten TR 27 Szt ¢
. CNy, N1+ &)t
- <2”)_7<J knr1(@))(1H1E]) d5><if dz>’
n Cc 27 |z|]=1

< (@2n) ?[ fRn m dE]NK,nH(%),

a noter que I'intégrale :

1
[ —L 4
= ey e

est convergente pour les raisons que voici :

e Le passage en coordonées polaires nous donne :

(o) Tn_l [} Tn—l
sz f " g d@:(f —d7><f d<9>
o Jot (14 7) ! o (1+7)+! st

e Lintégrale
0 n—1
f —dr
o (147)rt!

. s A oo
est convergente puisqu’elle est de méme nature que || T

Tn—1

d T, c’est-a-dire de
1
méme nature que | 100 —dr.
e Lintégrale fSn_, d 0 est finie vu qu’elle désigne I’aire de la sphere unité de R” (que

I’on calculera un peu plus loin).

Par conséquent, on a :
2 CI
VneN, [<E,p;>|<(27) 2 TNK,n+1(§0j)>

et cela prouve que st :

9, —0,
]—)OO

alors :

R
(E’%‘}—’O’

j—00

Mathématiques Septembre 2020 Université de Guelma.



Mémoire de Master 33 Rayen BOUDABOUZE

et que E est une distribution sur R”. W

Fin de la démonstration du théoréme 3.5. :

Pour tout ¢ € 65°(R”), on a:

3 - — —Z(9 VA
(P(D)E,p) = (zn)—fzjr Pk(g)('ifu_l [P(—D)¢l(—¢& ’e)xd—> ie

. (—E — 20
- (271)—7Zf /Ok(é’)(.i Mdz)df

beN Y R7 it |z|=1 V4
n r

= (2ﬂ)_7ZJ pr(&)P(—=E) dE
keN Y R”
n r

= (27T)_7ZJ pr(E)T X&) dE
keN Y R”

= 27 > (on 7 (o))
keN

= (3007 7(0)
keN

Ce qui démontre que, P(D)E = &, et que E est solution élémentaire de P(D). [ ]

3.4.1 Solution du probléeme

L’importance d’une solution élémentaire £ pour un opérateur différentiel linéaire
a coefficients constants P(D) réside dans le fait que, si L : & — & est Popérateur de
convolution défini par :
Yue&'R"), Lyu =E *u,

| LyoP(D)=P(D)oL,=1d,
[LyoP(D)]u=L;[P(D)u]=E«[P(D)u]=[P(D)E]xu=38%u=u,
et

[P(D)o L, u=P(D)Lru)=PD)E+«u)=[P(D)E]*xu=38+u=u.
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Donc, la connaissance d’une solution fondamentale de P(D) permet de construire une
inverse bilatere L, pour P(D), de résoudre I’équation P(D)xn = f, et de décrire la régu-

larité de cette solution. En effet :
(PD)u=f) u=Lpf)(n=Exf)

etsi f est de classe 6* pour un certain k € N, la solution # I’est également.

4  Opérateurs linéaires a ceoefficients analytiques

4,1 Position du probleme

Soita € R”, U un voisinage ouvert de 2 dans R”, et § une hypersurface de R” passant
par a, définie par :
SNU={xeU|g(x)=0}, (67)

ou g : U — R est une fonction suffisamment réguliere, sans points critiques sur S :
VxeS, d.g#0. (68)

On consideére un opérateur différentiel linéaire d’ordre m sur U,

P(x,d)= > p,(x)d7, (69)

jaj<m

auquel on attache la fonction 0,,(P) définie sur 7*U ~ U x R}, par,

0,,(P)x, & &)= D p(x)ETLET, (70)

|a|=m

Le probleme :
Etant données des fonctions assez régulieres f sur U, et uy,uy,...,u,,  surSNU,

peut-on trouver une fonction u sur U satisfaisant a I’équation
P(x,d)u=f 71)

dans un voisinage U’ de a contenu dans U, et aux conditions
w=uy, Dsu=u, ..., Vm_lu:um_l (72)

sur SNU’, ouV est un champ de vecteurs normal 4 S, et D; est la dérivation dans

la direction dev ?
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Définition 4.1. Soit S une hypersurface de R* définie par (67) avec g sutfisamment ré-
guliére (au moins, de classse 6€™) et satistaisant a (68), soit o, (P) la fonction définie par
(70), et soit x un point de S.

- On dit que x est caractéristique pour [’équation (71)si o, (P)(x,d g)=0;

- On dit que S est caractéristique pour I'équation (71) si tous ses points x le sont.
4.2 Théoréme de Cauchy-Kovalevski

Théoreme 4.1. (Cauchy-Kowalewsky) Soit S une hypersurface de R” définie par
(67) dans un voisinage U de 'un de ses points a, avec g satisfaisant a la condition
(68), et supposons que les fonctions g, p, (|la| <m), f, u; (j =0,...,m —1), qui
figurent dans (67),(69),(71),(72), sont analytiques sur U. Si a n’est pas caractéristique
pour (71), alors il existe un voisinage U’ de a contenu dans U dans lequel I'équa-
tion (71), accompagnée des conditions (72), admet une seule solution analytigue u

(i.e il existe une seule fonction analytique u qui vérifie 'équation (71) dans U’ et les
équations (72) sur SN U’).

Ce théoréme (dont on peut trouver une démonstration dans [7]) est I'un des premiers
résultats sur ’existence de solutions, mais pour beaucoup de questions, en particulier
pour des questions d’approximation utiles pour la physique, il n’est pas tres utilisable. Il
ne dit pas quel est le "rayon de convergence" de la série solution ; de la démonstration, on
peut extraire une majoration, mais elle est en général mauvaise, en particulier ce "rayon
de convergence" peut étre treés petit méme si ceux des données ne le sont pas. Surtout
ce théoreme ne dit pas que le probleme de Cauchy est bien posé, i.e que la solution a
une limite en un sens raisonable (par exemple au sens des fonctions différentiables) si les
données en ont, ni méme qu’il a une solution si les données ne sont pas des fonctions
analytiques. Si on essaie de résoudre le probleme de Cauchy pour une donnée de Cauchy
(#;) diférentiable mais non analytique, la premiere idée qui serait d’approcher les #; par
des fonctions analytiques et de passer a la limite ne marche pas, parce qu’on ne sait pas si
la limite des solutions existe (il faudrait justement pour cela que le probleme de Cauchy
soit bien posé). Le fait que le probleme de Cauchy soit bien posé est une autre question,

souvent beaucoup plus difficile.

Le théoreme de Cauchy-Kovalevsky a été publié par Cauchy en 1842 dans les Comptes
rendus de I’Académie des sciences. Le travail de Sofia Kovalevskata est paru en 1874 ; appa-
remment elle ne connaissait pas celui de Cauchy (et son jury non plus puisqu’il s’agissait

d’une these!). La démonstration de ['unicité est simple et instructive. Celle de existence
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consiste essentiellement a démontrer la convergence de la série ainsi calculée. Elle re-
pose sur une technique de majoration établie par Cauchy a cette occasion (méthode des
séries majorantes). Le théoréeme de Cauchy-Kovalevskaia n’exclut pas ’existence de solu-
tions non analytiques au probleme de Cauchy. Cette lacune a été comblée, en 1901 par
le théoréme de Holmgren qui affirme I"unicité des solutions " classiques " (c’est-a-dire m
fois différentiables). Tres élégante, la démonstration de Holmgren est remarquable pour
I’époque par la fagon dont elle met en jeu des idées de I’analyse moderne : dualité et den-
sité. Le résultat de Holmgren a été étendu par Hormander aux solutions distributions.
Il est nécessaire dans ce nouveau cadre de reformuler le probleme, puisque la restriction
d’une distribution a ’hyperplan x, = x2, qui intervient dans les données de Cauchy, n’a

a priori pas de sens.

4.3 Démonstration du Théoréme

En trois étapes :

e On démontre tout d’abord que le probleme (71)-(72) se ramene a un probleme de
Cauchy ou a = 0, ou la fonction g qui définit S est la éniéme projection canonique
de R” sur R (donc ¥ = +e, ou e, est le énieme vecteur de la base canonique de R”, et
D; =D,, = +£0d,), ou le ccefficient de 9, dans (69) est égal a 1, et ol les conditions
limites #g, #,, ..., #,,_, sont nulles.

e On démontre ensuite qu’il existe une unique série formelleH (non nécessairement conver-
gente) qui vérifie formellement le nouveau probleme de Cauchy.

e On démontre enfin (par la technique des séries majorantes) que ['unique solution for-

melle est en fait une série convergente.

4.3.1 Réduction du probléme

D’apres ’hypothese (68), il existe au moins une dérivée partielle J. ¢ qui ne s’annule

pas en a. Donc, sans restreindre la généralité, on peut toujours supposer que
J,8 #0 (73)
dans un voisinage de «. Ceci étant, on peut aisément vérifier que I’application
& p q ppP

p:RI>x— ¢p(x)=X R (74)

5. Série formelle signifie : série entiere non nécessairement convergente. On peut effectuer sur les séries
formelles les mémes opérations, produit, dérivation, composition (en prenant garde a I’origine) que sur les
fonctions - le résultat est une autre série formelle.
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X\ =Xpy eee s X, =%, 4, X, =g(x), (75)

est un difféomorphisme analytique qui transforme

S en §={%, =0}, (76)
d.en . +(dg)d, (j=1,...,n—1), 77)
871 cn (g;g/)gn’ (78)
I’équation aux dérivées partielles (71) en I’équation aux dérivées partielles :
on(PYxd,g)0 T+ > .07 =1, 79
lafm

et les conditions aux limites (72) en les conditions :

AR S AN Lo | B

sn0 (80)

5|§ml7

ou ﬁ,fN, les b, (pour |a| < m), lesé;é (pour j =1,...,n),etles #; (pour: =0,...,m—1)

s'obtiennent a partir de u, f, p,, J; g et u; par la transformation (74) :

—~—

H=uop™, f=fop™, B,=p,00"", Jg=(Jg)op™", et y=u0p™", (81)

et ou l’on a noté

2

59

d=-" et 3=(3,3p...,3,) (82)
&’xj

~

Lanalyticité de g sur U implique sa continuité dessus, donc implique la continuité sur
U de I’application x — o, (P)(x,d_g), etil s’en suit alors que si a n’est pas caractéristique
pour (71), ¢’est-a-dire si

7,,(P)a,d,g) #0, (83)

il existe un voisinage de a tel qu’aucun de ses point sur $ ne le soit, et on peut donc mettre
I’équation (71) sous la forme

[Eru)®)+ > pl@2u)®)=&), (84)

|a|<m,
@y <m—1

oup,=7p,/0,P), f = ]7 /o, (P) et X est donné par (74) et (75). Il découle également

de 'analyticité de g que les fonctions X — p/(X) (|a| < m,a, < m—1)et X — f'(X)
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qui figurent dans les nouvelles coordonnées X = (X, ..., X, ) sont elles aussi des fonctions

analytiques, et il suffit donc de démontrer le théoreme pour I’équation

aru+ Z p,0%u =f, dansun voisinage U de l'origine, (85)

|a|<m
@, <m—1

avec les conditions

" (86)

— _ m—1
”|smU_”0’ 3n”|smU_”1’ e O] 1

”|smU:

et dans le cas ou

§={x,=0}. (87)

On suppose maintenant que S = {x_ =0}, que les fonctions al<m,a, <m—1
pp q n q P "
et / sont analytiques dans U, que les fonctions #,, #,, ..., u,_, sont analytiques sur

UNS,etonpose:x = (x,...,x, ), et

m—1 xj
v(x) = u(x)— —:lu](x’) (88)
j=0 /*
Comme .
Qnm[%uj(xl)} =0, ;=0,1,...,m—1, (89)
on obtient
m—1 i
ERIOE IO COEICEDIPIPXCEY ETC] S
o 120 '

D’autre part, de (86), (87) et (88) il résulte immédiatement que
djv|,=0, j=0,1,...,m—1, 91)

et comme le second membre de (90) est une fonction analytique, le probléme se réduit au

probleme (85) - (86) dans le cas ou les fonctions #; sont identiquement nulles.

Nous considérons donc I’équation (85) accompagnée des conditions (86) ou #; =0,

pour j =0,1,...,m —1, que 'on peut écrire sous la forme
m—1 )
(97 u)(x) = D bi(x,3")3] u(x)+ f (x). 92)
j=0
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avec
du|,=0, j=0,1,...,m—1, (93)
ou
bi(x,3") == p,(x)3". (94)
la|<m

(Lafonction b;(x,&"), j < m—1, ainsi définie est analytique en x et polynomiale de degré

inférieur ou égalam—jen &' =(&,,.. .,fn_1)>

4.3.2 Solution formelle
A présent, on cherche une série formelle
u(x) = Z c,x” (95)
veN?
qui soit solution du probléeme (92)-(93). En particulier, # doit vérifier :

Flulg=71> cx", jEN, (96)

veN”
Yn=]

et en vertu de (93), pour tout ; =0,1,...,m — 1, le premier membre de cette égalité est
nul. Il en découle alors que

¢,=0 pour v, <m—1. 97)

et que

u(x) = Z c,x’. (98)

veN?
Vp=m

Pour déterminer les ceefficients ¢, (lorsque v, > m), nous substituons formellement ’ex-

pression > .ew ¢,x” a #(x) dans ’équation (92) et procédons de la maniére suivante :
Vp=m

1) On commence par chercher les ¢, pour les v € N” tels que v, = m :
an[cvxv]|xnzo =0 pour v,>m, j <m—1, (99)
on calcule les valeurs des deux membres de (92) sur {x, =0}, et on obtient

3" u(x',0) = m! Z e, x"” = f(x',0). (100)
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Comme x’ — f(x’,0) est une fonction analytique dans R”~!, un développement en série

de Taylor a Porigine de I’espace R*™! (x; =0,...,x, , =0), conduit a
(0= > dx". (101)
veNr—1

Donc on peut déterminer ¢, pour les v tels que v, = m, c’est-a-dire
_ _ — _
c,=d, pour V=V, ...,V =V, |, V,=m. (102)

i1) On suppose que les coefficients ¢, avec v, < k—1 (k > m) sont connus. En dérivant
les deux membres de (92), (k — m) fois par rapport a x, et en calculant leurs valeurs sur

{x, =0}, on constate que

m—1

c?nk_m[ij(x,al)cZZ( Z cvx">]

j= veN” y >k

—0, (103)

x,=0
donc la dérivée d’ordre (k — m) du second membre de (92) par rapport a x,, calculée sur

{x, =0}, est déterminée par la fonction analytique connue

c?nk_m[gbj(x,c?/)37[< Z cvx">]

veN” y, <k—1

+3T )| L (o4

x,=0

x,=0
qui peut étre développée en série de Taylor a I'origine de I’espace R”~! et I’on peut iden-
tifier les ccefficients de son développement a k!¢, pour les multi-indices v tels que v, = &,

car la dérivée d’ordre (B — m) du premier membre de (92), calculée sur {x, =0}, est

/

Ak u(x’,0)=k! Z c,x" (105)

veN”y, =k
iif) en procédant par récurrence sur k (avec v = (V/,k),v' € N*7!), on obtient tous les
ceefficients ¢, de la série (98). Une fois les coefficients ¢, sont déterminés, on en deéduit
Iexistence et 'unicité de la solution formelle, et il ne restera plus qu’a démontrer sa

convergence (i.e la convergence de la série (98)).

4.3.3 Séries majorantes

Pour démontrer la convergence de la série (98), on utilise les séries majorantes, défi-
nies de la maniére suivante : Une fonction F(x) est dite série majorante de la fonction
f(x) st les coethicients C (F) de sa série de Taylor a lorigine, > . C,(F)x", sont supé-
rieurs ou égaux aux valeurs absolues des ceefficients C (/') de la série de Taylor a ’origine,

> e C(f)x”, de la fonction f(x), c’est-a-dire que :
C(F)>=|C(f),YveN". (106)
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On définit également les séries majorantes pour les &,(x,d") : une fonction

= > P(x)E” (107)

la|<m,a,=]

(ou &’ =(¢&,...,&, ) est dite série majorante a 'origine, de la fonction

> px)E” (108)

|a|<m,a,=;

si, pour tout @ € N” tel que |a| < m et @, < m —1, la fonction P,(x) est une série
majorante pour p,(x).

Les séries majorantes F(x) et B;(x, &) étant introduites, on considere I'équation :

meB (x,8")3] w(x)+ F(x). (109)

]
=0

Lemme 4.1. Soit w(x) une solution analytique de I’équation (109), et supposons que :

Tous les caefficients des séries de Taylor a Porigine (de R"™") de
fw(x)|xnzo, anw(x)|xnzo, s Qnm_lw(x)|xnzo (110)

sont non-négatifs.

Dans ce cas, w(x) est une série majorante pour I’éventuelle solution analytigue du probléme

(92)-(93)

Démonstration.

Pour tout v € N”, posons

C(u )__av (0), (111)

C(w)= ;va(O). (112)
On a

=> C(w)x, (113)

veN?”

dans un voisinage de I'origine, et I’éventuelle solution analytique #(x) du probleme (92)-

=> C(u)x’, (114)

veN?”

(93) est telle que

dans un voisinage de zéro. On a donc ¢, = C,(#), et comme nous I’avons vu dans (97),

¢,=C/(#)=0 pour v,=0,1,...,m—1. (115)

v v
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Pour w(x) on a

ak

n

—— > Cw o=k > Clwn”. (116)

veN” veN?y =k

Cette dernicre expression n’est autre que la série de Taylor a Iorigine de R”™' de

JFw(x)|, _,- Par conséquent, et compte tenu de notre hypothése (110), on a
C(w)>0 pour v, <m—1. (117)

C’est-a-dire
C(w)>|C[(n)| pour v, <m—1. (118)

Pour démontrer 'inégalité C (w) > |C,(#)| pour v, =k > m, on suppose que
C(w)>|C/(u)| pour v, <k—1. (119)

Maintenant, 1’équation (92), et la série de Taylor a l'origine de la fonction #(x), im-

pliquent que, pour tout v € N” tel que v, =k, on a:

Cl) = =2"u(0),s (120)
m—1
_ lafv’aj—m[zbj<x,a’)3,gu<x)+f(x)] , (121)
v! = x=0

et on constate que dans le dernier membre de cette inégalité toutes les dérivées de #(x) par
rapport a x,, sont d’ordre inférieur ou égal a k—1. Par conséquent, et d’apres la définition

de C,(u), il existe des coetficients 3, , tels que

Co= 25 B.Clm+— C~<f ) (122)
ueEN” u <k—1
ouV=_(v,...,v, ,k—m).
De la méme maniére (et a I’aide du développement en série de Taylor de w(x) a I’origine,

et de I’équation (114)) on a, pour v € N” tel que v, = &,

Clw)= > ;/V,#C#(‘w)+$CV(F). (123)

ueEN”, u <k—1

Comme F(x) et B;(x,¢") sont des séries majorantes pour les fonctions f(x) et b;(x,&’)
: : L, : ,
respectivement, les coefficients 3, et y, , sont déteminés respectivement par les opéra-

teurs différentiels »
la’v’aj—’”[ b (x,d")d! } (124)
V! =’
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et
m—1
afvak M[ZB] (x,9" 31] (125)
7=0
Il s’en suit alors que :
CV(F) Z |C'\7(f)|’ yv,[u Z |ﬂv,/u|’ (126)

et en vertu de ’hypothése de récurrence (119), il résulte de (122), (123) et (126) que :
Cw) =2 |C(n)l, (127)

ce qui démontre que w(x) est une série majorante de la fonction #(x), et acheve ainsi la

démonstration du lemme.

4.3.4 Suite et fin de la démonstration du théoréeme

Il ne reste donc plus qu’a démontrer I'existence des séries majorantes B;(x,¢”) pour
N >/ . /
b(x,&’), ] =0,1,...,m—1, et F(x) pour f(x), et que 'équation (109) avec ces B;(x,¢”)
et ce F(x) admet, dans un voisinage de Iorigine, une solution analytique w(x) telle que

les ccetficients de la série de Taylor (a origine de R”) de
Ik w(x’,0) (128)

soient tous non-négatifs. Rappelons que, par hypothese, le £ (x) etles p_(x) (ja| < m, a, <
m — 1) qui figurent dans (92)-(93) sont analytiqyes dans un voisinage de l'origine. Donc,
dans un voisinage de I’oigine, on peut les développer en séries de Taylor. Par conséquent,

il existe des constantes » > 0 et M > 0 telles que

Z|C lPM<m, Z|C P <M, |a|<m,a, <m—1, (129)
veN” veN?
ot 1 1
Cv(f) = ;gvf(x”x:o’ Cv(pa) = ;gvpa(x”x:os (130)
et la relation (129) implique que
GO <M, [Clp M <M, YveN (131)
ot M M
|C(f |_—| [Clp)| <=7 VveN" (132)
r v

On considére maintenant la fonction
M

1— Xy +otx, +ox,?
r

F(x)= (133)
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définie sur
{xeR"||x,+...+x,_ +ox,| <7}, (134)

ou p est une constante convenable, a déterminer, et telle que o > 1. Comme

M [ee]
_:szk pour |y| <1,
1=y k=0
ona:
= (x1+“‘+xn—1+(9xn)k
F(x) = M. - (135)
k=0 r
o0 box XX x (ox, )
_ MZZM i nk—l (ex,) - (136)
k=0 |v|=Fk v 4

En dérivant les deux membres de (133), on obtient :

Loyl Y|IM 0%
o F(x)| _ = mPiet _ MMer (137)
x=0 vl orh rhl

Par conséquent, et compte tenu de I'inégalité o >1,0n a

M o™
C(F)= l5”1‘7(x)| = e > M (138)
Y y! x= vyl 7V
Donc, en vertu de (132) on a
CE)Z |Gl CF)=[C(p,)l; (139)

c’est-a-dire que la fonction F(x) définie par (133) est une série majorante de f(x) et de
2.(x) (la| < m, a, < m—1). Par conséquent, si I'on pose P,(x) = F(x) et qu'on la
substitue a P_(x) dans (107), la fonction B (%, &py---»¢E, ) ainsi définie sera une série ma-
jorante de &,(x,&,,...,&, ). Considérons donc I'équation (109) avec F(x) donnée par
(133) et avec B;(x,¢’) donnée par (107) et P (x) = F(x). A l'aide de (133), 'équation

(109) peut s’écrire sous la forme :

Q(I)W(x)+R(I)W(x)+M

1— X+ tx, 1 +ox, ’
r

d"w(x)= (140)

ou Q(&) est un polynéme en & de degré m et dont le coefficent de £ est nul, tandis que
R(&) est un polyndme en & de degré inférieur ou égal 4 m — 1.
En posant

_ X +...+x,_+pox, (141)

S
y
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on obtient :
_ds d _1d . Jd ds d od
A e Fa P Fa P

Par suite ’équation (140) se réduit a ’équation en @(s) :

L ()= L[ LD L ) 4 m(2 L 1i,€%>@(s)+M], (143)

r’ dsm C1—sLoym dgm rds U rds’y
ou
q(0)=Q(1,...,1,0), (144)
est un polyndme en o de degré inférieur ou égal a m — 1. Comme
<§)’”_ L ale) _ <g)m y 1=s—qle)e” , (145)
r l—s rm r 1—s
en multipliant(143) par
(L) —, (146
e/ 1=s—qle)e™
on obtient :
4" )= <1>m ! [R<li,...,li,gi>ﬁ(s)+M}, (147)
dsm o/ 1—s—q(o)p™ rds rds rds
et vu que le degre du polynéme ¢(o) est inférieur ou égal a m — 1, on peut choisir p tel
que
q(e)e™" < 1. (148)
En résolvant I’équation différentielle ordinaire (147) avec les conditions initiales
dl . .
Ew(s)Lzo_o, j=0,1,...,m—1, (149)

on obtient la solution unique @/(s) qui est analytique sur I’ensemble {s /|s| < 1—q(0)o ™" }.

La solution w(x) de I’équation (140) s’obtient, en posant

+...+ +
w(x) = ﬁ< h Tn @xn) (150)
r
dans le voisinage de l'origine :
{x ER|x,+...+x,_ +ox,|<r(1 —q(g)g_m)}. (151)

Comme nous I’avons mentionné, I’existence et 'unicité de la solution analytique w(x)
dans un voisinage de 'origine, en vertu du lemme 5.3.1, implique ’existence de la solution
analytique #(x) du probléeme (92)-(93) dans un voisinage de l'origine; d’autre part, la
démonstration de ’existence et de I'unicité de la solution analytique #(x) du probleme
(92)-(93) dans un voisinage de I'origine est suffisante pour affirmer I’existence et 'unicite
de la solution analytique du probléme (71)-(72) dans un voisinage U’ de x° . Le théoréme

est ainsi démontré. []
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5 Opérateur sans solution - Conditions suffisantes &
|"existence et I'inexistence

Dans ce paragraphe, nous donnons, sans démonstration, un exemple d’opérateur sans

solution, une condition suffisante a I’existence, et une autre a la non-existence.

Théoréme 5.1. (cf. [5]) Soit sur R® Popérateur de Hans Lewy :
L=—38—id)+2i(x; +ix,)d,.

Alors, il existe une fonction f : R® — C, qui est de classe € >, et tellle que ’égua-
tion Lu = f n’admette aucune solution distribution dans aucun onvert de R>.

Théoreme 5.2. (¢f [4]) On suppose que, quelle que soit | dans D(Q), éguation
P(x,D)u=f

admet une solution u € 9'(). Dans ce cas, on a nécessairement I'implication :

[(x,g)eQxR” etom(P)(xaE):O]:><i[§§ jf _59{ 5?.](’6’5):())'

=1

Théoréme 5.3. (cf- [4]) Soit P(x,D) un opérateur différentiel linéaire a caefficients
6, et supposons qi il existe un voisinage ouvert V., d’un point x, de R” tel que, pour
tous points x ety fixés dans V. , il existe une constante réeelle C,, pour laquelle :

P(x,¢)
P(y,&)

Alors, si Q) est un voisinage ouvert suffisamment petit de x,, on peut toujours trouver
un opératenr linéaire E : &'(R") — &' (R”) tel que :

V& eR”,

<C,,.

P(x,D)Ef = f dans Q, pour tout f € &'(R"),

EP(x,D)u = u dans Q, pour tout u € &'(2).
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6 Conclusion

Léquation P(x,D)u = f, ou P(x,D) est un opérateur différentiel linéaire, est réso-
luble si P(x,D) est a ccefficients constants, et le probleme de Cauchy a données analy-
tiques qui lui est associé admet une unique solution dans un voisinage de chaque point x,

(méme si ce voisinage peut €tre tres petit). En dehors des ces deux cas, tout peut arriver.
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