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Résumeé

L'objet de ce travail est la mise au point d'un nouvel élément fini de plaque mince permettant
de prendre en charge l'essentiel des situations rencontrées dans le calcul des ouvrages
notamment les cas ou I’utilisation des théories classiques devient complexe, cet élément de trois
nceuds est étudier dans le cadre des hypothéses de la théorie des plaques minces de Love-

Kirchhoff.

La nouveauté dans cette formulation réside dans I'utilisation de la fonction d’Airy dans le choix

des polyndmes d’interpolation, et I'utilisation d’autres concepts et techniques en vue de :

- L'enrichissement des champs de déplacement (raffinement p), donc une plus grande

précision dans lI'approximation de la solution.

- L'amélioration des comportements en cas de distorsion géométrique des maillages.
- Le contournement des probléemes connus de "blocage de cisaillement".

Ces techniques se résumes dans :

- La construction des polyndémes d'interpolation des champs a partir des solutions
biharmoniques de la fonction d'Airy.
- L'adoption de I'approche "en déformation™.

- L'utilisation de «l'intégration analytique» pour évaluer la matrice de rigidité.

L'utilisation de language de programmation FORTRAN pour la mise au point de la
matrice de rigidité.

Pour évaluer la performance de notre élément on a établi une série de tests, la premiére série
concerne la vérification de I’état constante de torsion et le probleme de blocage de cisaillement,
la deuxieme série s’implique a évaluer I’efficacité et la robustesse de notre élément dans la

convergence vers la solution.

Mots Clés : Elément fini, plaques minces, fonction d’Airy, approche en déformation,

Intégration analytique, série de tests, convergence vers la solution.



Abstract

The object of this work is the development of a new thin plate finite element allowing to deal
with most of the situations faced in the calculation of structures, especially the cases where the
use of classical theories becomes complex, this Three-node element is studied as part of the

assumptions of Love-Kirchhoff's thin plate theory.

The novelty in this formulation lies in the use of the Airy function in the choice of interpolation

polynomials, and the use of other concepts and techniques in order to:

- The enrichment of the displacement fields (refinement p), so a larger precision in the
approximation of the solution.

- Improvement of behavior in case of geometric distortion of meshes.

- Bypassing known problems of "shear locking".

These techniques are summarized in:

- The construction of field interpolation polynomials from the biharmonic solutions of
Airy function.

- The adoption of the "strain™ approach.

- The use of "analytic integration” to evaluate the stiffness matrix.

- The use of FORTRAN programming language for the development of stiffness matrix.
To evaluate the performance of our element we have established a series of tests, the first series
concerns the verification of the constant state of torsion and the problem of shear locking, the
second series is involved in evaluating the efficiency and robustness of our element in the

convergence towards the solution.

Keywords : finite element, thin plates, Airy function, deformation approach, Analytical

integration, series of tests, convergence towards the solution.
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INTRODUCTION GENERALE

Introduction :

Dans le domaine de génie civil les dalles sont des élements fréquement rencontrées dans les
différents ouvrages, on les trouve notamment dans les batiments et les ponts. Les théories
classiques pour 1’étude de ces structures présentent des calculs rigoureux et épuisants, en plus
de la complexité des équations pour arriver aux résultats, surtout pour le calul de grands

ouvrages et eléments complexs.

Avec le développement de la machine et de 1’outil informatique, les ingénieurs numériciens
commencerent a mettre des méthodes numériques pour le calcul des structures, et ¢’est 1a que
la méthode des éléments finis a vue le jour. Le principe de base de cette méthode consiste a
remplacer le domaine réel par un ensemble d’éléments finis, qui peuvent étre réunis de plusieurs

maniéres, et donc les employer pour représenter les formes les plus complexes.
Position du probléme et objectifs :

Dés lors, Beaucoup de recherche sont faites sur les éléments finis de plaque, en considérant
différentes approches et principes variationnels dans la formulation. Les premiéres recherches
ont été menées sur des approches simples en considérant des éléments triangulaires et
quadrilateres plats. L’avantage de ces approches réside dans leur simplicité relative dérivée de
la théorie des plaques minces de Kirchhoff. Seulement cette théorie néglige 1’énergie de
déformations due au cisaillement, ce qui la rend inadaptée pour 1’analyse des plaques épaisses.
Malgré cet inconvénient ces éléments ont été développés par plusieurs auteurs, en utilisant de

différentes techniques et approches.

Auparavant dans I’aspect fonctionnel de 1’étude, on utilisé fréquemment 1’approche en
déplacement, cependant les chercheurs ont remarqué qu’elle ne donne des résultats satisfaisants
qu’aprés minimisation de la taille des mailles. L une des réponses a cette problématique réside
en I’utilisation de ’approche en déformation qui permet de donner des degrés plus élevés aux
polynomes d’interpolation. Ce constat est observé pour les éléments développés par Ashwell et

Al qui ont utilisé le modéle en déformation au lieu de modeéle en déplacement.

Notre travail vise a développer un nouvel élément fini triangulaire de plague mince, base sur

Papproche en déformation et sur les solutions bi-harmonique de la fonction d’Airy,



concurrentiel aux autres éléments, et capable de contourner les différentes problématiques posé
dans 1’analyse numérique, notamment les problémes de convergence et de blocage de

cisaillement, en utilisant de nouvelles concepts et techniques dans la formulation.

La prise en compte des solutions bi-harmoniques de la fonction d’ Airy pour la construction des
polyndmes d’interpolation est I'un de ces concepts qui n’a jamais été utilisé pour ce type
d’¢léments. L’introduction de ces fonctions vise a augmenter la performance de 1’¢élément, en
lui donnant un comportement assimilé au comportement réel, puisqu’il introduit 1’effet
physique de Poisson (coefficient de poisson) dans la formulation des différents champs de la

cinématique, chose ignorée dans les formulations basées sur le triangle de pascal.

L’utilisation de I’intégrale analytique dans le développement de la matrice de rigidité, au lieu
de I'intégrale numérique, vise a donner a I’élément plus de performance lorsqu’on est en
présence de maillage distordu, contrairement aux éléments iso-paramétriques qui utilisent
I’intégration numérique et qui présentent dans la situation de distorsion du maillage une perte

de convergence.

Plan du mémoire

Ce mémoire est composeé :

- de la présente introduction,

- de quatre chapitres,

- des conclusions et recommandations
- et d’un bloc d’annexes.

- Au niveau de cette introduction, nous avons positionné le but visé de notre recherche, qui se
résume dans la formulation d’un nouvel élément fini de flexion, en donnant les objectifs visant
d’apporter des réponses et les axes de travail et de développement pour la concrétisation de ces

objectifs.

- Dans le chapitre 01, nous exposons les notions théoriques générales traitant de 1’¢lasticité, de
la théorie des plaques minces de Kirchhoff, de la fonction d’Airy. Il s’agit d’une synthése des
aspects théoriques, des hypotheses et des techniques utilisées dans la formulation de notre

élément.



- Dans le chapitre 02, nous donnons d’abord sommairement une présentation de la méthode des

éléments finis et un bref apercu sur I’évolution de cette méthode.

Nous enchainerons ensuite sur des généralités mettant en relief les hypothéses d’utilisation de
I’¢lasticité linéaire, la manic¢re dont il est possible d’en déduire les principaux modeles
d’éléments finis existants, particulierement les formulations «en déplacement », « en équilibre,

«mixte », «hybrides» et «en deformation» ainsi que les principes de 1’approche variationnelle.

Comme nous avons présenté une explication de la méthode de I’intégration analytique utilisée

dans la construction de la matrice de rigidité relative a notre élément.

Enfin, pour situer les performances de notre élément vis-vis a celle des autres éléments existant
dans la littérature, nous avons fait une synthese sur quelques éléments de plaques flexionnelles,

développés par d’autres auteurs.

- Le chapitre 03, quant a lui, est réservé a la formulation et au développement de 1’élément
nouveau d’élasticité plane basé sur la formulation en déformation et sur les solutions bi-

harmoniques de la fonction d’Airy, baptisé : « SBA3 ».

- Le chapitre 04 présente uniquement les tests effectués sur des exemples tirés de la littérature.
Il'y est mis en relief le comportement de nos éléments face a des sollicitations et des situations

diverses,

Comme il est fait état d’une analyse comparative des performances de notre élément par rapport

a celles de certains éléments développés par d’autres auteurs.

- Nous terminons, enfin, par quelques conclusions et recommandations



CHAPITRE I : NOTIONS THEORIQUES GENERALES

CHAPITRE I : NOTIONS THEORIQUES GENERALES

1.1 Introduction :

L’¢lasticité ou mécanique des solides déformables est I'une des sciences de la mécanique des
milieux continues (MMC), qui étudie le comportement des matériaux sous 1’action des forces
et des moments, en d’autre terme on détermine la relation qui existe entre les contraintes et les
déformations, les principes fondamentaux de cette théorie sont la réversibilité des déformations
lors de dechargement, et la linéarité de comportement. L’élasticité représente un langage
commun entre les ingénieurs, méme s’ils prétendent ne pas la comprendre parfaitement, la
majorité d’entre eux s’en servent.

Apres avoir expédié les principes de 1’¢lasticité dans le cas tridimensionnelle, on appliquera ces

principes dans le cas bidimensionnel dans le cadre de la théorie des plaques.

1.2 Notions générales de la Mécanique des milieux continues et de I'élasticité :
1.2.1 Etat de contrainte :

Soit un corps (S) qui se déforme sous ’action des forces extérieures de résultante F, dans tout

points M de ce corps existe des forces de rappelles dites forces de frottement et de cohésion qui

tendent a ramener ce corps a son état d’équilibre (. F= 6).

Tout point M de ce corps est entouré par une surface dS caractérisé par une normale 7 ou

s’applique une résultante de force notée dF (Figure 1.1).

gy
L
«

Hd F.
- — T(P.ii) ds

ds

Figure 1.1 : Coupure et facette 71 en M.,
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D’apres le postulat de Cauchy le vecteur contrainte se définit :

L. [dF
o(M,n) = Alér_r)lo {E} (1.1)

Celui-ci se décompose de deux types de vecteur contraints :
T(P,7) = 0,.7 + (P, 70) (1.2)

- 0,.7 . Un vecteur contrainte normale qui correspond a une sollicitation de type traction

(lorsque a,, > 0) ou de type compression (lorsque a,, < 0).

- 7(P, 1) : Un vecteur contrainte tangentielle (appliqué au point P et tangentielle a la surface de
normale 71 ) qui correspond a une sollicitation de cisaillement. L’intensité (ou le module) de ce

vecteur est donnée comme suit :

> — s — 2 —
IT(P, Wl = 2\/||T(P,n)|| — llon. 7l|? (1.3)

Si on considére, en un point P du solide, les axes Px;, Px,, Px5 de base (&;,€,,€5) et un
tétraédre MABC dans cette base. Sous 1’action des sollicitations extérieures, les vecteurs

contraintes qui s’exercent au point P se présentent comme suit :

X2

T(P,—e;)

T(P,—e;)

c /7 | \ -
/ / i . Tewm
/ T(P,—&;)
Figure 1.2 — Equilibre du tétraédre
L’équilibre du tétracdre conduit a I’équation :
{r(p,m} =[{r(Pe)} {T(Pe} {T(Pe}].{n}=[a(P)].{n} (1.4)

Cette équation s’appelle la formule de Cauchy ou [o(P)] est le tenseur des contraintes de
Cauchy au point P. Les composantes de ce tenseur des contraintes dans la base (€;,¢€,,€3)

sont :
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011 021 031
012 022 032 (1.5)
013 023 033

L’équilibre des moments au point P autour des axes Px;, Px,, Px5 conduit & :
012 = 021 013 = 031 023 = 032 (1.6)

Ce qui dénote que le tenseur des contraintes de Cauchy est un tenseur symétrique avec Six

composantes indépendantes : g1, 012, 022, 013, 023, 033
1.2.2 Equation d’équilibre -

Soit une portion du solide infiniment petite de dimensions dx;, dx,, dx; soumise a :

- une force par unité de volume f de composantesf;, fo, fz. Appliquée au point de
coordonnées(xy, x5, X3),

- ¥ [laccélération de composantes ¥;,¥,,¥s auquelle est soumis le point de
coordonnées(xy, x5, X3),

- p la masse volumique du matériau de ce volume.

L’équilibre en translation le long de la direction Ox; (figure 1.3) traduit par :

- —
YF, =0 (.7)
012
, 0oy |
1 :axz X7 4_]/1
e, i
: 00y,
—0yq : —0y3 o4 + del
H 1
o, i —
0 13 . '
6—1) 1‘1’%1—3113(g P ik R
3 o
8—3) dx, —012 dx; h

Figure 1.3 — Equilibre en translation le long de Ox;

Le développement de 1’équation (1.7) nous donne :

do do do
11 + 12 + 13

= p. 1.8
ox, | 0x, 6x3+f1 pP-V1 (1.8)

De la méme fagon, on obtient pour les autres directions les équations d’équilibre suivantes :
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6021+6022 +6023+ Le long de O 1.9
= . —> .
ox o o fo=p.72 e long de Ox, (1.9)

do do do
31 9932 0033

%, | o, o, + f3 = p.y3 — Le long de Ox3 (1.10)

Sous forme indicielle, ces trois équations s’écrivent, d’une fagon condensée comme suit :

Lt fi=py (1.11)

La deuxiéme série d’équation a vérifier sont les équations d’équilibre aux limites la condition

a vérifier est la suivante :

13

(1.12)

Qu
S
Il

o

xd

1.2.3 Etat de déformation :
1.2.3.1 Cinématique des milieux continus :

Soit un point P dans un corps soumit a un chargement donné dans un instant (to = 0), ce dernier

subit une transformation géométrique lors du passage d’un état initial a un état final.

Dans un repére cartésien (O, X, y, z) le point P et repéré par le vecteur de cordonnés X (Xo, Yo,

Zo), a I’instant t le corps se déforme et le point P est repéré par le vecteur X(Xt, Yt, Zt).

—
u

X

P,
z

Figure 1.4 : Cinématique et vecteur déplacement.

Cette transformation se caractérise par une déformation ou un changement de forme, et un
mouvement de corps rigide (translation et rotation), la cinématique de corps solide est étudiée
en utilisant I’approche de Lagrange qui est plus adaptée au domaine de la mécanique des

solides.
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D’apres la description de Lagrange, on a :

x=X+1

Ou le vecteur u est appelé le déplacement du point P.

Le tenseur gradient de la transformation est la matrice

(0x; O0x; 0x;] [0xo O0xo 0xp] [Ou Odu Ouj
dx, 0dy, 0z, dx, 0dy, 0z, dx, 0dy, 0z,
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
vioviavao| D ) |0% 0% 0| v v B
dx, 0dy, 0z, dx, 0dy, 0z, dx, 0dy, 0z,
0z, 0z; 0z dz, 0z, 0z, dw dw Jdw
[d0x, 0dy, 0zol L0xy, 0y, 0zol Ldxy, 0y, 02zy]
du  Jdu duj
dx, 0dy, 02z,
. 4, 100 ov dv OJv
VX=VX+Vi=|0 1 0|+ =[] + [Lo]
00 1 dx, 0dy, 02z,
dw dw Jdw
[dx, Jy, 02zl
. 1
Soit : [Lo] = 2 ([Lo] + [Lo]™) +2 ([Lo] — [Lo]™) = [Do] + [Wp]
Apres développement on aura :
 du l(au 517) l(ﬂu 8w)'
dxo 2\dy, ' xy) 2\0z, @ dxo L
(D] = dv 1(81: SW) L = Sxy Exz
o dyo 2\dzg  dye/| v
aw Sym Euy
_S‘ N
| ym BZO
0 1(0u 617) 1(6u BW)
2 ayo axO 2 aZO axO 0 )
W] 1( ou 617) 0 1(617 BW) _le OZ
0L~ 2 ayo axO 2 aZO ayo N _5 0
1( ou 0x> 1( Jdv 0W> Y x
| 2 aZO axO 2 aZO ayo

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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1.2.3.2 Condition de compatibilite cinématique :

En utilisant la convention d’Einstein on peut écrire les matrices [Do] et [Wo] de déformation et

de rotation respectivement sous forme simplifiée :

|( aul n au]
4 & = ax] 0x;

1.18
1/0u; Oy ( )
qu 2\0x; Ox;
- Ou ¢;; représente la déformation [Do] sous forme matricielle.
On derivant la rotation w;; et apres simplification on obtient :
Jw;; 0¢&y O0&;
U kM (1.19)

ox,  0x;  0dx;

Toutefois nous obtiendrons effectivement un vecteur gradient si le rotationnel est nul, ¢’est a

dire si nous pouvons vérifier les relations suivantes :
i a(A)U _ d a(A)U —0= az(l)i]’ _ azwij (120)
axl axk axk axl axlaxk axkaxl

Ce sont en fait les conditions d’intégrabilité de Cauchy de la différentielle :

=—= 1.21

Exprimées en fonction des composantes du tenseur de déformations ces conditions nous

donnent 1’équation générale suivante :

Oy 0%ey  O%ew 0TV _ (1.22)
(62811 62822_ 62812
dy? axz  ~ oxdy
62822 62833_ 62823
dz2 dy? dydz
62833 62811_ 62831
ax2 9z2 " azd
v z Zo% (1.23)

0%e1, _ 0 (De1p Oea3 |, 0€13
W_E(az T T ay)
0283, 0 (0gy3 Oezq | 0€qp
xdz 5( ax ay t 0z )
02833 0 (0e31 0&1p | 0€z3
\oxdy _E(ay % T ax)
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Dans le cas de déformation plane c’est-a-dire €, et €,, sont nulle et que toutes les autres

déformations sont indépendantes de z, les équations de compatibilité se réduisent a 1’équation

unique :

0%exy  0%gyy 0%eyy B
day?> = ox? dxdy

(1.24)

1.2.4 Loi de comportement :

La loi de comportement est une loi permettant de reliée les déformations aux contraintes établit
par Hooke a travers des essais de compression et traction en supposant comme approximation
que le matériau est homogene élastique linéaire isotrope, elle dépend aussi des caractéristiques

intrinséques du matériau, a partir de ces conditions on peut écrire la relation suivante :
oc=C.ge+og (1.25)
Ou:

- 0 est le tenseur des contrainte a 1’état initial qu’on suppose nul (g, = 0) pour simplifier

I’écriture de probléeme.

- C est un tenseur de comportement d’ordre 4 dont les composantes font intervenir les

caractéristiques physiques intrinséques du matériau est égale a :

A+2u A A0 0 O

A A42u A 0 0 O

] 2 A A+2u 0 0 0
[c1=| 4 0 0 40 0 (1.26)

0 0 0 0 pu O

L 0 0 0 0 0 pul

Ou E et v sont respectivement, le module de Young et le coefficient de poisson du matériau
considéré. Leurs expressions en fonction du module d’Young E et du coefficient de Poisson v

sont données comme suit :

B E _ . v.E - I E.(1-v)
“20+v T aswa-z St T arwa-z

u=G 5 (127)

Pour un état bidimensionnel, la matrice C se réduit a une taille de 3x3 pour fournir les

composantes su ivantes :

10
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e A I’¢tat plan de contraintes,

1 v 0
E v 1 o0
C:1—v2 1—v (1.28)
0 0
2
e A T’état plan de déformation,
1—v v 0
E v 1—v 0
C = 1.29
1+va-20| 0 1-2v (1.29)

En raison de symétrie des tenseurs de contrainte des vecteurs de contrainte ¢ et de déformation

€, on peut les écrire en utilisant la notation de Voigt pour simplifier 1’écriture matricielle :

Oxx Exx
(O'yy\ |(€yy\|
o-ZZ SZZ
(0} = 4% ¥ =1 (130)
Laxz | lexz |
0y £yz)

1.3 Principes des travaux virtuels :

1.3.1 Introduction :
Les formulations des théorémes énergétiques sont a la base des méthodes par éléments finis.

En mécanique analytique le Principe des Travaux Virtuels (PTV) est une autre formulation de
principe fondamentale de la dynamique (PFD), Il représente 1’équilibre entre le travail extérieur
due aux forces de volumes et de surfaces appliquées sur un solide, et le travail interne due aux
contraintes dans un solide, le role de ce principe est d’obtenir une formulation plus compacte

et faciliter la résolution des équations pour les rendre plus systématique.
Pourquoi utilise-t-on le principe des travaux virtuels ?
On utilise Le PTV pour les causes suivantes :

e Difficulté de résolution des équations différentielles de la statique et de la cinématique.
e La forme intégrale qui permet d’utiliser un calcul numérique pour trouver les différentes

inconnues.

11
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1.3.2 Principes des déplacements virtuels (ou des travaux virtuels) :

Un solide déformable est en équilibre statique, lorsque pour tout champ de déplacements
virtuels cinématiquement compatibles, le travail virtuel des forces extérieures est égal au travail

virtuel intérieur [5]. Cet équilibre s’exprime par la relation :

f JT.6£.dV=f FT.Su.dV+f fT.6u.dS (1.31)
174 174 S

Leterme: Wi, = fV oT.8e.dV représente la variation de I’énergie de déformation

Leterme: Wy = [, FT.6u.dV + [, f7.6u.dS représente la variation de I’énergie des

forces extérieures, dans laquelle F est le vecteur des forces de volume et f est le vecteur des

forces de surface.

— Un Champ Cinématiquement Admissibles (CCA) est un champ de déplacements —u* qui
vérifie toutes les données cinématiques du probleme. Il est continu dans Q et sur 0Q,
continument dérivable par morceaux sur Q. et satisfait les conditions aux limites en

déplacement :

—

u* = U sur a0, (1.32)

Ou U est un d"déplacement connu.

1.3.3 Principes des forces virtuelles (ou des travaux virtuels complémentaires) :

Un solide déformable est en équilibre statique, lorsque pour tout accroissement virtuel
statiquement admissible des contraintes et des forces, le travail virtuel complémentaire des
forces exterieures est égal au travail virtuel complémentaire intérieur. Cet équilibre s’exprime

par la relation :

f gT.(sg.dV:f uT.aF.dv+f uT.5f.dS (1.33)
14 %4 S

Le terme W<

ine = J, €7.80.dV : Représente la variation de I’énergie complémentaire de

déformation.

12
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Le terme W5, = [, u".6F.dV + [, u".8f.dS : Représente la variation de I’énergie

complémentaire des forces extérieures, dans laquelle F est le vecteur des forces de volume et f
est le vecteur des forces de surface.

- Un Champ Statiquement Admissible (CSA) est un champ de contraintes o* qui Vérifie toutes
les données statiques du probléme. Il est continu dans Q et sur 6Q, continument d"dérivable par

morceaux sur Q, et vérifie les équations d’équilibre local et les conditions aux limites en efforts:

dw(g*) + f, = 0 dans 0
{ w(a*) + f, ans (139)

o*.n =T surdr

1.4 Théorie des plaques :
1.4.1 Définition :

Une plaque est un solide bidimensionnel, défini par une surface de référence plane (plan xi x»)
et par une petite épaisseur (notée h(xi, x2)) par rapport aux autres dimensions (longueur et
largeur).

. : L o R
Typiquement, le rapport de la taille caractéristique de la plaque sur I’épaisseur est : n > 5.

Elle peut étre constituée d’un matériau homogene ou peut étre obtenue par I’empilement de
différentes couches de matériaux orthotropes. Une analyse élastique des plaques consiste a une
analyse d'un modéle mathématique bidimensionnel ce qui nous conduit a une analyse d'un

probléme en élasticité plane [1] [2]. On note w le domaine de I’espace occupé par le plan moyen

de la plaque.
X1

Le corps occupe le domaine 2 = {<x2> /(x1, X3) € W |x3| < %
X3

13
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X3 —
fL (x) 7 fxcr)

Figure 1.5 : Définition d'une plaque et systéeme d’efforts associés.

N.B : Posons, par convention, que les indices grecques (a, 8,7y, d..) prennent les valeurs de 1 a

2, les indices romains (i; j; k; I; m....) étant réservés aux sommations de 1 & 3
1.4.2 Différents types de plaques :

En fonction de la nature des matériaux qui les constituent et de la géomeétrie de leur section

transversale, les plaques peuvent étre classées en trois catégories ;

a) Les plaques isotropes : elles sont constituées d'un matériau isotrope (acier, béton) et leur
section transversale est homogéne. Elles sont définies par deux paramétres ¢lastiques (E et v)
respectivement le module d'élasticité et le coefficient de Poisson). On les retrouve dans les

constructions civiles courantes (batiments, ouvrages d‘art,...).

b) Les plaques orthotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux directions
perpendiculaires. L'orthotropie peut étre naturelle (bois) ou techniques (dalles rédies). Le
comportement de ces dalles est défini par quatre parameétres élastiques et on les retrouve dans
les constructions navales, aéronavales, de réservoirs de l'industrie chimique, des batiments et

d'ouvrages d'art. [3]

c) Les plaques anisotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes les
directions. Neuf paramétres elastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont souvent

constituées de matériaux composites et sont surtout utilisées dans l'industrie aéronavale.

14
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1.4.3 Domaine d’utilisation des plaques :

Ouvrages d’arts ponts (plaque circulaire)

4
1
Ouvrages souterrains | Constructions civiles |

Figure 1.6 : Utilisation des plaques dans les différents ouvrages.

Le domaine de I'utilisation de plaque est trés répandue dans tous les domaines, en particulier
dans le domaine du génie civil ou, on les utilise dans les constructions simples (habitation) ou
les ouvrages dart et elle existe sous formes différentes, y compris les circulaires et
rectangulaires et d'autre formes selon la qualité de I'ouvrage, Comme celle-est représenté dans

les photos ci-dessous.
1.4.4 Théorie de Love- Kirchhoff (théorie des plaques minces) :

» Hypothéses de la théorie :
La théorie classique des plaques [Kirchhoff 1850], est basée essentiellement sur les hypotheses

suivantes :
Hypothese 1 : Aucune déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque.
Hypothése 2 : La contrainte normale o est négligeable devant les autres composantes.

Hypothése 3 : Une normale au plan moyen avant déformation reste normale au plan aprés

déformation, comme le montre la figure 1.7 :

15
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) Az &
4 - &/
N L -~
W W
- N~ ,
> | » 1

Figure 1.7 : Flexion des plaques et champ de déplacement.

A partir de la premiére de ces hypothéses, on déduit que le déplacement perpendiculaire a la
plaque est indépendant de la variable x5 de I’épaisseur. Il est égal au déplacement du centre de

gravité du brin :
uz(x1, x3,x3) = uz(xy, x,0) = w(xy, x;) (1.35)

> Cinématique en flexion :
Pour simplifier 1’étude de la plaque, Kirchhoff suppose que le cas de flexion pure, ¢’est-a-dire
qu’aucune des forces statiques volumiques (f,(¥) = 0) ou ponctuelle (EZ(X¥) = 0) ni de
déplacement de membrane, seule les efforts perpendiculaires au plan (x4, x;) notée f5(X) # 0,

FZ&(%) # 0 sont considérés.

Toujours dans le cas de flexion pure on peut trouver le champ de déplacement transverse dans

n’importe quel point du plan moyen, en se basant sur I’intégration des déformations.
D’apres 1’équation de 1’équilibre aux limites :

0.1 = foxt (1.36)
On suppose que les efforts extérieurs sont tres faibles et en tenant compte de la minceur de la

plaque sa implique que les contraintes dans le sens x5 sont nulles, ce qui se traduit a :

h
g(xa,xg = ii)-f_l)= Oavecn=%x3,x, Ew (a=1;2)

013 = 033 = 033 =02 0y3=0 (1.37)
Pour un matériau constitutif élastique et linéaire les déformations correspondant sont :

€q3 = 0 (0q3 = 2UEy3).

16
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2 o—au“+aw 1.38
fa3 ¥ U= 5y, T ox, (1.38)

On intégre en x5 :

ow

il 2
3 o, + 9(x%) (1.39)

Ug (X1, X3,X3) = Ug (X1, x5,0) — x

Comme pour I’instant seule la flexion est considérée, le déplacement de membrane du feuillet
moyen u,(x;, x5,0) est pris nul. Finalement, le champ de déplacement de flexion s’écrit
simplement :

ow(xy, x3)

o (1.40)

Ug (X1, X2,X3) = —x3

» Champs de deformation :
A partir du champ de déplacement trouvé dans 1’équation (1.40) on peut conclure le champ de

déformation qui est le suivant :

Oy *w(x,)
T oy T T ox?
ou, 0%2w(x,)
== —);—— 1.41
€22 9%, X3 axg ( )
_Ou;  Ou, *w(x,)
f12 = Ox, 0x; *3 0x,0x,
€13 = €3 =0  (état de déformation plane).
Sous forme matricielle le torseur de déformation s’écrit :
[ *w(x,) 0*w(xa)]
L —X3————— —X3——————
20 (x )=| 0x7 0x10x; | (1.42)
e Svm Ly MJ
Y 3 dx2

Comme pour les poutres, la déformation varie de maniere linéaire avec xs : de part et d'autre du

feuillet moyen, une face est en traction et l'autre est en compression.

On remarque qu'ici le feuillet moyen ne se déforme pas dans son plan : on ne prend pas en

compte les déformations dites de membrane.

17
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Les courbures liées aux moments sont données par (Figure 1.8) :

AN

M

P

Figure 1.8 : Conventions générales.

*w(x,)
02w(x,)
Ky = —T%“ (1.43)
K = 0*w(x4)
¥1¥2 T 9x,0x,

On peut définir de maniére plus générale le tenseur de courbure :

/_ Pw()  Pw(xa)
K =

dx2 0x,0x,
1.44
0 w(xg) (149
Sym — a2
Onaalors:
€11 €12\ _
(821 s22)_x3.1< (1.45)

Cette écriture met en évidence la linéarité de la déformation en x5.

» Contrainte généralisée et moment résultant :
Connaissant les déformations généralisées, il est tres simple d’expliciter les contraintes via la

loi de comportement du matériau constitutif, d’ou les contraintes généralisées.

Ces contraintes généralisé€es résultent, par définition, de I’intégrale sur I’épaisseur de la plaque

du torseur résultant du transport du vecteur contrainte (relativement a la normale courante) au
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centre de gravité du brin considéré. On définit, pour le cas des plaques minces, les contraintes

généralisées de courbure, qui ont la dimension de moment par unité de longueur :

My () = f %3028 () doxs

X3

Ou d’une autre maniére :

h
M; (x1, x3) Z ((oy(t,x1,%7)
M} = {M;} =1 My(x1,x3) ¢ = 02 (t, X1, X2) px3dx3 (1.46)
M7 (%1, x3) Zh \012(8 %1, X3)
2

On peut représenter ces contraintes généralisées sur une plaque, comme sur la (Figure 1.9) le

montre dans le cas d’une plaque rectangulaire, possédant deux normales x; et x,.

—_— = i
i

Figure 1.9 : Contraintes généralisées de flexion sur une surface élémentaire de plaque.

> Loi de comportement :
Nous pouvons maintenant relier les contraintes aux déformations, puis les contraintes
généralisées au torseur des déformations (Eq: 1.42). Considérons pour cela un matériau
constitutif isotrope élastique linéaire [4]. La loi de comportement d’un matériau s’écrit donc

classiquement, en raideur ou en souplesse :
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r

( 011 v

011 = (A+ 2u)eqq + Aeyy + Aess €11 = F - E (022 + 033)
Oy V

02 = Agqq + (A + 2p) &y, + Aess € = F - E (011 + 033)
033 V

033 = Agqq + Ay + (A + 2p) €33 \ &3 = T F (011 + 022) (1.47)
012

O12 = 2UEq; €12 = E
Og3

L Oq3 = 2.“£a3 L Eq3z = E

1.5 Fonctions d’Airy :

On veut dire par fonction d’Airy toute fonction noté ¢(x, y) et vérifiant la condition

suivante :

7*p(x,y) =0 (1.48)

Soit les deux équations d’équilibre dans le cas de contrainte plane avec prise de forces de

volumes nulles (F=0) :

(00,  00%,

0
aax oy (1.49)
Oxy , 00yy 0
\ax = ady
%P %P %P
Avec : 0y, =

3 T2 % =y

En combinant la condition de compatibilité donnée dans 1’équation (1.24), la loi de Hooke et

I’équation d’équilibre (1.11) on trouve :

02 02\ (02 02 04 o4 04
+ P, 08 0, , 00 O
d0x?  dy?)\ox? dy?

= =0 1.50
dx* d0x?dy? dy* (1.50)

1.6 Conclusion :

Cette etude bibliographique nous a permis de présenter un bref rappel sur les théories et

principes qui entre dans notre étude, notamment la loi de comportement, la détermination des

contraintes et déformations dans le cadre de la théorie des plaques, et la fonction d’Airy qui

entre dans 1’¢lasticité plane.
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CHAPITRE Il : MODELISATION PAR ELEMENTS
FINIS

2.1 Introduction :

La résolution des équations différentielles est possible analytiquement pour des géométries et
des cas simples. En revanche, cela devient impossible pour des systemes complexes,
discontinus, que 1’on rencontre souvent dans la pratique. C’est pourquoi les formulations

permettant une approximation numeérique sont plus indiquées.

Parmi les méthodes numériques qui conduisent a des solutions approchées du probleme, celle
des éléments finis (ou FEM, de I’anglais Finite Element Method) s’est montrée particuliérement

efficace.
2.2 Principe de la méthode des éléments finis :
2.2.1 Démarche :

Dans le domaine du génie civil on a souvent besoin de calculer des structures complexes pour
lesquelles il est trés rare que I'on puisse obtenir une solution analytique du probleme en utilisant
les théories classiques. De ce fait, on est la plupart du temps obligé de recourir a des méthodes
numériques comme celle des eéléments finis. La déemarche de modélisation par éléments finis

est schématisée comme suit :

DISCRETISATION GEOMETRIQUE

Forces nodales l J
* S B o 2L
*
-
-
'y
-

-
[ R
5y
lt'Q A - n\
Pl 1 L
"“—4_ . A l—-li
_ ] | y
Charge 4y +
répartie wil & 1 L1 11 - 1|-3|_
B & e - I-- -
.

A R = W = A Y = = =
Déplacements imposés

DOMAINE CONTINU e DOMAINE DICRITISE

Figure 2.1 : Discrétisation en éléments finis.
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2.2.2 Construction de ’approximation nodale sur un élément

- Définition du type d’Elément-

a) Eléments a une dimension :

Type d’¢élément Barre Poutre
/ / 1 2
Element 3 /':—/
1 1 1 1
Nbre de nceuds 02 03 04 02
Nombre de
parameétres du
A 01x02=02 01x03=03 01x04=04 02x02=04
polynéme
d’approximation
Type
P Lagrange Hermite
d’approximation
b) Eléments a deux dimensions :
Elément 3 noeuds 6 noeuds
_ _ (xy) (A xy*xyy)
triangulaire Loa mnomistes Sont -
OElément noeuds mud.
ol xyxy) axyx'zy ¥xy ¥x)

Quadrilatere

Les bases polynomiales sont incomplétes

.b) Eléments a trois dimensions :

Elément
Tétraédrique

4 nocuds
(lxyz)

10 noen
(lxy :‘;1‘.'-,::2“ Xz ¥yzZ)
Les bases polynomiales sont complites

Eléments

Prismatiques

& noeuds

)ﬁm

15 noeuds
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Elé t
éments M H

Hexaédriques

2.2.3 Construction de I’approximation nodale sur un élément :

- Formulation mathématique -

Figure 2.2 : Degrés de liberté dans un repere cartésien.

> Définition de la cinématique (Degrés de liberté et déformations) :

u
- Déplacements: ¢ =(¢; &, 53){17} (2.1)
w
- Rotations infinitésimales :
_1(617 (')W) g _1(617 8W> ' 6)_1<6u av) 29
*2\9z oay/) Y 2\0z oax) ' ¢ 2\9y ox (22)
- Déformations infinitésimales :
( ou ov ow
Sxx:a ; Syy:@ ; SZZ:E
) ou N av
Vxy Exy = 3T 52
< dy 0x (2.3)
Ju OJow
VYxz = ngz g E
v  ow
k Vyz = Zgyz P) E

» Approximation nodale a l'intérieur d’'un élément :
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I1 s’agit de donner une fonction d’interpolation des champs (de déplacements, de déformations
et des contraintes) a I’intérieur d’un élément simple (¢lément fini) en fonction de la valeur des

variables aux nceuds. Cette fonction est de forme polynomiale :

Champs des déplacements : {q} = [N;]{q;} (2.4)
Variations de champs des déplacements : {5q} = [N;]{8q;} (2.5)
Champs des Déformations : {e} = [N;]'{g;} = [B]{q:} (2.6)
Champs des Contraintes : {o} = [Dl{e} = [D][N;]'{q;} = [D][B]{q:} (2.7)

==> {q} ; {e} ; {0} :sont, respectivement, les champs des déplacements ; des déformations et

des Contraintes.
==> {q;} : Valeurs des déplacements nodaux.

==>[N;] ; ([N;]' = [B]) : Matrices respectivement des fonctions de formes (poids nodaux) et

des Déformations.

==>» [D] : Matrice des parameétres du matériau

1 —v v v 0 0 0 1
1—-v v 0 0 0
1—v 0 0 0
E 1-2v
R 0 0
D] (1+v)(1-2v) 2 (2.8)
1-2v
Sym. > 0
1-2v

E : Module de Young v : Coefficient de Poisson

» Approches de formulation

e Modeéle en déplacement
Dans cette approche, 1’approximation est faite sur le champ de déplacement en considérant
I’élément cinématiquement admissible ; ¢’est-a-dire ’intégrabilité du champ de déformation a

I’intérieur de 1’élément.

e Modeéle en équilibre
11 s’agit, dans ce modele, de choisir une forme paramétrique simple du champ de contraintes a

I’intérieur des éléments.
e Modeéle hybride
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La terminologie utilisée consiste a désigner par « hybrides » les approches éléments finis pour
lesquels plusieurs champs sont discrétisés indépendamment a 1’intérieur de 1’élément et sur sa
frontiére. Les éléments finis hybrides peuvent étre développés selon deux approches

conventionnelles : éléments finis hybrides en déplacement et en contraintes.

e Modéele mixte
Dans cette approche, I’approximation est faite, indépendamment, sur divers champs

d’inconnues (déplacements, déformation, contraintes).

e Modele en déformation
La démarche a ce niveau consiste a choisir, en premier lieu, une forme paramétrique simple du
champ de déformations a I’intérieur des éléments. Le champ des déplacements, continu et

différentiable, est déduit par intégration du champ des déformations.

» Conditions de compatibilité cinématique
Physiquement, ces conditions expriment la continuité de la matiére avant et aprés déformation
d’un corps solide, d’ou I’appellation de conditions de compatibilité cinématique.
Mathématiquement, elles expriment des restrictions sur la forme des fonctions des déformations

pour permettre 1’intégration des équations aux dérivées partielles.

Leur satisfaction est obligatoire pour garantir I’unicité des déplacements. En état

tridimensionnel, les six équations de compatibilité sont sous forme développée comme suit :

(0%e1,  0%ey, 0%y,
dy? ox? dxdy
0%e,, 0%&33 0%e,5
0z? dy? - dyoz
0%e33 0%y _0%e3;

dx? 9z2 " 0zox

0%¢; 0 (6812 0&,3 N 6813)
dydz 0x\ 0z 0x dy
0%e,, 0 (6823 0&3, N 6812)

(2.9)

0x0z @ dx dy 0z
0%e33 0 (6831 R N 6823)
\dxdy 0z \ dy 0z dx

2.2.4 Calcul de la matrice de rigidité élémentaire :
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» Formulation variationnelle — Application du principe des travaux virtuels
Un solide déformable est en équilibre statique, lorsque pour tout champ de déplacements

virtuels cinématiqguement compatibles, le travail virtuel des forces extérieures est égal au travail

virtuel intérieur. Cet équilibre s’exprime par la relation : W int = W ext

J, 0ij6e;dV = [, fy;8q.dV + [, f;;6q;dA (2.10)
Ou:
Le premier terme représente la variation du travail virtuel intérieur (variation de 1’énergie de
déformation) : wiy, = [, 0;;8&;;dV

Et le deuxiéme terme représente la variation du travail virtuel des forces extérieures :

OWext = [, fv;0q:dV + [, f5,6q:dA

{q} = [N;}{g;}

{6q} = [N;1{6q:}

{e} = [Ni]"{a:} = [Bl{qi}

{o} = [D1{e} = [D1[N;:]"{q:} = [D1[B){q:}

=== Wi, = f, [B17{60} [DI[BHa}dV = {50} (J, [BI'DIB1AV){q;}  (2.11)

L expression : [K¢] = | [B]T[D][B]dV représente la matrice de rigidité élémentaire de
1I’¢lément fini.
Pour les efforts externes : nous avons :

{q} = [Nil{q:}

{6q} = [N;1{6q;}

SWext={, f, 5q:dV + [, f.,8q:dA
6W€xt:5ql(fv fVl[Nl]dV-I_fA fSLSqLdA) (212)

L’expression : [Fe] =(fV fVi[Ni]dV+fA fs;6q;dA) représente le vecteur des forces

nodales équivalentes appliquées aux nceuds de 1’élément fini.

> Intégration
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L’¢évaluation de la matrice de rigidité est établie par intégration sur 1’¢lément fini de

I’expression :
J1BI[D][B]dV (2.13)
Pour cela deux méthodes sont utilisables :
-Intégration numeérique.
-Intégration analytique.
2.2.5 Assemblage :
- Mise en equation de [’équilibre statique de la structure .

> Application du principe des travaux virtuels : W in:=0W ext
- [Kel{qi} = {F°} (2.14)

> Assemblage :
La structure (domaine D) est constituée de I’ensemble des sous domaines De qui sont

représentes par les éléments finis.

— D=UDe (2.15)
— [K]=2[K¢] 5 [FI=2[F°] ; [Q]=Z.[Q°] (2.16)
— [K{Q} ={F}s (2.17)

Prise en compte des conditions aux limites et résolution

» Prise en compte des conditions aux limites :

— Blocages des déplacements (appuis)
Sollicitations (Charges €équivalentes aux noeuds)

» Résolution :

— Déterminations du vecteur de déplacement Q

— Déterminations des réactions au niveau des appuis.

2.2.6 Evaluation des grandeurs élémentaires :
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— Déterminations du vecteur de déplacement Q étant connu, il s’agit de déterminer a

I’intérieur de 1’é1ément fini.

- Le champ des déplacements :  {q} = [N;]{q;} (2.18)
- Le champ des deformations : {e} = [N;]'{q;} = [B1{q;} (2.19)
- Le champ des contraintes : {o} = [D]{e} = [D][N;]'{q;} = [D][B]{q;} (2.20)

2.3 Intégration analytique :

Une formulation classique par [utilisation de [D’intégration numérique (éléments
isoparamétriques) peut engendrer un double probléme :

- perte de précision pour les distorsions géométriques, surtout lorsque les champs
d’approximation sont constitués de polyndmes de degré élevé.

- blocage de cisaillement « shear locking » spécifique aux plagues minces.

L’utilisation de I’intégration analytique dans 1’évaluation de la matrice

[Ko] [1Q(x, )]T.[D].[Q(x,y)] ds permet d’éviter ces problémes.

Pour ce faire, une démarche fut adoptée par D.J. Hamadi et M.T Belarbi [HAMO6], qui consiste
en la formulation d’une expression générale facile a mettre en ceuvre et permettant une
évaluation automatique de la matrice [K,], ceci quel que soit le degré du polynéme résultant
du produit [Q,] = [Q(x, y)]T.[D].[Q(x,¥)] et quel que soit la distorsion de 1’élément. Cette
démarche se présente comme suit :

Soit un élément fini (triangulaire par exemple) (Figure2.3).

yA

X1 X3 X2 X
Figure 2.3 : Intégration analytique

Exemple d’un élément fini triangulaire
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Les termes de la matrice résultant du produit [Q,] = [Q(x, ¥)]T.[D].[Q(x,y)] sont sous la
forme C.x%y? . Donc I’intégration de 1’expression [ [Q (x, ¥)]”. [D]. [Q(x,y)] ds revient a

intégrer chacun des termes de la matrice :

[0,] » I = ffxy C.x%yB.dx.dy (2.21)

Avec:

- I=11+ 12 et C:une constante.

- l1: représente I’intégrale entre les droites Y1 et Y3 dans le sens des y et entre x; et X3 dans le
sens des X.

- l2:représente I’intégrale entre les droites Y1 et Y2 dans le sens des y et entre x3 et X2 dans le
sens des X.

Les valeurs de 11 et |2 sont données comme suit :

x3Y3 x2Y,
I, = ff C.x%yB.dx.dy I,= ﬂ C.x%F. dx.dy (2.22)
x1Y1 x3Y1

y : représente 1’ordonnée de la droite d’équation y = a.x + b.
donc: pour B =2, nousaurons y2=(a.x + b)2=1.a2.x2 + 2.a.b.x + 1.b?,
pour B = 3, nous aurons y® = (a.x + b) 3= 1.a>.x3 + 3.a2.b.x2 + 3.a.b2x + 1.b%

Ainsi, selon la valeur de B, on aboutit & la forme générale suivante :

k=B+1 k=B+1
yP = (ax + b)F = z C(k).aP*17k pk=1 xB+1-k — C(k).ak=1. pP+i-k xk=1  (2.23)
k=1 k=1

Avec C(k) des coefficients dont le nombre et la valeur sont fonction de la valeur de B (voir
Tableau 1.1). A titre d’exemple, pour :

- B =1 nous avons 2 coefficients dont les valeurs sont données dans le Tableau 1.1,

- B =2 nous avons 3 coefficients dont les valeurs sont données dans le Tableau 1.1,

- B =3 nous avons 5 coefficients dont les valeurs sont données dans le Tableau 1.1,

Tableau 2.1 : Valeur des coefficients C(k) en fonction de .

C(k) y k=1,6

C@) C(2) C@E) C(4) C(5) C(6)
p=1 |1 - - - - -
p=2 |1 1 - - - -
p=3 |1 2 1 - - -
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p=4 |1 3 3 1 - -
B=5 |1 4 6 4 1 -
p=6 |1 5 10 10 5 1

L’intégrale [ y#dy devient :

k=p+2
1 1
Fpyfr=
pri @b B+l L

1
By = —yB+1 — C(k).gk—1 pB+2—k y k-1
f}’ Yy B+ 1}’ (k).a X

[y

(2.24)

Pour des bornes constituées de droites d’équation Y =a;.x + bj et Yj = a;.X + bj, I’équation (2.24)

devient :
Yj . k=B+2
f yBdy = 1 C(k). (@1 ¥  — a1 Py k1 (2.25)
Y; k=1

L’intégration de 1’équation (2.25) par rapport aux bornes xm et x» nous donne :

Xn Yj Xn L k=B+2
a B — k-1 pB+2-k _ k-1 pB+2-k\ _k+a-1
jx fy dy .dx—fﬂ_l_1 2 C(k).(a] .b; a; " .b; ).x .dx

o Vi *m =t (2.26)

L’expression finale de I’intégrale est enfin :

) k=B+2 )
I, =C m k+_d C (k). (aj-‘_l. b]ﬁ+2_k - af-‘_l. beZ_k). (xfﬁ“ — xfn”) (2.27)
k=1
- Pour le cas d’un triangle :
1
I = Z I, (2.28)
p=1

2.4 Synthese sur quelques éléments finis flexionnels :

2.4.1 Introduction :

Depuis I’apparition de la méthode des éléments finis, un nombre considérable de recherches
ont été consacré a l'analyse des structures de plaques et de coques. Un grand nombre de
documents a été publié a ce sujet. Cependant, malgré la quantité de recherches consacrée a ce

sujet, d'autres efforts de recherche sont encore necessaires pour fournir aux ingénieurs un calcul
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numérique fiable, rentable et précis pour résoudre divers problémes d’assemblages de plaques

et de coque complexes.
2.4.2 Eléments finis triangulaires travaillant a la flexion :

BATOZ et Al ont mis au point des éléments finis triangulaires efficace dans le calcul des
plaques en flexion, ces ¢léments comprennent trois degrés de liberté par nceud une translation
selon z, une rotation selon x et une rotation selon y, a ce sujet ils ont développé trois types
d’¢élément de flexion de plaque, un élément (DKT) repose sur des hypothéses discrets de
Théorie de Kirchoff, le deuxiéme élément (HSM) basé sur la Méthode hybride de stress. Afin
de surmonter les problémes observes, un troisieme élément SRI fondé sur un schéma
d’intégration sélective réduite qui comprend une déformation de cisaillement transversale a été

mise au point [7] [3].

Par la suite d’autres chercheurs ont fait la comparaison entre ces trois éléments, ils ont constaté
que 1’élément (DKT) donne de meilleurs résultats par rapport aux éléments (HSM) et SRI de
point de vue de sa simplicité de mise au point tant que du point de vue économique (nécessitant

moins d’espace de stockage).

M.HIMEUR et M.GUENFOUD Ont présenté un élément fini de plaque triangulaire
d’¢lasticité plane. Cet €lément est développé dans la perspective de construction des ¢léments
de coques. Sa formulation utilise des concepts relatifs a 1’approche en déformation, au
quatriéme neceud fictif, a la condensation statique, a I’intégration analytique et se base sur les
hypothéses de la théorie des plagues minces (Théorie de Kirchhoff). La démarche adoptée a

permis d’aboutir a un élément fini de plaque concurrentiel, robuste et performant [8].
2.4.3 Eléments finis quadrilatére travaillant a la flexion :

Les ¢léments quadrilatere de flexion des plaques doté de quatre nceuds sont utilisé¢ dans
’analyse des structures pour les structure de forme de coque comme pour les dalles, seulement

ils représentent une complexité dans leur mis au point.

L.BELOUNAR et M.GUENFOUD en 2005 ont développé 1’élément fini quadrilatére
“SBRP’’ qui travaille a la flexion avec prise en compte de 1’effet de 1’effort de cisaillement
transverse basé sur le modele en déformation au lieu de modele en déplacement ce qui a
augmenter la précision des résultats, apres ils ont validé leur résultat en I’appliquant sur des

exemples numériques linéaires et dynamiques [9].
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F.BOURAS a développer 1’élément quadrilatéere ’LORA’’ de plaque mince doté de quatre
nceuds et de trois degré de liberté par nceud, en considérant le modele en contrainte au lieu de

modéle en déplacement ce qui a donné des résultats plus précis pour la flexion des plaques [10].

BELARBI M.T. et CHARIF A, en 1998 Nouveau élément hexaédrique simple ’SBH8”’ pour

I’étude des plaques minces et épaisses [11].
2.5 Conclusion :

La méthode des éléments finis est un outil principal dans la modélisation numérique, car elle
nous permet par la suite de déterminer la matrice de rigidité spécifique a notre élément fini

triangulaire de plague.

La synthése sur les éléments finis existant dans la littérature représente deux avantages
principaux, le premier, est la classification de notre élément finis par rapport aux autres
éléments en distinguant les différentes approches et principes utilisés, le deuxiéme, est de placer

notre ¢lément dans une perspective d’enrichissement de la bibliothéque des éléments finis.
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CHAPITRE 11l : FORMULATION D’UN NOUVEL
ELEMENT FINI DE FLEXION

3.1 Introduction :

Depuis ’apparition de calcul numérique dans les années 1960 beaucoup d’élément finis ont été
développés en se basant sur différentes approches et formulations. Dans ce chapitre 1’é¢lément
fini développé «SBA3 » est un élément triangulaire d’élasticité plane qui travaille a la flexion.
Sa formulation est basée sur la théorie de Kirchhoff. C’est une théorie simplificatrice pour
I’étude des plaques minces qui ne prend pas en considération les déformations liées au
cisaillement. Les solutions bi-harmoniques de la fonction d’Airy ont été considérées dans la
construction des polynomes d’interpolation des différents champs de la cinématique. En ce sens

on est passé par quatre principales étapes :

- Prise en compte des neuf premieres solutions établies par [21].

- Etablissement des champs des contraintes dérivant de la fonction d’Airy.

- Déterminations des champs des déformations par application de la loi de comportement
(loi de Hooke).

- Détermination des champs des déplacements par intégration des champs des

déformations.

La matrice de rigidité est construite par application du principe des travaux virtuels et en

adoptant 1’intégration analytique.
3.2 Caractéristiques de I’élément :

C'est un ¢élément fini de plaque épaisse triangulaire d’¢élasticité plane, baptisé «SBA3 » (voir
figure 3.1). Chaque nceud posséde trois degrés de liberté : les fleches wi; et les rotations 6y et

6yi. Ce qui donne un total de neuf degrés de liberté.

Cet élément est formulé en utilisant le modéle en déformation, ¢’est-a-dire que les polyndmes
d’interpolation sont établis, en premier lieu pour décrire des champs des déformations. Les
fonctions d’interpolation des champs des déplacements sont par la suite obtenues par intégration
de ces polyndmes. Pour des forces de volume nulles, le choix des fonctions d’approximation
est fait a travers I’introduction de la fonction d’Airy ¢ (x, y) qui permet de réduire le probléme

des conditions d’équilibre :
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[0 9]
= " oy (o ={} 3.01
| o a1 (%l (3.0
19 3 &l
dy 0x
A I’équation bi-harmonique :
7*p(x,y) =0 (3.02)
Avec
5 _0%p(xy) 5 _0%¢(x,y) . _ 0%y (3.03)
X 9y? Yo ox? Xy dxdy '

¥

e
=
X

Figure 3.1 : Elément SBA3 ; Triangle avec trois neeuds et trois degrés de liberté par neeud.

Pour un état plan de contraintes et pour des matériaux isotropes, les déformations sont reliées

aux contraintes par les relations suivantes (loi de Hooke) :

Ox T v 0 Ex Ex 1 -V 0
- Ef v 1 o0 =1l
{Uy}—l_vz 0 o v .{Ey} Ou encore {Ey}—E[ v 1 0

Txy Vxy Vxy 0 0 2(1+v)

2

Ux
{ ay } (3.04)

Txy
En introduisant la fonction d’Airy ¢(x,y) , les déformations seront exprimées comme suit :

=1<62¢(x,y) _ 02¢(x,y)> _1 <_U62¢>(x.y) +62¢(x,y)>

T g dy? VT oz T E dy? dx2 ;
21+ v) (0%¢p(x,y)
Yoy =77 < d0xdy (3.05)

Les solutions bi-harmoniques de la fonction d’ Airy ¢ (x, y) considérées pour la construction du

polynéme d’interpolation du champ des déformations sont celles établies par [ZWES52]. Chacun
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des nceuds de cet ¢lément possede trois degrés de liberté. Donc les champs de déplacement,
formulés par I’utilisation du modele en déformation, possédent neuf (09) constantes
indépendantes (ai. ...... ,ag). De ce Fait, on a considéré les neuf premieres solutions (Voir

annexe 1) :
- 03 solutions conduisant aux mouvements de corps rigides,
- 03 solutions conduisant aux déplacements linéaires,
- 03 solutions conduisant & des déplacements non linéaires.
3.3 Pourquoi I’approche en déformation ?

Beaucoup d’études ont été menées sur les ¢léments finis flexionnels en utilisant différents

modeles telle que le modeéle en déplacement, en contrainte ou hybride.

L’approche en déplacement pose une problématique de convergence des résultats : En ce sens,
pour minimiser 1’écart entre la solution exacte et la solution approchée il fallait jouer sur la

discrétisation physique en diminuant la dimension des éléments, ce qui n’est pas économique.

La réponse a cette problématique réside en 1’utilisation de I’approche en déformation qui permet
de donner des degrés plus élevés aux polynomes d’interpolation. Ce constat est observé pour
les éléments développés par Ashwell et Al [12] qui ont utilisé le modéle en déformation au lieu
de modele en déplacement : précision des résultats, convergence plus rapide vers la solution

exacte et sans avoir recours a la diminution de la taille des éléments, aspect économique.

Ces résultats ont orienté beaucoup de chercheurs a développer des éléments d’ordre supérieurs.

Ainsi beaucoup d’¢léments finis d’élasticité plane ont vu le jour, [13], [14], [15], [16], [17],
[18], [19], [11], [20]

Autres avantages de modéle en déformation :
- L'amélioration des comportements en cas de distorsion géométrique des maillages.

- Le contournement des problémes connus de "blocage de cisaillement™.
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3.4 Cinématique :

Dans la figure (3.2), les rotations autour des deux axes X et y sont notées 6, et 6, et les pentes

dans les deux directions sont définies par les variables g, et f5, avec :

Bx = 0, By = —0y (3.06)

La premiere des hypothéses de la théorie des plaques mince qui consiste a considérer qu’aucune

déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque implique que :

w(x,y,z) =w(x,y) (3.07)
AL AZ
9 \‘- - _\“ul’?
W W
- o ,
> ) » X

Figure 3.2 : Cinématique d’une plaque en flexion (théorie de Kirchoff).

Ainsi les rotations sont données par :

aw aw
Py = ey = _E .By =—0, = _E (3.08)
Les déformations sont alors :
( 0P, 0w
R P
apy 0w
] Sy—Zw—— a_y2 (3.09)
B, 9P, 0w
= —_— —_— | = _2
e Z<6y T ox * oxdy
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Les courbures liées aux moments sont données par :

( _ 0B _ 9w
= T T
GJi 0w
< Ky = W = —a—yz (3.10)
(0B 0By 0w
(Ko = (W+W = 2523y

3.5 Conditions de compatibilité cinématique :

L’approche en déformation nécessite la vérification des équations de compatibilité cinématique

qui se réduisent pour le cas de 1’état plan de contraintes a I’expression suivante :

0°K, N 0°K, _ 0°Kyy
oy* = 0x*  0xdy

(3.11)
Cette condition est automatiquement satisfaite puisque les champs des contraintes dérivent
d’une fonction bi-harmonique.

3.6 Loi de comportement :

En état plan de contraintes et pour des matériaux isotropes, hypothese généralement admise
pour le calcul des structures minces (poutre, plaque et coque) [6], la loi de comportement

s’écrit :

1 v
(o) &
o lo_E v 1 0} (3.12)
Y 1 — 2 0 0 1—v y '

Toy

Ce qui se traduit en terme de relation (Moment — Courbure) par le systéme d’équation suivant :

0°w
1 v 0 1 v 0 dx?
M K.
Mx _ Eh3 v 1 0 Kx _ Eh3 v 1 0 ) _azw >(3 13)
o T 2a-v® |, o LY A=, , 12V dy? '
i 2 i 2 92w
-2
\  Jxdy

3.7 Equation d’équilibre :
L’équilibre d’un élément géométrique de dimension (dx X dy) est obtenu par le bilan des

forces extérieures et des actions internes.
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00Qy 0Q
qdxdy + (Qx +22) dy + (0, + a—yy) dx — Qudy — Qudx =0  (3.14)

Ou Q, et @, sont respectivement les efforts tranchants dans les sections perpendiculaires aux

axes x et y. I’expression (3.14) est simplifiée pour donner :

00: 20y _
q+5, 1 oy 0 (3.15)
L’équilibre des moments autour des axes x et y donne :
_ My | OMy _ oMy | oMy
Qx - x ay Qx - ay Ix (3'16)

En remplacant les valeurs des équations (3.15) et (3.16) dans la relation établie par les équations
(3.13), la condition de 1’équilibre se traduirait en fonction de déplacement "'w'’ par I’expression
suivante :

0*w o*'w 9w ¢

5% " 257t 3y =0 (3.17)

Eh3

A D= ———
vee 12(1 - v?)

3.8 Fonctions d’interpolation :

Les neuf premieres solutions bi-harmoniques de la fonction d’Airy ¢(x,y) constituent les
fonctions associées aux neuf parametres des polyndomes d’interpolation des champs des
contraintes, des déformations et enfin par intégration des champs des déplacements. Les
polynémes d’interpolation des champs des déformations liés a la flexion (détaillés dans
I’annexe I) sont obtenus par 1’introduction de ces fonctions dans les équations (3.03). Ceux-ci

se présentent comme suit :
( xZ yZ
{ W =Gy = (X = A3y = Gg— = 05— GeXY + a;(vx3® + 3xy?) + ag(vy® + 3yx?) + ag(yx3® — vxy?3)

By = Ay + ayx + agy + a;(—3vx? — 3y2) + 6agxy + ag(—3yx? + vy?) (3.18)
| By = az + asy + agx + 6a,xy + ag(—=3x* — 3vy?) + ag(—x> + 3vxy?)

Sous forme matricielle le champ des déplacements donné par 1’équation (3.17) s’écrit comme
suit :
w(x,y)

Bx(x,y) ¢ = [f(x,y)].{a;} (3.19)
By(x,y)
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. T —
Avec : {ai} =< aq, Ay, 043,04, 0ds, g, A7, Ag, g >

x2

1 —x -y _T - —xy vx3 +3xy?  vy3+3yx?  yx3 —vxy?
fenN=lo 1 0o x o y  —3vx?—3y? 6xy —3yx? +vy3 (3.20)
0o 0 1 0 y «x 6xy —3x2 = 3vy? —x3+ 3vxy?

Connaissant les coordonnées nodales correspondant aux nceuds j (j = 1,...,3) et en application

de la relation (3.19) le vecteur des déplacements nodaux au niveau élémentaire, est donné par :

[f (x1, y1)]
{qe} = [[f (x2, y2)1| {a;} (3.21)
[f (x3,¥3)]

Avec : {a°Y" =< w1, Br1, By1, Wa, Bxzs By2s W3, Bz, Byz >
{a,}" =< ay,a,,a3,a4,a5,0a6,a7, a5, a9 >

[f (x1, y0)]

[A] = |[f (x2,¥y2)]| : matrice des coordonnées nodales.

[f (x3,¥3)]

La forme matricielle développée de la matrice des coordonnées nodales [A] est donnée en

annexe.

De I’équation (3.21), on en déduit la valeur des parameétres “’ai’” qui sont données par le systéme

d’équation suivant :

{a;} = [41"Hq®} (3.22)

En remplacant les valeurs des parametres ai données par la relation (3.22) dans le systeme

d’équation (3.19), on obtient la relation :

w(x,y)
Bx(x,y) ¢ = [f (e, WA {q°} (3.23)
By (x,y)

Dans laquelle, [N] = [f(x,y)] [A]™! représente la matrice des fonctions de forme N

En remplagant dans les équations (3.10), w(x,y) par ses valeurs de 1’équation (3.18), les

courbures liees aux moments prendront la forme développée suivante :

Ky (x,y) 000 10 0 —6vx 6y —6xy
[x] = { Ky(x, ) =é 000 0 10 6x —6vy 6vxy Al %{q®} (3.24)
Ky (x,9) 000O0O0Z2 0 0 —6(x%—vy?)

Ainsi la matrice de déformation est donnée comme suit :
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0 001 0 0 —6vx ©6y —6xy
1
[Q(x,y)] = - 0O 0 0 01 O 6x —6vy 6vxy (3.25)
0 0 0 0 0 2 0 0 —6(x? —vy?)

3.9 Mise en équation :

Le travail virtuel intérieur, ¢lémentaire discrétisé est donné par I’expression :

(6Wint)® = [, 84} [o]dVe (3.26)
Sachant que : {e} = [N'l{g°} = [Q(x, »)]. [A] {q®} (3.27)
Et que : {o} = [D]{e} (3.28)

Et en remplacant dans ’expression (3.26) {} et {a} par leurs valeurs données, respectivement
dans les équations (3.27) et (3.28), on obtient :

(6Wine)® = 8{q°}" [, [QCx, I [AT]". [DI[QCx, MIA]H{g®}dVe  (3.29)

Ainsi la matrice de rigidité ¢lémentaire tirée de I’expression (3.29) est la suivante :

(K] = [, [QCe IT. [A7]". [DI[QCx, MI[A]~*dV* (3.30)

L’expression (3.30) peut, s’écrire :

(K] = [A7H" [, [QCe, M. [DIQCx, M]dVe.[A] 7 = [AT]T[Kol[A]™ (3.31)

L’évaluation de I’expression [K,] est établie par intégraion analytique des différentes
composantes résultant du produit matriciel [Q(x,y)]".[D][Q(x,y)] dont les expressions
prennent la forme "H,z = Cx“yﬁ". La matrice [K,] relative a notre élément est donnée en

annexe.

3.10 Conclusion :

Les techniques et les formulations utilisées dans le développement de notre éléments devront

contourner les différentes difficultées rencontrées dans le calcul numérique.

At niveau du développement, I’approche en déformation a contribuée a I’enrichissement des
champs de déplacement (raffinement p) en augmentant les degrés des polynémes, donc une

plus grande précision dans I'approximation de la solution.

La construction des polynomes d’interpolation des champs de déformation a partir des solutions

bi-harmoniques de la fonction d’Airy vise la prise en compte du phénoméne physique li¢ a
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I’effet de « Poisson » directement au niveau des fonctions de formes d’approximation des
champs de la cinématique ce qui se traduit par une simulation réelle du comportement du

matériau d’un coté, et une augmentation de la précision des résultats de 1’autre.
La partie programmation de notre élément est réalisee en language « Fortran », en implémentant
la matrice de rigidité de notre élément dans le programme « Eléments finis » existant au

Laboratoire de Génie Civil et d’Hydraulique de I’'université 08 mai 1945 de Guelma.
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CHAPITRE IV : VALIDATION DE L’ELEMENT

4.1 Introduction :

Ce chapitre est consacré a la validation de 1’élément fini flexionnel « SBA3 », a travers des tests
cités dans la littérature et utilisés par plusieurs auteurs, pour estimer la performance de 1’élément
dans la convergence vers la solution exacte, pour différent cas de figures simulées, et sa

robustesse dans le contournement des problemes rencontrés.

Le premier test a pour but de présenter la capacité de notre élément a vérifier 1’état de torsion

constante. Ce probléme était traité par [22] [23] dans la validation d’autres éléments.

Le deuxiéme test est destiné a vérifier la performance de 1’élément vis-a-vis au blocage de
cisaillement, pour une console soumise & une charge concentre a son extrémité libre, en faisant

a chaque fois varier I’épaisseur.

Les autres essais sont des essais de convergence qui dépendent de type de maillages et des

conditions limites et de chargement.
4.2 Torsion constante :

Ce test est utilisé pour évaluer la capacité des éléments finis a représenter I'état des torsions
constantes. Il s’agit d’une plaque carrée (Figure 4.1) de coté L=8,0, d’épaisseur h=1,0,
simplement appuyée (Ws=Wc=Wp=0) et soumise a une force transversale P=5 appliquée au
coin A. Les parametres du matériau sont : Module de Young E=10000 — Coefficient de Poisson
v=0,30.

or E|_

V x

C D :
Figure 4.1 : Torsion d'une plaque carrée.
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La solution exacte résultant de la théorie des plagues se présente comme sulit :

Variable Position Valeur
Wa Coin A 0,24960
WE Centre F 0,06

Tableau 4.1 : Résultats de la simulation de la torsion d'une plaque carrée.

Déplacement "W"
Point A | Point F

Type d'élément

SBA3 (2x2) 0.24966 | 0.06
ACM (8x8) 0.24972 | 0.06
HCT (8x8) 0.25002 | 0.06
DKT 0.24960 | 0.06

Solution exacte
(Thin theory)

0.24960 0.06

Commentaire : Les résultats obtenus pour I'élément « SBA3 », sont présentés au tableau 4.1.
La comparaison de ces résultats avec la solution exacte et avec ceux obtenus par d’autres
¢léments extraits de la littérature, montre une bonne performance de 1I’élément SBA3 dans la

représentation de 1’état des torsions constantes.
4.3 Tests de convergence :

4.3.1 Cas d’une poutre console :

Ce test est utilisé pour évaluer le comportement des éléments finis face au phénoméne de
blocage lié au cisaillement transversal. Il s’agit d’une poutre-console (Figure 4.2) travaillant a
la flexion simple, encastrée a une extrémité et soumise a une force ponctuelle P=0.1 N a I’autre
extrémité. Les données géométriques et mécaniques utilisées sont : Longueur L=10m ; Largeur
b=1.0m ; Module d’Young E= 1.2x105N/m2 ; Coefficient de Poisson v = 0. Ce test permet de

vérifier le comportement de 1’élément « SBA3 » en flexion simple en fonction de I'¢élancement

(rapport L/h). |
H’y
Pres L

Figure 4.2 : Poutre — Console soumise a une charge ponctuelle.
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Le comportement de 1’élément fini exprimé a travers le déplacement "W" du point "A" dans la
direction "Oz" est entrevu pour plusieurs rapports "L/h" ; h étant 1’épaisseur de la poutre. La

solution théorique du déplacement "Wa" est donnée, avec k=5/6, comme suit :

(e (Y 101
Wt = Ebh3 2k \L (4.0D)

Tableau 4.2 : Déplacement Wa selon [’élancement L/h.

Solution
L/h DSTM ANST6 DKTM SBA3 o
théorique
1 5,10E-07 @ 5,30E-07 | 3,10E-07 @ 3,30E-07 @ 3,33E-07
2 290E-06 @ 3,00E-06 | 250E-06 @2,64E-06 @ 2,66E-06
4 2,00E-05 @ 2,20E-05 | 2,00E-05 2,11E-05 @ 2,13E-05
5

4,00E-05 4,20E-05 @3,90E-05 4,13E-05 4,16E-05

10 3,30E-04 = 3,33E-04
50 4,13E-02 = 4,17E-02
100 0,313 0,323 0,313 0,330 0,333

anles /) e o\t

3.5E-01

3.0E-01

2.5E-01

2.0E-01

1.5E-01

1.0E-01

Déplacement wA (m)

5.0E-02

0.0B+00 4@——@——@—
50 100

Rapport L/h

Figure 4.3 : Déplacement Wa selon [’élancement L/h.
Commentaire :
Les résultats obtenus par 1’élément « SBA3 » donnés dans le Tableau 4.2 et le graphe de la
Figure 4.3, montrent une absence totale du phénomeéne de blocage lié au cisaillement

transversal, puisque les déplacements obtenus se situent au niveau de la solution théorique quel
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que soit I’élancement (rapport L/h). Comme nous remarquons sa robustesse comparativement
a certains eléments existants dans la littérature. 1l est & noter que sa convergence vers la solution

est obtenue avec un maillage composé de vingt (20) éléments.

4.3.2 Cas d’une plaque carrée isotrope :

Cet exemple repris par de nombreux auteurs dans la littérature, est utiliseé pour vérifier la
capacité des éléments finis, vis-a-vis de leur convergence en fonction de la taille du maillage.
Pour cela, on considere une plaque carrée isotrope de coté « a » et d’épaisseur « h » (Figure
4.4).

2x2 4x4 8x8

Figure 4.4 : Plague carrée isotrope.
Cette vérification porte sur plusieurs cas de figure nuancés selon les conditions aux limites, le
type de chargement et 1’élancement de la plaque (rapports « a/h »). Les solutions de références
sont données comme suit :

Plaque sollicitée par une charge g uniformément répartie :

4
azqa
q
=" 4.02
Plaque sollicitée par une force P appliquée au centre (point C) :
apPa?
Wrer, = W (4.03)

Avec: D = Eh3/12(1 —v?),
Selon les conditions aux limites et I’élancement de la plaque les valeurs de a, et ap sont

données dans le tableau 4.3 :
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Tableau 4.3 : Valeurs référentielles de a, et ap.

Conditions Plaque simplement Plaque encastrée sur
aux limites | appuyée sur ses quatre ses quatre cotes
cOtés

Elancement | a/h=10 a/h=100 a/h=10 a/h=100
0.46169 0.4062 0.15046 0.1260

1.44267 1.1600 0.77775 0.5600

Aq

ap

Les résultats obtenus, concernant la fleche au centre de la plaque (point C) sont comparés aux
solutions de références et a celles d’autres éléments existants dans la littérature. Ceux-ci sont
présentés dans les tableaux n® 4.4 —4.5 - 4.6 — 4.7 et illustrés par les graphes des figures 4.5 —
46-47-48-49-410-4.11-4.12.

e Plaque sollicitée par un chargement g uniformément réparti :

Tableau 4.4 — Valeurs de a pour la plaque simplement appuyée

L/h=10 - aq=0.46169
N R4 SBH8 SBA3
2 0,23169 0,35935 0,1520
4 0,36519 0,43161 0,4187
8 0,43142 0,45299 0,4202
L/h =100 - aq = 0.4062
N R4 SBH8 SBA3
2 0,00446 0,08817 0,1520
4 0,01727 0,31235 0,4188
8 0,06128 0,39628 0,4203
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L/h=10
efemm SBA33 e=» a» rof e=@m—R4 SBH8
1.2
H1
1 -_—-______-_M-_;’
5 08 —
Z 06
O
< 0.4 ]
0.2
0
2 4 6 8
N

Figure 4.5 : Plagque simplement appuyée — Déplacement normalisé pour L/h=10.

L/h=100

SBH8

== R4

T SBA33 e= = ref

N

Figure 4.6 : Plaque simplement appuyée — Déplacement normalisé pour L/h=100.
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Tableau 4.5 : Valeurs de a pour une plague encastrée sur ses quatre cotés

L/h=10 - aq=0.15046
N R4 SBH8 | SBA3
2 0,06989 | 0,09089 | 0,0455
4 0,11518 | 0,13871 | 0,1329
8 0,13954 | 0,14789 | 0,1389
L/h =100 - @aq=0.1260
N R4 SBH8 | SBA3
2 0,00101 | 0,00273 | 0,0455
4 0,00367 | 0,05624 | 0,1320
8 0,01322 | 0,11797 | 0,1295
L/h=10
e—fFe== SBA33 e= = ref == R4 SBH8
1.2
e !
5 0.8 — — ;
%o.s |
= 0.4
0.2
0
2 4 6 8
N

Figure 4.7 : Plaque encastrée sur ses quatre cotés — Déplacement normalisé pour L/h=10.

48



CHAPITRE IV : VALIDATION DE L’ ELEMENT

L/h=100

efFe SBA33 = = ref e=@e—R4 SBH8

Figure 4.8 : Plague encastrée sur ses quatre cotés — Déplacement normalisé pour L/h=100.

e Plaque sollicitée par un chargement ponctuel P appliqué au centre :

Tableau 4.6 : Valeurs de a pour une plaque simplement appuyée.

L/h =10 - ar=1.44267
N R4 SBH8 SBA3
2 0,73584 | 1,06336 0,9116
4 1,12951 | 1,30142 1,2025
8 1,34606 | 1,40198 1,1984
L/h=100 - ar=1.160
N R4 SBH8 SBA3
2 0,01342 | 0,25566 0,9119
4 0,04846 0,8563 1,2029
8 0,16901 | 1,11674 1,1868
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L/h=10
e=fF=— GEFpep e= = ref == R4 SBH8
1.2
1l P e e e e e ————————— =
© 0.8 q?,———————————Pq=:===-—--==—' =1
E 0.6 /
O
= 04
0.2
0
2 4 6 8
N

Figure 4.9 : Plague simplement appuyée — Déplacement normalisé pour L/h=10.

L/h=100

SBH8

efe— GEFpep == e=» ref == R4

N

Figure 4.10 : Plaque simplement appuyée — Déplacement normalisé pour L/h=100.
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Tableau 4.7 : Valeurs de a pour une plague encastrée.

L/h=10 - ap=0.77775
N R4 SBHS SBA3
2 0,32949 | 0,39486 | 0,2939
4 0,57104 | 0,65482 0,6900
8 0,71499 | 0,74492 | 0,8244
L/h =100 - ap = 0.560
N R4 SBH8 | SBA33
2 0,00458 | 0,01078 0,2730
4 00169 | 0,24204 | 0,4645
8 0,06043 | 0,51216 0,5358
L/h=10
12 —8—GEfpep == e= ref e=@=R4 SBHS
T S — _A‘——ﬁﬂ
45 0.8 /F: —
é 0.6
2 04 (
0.2
0
2 4 6 8
N

Figure 4.11 : Plaque encastrée — Déplacement normalisé pour L/h=10.
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L/h=100

=T GEFpep == = ref e=@==R4

SBH8

Figure 4.12 : Plaque encastrée — Déplacement normalisé pour L/h=100.

Commentaire :

L’analyse de ces résultats montre que :

- L’¢lément SBA3 donne une bonne convergence vers la solution de référence surtout
pour les plaques élancés de rapport L/h = 100 pour toutes les situations simulées
(conditions aux limites, type de chargement et ¢lancement), tandis qu’on remarque un
abaissement négligeable dans la convergence pour le cas des plaques épaisses.

- Les erreurs relatives observées pour une taille du maillage N=8 se présentent comme

suit :

Tableau 4.8 : Erreurs relatives 100(1 — weq; /Wrer.).

Elancement Charge Charge
ponctuelle P au uniformément
centre répartie g
SA ENC. SA ENC.
L/h=10 3,66 6,00 8,98 7,68
L/h=100 2,31 4,32 1,45 2,77

- Au vu de ces observations et des comparaisons des résultats avec ceux des autres

éléments existants dans la littérature, nous remarquons une robustesse de 1’¢lément

SBA3 surtout pour le traitement des structures en plaques mince.
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4.4 Plaque circulaire :

Cet exemple a été utilisé par de nombreux auteurs dans la littérature, notamment (Batoz et al,
1990). Cette étude est établie selon plusieurs scénarios basés sur les conditions aux limites de
la plaque sous chargement uniforme f et 1I’élancement. Comme, la plaque est discrétisée selon
trois densités de maillage : 16, 28 et 116 (Figure 4.13). Les données géométriques et
mécaniques sont: (R=5;v=0,36;f=0,1; E=10").

4
Les solutions de reférences sont w = fbr(5+v +¢ | pour la plague sur appuis simples et
64D\ 1+v
fr a0l i ¢—E[EJ2 1 D= Eh®
W, :%(1+ ¢) pour la plague encastree avec s\ 7)1y m
N=16 mailles N=28 mailles N=116 mailles

Figure 4.13 : Plaque circulaire — densités de maillage considérées

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.9 et illustrés par les graphes des figures
4.14 et 4.15.

Tableau 4.9 : Plaque circulaire — Déplacement W au centre.

ENCASTREE
h/R Maillage Wref, Wealc,
16 1,2852E-04 | 6,185-05
0,04 28 1,2852E-04 | 9,92E-05

116 1,28525-04 | 1,185-04

16 8,56805-06 | 3,955-06
0,1 28 8,56805-06 | 6,355-06
116 8,5680F-06 | 7,53F-06
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SUR APPUIS
h/R Maillage Wref, Wealc,
16 5,0352E-04 | 3,995-04
0,04 28 5,03525-04 | 4,61F-04

116 5,03525-04 | 5,055-04

16 3,2568F-05 | 2,55F-05
0,1 28 3,25685-05 | 2,955-05
116 3,2568F-05 | 3,23F-05

—&=— Rapport h/R=0,04 == = ref =—=@=Rapporth/R=0,1
1.2
] | e e e e ————————
-1
« 0.8 had
g
206
(S)
= 0.4
0.2
0
15 25 35 45 55 65 75 85 95 105 115 125
Nombre de maillage

Figure 4.14 : — Plaque circulaire encastrée— Déplacement normalisé au centre.

—&=—Rapport h/R=0,04 == = ref =—=@=Rapporth/R=0,1
1.2
1 —————————————4“__-—5
508 m/a——
206
(8)
=04
0.2
0
15 25 35 45 55 65 75 85 95 105 115 125
Nombre de maillage

Figure 4.15 : Plaque circulaire simplement appuyée— Déplacement normalisé au centre.
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CHAPITRE IV : VALIDATION DE L’ ELEMENT

Commentaire :

On remarque a travers ces résultats que 1’élément SBA3 présente un bon comportement vis-a-
vis de ce test et une convergence rapide pour les différents cas de figures simulés. Cette

performance est beaucoup plus significatrice pour la plaque élancée.
4.5 Plaque biaise :

Ce test représenté dans les figures 4.16 et 4.17 est réalisé en deux parties, la premicre s’agit
d’une dalle biaise losange de 60° soumise a une charge uniformément répartie et supposée
simplement appuyée sur ces deux cotés opposés, la deuxiéme d’une dalle biaise losange de 30°
supposée appuyée sur ces quatre cotés et chargée par un chargement uniformément répartie. La
solution de référence est éenumérée dans le tableau 4.10. Elle est obtenue par différences finies
(Razzaque 1973).

Tableau 4.10 : Les solutions de références pour les plaques biaise a 60° et a 30°.

Charge uniforme Fleche au centre
Plaque & 60° 0,007945qL%100D
Plaque a 30° 0,408*10°3qL*/100D

’ Maillage N=4 ’ Maillage N=8 ’ Maillage N=16

Figure 4.16 : Maillage d une plaque biaise de 60°.
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CHAPITRE IV : VALIDATION DE L’ ELEMENT

- &£

r Maillage N=12 r Maillage N=28

Figure 4.17 : Maillage d 'une plagque biaise de 30°.

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 11 et illustrés par les graphes des figures 18
et 19.

Tableau 4.11 : Plaques biaises appuyées sur ces deux cOtés opposes—
Déplacement W au centre.

60°
L/h Maillage Wref, Wealc,
4 8,676E+00 | 6,10E+00
0,1 8 8,676E+00 | 8,28E+00
16 8,676E+00 | 8,35E+00
4 8,676E-03 | 6,10E-03
1,0 8 8,676E-03 | 8,28E-03
16 8,676E-03 | 8,35E-03
4 1,084E-03 | 7,63E-04
2,0 8 1,084E-03 | 1,03E-03
16 1,084E-03 | 1,04E-03
30°
L/h Maillage Wref, Wealc,
12 4,455E-01 | 7,039E-01
ot 28 4,455E-01 | 4,703E-01
12 4,455E-04 | 7,039E-04
Lo 28 4,455E-04 | 4,703E-04
12 5,569E-05 | 8,799E-05
2,0 28 5,569E-05 | 5,879E-05
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CHAPITRE IV : VALIDATION DE L’ ELEMENT

—#—L/h=1000 —=—L/h=100 L/h=50 = = =Wref,

N W

Erreur relative (%)

10

Figure 4.18 : — Plaque biaise 60° appuyée sur ces deux cotés opposés— Déplacement

normalisé au centre.

e /h=1000 === L/h=100 =—4=—L/h=50 = = réf,
1.70

1.60
1.50
1.40
1.30
1.20

Erreur relative (%)

1.10

1.00 - e e e e e e e e e e e e e - - -

0.90

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figure 4.19 : Plaque biaise 30° appuyée sur ces quatre cotés opposés— Déplacement

normalisé au centre.
Commentaire :
A travers ce test on remarque que 1’élément « SBA3 » converge bien vers la solution de

référence pour les différents cas de figure simulé, les résultats que donne cet élément en faisant

varier I’élancement a chaque fois a prouvé sa performance dans le traitement des plaques
biaises.
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CHAPITRE IV : VALIDATION DE L’ ELEMENT

4.5 Conclusion :

Dans ce chapitre on a validé 1’élément fini flexionnel de plaque mince. Cet élément a prouvé
sa performance et sa robustesse dans le traitement des plaques, grace aux approches et
techniques utilisées dans son développement. La comparaison avec d’autres éléments de la
littérature a montré que 1’élément peut rivaliser malgré sa simplicité de formulation par rapport
a d’autres ¢léments. L’adoption de I’approche en déformation qui a contribué dans
I’enrichissement de champ de déplacement, plus 'utilisation de 1’intégration analytique dans
I’évaluation de la matrice de rigidité, ont augmente a la fois la rapidité de convergence vers la
solution et la performance de notre ¢lément. Le choix de la fonction d’Airy comme fonction
d’interpolation a permis de prendre en compte le coefficient de poisson, alors qu’il ne n’est pas
considéré dans les fonctions issues de triangle de Pascal, ce qui a donné a 1’élément une

assimilation au comportement réelle, par conséquent une augmentation de la précision.
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CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS

Dans cette étude nous avons développé un nouvel élément fini flexionnel triangulaire
d’¢lasticité plane. L’approche adoptée, les concepts et les techniques de développement utilisés,
ont permis d’aboutir a un €lément fini concurrentiel qui combine entre la performance,

I’efficacité et la simplicité de sa formulation.

L’utilisation des solutions bi-harmoniques de la fonction d’Airy dans le développement
fonctionnel a contribué a une amélioration remarquable des résultats a travers 1’introduction de
coefficient de poisson dans les polynomes d’interpolation, de plus I’adoption de 1’approche en
déformation dans la formulation, nous a donné la possibilit¢ d’enrichir les champs de

déplacements, par conséquent une plus grande précision dans I’approximation de la solution.

L’utilisation de I’intégration analytique dans 1’évaluation de la matrice de rigidité, a donné a

notre élément des comportements robustes vis-a-vis de la distorsion géométrique du maillage.

Ces constatations ont été confirmées a travers une série de tests normalisés destinés a étudier la
performance de notre élément dans les différents cas de figure. Les essais de convergence ont

permis de faire les observations suivantes :

- Une rapidité dans la convergence vers la solution théorique sans avoir recours a minimiser la

taille de maillage.

- Les résultats remarquables que donne 1’élément dans le traitement des plaques de différentes
épaisseurs, malgré sa formulation qui ne prend pas en compte I’énergie de déformation due au

cisaillement.

- Malgré sa simplicité de formulation, notre élément a donné des résultats tres satisfaisants en

concurrence avec d’autres €¢léments se basant sur d’autres approches et formulations.

Le test de blocage de cisaillement a montré que 1’é1ément se comporte trés bien méme pour les

plaques épaisses ou le cisaillement devient important.

En perspectives, un travail nouveau portant sur la comparaison entre différentes formulations
est recommand¢, dans le but de voir plus concrétement 1’influence de la fonction d’Airy sur les

résultats, par rapport a d’autres fonctions d’interpolation.
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ANNEXE | — Formulation des champs d’approximation a partir
des solutions homogenes (polyndmes bi-harmoniques) de la

fonction d’Airy
I-a/ Champ des déformations :
ay Contraintes Déformations
k F _0%F _0%F _ 0°F 1 9*°F  0°F 1 09*F 0°F _2(1+v)  9%F
=PuCey) | =557 | T2 | T T gy, | & _E((’)_yz_vﬁ) &y _E(_va_yz-l_ﬁ) Yay =~ —axay) Modes
1 1 0 0 0 0 0 0 Conduisant
2 x 0 0 0 0 0 0 aux
3 y 0 0 0 0 0 0 Mouvements
rigides
4 (vx? +y?) 1 v 0 1 0 0 Conduisant
2(1 —v?) 1—v2 1-v? E aux
5 (XZ T Vyz) v 1 0 0 1 0 déplacements
1 — 2 2 = linéaires
2(1—-v?) -V 1-v E
6 =Xy 0 0 1 0 0 2
(1+v) 1+v E
7 x3 0 6x 0 —6vx 6x 0 Conduisant
E E aux
8 y3 6y 0 0 6y —6vy 0 déplacements
E E non linéaires
Choix du polynéme au niveau des déformations
9 —6xy 6vxy —6(x? —vy?)
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I-b / Champ des déplacements :

Champs des courbatures Champs des déplacements
9B, aB, ap, 9dp
EzK, = =— = —
zZK, ox EzK, 3y EzK,, ( 3y + ax
Paramétres Ezf, =0, Ezf, = —0, Ezw
&, =zK, &, =zK, Vxy = ZKyy
a; 0 0 0 0 0 1
a, 0 0 0 1 0 —X
as 0 0 0 0 1 —y
a, 1 0 0 X 0 —x?
2
as 0 1 0 0 y —y?
2
Qg 0 0 2 y x —-xy
a; —6vx 6x 0 —3vx? — 3y? 6xy vx3 + 3xy?
ag 6y —6vy 0 6xy —3x% — 3vy? vy3 + 3yx?
ay —6xy 6vxy —6(x% —vy?) —3yx? +vy? —x3 + 3vxy? yx3 —vxy3
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ANNEXE Il — Matrices des coordonnées nodales [A] de I’¢lément « SBA3 »

2 2
—X1 —N
1 —x; -y > > —X1)1 Vx13 + 3x1y12 V}’13 + 3y1x12 }’13513 - Vx1)’13
0 1 0 X, 0 y,  —3vx;? — 3y, 6x1Y, —3y,%:2 + vy, 3
0 0 1 0 V1 X, 6x1Y1 —3x,%2 = 3vy, 2 —x3 + 3vxgy, @
2 2
S 2 )
1 —x -y, 5 5 —X2Y2 sz3 + 3x2y22 VYZ3 + 3yzxz2 3’29523 - VX2Y23
0 1 0 xz 0 yz _SVXZZ - 3y22 6x2y2 _3y2x22 + Vy23
0 0 1 0 Vo X, 6X,Y, —3x,%2 —3vy,2  —x,° + 3vx,y,°
2 2
—X3© —Y3
1 —x3 —y;3 5 5 —X3Y3 sz3 + 3X33’32 VY33 + 33’39532 3’39533 - 1/3533’33
0 1 0 x3 0 y3 _SVX32 - 3y32 6x3y3 _3y3x32 + Vy33
0 0 1 0 Vs X3 6X3Y3 —3x3% —3vy3?2  —x3% 4 3vxzy5°l
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Annexe Il — Matrice [ Ko ]

(Kol = Jf[Q"].[D].[Q]. dx.dy

I11-a / Forme développée avant intégration de la matrice [K,] :

00 0 0 0 0 0
0 0
000 0 0 0 0 0
=) v2-1)
000 1 v 0 0 —6ylv -1 6xy-lv -1
[Ko] = ff[QT], [D].[Q].dx.dy = [0 0 © v 1 0 xlv?-1) 0 0
000 0 0 2-2v 0 0 6-(v—-1)(x—vy
Lht-1) 202-1) W2-1) Z Av2-1)
000 0 ~6x\v =1 0 -36x v =1 vxylv =1 =36vx ylv =1
(b2-1) (2= 1) 2(u2-1) 2{u2-1)
000 —6ylv' -1 0 0 6vxylv -1 =36y-lv -1 36xy-lv -1
' ) ' ) ‘ 3 ’ ﬂ‘ 5 ) ' y T 1) o | '\,
000 6xylv -1 0 6-(v—1)(x— vy -36vx-ylv -1 36xy-Ww -1/ 18-y +2uxy -2vuxy+2x-y +x /]
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I11-b / Forme développée apres intégration de la matrice [K,] :

|
OO0 oCcoco0C o000 o—

SO O O OO0 oo oo

SO O O OO0 oo oo

0
0
0
H11
vH{4
0
0
—6(v? —1)Hy,
6(v? — 1)H,;

0
0
0

vH;

Hyy
0

—6(v? — 1)Hy,

0
0

Hup = Jf Xe L yB=1 dx.dy

oo oo

0
(2—-2v)Hyy
0
0
6(v — 1)(Hyy — VHi2)

(=i e)

0
—6(v? — 1)Hy,
0
—36(v2 — 1)Ha,
36v(v2 — 1)H,,
—36v(v? — 1)Hs,
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0

0

0
—6(v? — 1)Hy,

0

0
36v(vZ — 1)H,,
—36(v?—1)H3
36(v2 — 1)Hys

0
0
0
6(v? — 1)Hy,
0
6(v — 1)(Hy1 — vHy2)
—36v(v? — 1)Hs,
36(v2 — 1)Hy;
—18(v — 1)(v?H,3 + 2vH33 — 2VH,, + 2H33 + Hyy)




