République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université 8 Mai 1945 Guelma

L9 dalls 1945 (5lo 8 dmala

u\@ &' UNIVERSITE 8 MAI 1945 GUELMA
N

Faculté des mathématiques et de I’informatique et des sciences de la matiere

Département de Mathématiques

Laboratoire des mathématiques appliquées et de modélisation

THESE

EN VUE DE L’OBTENTION DU DIPLOME DE

DOCTORAT EN 3*™ CYCLE

Domaine : Mathématiques et informatique. Filiére : Mathématiques

Spécialité : Analyse non linéaire et modélisation

Présentée par

HALLACI Khadidja

Intitulée

Equations de mécanique et de thermodynamique
de ’interaction de Pair et la surface d’eau

Soutenue le : 09/02/2020 Devant le Jury composé de :

Nom et Prénom Grade

Mr BOUSSETILA Nadjib Prof. Univ. de Guelma

Mr FUJITA YASHIMA Hisao Prof. E.N.S. de Constantine
Mr AIBECHE Aissa Prof. Univ. de Setif

Mr HITTA Amara Prof. Univ. de Guelma

Mr NOUAR Ahmed MCA Univ. de Skikda

Mr BENRABAH Abderafik MCA Univ. de Guelma

Année Universitaire 2019/2020.

Président
Encadreur
Examinateur
Examinateur
Examinateur
Examinateur




Equations de mécanique
et de thermodynamique de l'interaction de 'air

et la surface d’eau

Khadidja Hallaci
These de Doctorat en mathématiques

Université 8 Mai 1945 - Guelma



ZMWWZ&W@‘:

M tis chns prarents symlbitls o lendssise. o saerlee ot diarmsion
M Ao swir ool ot snon con foore Ak
Men oAor smare
Touste s flornilll

L,



%WW

7
"EST avec bonheur que je consacre ces mots en signe de reconnaissance a tous

ceux qui ont contribué, de prés ou de loin, a la réalisation de cette thése. Qu'ils

percoivent ici mes sinceres remerciements.

Au début, je tiens a rendre hommage a mon directeur de these le professeur Hisao FU-
JITA YASHIMA pour I’abnégation accordée pour bien mener ce travail, pour ses multiples

conseils et pour tout le temps consacré a diriger cette thése tout au long de ces années .

Mes remerciememts vont également au professeurs Luigi RODINO, Davide ASCOLI
et Enrico PRIOLA de I'université de Turin et au professeur Marco CODEGONE de Poly-
technique de Turin ainsi que le professeur Paolo SECCHI de I'université de Brescia, qui
m’ont chaleureusement accueilli et avec qui j’ai eu des discussions et des remarques trés

utiles pour notre travail de recherche.

J’adresse mes plus sincéres remerciements aux membres du jury : Prof. Nadjib BOUS-
SETILA le président, Prof. Aissa AIBECHE, Prof. Amara HITTA, Dr. Ahmed NOUAR et
Dr. Abderafik BENRABAH les examinateurs, qui ont accepté d’évaluer cette these a sa
juste valeur, et de me faire part de leurs remarques pertinentes et objectives qui pauraient

contribuer a l’enrichissement de cette recherche.

Un grand merci a tous mes collegues membres du laboratoire LMAM, L'ambiance

d’amitié qui y régne m’'a beaucoup aidé a avancer dans mes travaux de recherche.

TR



€\

s

Do 3K Al lad e s OEER Olel odblie Lo Lpy m B Loy LY ede 3
a IV A 5 me Ty ey e A G e R By SR G ol L
it WA Lol o J 3 Gmagl ol e 3 J 5 T Rkl 03 T Bl 9
Uo 8 GO A g, b Adde oo ate LY 2o 3 o Ol 0l (e e,
e s G bt e et Ll 55 5 0B F B oS5 Y1 el B ooles
oo e Jleatl (R s Bkt A A gl B 5 3 &yl alaWT doL]
SEN S ) iy B Dl syms o s Al Rl el o, Ll
Y

Pl Jalge cad)9h Adadle o Je wlad Ld o Lot oWslao Ao Golall ol
A s S )



Abstract

In this thesis we consider a system of two linear partial differential equations of parabolic type,
which represent the basic behavior of temperature and vapor density with the effect of evapo-
ration and are coupled in a particular way. In the first part, we prove the existence and unique-
ness of the solution of this system, first in a domain of one spatial dimension and then in a
domain in R? delimited by two horizontal planes. To do this, we construct a particular variant
of Fourier series. In the second part we consider a system of analogous equations in a spherical
domain. It is the system of linear parabolic equations representing the behavior of the tem-
perature and the density of vapor in the case of a spherical droplet with evaporation. Using a
variant of Fourier series relative to a spherical domain, we prove the existence and uniqueness

of the solution of this system in the case of spherical symmetry.

Key-words: System of linear parabolic equations, Fourier series, discontinuous coefficient,

case of spherical symmetry, evaporation.
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Résumé

Dans la présente thése nous considérons un systeme de deux équations aux dérivées partielles
de type parabolique linéaires représentant le comportement essentiel de la température et de
la densité de vapeur avec I'effet de I’évaporation couplées d'une maniéere particuliére. Dans la
premiere partie nous démontrons I'existence et I'unicité de la solution de ce systéme d’abord
dans un domaine d'une dimension spatiale et puis dans un domaine dans R® délimité par
deux plans horizontaux. Pour ce faire nous construisons une variante particuliére de la série
de Fourier. Dans la deuxiéme partie nous considérons un systeme d’équations analogues dans
un domaine sphérique. Il s’agit du systeme d’équations paraboliques linéaires représentant le
comportement de la température et de la densité de vapeur dans le cas d'une gouttelette sphé-
rique avec I'évaporation. En utilisant une variante de la série de Fourier relative au domaine
sphérique, nous démontrons I'existence et 'unicité de la solution de ce systéme dans le cas de

symétrie sphérique.

Mots-Clés : Systeme d’équations paraboliques linéaires, série de Fourier, coefficients disconti-

nus, cas de symétrie sphérique, évaporation.
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Introduction

E theme de la présente these est'étude d’équations linéaires aux dérivées par-

tielles de type parabolique, couplées d’'une maniere particuliere. Le choix de
ce theme est motivé par l'intérét pour la description mathématique du phénomene
d’évaporation de I'’eau a partir de la surface d’eau, et, plus en général, des interactions
entre I'air et 'eau. En effet, I'évaporation de I’eau est un des facteurs principaux de I'in-
teraction entre I'air et I'’eau dans notre environnement, mais sa description mathéma-
tique rencontre beaucoup d’obstacles techniques. On peut estimer que ces difficultés
résultent fondamentalement du fait que I'évaporation de H, O se produit sur la surface
de I'eau, c’est-a-dire sur une variété de dimension 2, et crée par la chaleur latente une
source négative de la chaleur concentrée sur une variété de dimension 2, tandis que
I'on est intéressé ses conséquences dans le domaine de dimension 3 occupé par ’air
ou par l'eau.

Au début de notre recherche, nous cherchions une modélisation des interactions
générales entre l'air et 'eau. Mais les circonstances particulieres autour du phéno-
mene d’évaporation nous ont conduits a I’étude d’'un modele simplifié de la densité
de la vapeur d’eau et de la température avec |’évaporation. C’est un modele simplifié,
car les difficultés mathématiques intrinseques qui résultent de la singularité du phé-
nomene physique nous ont obligés a considérer deux équations linéaires décrivant,

dans leur approximation linéaire, la température et la densité de la vapeur d’eau avec



Introduction

leur diffusion.

Malgré la description approximative par un modele simplifié, le probleme formulé
dans le cadre de I’Analyse mathématique présente — nous croyons — des aspects inté-
ressants qui méritent notre attention. Le couplage de deux équations est formulé par
une source de la chaleur concentrée sur une variété de dimension inférieure a celle du
domaine et par une condition sur la frontiere du domaine. Pour surmonter les diffi-
cultés dues a cette situation particuliere nous avons introduit et analysé une série de
Fourier particuliére, ce qui constitue le point crucial de notre travail du point de vue
technique.

Pour avoir une idée un peu concrete sur le systeme d’équations que nous allons
analyser dans la présente thése, citons icile cas le plus simple de notre systeme d’équa-
tions. En effet, pour une fonction T représentant la température dans I'eau (—b < x3 <
0) et dans l'air (0 < x3 < a) et une fonction II représentant la densité de la vapeur dans

l'air (0 < x3 < a), on considere le systeme d’équations
Cpp0¢ T = 0y, (KOx, T) + W6 (X3) pour t=0, -b< x3<a, @)

0,11 = )/Odisl'[ pour t=0,0<x3<a, 2)
avec les conditions de couplage

I1(¢, —TI(t,0
w(p) =y 2e) ZI0) @3)

€1

I (4)

=Ty +51T|

X3=0 X3 =0’

et d’autres conditions usuelles sur les frontiéres et des conditions initiales (6 (x3) dans

(1) estla delta de Dirac sur R 3 x3). La relation (3) est une approximation de la condition

V=Y17_— ) (5)

Khadidja HALLACI 2 Université 8 Mai 1945-Guelma



Introduction

tandis que (4) est une approximation de la condition
| 4,z = Tos (D] =0 (©)

7,s(T) étant la densité de la vapeur saturée a la température T (voir (1.11) dans le cha-
pitre 1). Dans (2)-(4) yo, Y1, @1 sont des constantes strictement positives, tandis que ¢,y
et x dans (1) sont des constantes strictement positives séparément dans —b < x3 < 0 et
dans 0 < x3 < a. Méme si (1) et (2) sont des équations du type parabolique linéaires,
les conditions de couplage (3)-(4) et le fait que ¢, et x ne sont globalement pas des
constants nous obligent a trouver une méthode particuliere pour résoudre ce pro-

bleme.

Contenu de la theése

La présente thése est composée de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous
allons illustrer la motivation physique et mathématique de l'interaction entre I'air et
I'eau ainsi que les méthodes principales utilisées. Plus précisément, nous allons rap-
peler le systeme d’équations mécanique et thermodynamique qui décrivent les inter-
actions de I'air et '’eau, y compris le phénomene de 1'évaporation de '’eau. Ensuite
nous allons illustrer I'idée des méthodes principales que nous allons utiliser dans la
présente these.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons considérer le systeme de deux équations
paraboliques linéaires, dont la formulation est motivée par une modélisation approxi-
mative de la température et de la densité de vapeur dans 'air et dans I’eau avec I'effet
de I’évaporation qui se produit sur la surface de '’eau. Dans I'équation modélisant la
variation de la température, on trouve les coefficients de la diffusion de la chaleur et la
chaleur spécifique différents dans 'eau et dans l'air ainsi que la source (négative) de
la chaleur concentrée sur 'intersurface entre I’eau et 'air. Pour traiter cette équation

nous introduisons une version particuliere de la série de Fourier. En outre, en utilisant

Khadidja HALLACI 3 Université 8 Mai 1945-Guelma



Introduction

cette série de Fourier, nous allons démontrer I’existence et I'unicité de la solution sta-
tionnaire de ce systeme d’équations dans un domaine d'une dimension spatiale.

Dans le troisieme chapitre, nous allons considérer premieérement le systeme d’équa-
tions linéaires de la température et de la densité de vapeur dans le domaine réduit a
un domaine de dimension 1, c’est-a-dire sur l'intervalle ] — b, a[ < R et nous allons dé-
montrer I’existence et 'unicité de ce systéme. Puis nous allons démontrer |’existence et
I'unicité de la solution du systeme complet dans le domaine Q = {(x1, X2, x3) e R3| = b <
x3 < a} sous une hypothese restrictive (voir (3.1) dans le chapitre 3), en utilisant la va-
riante de la série de Fourier introduite dans le deuxieme chapitre et aussi des espaces
de Sobolev définis par la série de Fourier pour x3 et la transformée de Fourier pour x;
et xo.

Dans le quatrieme chapitre nous avons un probleme analogue dans le cas sphé-
rique. Il s’agit du systeme d’équations paraboliques linéaires représentant la tempéra-
ture et la densité de vapeur dans un domaine sphérique {x € R®||x| < b} avec le do-
maine occupé par I'eau {x € R3||x| < a}, 0 < a < b, comme dans le cas d’'une gouttelette
d’eau sphérique avec 'effet de I'évaporation. Nous allons introduire une série de Fou-
rier relative au domaine sphérique avec la symétrie sphérique, suivant'idée de la série
de Fourier introduite dans le chapitre 2, mais avec une €élaboration assez consistante
pour 'adapter au domaine sphérique. En utilisant ces outils, nous allons démontrer

I'existence et I'unicité de la solution dans le cas de la symétrie sphérique.

Khadidja HALLACI 4 Université 8 Mai 1945-Guelma



Motivation et méthodes

1.1 Motivation physique et mathématique : Interactions

air-eau

" 4 g ES interactions entre I'air et '’eau interviennent dans beaucoup de phénomenes
;& < s L2 . . 2 N

) qui intéressent notre vie. Nous pouvons citer des exemples de phénomenes
violents comme cyclone tropical ou “el Nifio”, pour lesquels I'interaction entre I'atmo-
spheére et la mer est un facteur essentiel, mais aussi le climat local déterminé par la
présence d’'un lac ou la proximité de la mer, jusqu’aux phénomenes a une échelle as-

sez petite comme la surface du thé versé dans une tasse ou celle d'une gouttelette d’eau

de la pluie. On trouve une littérature abondante pour expliquer, ou tenter d’expliquer,



Chapitre 1. Motivation et méthodes

ces phénomeénes comme par exemple [8], [21] pour de grandes échelles et [12], [36]
pour de petites échelles.

La surface de I'’eau exposée a I’air est, comme nous le savons bien, capable de pro-
duire I’évaporation selon les conditions physiques (pour les fondements physiques du
phénomeéne d’évaporation, voir par exemple [20]). Or, I'air ainsi que I'eau sont des
fluides suscetibles d’étre mus et ceci, comme nous I'observons communément, pro-
voque la variation de la position de la surface d’eau. Donc pour décrire d'une maniére
générale les interactions entre I’eau et I'air, nous avons besoin des principes de la ther-
modynamique qui déterminent les conditions de I"évaporation de H»O ainsi que des
équations de la mécanique des fluides (pour les principes de la thermodynamique, voir
par exemple [24]; pour les équations de la mécanique des fluides, voir par exemple
(25]).

Dans chaque partie — la partie de I'air et la partie de I’eau — considérée séparément,
le mouvement du fluide et la distribution de la température sont décrits par un sys-
teme d’équations. Dans la partie de I'air on peut considérer par exemple le systéme

d’équations

0i(p+m)+V-((p+mv) =0, 1.1
0+ V- (mv) = AAm, (1.2)
_ n Y Y
(e+m@v+v-Vv)=nAv+({(+)V(V-v) —RV{(—+ —)T} - (o +7m)ges, (1.3)
3 Ha Hn
o 7
(e+ma0:T+v-VT)+R{(—+—)T}V-v= (1.4)
Ha Hn

3 07/]' ov, 2 0
=xAT + — = _Z5 . V-v)—uv; +{(V- 1) + E;.
K1 anCZZI(axk ax]_ 3 jk V)axkvj C(V-v) 1

ou p, m, v, T désignent respectivement la densité de I'air sec, la densité de la vapeur, la
vitesse, la température, et A, 1, {, c;, k1 sont respectivement le coefficient de diffusion
de la vapeur dans I'air, le coefficient de viscosité d’écoulement, le coefficient de visco-
sité volumique, la chaleur spécifique de I'air et le coefficient de diffusion de la chaleur

dans I'air, tandis que —ges = —g(0,0,1)” est la force gravitationnelle par unité de masse

Khadidja HALLACI 6 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 1. Motivation et méthodes

et E; est’éventuelle source de la chaleur; ici la pression est donnée par
p=R(—+—)T, (1.5)

Uq €t uy étant respectivement la masse molaire de 'air sec et celle de H,O.
D’autre part, dans la partie occupée par I'’eau liquide, le mouvement de I'eau li-

quide sera régi par les équations de Navier-Stokes
0;v+(v-VYv+Vp=vAv+ges, (1.6)

V-v=0, (1.7)
et la fonction T représentant la température devra satisfaire a I'équation

Vj ovi, 0

3.0
20, T+v-VT =1,AT+v Y | )Ox
k

l/j +E2. (1.8)

Dans (1.6) et (1.8) v, ¢z, k2, E» sont respectivement le coefficient de viscosité de I'eau
liquide, la chaleur spécifique de I'eau liquide, le coefficient de diffusion de la chaleur
dans I'’eau liquide et I’éventuelle source de la chaleur.

Le systeme d’équations (1.1)—(1.4) est assez compliqué et, méme si le systeme de
Navier-Stokes (1.6)—(1.7) est bien connu et bien étudié, le systeme d’équations (1.6)—
(1.8) lui aussi n’est pas simple. Mais dans la modélisation mathématique de I'interac-
tion entre I'air et ]'eau ce qui rend particulierement difficile le probléeme est la présence
de l'inter-surface, qui est en principe inconnue (donc les deux sous-domaines occupés
par I'air et par I'’eau liquide sont eux aussi en principe inconnus).

Surl'inter-surface, que nous notons S, nous devons imposer avant tout la contrainte
géométrique : la vitesse du déplacement de S dans la direction de la normale n a S doit
étre égale a

W p=p@. n, (1.9

o1 vV et v® sont la vitesse de I'air et celle de I'eau liquide.

Khadidja HALLACI 7 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 1. Motivation et méthodes

Deuxiemement la continuité du tenseur de contrainte, complétée par la tension super-

ficielle, exige, dans le cas ou I'intersurface S peut étre définie par une fonction h(x, x»),
S ={x3 = h(x1, x2)},
I'égalité

3

2

PV =pPini =Y [0 +0,u") + (¢ - 3V v —v©@v?P +0;v)nj+  (1.10)
j=1

Vh

Vi—|n;,
1+ |Vh|2)1/2)n’

+(y

ol1 p'V est la pression de I'air donnée par (1.5) et p®® est la pression de I'eau liquide
(qui est notée p dans (1.6), tandis que y est le coefficient de la tension superficielle

et le terme yV - > est 'effet de la tension superficielle (pour les détails de la

Vh
A+[VRHY
tension superficielle, voir le Chap. VII, § 60 de [25]).

En ce qui concerne I'évaporation de I'eau, qui se produit sur la surface d’eau, son
aspect fondamental peut étre expliqué dans le cadre de la physique statistique (voir
[20], [3], [36], etc...). Mais, pour que 'on puisse analyser |'effet de I'évaporation dans
I'air et dans I’eau, on a besoin d’introduire les relations macroscopiques concernant
I’évaporation. Pour cela, nous rappelons d’abord la densité de la vapeur saturée, que

nous notons 7,s(T) ; elle est en effet essentiellement fonction de la température 7. Sa

valeur établie par les physiciens est

_ 1 7,63(T—273,15)
Mys(T)=——Ep-10" T=3125 | Ey=6,107 (mbar), (1.11)
R T
ou
R
Ry =—
Hhn

(nous avons pris cette formule de [27], ol se trouve aussi I’explication de la formule

(1.11)). Ceci signifie que dans 'air a la température T la densité de la vapeur d’eau

Khadidja HALLACI 8 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 1. Motivation et méthodes

ne peut pas dépasser la valeur 7,4(7T); dans le cas ou a cause de la diminution de la
température 7, (T) devient inférieur a la densité réelle de la vapeur d’eau, la partie
excédante de la vapeur doit se condenser et devenir liquide (ou solide) en formant par
exemple un brouillard. D’autre part, le principe de I’équilibre local sur lequel se base
la description macroscopique implique que dans le voisinage immeédiat de la surface
de I'’eau la densité de la vapeur doit étre égale a celle de la vapeur saturée.

Lautre quantité essentielle pour le phénomeéne d’évaporation est la chaleur latente
de la transition de phase de I'’eau de I'état liquide a 1’état gazeux (et vice-versa). Sa
valeur est

L (T) = (3244—-2,72T)10° (J/kg). (1.12)

Quand se produitI'évaporation de I’eau, ceci prive I'énergie thermique L, (T) par unité
de masse de '’eau évaporée. La chaleur latente L;(T) elle aussi dépend de la tempéra-
ture T, mais sa dépendance de T est relativement petite, a différence de la densité de
la vapeur saturée 7 ,s(T), dont la dépendance de la température T est tres significative.

Le probleme du mouvement de deux fluides avec une intersurface dans le cadre de
la mécanique, c’est-a-dire avec les conditions (1.9) et (1.10) mais sans les conditions
dues a I’évaporation, a été étudié par certains chercheurs depuis le travail de Tani [40].
Le probléme de la surface libre d'un fluide visqueux incompressible (c’est-a-dire, pro-
bleme réduit au seul coté de I'eau) a été étudié, depuis les travaux de Solonnikov [38],
[39], par plusieurs auteurs [16], [15], [41].

Sur I'évaporation de I'eau a partir de la surface de I'’eau on trouve de nombreux
travaux de caractere physique mathématiques ([12], [31], [3], [29], [19], [6], [36], [43],
etc...). Mais, comme le probléeme de l'intersurface entre I’eau et I'air, méme si on le
considere seulement dans le cadre de la mécanique, est assez difficile, il nous semble
que pour le moment 'étude dans le cadre de I’Analyse mathématique du systeme
d’équations décrivant le mouvement des deux fluides avec l'intersurface et I'effet de
I’évaporation est difficilement réalisable.

Compte tenu de ces circonstances se pose la question : comment on peut décrire

Khadidja HALLACI 9 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 1. Motivation et méthodes

le phénomene de I’évaporation a partir de la surface de I'eau et ses effets —la diffusion
de la vapeur d’eau dans l'air et la diffusion dans I'air et dans I'’eau de 'effet thermique
de I'évaporation — sous I’hypothése de 'absence du mouvement macroscopique de
'air et de 'eau. Méme dans cette simplification des conditions, il nous semble que
I'analyse satisfaisante du systeme d’équations du modele qui décrit ce phénoméne
n'est pas facilement réalisable. Comme nous l'avons évoqué dans !'Introduction, a
notre avis, ces difficultés sont dues au fait que les deux équations sont coulpées par les
conditions sur I'intersurface comme (5), (6). Notre intérét principal réside donc dans
la compréhension de la possibilité de la description de ce probléme par un systeme
d’équations aux dérivées partielles et de ses propriétés a partir de I’existence et I'uni-

cité de la solution.

1.2 Méthodes principales

1.2.1 Equations paraboliques linéaires

Les équations aux dérivées partielles du type parabolique et les méthodes de leur
résolution sont bien connues; on peut les trouver facilement dans les manuels des
Equations aux dérivées partielles ([28], [11], etc...). Pour I'intérét de la problématique
de la présente thése, nous rappelons la méthode de la résolution de 1'équation de la
chaleur dans le domaine d'une dimension spatiale a I'aide de la série de Fourier; pour
simplifier, choisissons le domaine

I

10, 7(

et considérons I'équation de la chaleur

2

0
—ul(t,x) =xo

3 @u(t,x)+f(t,x) dans [0,00[xI (1.13)
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

avec les conditions aux limites
u(t,0)=u(t,m)=0 (1.14)

et la condition initiale

u(0, x) = up(x) dans I, (1.15)

ol K est une constante strictement positive et uy(x) et f(z, x) sont des fonctions don-
nées.

On rappelle que les fonctions

2
£sinkx, k=1,2,---, (1.16)
e

constituent une base orthonormale de L?(0,7) et un systéme orthogonal complet de
2
H(0,7) et sont des vecteurs propres de I'opérateur —% avec la condition de Dirichlet
homogene (c’est-a-dire annulation de la fonction aux points x = 0 et x = ), vecteurs
propres correspondants aux valeurs propres A = k?, c’est-a-dire
d> V2 V2
~Zsinkx = k*~=sinkx, k=1,2,---. (1.17)

dx* \n VT
Dong, si on pose

m V2 4 V2
uo,k:j(; uo(x)ﬁsmkxdx, fk(t):fo f(t,x)ﬁsmkxdx k=1,2,---, (1.18)

on peut décomposer I’équation (1.13) avec les conditions (1.14)—(1.15) en une famille

de problémes de Cauchy
d 2
Euk(ﬂ:_KOk ur () + fi(0), u(0) = U,k k=1,2,---. (1.19)

La solution u(t,x) du probleme (1.13)—(1.15) sera alors construite par les solutions
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

uy(t) des problemes de Cauchy (1.19) dans la forme

°° 2
u(t,x) = uk(t)£ sin kx.
k=1 n

Nous voulons appliquer I'idée de cette méthode a I’équation
V(0)0,u(t, x) = 5x(1<(x)5xu(t, x)) +w(H8(x)  dans Ryx]— Ly, Lal,
avec les conditions aux limites
u(t,—Ly)=u(t,Ly)=0

et la condition initiale

u(0,x) = up(x).

Ici les coefficients v et k sont tels que
vix)=vy si —L1j<x<0, v(x)=vy, si0<x<Ly,

K(xX)=x7 si —Lij<x<0, x(x)=xy Si0<x<Ly,

V1, Va2, K1, K2 étant des constantes strictement positives.

Nous considérons aussi I’équation
v(r)atu:ar(rzk(r)éru)+w6(r—a) dans R, %10, b[,

avec
vir)=vy sil0O<r<a, v(r)=vy sia<r<bh,

k(r)=x7 si0O<r<a, x(r)=x, sia<r<bhp,

V1, Va2, K1, K2 étant des constantes strictement positives.

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

L'équation (1.26) sera envisagée avec la condition initiale
u(0,r) = uy(r) pour r€]0, bl, (1.29)
et la seule condition aux limites
u(t,b)=0 pour t=0; (1.30)

au point 7 = 0 on ne donne pas de condition aux limites, ce qui est conforme au fait
que le domaine 0, b n'est autre que le domaine {x € R*|0 < |/x¥ + x5 + x5 < b} avecla
symétrie sphérique des fonctions considérées.

Les équations (1.21) et (1.26) ne sont pas équivalentes a I’équation (1.13). Mais si
on peut trouver une série de Fourier alternative, alors on pourrait construire la solution
des équations (1.21) et (1.26) dans une forme analogue a (1.20).

Les autres informations sur I’équation de la chaleur et celle de la diffusion de masse

qui peuvent étre utiles peuvent étre trouvées dans [2], [30], [42], etc...

1.2.2 Espaces de Hilbert appropriés

Soit Q un domaine borné de R” muni de la frontiere réguliere 0Q. Si (@ij(X))i,j=1,n

est une matrice carrée réelle d’ordre n définie pour tout x € Q telle que

aij(x) =aji(x) V(@ jefl,---,ntx{l,---,n} (1.31)
Y aiéijzxlEl? VEER”, k>0, (1.32)
ij=1

alors, comme il est bien connu, on peut définir le produit scalaire

du(x) ov(x)

(u,v) = Z @i () —5—=——dx= V) () (1.33)
Qjj=1 i
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

et avec ceci I'espace de Hilbert
H'(Q) = {u: mesurable, Q — R| (1, u) < oo, u = 0surdQ}, (1.34)

dont la norme est

” ullﬁl(Q) = ((u, u))l/Z.
Les vecteurs propres e de 'opérateur elleptique

n

d 0
(Aw ) == ) =—(aij(0 7 —u), (1.35)

l]lx J

c’est-a-dire les fonctions e, k= 1,2,---, vérifiant la relation
Aep. = Arex (1.36)

avec les nombres A > 0 (les valeurs propres de I'opérateur A), constituent une base
orthonormale de L?(Q)) et un systéme orthogonal complet de H' (). La décomposition
orthogonale d’une fonction f € L?(Q) et 'application de la relation (1.36) nous permet

de résoudre immédiatement le probleme

Z a—(au(x) ux) = fx), (1.37)
: x]

u=0 sur 0Q. (1.38)

Pour les détails de cette méthode, voir [28], Chapitre IV, Section 1.
Une fois construite cette base orthonormale {e;}}2 | de L?(Q), en utilisant cette base
orthonormale et la décomposition orthogonale, on peut résoudre sans difficulté non

seulement I"équation elliptique (1.37), mais aussil’équation parabolique

n

d 0 0
a—u(t,x)— Y (a,,(x) u(t,x)) = f(t,x), (1.39)
t i=10%; Xj
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

avec la condition aux limites

u(t,x)=0 pour (¢,x) e Ry x0Q

et la condition initiale

u(0, x) = up(x) pour x€Q

(voir par exemple [28], Chapitre VI, Section 2, Point 2).

(1.40)

(1.41)

Pour appliquer cette idée a nos équations (1.21) et (1.26), il est essentiel de choisir

les espaces de Hilbert appropriés. Nous définissons les espaces de Hilbert
Lf,([) ={u:I— R, mesurables | fv(x)lu(x)lzdx < oo}
I
muni du produit scalaire et de la norme

(u, U>L%,(I) = ]I‘V(x)u(x)v(x)dx; ”u”L‘Z/([) =4/ (u, u)]ﬂz/(])

et

H'(I) = {ue C(I;R) |f1<(x)|u’(x)|2dx <00, u(~Ly) = u(Ly) =0}
I

muni du produit scalaire et de la norme

(W g = fIK(x)u’(x) Vdx,  lulgg =/ w g o)

Nous définissons également

_ b
L‘%(O, b) ={¢:(0,b) — R, mesurables | f v(r)rzlu(r)lzdr < oo},
0

b
H.(0,b) = {@ € L2(0,D) |f K(r)rZ%u(r)Fdr < oo, u(b) =0},
0

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

munis respectivement du produit scalaire

b b
<u,u>Z%(O'b):f0 v(r)rfu(ryv(rdr, <u,v>ﬁ%(o,b):f0 k(1) r*u (Nv'(rdr, (1.46)

et munis de la norme correspondante a ces produits scalaires.

Comme on le verra, le couple d’espaces de Hilbert L2 (I) et H.(I) définis dans (1.42)
et (1.43) comme le couple d’espaces de Hilbert Zi (0, b) et ﬁ,} (0, b) constitue la base de
la structure dans laquelle nous allons résoudre nos équations.

Nous utiliserons aussi les espaces de Hilbert

b
I*(a,b) ={¢: (a,b) — R, mesurables | f r?u(r)>dr < oo}, (1.47)
a

b
H'(a,b) :{<pei2(a,b)|f rZI%u(r)lzdr<oo, u(a) = u(b) = 0} (1.48)
a

munis respectivement du produit scalaire

b b
(W, V)72 0p) =fa rPu(rv(rdr, (W, V) g1 (ap) :fa r*u (nv'(rdr (1.49)

et munis de la norme correspondante a ces produits scalaires.

1.2.3 Variantes de série de Fourier

La méthode principale sur laquelle nous nous appuyons pour traiter les équations
de la chaleur (1.21) et (1.26) est I'utilisation d'une version particuliere de série de Fou-
rier.

Les équations (1.21) et (1.26) ne sont pas identiques a I’équation (1.13). Mais elles
ont des aspects similaires a ceux de I'’équation (1.13), de sorte que nous pouvons uti-
liser une méthode similaire a la résolution du probléme (1.13)—(1.15) par la série de

Fourier (1.16).
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

Plus précisément, on définit la famille de fonctions ey (x), k=1,2,---, par

X
er(n) = L (1.50)
”yk”L‘Z/([)
ou
1 . Ava Aevi :
————sin|/Z2L L+ /2 Lx] si —L;<x<0,
yelx) =4 Vi (VA AR (1.51)

)7(7Lk)sin(ﬁ(/1k)+\//11’§—zvzx) si0<x<Ly.

Ici Ay, B(/lk), Y (Ak) sont choisis de telle sorte que yx(x) s’annule au point x = L, et que
la continuité de la fonction yi(x) ainsi que celle de K(x)% Yk(x) soient garanties au
point x = 0 (pour la définition précise de A, B(Ax), Y(Ag), voir (2.16), (2.17), (2.20) dans
le chapitre 2).

Comme il sera illustré dans la Proposition 2.3.1, la famille de fonction {ek}le sera
une base orthonormale de I'espace de Hilbert I2(I) et aussi un systéeme orthogonal
complet de ﬁ,}([). I est important que les fonctions ex(x), k = 1,2,---, jouissent de
bonnes propriétés similaires aux fonctions % sin kx, qui forme la série de Fourier clas-

sique sur l'intervalle ]0,7[. On verra en effet que la Proposition 2.3.1 garantit les pro-

priétés suivantes :

. 2
i eill%, .. = Ag;
) [ k”ng) k

.. d d
i) ——(K(x)——ex(x)) = Axv(x)er(x) Vxe]—-L;,0[U]0, L[
dx dx

iii) K(x)%ek(x) est continue sur [-L, Ly];

iv) sup ler(x)| = Kj,
—Li<x<Ly
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

L /R VR
K1:2max(\/m,m)max(%,\/—z_i),

V) Mo(k—1)2 < Ag < My(k +1)2, MO:( d )2.

LB+ /2

De maniére analogue, pour le cas sphérique on peut construire la base orthonor-
male {ek}%":1 de Ij% (0, b), qui est également un systeme orthogonal complet de ﬁ,} (0, b).

Plus précisément, on définit

Yi(r)

ep(r)=—m—,
T (220

(1.52)

sin (A +/ L (a-1)
Y(Ax) . pour 0<r<a,
Yi(r) = (1.53)

sin( w(b—r))
K2_p i our a<r<bh
AkVva r p - =

Ici Ay est une suite réelle strictement croissante pour tout k € N, (1) et y(Ax)

sont choisis de telle sorte que la continuité de la fonction yy(r) ainsi que celle de
K(r) % Yk (r) soient garanties au point r = a (pour la définition précise de A voir (4.51),
et pour celle de B(Ag), y(Ag), voir (4.32), (4.33) (avec A = Ag), dans le chapitre 4).

Alors, outre que {ek}io:1 est une base orthonormale de Ij% (0, b) et un systeme ortho-
gonal complet de H} (0, b), on verra, dans la Proposition 4.4.1, que la famille de fonc-

tions {ex}7 ;| jouit des proprié€tés suivantes :

) 2
i erll= = A
) | k”H,}(o,b) k

ii) er(r) et rZK(r)%ek(r) sont continues;
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d
ii1) ——er(Nlr=0=0,  ex(b)=0;
dar
. d , d 2
iv) ——1°K(r)——ex(r) = Arcyp(r)reer(r) Vrel0,alUla,bl;
dar dr

v) il existe une constante C; < oo telle que

lex(a)| < Cy Vk e N\{0},

vi) ex(r) possede k—1 zéros sur ]0, b[;

VK1Ky )2.

vii) Mo(k—l)zsﬂkSMO(k“LDZ’ Mo:(ﬂ(am+(b—a)\/m

Ces propriétés seront utilisées pour démontrer I'existence d'une solution des sys-

temes d’équations que nous considérons.

1.2.4 Espaces de Sobolev anisotropes

Dans le cas du probleme dans le domaine de dimension 3, plus précisément dans
le domaine Q = R?x ] — b, a[, nous allons construire la solution dans un espace de type
espace de Sobolev avec des ordres différents dans les directions de x;, x» et dans la
direction de x3.

Plus précisément, nous allons utiliser I'espace de Hilbert H>" (Q0), s = r, défini par
la série de Fourier pour x3 et la transformée de Fourier pour x; et x», caractérisé par la
norme

1/2

luell prsir () = ( > fRZ (L+1EPF) (1 +1E1% + A) 17, k)|2d§) ; (1.54)
k=1
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ici 7i(¢, k) est la fonction de ¢ € R? et de k € N\{0} définie par

it\(é-y k) = g(xl,x2)<ek» u>L%,(—b,(l)

avec la transformée de Fourier %y, x,)(-) par rapport a (x;,x2) et le produit scalaire
(e, u) 2(-b,a) dans I'espace de Hilbert L%(— b, a), e; étant un des éléments de la base
orthonormale {ek}loc"=1 de I'espace L%(—b, a) définie dans (1.50). Méme si les fonctions
ex ne sont pas des fonctions trigonométriques, comme nous I’avons vu en haut, elles
jouissent des propriétés similaires, de sorte que la puissance r dans la définission (1.54)
indique une régularité dans la direction de x3 correspondante a celle de H' (- b, a).

De maniere analogue nous définissons 1'espace de Hilbert H*"(Q") pour les fonc-

tions définies sur Q* = R%x 0, a[ par la norme
o 2\s—T 2 12\ri 2 ..\1/2
lahgra = (X | (L F) QP+ 1aE bPaE) 5 059
k=1
ici 7i(¢, k) est la fonction de ¢ € R? et de k € N\ {0} définie par

~ 2 .7
ut, &, k) = Fx,x)\/ Esm;kxg, U)12(0,a)

F(x,x,) () étant la transformée de Fourier par rapport a (xi, x2).
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Systeme d’équations paraboliques
linéaires du type : température et densité

de vapeur avec I'effet de I'’évaporation

2.1 Introduction

]

{}j ANS le présent chapitre nous allons étudier un systeme d’équations parabo-
‘w-,” 5

9 liques linéaires couplées par une condition particuliére. Létude est motivée
par le phénomene d’évaporation de I'’eau de la surface de I’eau liquide, qui intervenant

dans un grand nombre de phénomeénes physiques, joue souvent un role important a
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Chapitre 2. Systeme d’équations paraboliques linéaires du type: ...

la grande échelle comme1'évaporation del’eau dela surface de!’océan (voir par exemple
[8], [21]) ainsi qu’a I’échelle plus petite ; dans des cas particuliers, des physiciens et des
chimistes ont proposé des modeles mathématiques bien articulés des comportements
locaux de I'évaporation de I'eau (voir par exemple [10], [33], [35], [43]; sur la physique
de I'évaporation en général, voir aussi [20]). Mais il nous semble que I'étude mathé-
matiques des équations qui décrivent I’évaporation de I'eau et ses effets n’est pas suf-
fisamment développée.

Rappelons les caractéristiques particulieres de I’évaporation. Si S est I'intersurface
entre 'eau liquide et I'air, 'évaporation de I’eau qui se produit sur la surface S est ac-
compagnée par 'absorption de la chaleur, dite chaleur latente de la transition de phase
de H»O, de sorte qu’il y a une source (négative) de la chaleur concentrée sur la surface
S. D’autre part, si on admet la présence de la diffusion de la vapeur d’eau dans I'air, la
quantité de I'évaporation devra étre proportionnelle a la composante normale a I'in-
tersurface du gradient de la densité de vapeur, tandis que sur S la densité de vapeur
doit étre celle de la vapeur saturée. Quant a la diffusion de la chaleur, son coefficient
ainsi que la chaleur spécifique sont différents dans '’eau liquide et dans 'air. Ces re-
lations physiques, traduites dans les conditions sur les équations de diffusion pour la
chaleur et la densité de la vapeur d’eau, constituent les conditions particuliéres qui ne
facilitent pas la résolution des équations.

Dans ce présent travail on considere une équation parabolique linéaire pour la
fonction inconnue T (température) dans le domaine Q = {x € R3| —b < x3 < a} et une
équation parabolique linéaire pour la fonction inconnue II (densité de vapeur) dans le
domaine Q" = {x € R?|0 < x3 < a}. On suppose que dans I'équation pour T la “source
n

de la chaleur” est concentrée sur {x3 = 0} et proportionnelle a L [H|

& avec

X3=€1 - JC3:0]

un €1 > 0, ce qui est analogue a 'approximation souvent utilisée dans les travaux pra-
tiques (voir par exemple [17]) de la loi de Dalton (voir par exemple [1], [37]). On sup-
pose aussi que la fonction IT doit satisfaire a la condition

|

=Ty +51T|

X3=0 X3=0
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avec deux constantes 7y et @ ; cette condition est une linéarisation de la relation IT | X320 =
7,s(T) avec la densité de la vapeur saturée m,s(7T) a la température T.

Les équations que nous allons considérer sont linéaires et les méthodes de la ré-
solution des équations de ce type sont bien établies (voir par exemple [13], [23], [2],
[30]). Mais notre probléme exige une élaboration non indifférente a cause du couplage
particulier mentionné ci-dessus et aussi a cause de la discontinuité du coefficient pour
I’équation de la chaleur. Les aspects généraux de cette derniere problématique ont été
investigués par plusieurs auteurs (voir par exemple [22], [4] [5]), mais nous allons uti-

liser une autre méthode directement utilisable pour la résolution de notre probleme.

2.2 Systeme d’équations a proposer

Nous précisons d’abord le domaine dans lequel nous considérons notre probléme.
On pose

Q={(x1,%,x3) ER’| —b< x3< a}, 2.1)

ol a et b sont deux nombres strictement positifs. Nous définissons aussi la partie infé-

rieure Q~ et la partie supérieure Q* de Q,
Q ={(x1,x2,x3) €Q|x3 <0}, Q" ={(x1,x2,x3) € Q| x3>0}. (2.2)
Dans le domaine Q nous considérons I'équation
Cpp0: T =V - (kVT) +yd(x3), (2.3)
tandis que dans le domaine Q* on considére I'équation

0,11 = yoAIL (2.4)
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Dans les équations (2.3)—(2.4), v est une constante strictement positive, tandis que

Cop = cf}g, x=xV dans Q7, Cyp = c,(,zg, x=x® dans QF, (2.5)
cogr kW, ci, k2 étant des constantes strictement positives; le symbole &(x3) dans

(2.3) désigne la delta de Dirac par rapport a x3. Pour ¥ nous supposons qu’elle est une

fonction définie sur R? et doit satisfaire 4 'équation

IT
’(V:')/l , (2.6)

ol y; et €; sont des constantes strictement positives satisfaisant a la condition 0 < €] <
a.

Pour les fonctions inconnues T et Il nous posons les conditions aux limites

Tlo=-b=T-p  Tly=a=Ta (2.7)
g=0=T0+ a1 T |x;=0, (2.8)
M| =a=1g, (2.9)
et les conditions initiales
T |s=0= To(x) xe€Q, (2.10)
I | ;=o= Ty (x) xeQ*. (2.11)

Dans (2.7)-(2.9), T_p, T4, 11,4, T et @; sont des constantes. Pour Ty (x) et ITp(x) nous

supposons les conditions de compatibilité

To(-b)=T_p, Tola)=T,

M(0) =To+ @1 To(0),  Ty(a) =11,
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2.3 Une variante de série de Fourier

Pour résoudre I'équation (2.3) nous aurons besoin d’'une version particuliére de
la série de Fourier, que nous présentons ici dans une forme qui ne fait pas référence
spécifique a I’équation (2.3).

Soient L; et L, deux nombres réels strictement positifs (dans I'application a notre

probleme on aura L; = b et L, = a). On considére le domaine en une dimension

I={xeR|-Li<x<Ly}.

On considere deux fonctions strictement positives v(x) et k (x) constantes dans chacun

des sous-intervelles I; =] — L;,0[ et I, =]0, Lo [
vix)=vy sixel;, vix)=vy sixel, (2.12)
K(x)=x; sixel;, x(x)=x2 sixel (2.13)

avec des constantes strictement positives v1, v, K1, K2 (on ne suppose pas de condition
N sz V1 V2 . _ .« .
analogue a (3.1), donc en général o # K—Z). Au point x = 0, on peut choisir quelconques

valeurs de v(0) et x(0), donc on peut prendre par exemple

Vi+vVo K1 + K2
v(0) = ) x(0) = ;
(0) 2 (0) 2

M

ce qui n'influence pas le résultat.
Nous allons d’abord construire une série de Fourier relative aux deux espaces de
Hilbert

L2(I) = {u:I— R, mesurables | fv(x)lu(x)lzdx < oo} (2.14)
I

et

H'(I) = {ue C(I;R) |f1<(x)|u’(x)|2dx <00, u(-Ly) = u(Ly) =0} (2.15)
1
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munis respectivement du produit scalaire

(U, )2y, :flv(x)u(x)v(x)dx, (u, V) gy :flk(x)u’(x) v (x)dx,

et de la norme

”u”L%([) =4/ (u, u>L%([); ”u”ﬁ%([) =4/ (u, u)ﬁ%([)-

Définissons pour A > 0 les fonctions S(A), YA, h(A) comme suit :

~ _ K2Vo /11/1 . K1 7[2
BA) = arctg( v tg(\ / K—lLl)) si0< A< vlL% i (2.16)

E(ﬂ):(n_%)n Siﬂ’: al ((n_l)z)nz) n:]-yzy"')
v

E(/l):(n—%)nJrarctg( wtg( le))

K1V1 K1
i~ (-2 a< K 1pa2 n=12,
v1L3 2 viL3 2
2
~ cos( KLIILI) _ X1 1, ,
Y(A) = = sil# ——((n--)I)n",  n=12,---, (217
VAxovy  cosfB(A) viLi 2

1
FA) = ———  sid=

VK2V v1L3 2 ,

R = BA) + %Lg. (2.18)
2

La fonction h(A) ala propriété suivante :
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Lemme 2.3.1. La fonction h(\) définie dans (2.18) est continue et strictement crois-

sante et vérifie les relations

lim k(1) =0, lim A (1) = co. (2.19)
A—0* A—o00

Démonstration. 1l résulte immédiatement de la définition (2.18) de E(/l) et de la défi-
nition (2.16) de B(A). 0
Le lemme (2.3.1) nous permet de définir une suite {/lk}zozl par

Ap=h"Ykm), k=1,2,---. (2.20)

En utilisant la suite {)Lk}iozl, on va définir les fonctions er(x), k =1,2,---, qui vont for-

mer une base orthonormale de 1'espace de Hilbert L2(I) ayant des propriétés utiles

pour résoudre notre probleme.

Proposition 2.3.1. On pose

ex(x) = % (2.21)
ou
N m sin( /1112/1 L+ \/%x) si —Ly<x<0, (222
Y(Ax) sin[ﬁ(/lk)+\/@x) Si0<x<lL,.
Alors

(A) {er}32, est une base orthonormale de L2(I);

(B) {er}32, est un systeme orthogonal complet de HL(I);

(C) ona

2 ..
ekl F ) = Ak
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(D)

d d
——(x(x)=—er(x)) = Axv(x)ex(x) Vxe]—-L;,0[{uU]0, Ly
dx dx

etk(x) %ek(x) est continue sur [—Ly, L] ;

(E) ona
sup |er(x)| =Ky,
—Li<x<Ly
1 VK1 VK
K= Zmax( , )max(—l,—z),
VVIKL \/VaKs VL VL
(F) ona
2 2 7 z
Mo(k—1)% < A < My(k+1)2, MO—( )
Ll %+L2 Z—j

2.4 Démonstration de la proposition 2.3.1

La démonstration de la proposition 2.3.1 s’articule en plusieurs étapes. Nous pro-

cédons donc en démontrant d’abord des lemmes et ensuite la proposition.

Lemme 2.4.1. Il existe un opérateur linéaire A de L%(I ) sur ﬁ,}(I) qui a chaque u €

L2(I) associe Au € H\(I) vérifiant la relation

(Au, @) gy = W@ 2y Ve € He(D. (2.23)

Lopérateur A, considéré comme opérateur de L2(I) dans lui-méme, est un opérateur
linéaire auto-adjoint et compact et ses vecteurs propres ey, correspondants aux valeurs
propres i,

Aeéy = uye, (2.24)

forment une base orthonormale {e;}{ | de L2(I). Les valeurs propres i vérifient
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la relation

Uk = Uk+1 pour k=1,2,---, Ur — 0 pour k — oo. (2.25)

Démonstration. Puisqu'on a
- 7l
”(P”L%(])SC”(P”H%(I) Vo € H(I)

avec une constante C et que donc le produit scalaire (u, )2, peut étre considéré
comme fonctionnelle linéaire sur ¢ € fl,}(l ), d’apres le théoreme de représentation de
Riesz, pour chaque u € L%(I) il existe un élément U € ﬁ,}(I) et un seul qui vérifie la
relation

U gy = WP zgy Vo€ He(D. (2.26)

En posant Au = U, on définit 'opérateur A de L%(I) dans ﬁ,} (D).
Cela étant, le lemme résulte de la théorie bien connue sur I'opérateur linéaire auto-
adjoint et compact et de la définition des espaces L2(I) et H.(I) (voir par exemple le

lemme 1 du § 1 du chap. IV de [28]). O

Lemme 2.4.2. Soit {Ek}i":1 la base orthonormale de Lf,(I ) définie dans le lemme 2.4.1.

Alors pour tout k on a

,uki(Kiék) =—vei dans L*(]) (2.27)
dx\ dx i i

Démonstration. Comme Aey = [i€k, en posant U = Aey, d’apres (2.26) on a

a __ d ~
flukk(x)(aek(x))a(p(x)dx—flv(x)ek(x)(p(x)dx.
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Compte tenu que H, (I) est dense dans L2 (1), cette égalité définit la dérivée généralisée

£ (x(x) L8, (x)), qui vérifie (2.27). O

Lemme 2.4.3. Soit {5k}%°=1 la base orthonormale de L%,(I) définie dans le lemme 2.4.1.
Alors pour tout k la fonction x (x) % ex(x) est continue et la dérivée a gauche et la déri-

vée a droite de ey (x) au point x = 0 ont le méme signe.

Démonstration. 1l résulte immeédiatement du lemme 2.4.2. O

Lemme 2.4.4. Soit {€}3 | la base orthonormale de L2(I) définie dans le lemme 2.4.1.

Alors pour tout k, ex(x) a la forme

Vie(x)

) (2.28)
”yk”L%(])

er(x) =

ot yi(x) est la fonction donnée dans (2.22).

Démonstration. On considére la famille de systeme d’équations linéaires avec un pa-

rametre 1 >0

d 1
—=y(x) = —5z(x)
dxy x(x) (2.29)
L 2(x) = - Av(x0)y(x)
avec les conditions initiales
y(=Ly) =0, z(—L;) =1. (2.30)

Par des calculs élémentaires (méme si un peu longs) on constate que, si B(/l) et y(1)
sont les fonctions définies dans (2.16) et dans (2.17), les fonctions y(x) = y(A; x), z(x) =
z(A;x),
D S Avy [ Avy i
YO = \/M_msm( o L+ 0 x) si —L;j<x<0

, (2.31)
Fsin () +/22x) si0<x<Lp
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/lvl AVl .
cos L+\/ X si —Lij<x<0
z(A;x) = ( b ) (2.32)

(A)\/ﬂkgvzcos( (/1)+\/TV2) si0<=x=<L, ’

constituent la solution unique du probleme de Cauchy (2.29)-(2.30) dans la classe

C([—L1,Ls]). En outre, comme on le voit immédiatement, on a

d d
- (K(x)a y(x)) = Wv(x)y(x) (2.33)

presque partout dans | — Ly, Lo[ pour tout A > 0.

D’apres la définition (2.16) de B (A),ona

2
~ Ky T
0 =1Y, — b
B 1L2 [) 10 1L§ 4[
~ ) _
B 1L2 ) ), 1L1((n+ Ly =
2 1 lz 2
]vle((n 2) e, VIL%((H+2) [, (2.34)
ce qui implique que
AVl
cos(y/ L1
¥>0 SiAE L (n-2Pm?, n=1,2
cos B(A) viLy 2

donc, d’apres la définition (2.17) de ¥(1), on a ¥(A) > 0 pour tout A > 0.

Or, d’apres la défintion des fonctions ﬁ()l) et y(A;x) (voir (2.18), (2.31)) on a

y(A; L) = ¥(A) sin(h(A)).

Donc

y(A;Ly) =0, sietseulementsi A=h"'(kx), keN\{0}, (2.35)

c’est-a-dire, si et seulement si A = A, avec un des nombres A définis dans (2.20).
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En retournant a ey (x), de (2.27) on déduit que, si on pose

K(x)ié (x)
dx &

c(k)—Kié (x) y(x) = ! ex(x), z(x) =
A=K OOy YT TS AT T

alors les fonctions y(x) et Z(x) satisfont au systeme d’équations (2.29) et aux conditions
initiales (2.30). Donc en vertu de I'unicité de la solution du probleme de Cauchy (2.29)-
(2.30),ona

Y(x) =y, x), Z(x) = z(Ag, x),

d’ou, en posant yi(x) = y(Ak, x), on a
er(x) = c; (k) yr(x).

Comme ||5k||L5(1) =1,ona
1

cz(k) = ———.
”yk“L%(])

Ainsi on a établi (2.28). O

Lemme 2.4.5. Soit y(A; x) la fonction définie dans (2.31). Soient Ay les nombres défi-
nis dans (2.20). Alors pour tout k, la fonction y(Ag; x) = yi(x) admet k — 1 zéros dans

lintervalle | — L1, Ly|.

Démonstration. Delaforme delafonction y(A; x) donnée dans (2.31) et de la propriété
de la fonction B(A) (en particulier (2.34)) on déduit que le nombre de zéros dans I'inter-
valle | — Ly, L[ est une fonction croissante et qu’a chaque point A = Ay il croit d’unité.

D’autre part, on a
)llir{)1+ yAx)=x+1, pour x € [—Ly, Ly].

On en déduit I'affirmation du lemme.

O
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Maintenant nous démontrons la proposition 2.3.1.

Démonstration. Du lemme 2.4.4 résulte

e = ek
etde (2.33) et de (2.27) on déduit
1
Ap=—.
Hk

1 . /lkvl
Vi(x) = —sm( (L1+x)) pour —L; =x=<0,
VArViKy K1
1 . /lkVZ
Vi(X) :i—sm( (Lg—)C)) pour 0 <x < L.
VA RVaKka K2

. d IRT d . d . d A
Comme lergl_Klﬁex(x) = xlirgl+ K275 ex(X), xlir(r)l_ -ex(x) et xlg{)l+ —-ex(x) ont le méme
signe, ce qui implique 'existence d’un x; € [-5!,0[ tel que |sin( Aﬁ—rl(Ll + xl))| =1,

oud’'un x; € [0, %[ tel que |sin( A,’z—:z(xl + Lz))| = 1. Dans le premier cas on a

LZ X1
1Yk ) = f VI dxz f vilye)Fdx=
v L L

1 [n A
f sinz( VU, +x1))dx:
K

B /leI -1 1
in(2y/ 2 (L, + %)
1 rx 151 K L1t X ]xl
- Ak L2 2 2 [ A1 L
K1

1 X1 Ll Ll
= —+—=)= :
Arky 2 2 4A K

De maniere analogue dans le deuxiéme cas on a

Ly

2
X = —.
VeI )= e
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Comme

1
sup lex(x)|= ————max( sup |y, sup lyk(®)l),
—Li<x<L, (NZ3 ”L%(I) —L1<x<0 0<x<L,

on en déduit la propriété (E).

On rappelle que, d’aprés le lemme 2.4.5, e;(x) admet k — 1 zéros dans ] — Ly, Lo|.
Désignons par g le nombre de zéros dans | — L, 0] et par r celui dans ]0, L[ (de sorte

que g+r=k-1).Alorsona

v

qm <y Mk—lLl <(g+1m,
K1

I <y /AkELg < (r+1m,
K2

d’ou
V1 V2
nk—-1)=n(g+r)< \/Ak(,/K—Lﬁ,/K—Lg) <sa(g+r+2)=n(k+1).
1 2
On a donc
T 2
Mok—1? <A <Mok+1)?,  My= .
(L“/%+L2‘/Q)
1 K2
La propriété (F) est démontrée. O

2.5 Solution stationnaire

En revenant au systéme d’équations (2.3)—(2.4), nous considérons avant tout la so-
lution stationnaire du systeme d’équations (2.3)—(2.4) avec les condtions aux limites

(2.7)-(2.9) et avec ¥ définie dans (2.6). Plus précisément, en écrivant z au lieu de x3,
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il s’agit de trouver les fonctions T'(z) et [1(z) qui satisfont aux équations

d, 6 d

- E(KE T)=wé(z) pour —b<z<a, (2.36)

d2
- Yoﬁn =0 pour 0<z<a (2.37)

avec ¥ définie par
I, _ -1 _
Y= Ylw (2.38)
1

et aux conditions aux limites

Tlee—p=T-p, Tlr=a=Ta (2.39)
IM=o=To+ a1 T |;=0, (2.40)
I |z:a:ﬁa- (2.41)

Les deux équations (2.36) et (2.37) sont couplées par la définition (2.38) de v et la
condition aux limites (2.40).
Pour déterminer la solution du probleme (2.36)—(2.41), on introduit la fonction

T.(z) continue définie par

— @ T ,~T_,)
_ T_p+ LTtz b) pour —b<z<0
Te(z)=4 (1?:—;1) ijK&)) ’ (2.42)
a—W(u—z) pour0<z<a
pour laquelle K%TC(Z) ala méme valeur dans | — b,0[ et dans ]0, a.
On définit en outre O par I'égalité
_ Ag — L _
80 = 122 (T, - o + @ (Te(0) + B0)), (2.43)
c’est-a-dire
— A -
B = — 120 (T, -7y — @ T (0)),
a+ ’}/IA()(Xl
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ou
_ 0o 0 2
oo 3 (ek; g
k=1 k

On a la proposition suivante.

Proposition 2.5.1. La solution du probleme (2.36)—(2.41) est donnée par

M, — (@ + @1 (T (0) + Op)) ex(0)

T(2)=Tc(2)+ ) cler(z), cp=rm . (2.44)
k=1 a Ak
[1(2) = o+ @1 (To(0) + Bg) + 2= Fo ¥ A1T(0)+80)) . (2.45)

a

Nous précisons que la proposition 2.5.1 ne suppose pas la condition (3.1).

Démonstration. 1l est clair que la solution (formelle) du probleme (2.37), (2.40), (2.41)

est
_ M,— @o+a, T
M(2) = To+ @ T(O) + e ot @lTO) (2.46)
Donc, en substituant cette relation dans (2.38), on obtient
O, ~Olog M- Go+a@TO)
p=yp——E oy e 0 = o (T(0)). (2.47)

€1 a

On remarque que x(z) %Tc(z) a une valeur identique dans ] — b,0[ et dans ]0, al,

ce qui nous permet d’écrire

d d—
E(K(Z)E Tc(z)) -0 dans ]-b,al. (2.48)
Nous posons également
O(z) = T(z) — T.(2). (2.49)

Alors le probleme (2.36), (2.39) se réduit a

d, d
— = (k=—0(2) = yo(T(0)5(2), (2.50)
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©(-b) =06(a) =0. (2.51)

En posant

O(z) = Z cgek(z)
k=1

et en intégrant les deux membres de (2.50) multipliés par ex(z) sur [-b, a], en vertu de

(B), (C), (D) de la proposition 2.3.1, on a

a d d
ﬂtkcg:f_bek(z)(—E(KEG(Z)))dz:U/o(T(O))ek(O).

C’est-a-dire, la solution du probléme (2.50)-(2.51) est donnée par

&0 0
0@ =Y Perla,  @=yorion =Y. (2.52)
k=1 Ak
Donc la valeur de ®(0) est
_ _ (o) 0 2
©(0) = yo(T(0)) Ao, Ao = Z (er @) . (2.53)
k=1 Ak
De (2.47) et de (2.53) on obtient
Ay —
@@:Yzomfﬁm+muum+mmm. (2.54)

Donc, d’apres la définition (2.43) de ©, on a

0(0) =0,

et donc

T(0) = T.(0) + ©.

En substituant cette expression dans (2.47), (2.52), (2.46), on obtient (2.44) et (2.45). O
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Existence et unicité de la solution du

systeme d’équations liniéaire

VANT d’envisager le probléeme complet (2.3)—(2.11) dans Q c R3, nous allons dé-

montrer, dans la section 3.1, I’existence et I'unicité de la solution dans le cas ol
le domaine se réduit a 'intervalle | — b, alc R, c’est-a-dire, dans le domaine d’une di-
mension spatiale. Pour le probléeme complet dans Q c R3, nous démontrons le résultat

d’existence et unicité de la solution sous I'’hypotheése

1) 2)
Cvo _ Cve 3.1)
<D <@ ’

38



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution ...

Il est clair que la condition (3.1) est assez restrictive. Mais, comme dans le cas du do-
maine d'une dimension spatiale le résultat s’obtient sans cette restriction, nous espé-
rons obtenir, dans un futur prochain, un résultat analogue sans supposer la condition

(3.1).

3.1 Cas dudomaine d’'une dimension spatiale

Considérons le probléme réduit a une dimension spatiale. Il s’agit donc du systeme
d’équations

Cpp0: T =0,(x0,T) +yb(2) dans R.x]-b,al, (3.2)
0,11 = )/0621'[ dans R, x]0,al, (3.3)

avec
I(e;) —T1(0)
T

; (3.4)

les conditions aux limites et initiales sont (2.7)-(2.11), dans lesquelles les fonctions ne
dépendent pas de (x, x2). Dans ce probléme on ne suppose pas la condition (3.1).
Dans la section précédente nous avons déja montré I'existence et I'unicité de la

solution stationnaire de ce probleme, que nous notons (Ts;(2),Is;(2)). Posons
9=190(t,2) = T(t,2) - Ts:(2), (3.5)

n=n(t,z) =1(t,z) - (2) — @, 9(t, 2). (3.6)

Comme aﬁﬁst =0 (voir (2.37)), de (3.3) découle
0:m— Yoairl =-a;(0,9 - }/0628) pour 0< z< a.

On remarque que, en vertu de (3.2), (2.5) et (3.5),on a

_ , k@ ,
—a1(0;9—7y0039) = —al(@—)/o)azﬁ pour 0<z<a.
Cvo
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Ces relations nous permettent de réduire le systeme d’équations (3.2)—(3.4) a

Cpp00 — 0, (x0,0) = g6 (2) dans 1 - b, al, (3.7
om —)/Oain =f dans ]0, al, (3.8)
te
q=q =y 12, (3.9)
&1
_ (k@
== (=5 ~70)020. (3.10)
Cro

Les conditions aux limites sont

9(t,—b) =9(¢t,a) =0, n(t,0) =n(t,a)=0 V=0, (3.11)

tandis que les conditions initiales sont

9(0,2) = To(2) — Tsi(2) =99(2)  pour —b<z<a, (3.12)

1(0,2) = o (2) - s, (2) —@190(2) =1o(2)  pour 0< z< a. (3.13)

Pour les fonctions u définies sur [—b, a], en utilisant les fonctions e; définies dans
(2.21)-(2.22) avec L; = b, L, = a, on définit les coefficients de Fourier #i(k) et la norme

lulyy,  par

)

D=

al) = e, par Il =( X ApEGP), (3.14)
' k=1

ol L%uo (—b, a) est défini comme dans (2.14). D’autre part, pour les fonctions u définies

sur [0, a], en utilisant les fonctions g (z) = \/% sin(% kz) on définit

00 1
k) = (g Il =Y &1am?). (3.15)
' k=1
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Proposition 3.1.1. Soit1 <r < 3. Supposons que 9 € H[=, , etno € Hf ,. Alors, quel
que soit t > 0, il existe une solution (9,n) et une seule du probleme (3.7)—(3.13) dans la
classe

9€L®0,5H ) )N L0, H, ),

neL®0,%H ) NL*0,5H ). (3.16)

Démonstration. En utilisant les coefficients de Fourier définis dans (3.14)—(3.15) (méme
si on utilise le méme symbole #i(k) pour les deux sens différents, il n’est pas difficile de

les distinguer du contexte), on peut transformer les équations (3.7)-(3.8) en

%5(1‘, k) + A 9(1, k) = g()ex(0), 3.17)

d _ o, ~
En(t, kHYo;k n(t, k) = f(t, k). (3.18)

En multipliant les deux membres de (3.17) par 12_15 (t,k),ona
1 ~
Eatﬂlz_l@z(t, k) + AL 92 (t, k) = A9, k) q (1) e (0).

Comme
lex(0)] < K3 Vk e N\{0}

(voir (E) de la proposition 2.3.1), on a

~ 1. -~ K?
ARt k) g0 e (0) < 5/1,2|19(t, k)1> + ?1%‘2|q(t)|2.

Or, comme 7 —2 < —1, en vertu de (F) de la proposition 2.3.1 on a

o0
Z /1,2_2 = K) <oo.
k=1
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On en déduit que

r—1
H(—b,a)

d
Enﬁnz +||8||§,{7MstKuq(t)F.

Quant a Iq(t)lz, ona

2 2 oo
2_N 2_ NS 50 01/ 2 sin ke
lg(D)|” = giln(t,a)l = Ei’Zn(I,k) asm(aksl)‘ <

)

<Ky Y KR 0P = Kqlin(e )17

D=

k=1 Hy 4
ou
1
K,=— E <00
q 2 2r—1 :
agj o1 k

En adjoignant les deux inégalités, on obtient

d 2 2 2 2
— + ;< . .
dtllﬁuH{—_bl,a) ||19”H(—b,a] KiK)Ky 7l {07%) (3.19)

D’autre part, si on multiplie les deux membres de (3.18) par k*" ~27(t, k) et on fait la

somme par rapport a k, on obtient

d 2 ° 2 2
— _ — r <K t,: 2 3.20
dtllnllH[r();) +7Y0 P IIUIIH[O'm =Kl f( )IIH(O'; ( )
ou
1 a®
K= —=.
Yo7
Si on définit
9=e?9, f=e“n, G=e®yq, f=elf (3.21)
avec un w > 0 (a choisir dans la suite), de (3.7)—(3.8) on obtient
€010 —0,(k0,9) +wcyyd = Go(z)  dans]-b,al, (3.22)
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0/ — )/00 f+wii=f  dans]0,al. (3.23)

En procédant d'une maniere tout analogue a 'obtention de (3.19)—(3.20), de (3.22)—

(3.23) on obtient

—||19||H, ; +||5||§J(r +2w||z9||Hr 1 S KTKKGIAIE (3.24)
(=b,a) ,a) 0.0
LR,y I + 20l 1 = Kl I (3.25)
dr s YOGz Mg, TN = B2l W '
Soit 9 une fonction appartenant a la classe
Yo =L®0,5H ) ) NL*(0,5H]_, ). (3.26)

Alors, en substituant 9 4 la place de 9 dans la définition (3.10) de f, on définit f, qui ap-
partiendra a 200, H (’O_j)). En substituant 7 alaplace de f dans (3.8), on peut résoudre

I'équation (3.8) (avec f) et on obtient
neL®0,5 Hy ») NL*0,7 Hp )

(voir (3.20)). Ensuite, en définissant g par (3.9), on résout ’équation (3.7) et on obtient
9, qui, en vertu de (3.19), apprtient a la classe Yy. C’est-a-dire, on a définit un opérateur
Gy qui, a de Yy, associe la solution 9 € Yy de I'’équation (3.7).

Si on définit ? = e~ f et si on rappelle la définition de f, on voit aisément qu'il

existe une constante Ky telle que

||f||Hr 2 —Kf||19||Hr e (3.27)

Considérons maintenant deux fonctions 9; et 9, appartenant a la classe Yy. En

définissant 91, 02, 91, 92, 11, 172 de la maniere indiquée ci-dessus, on pose

©=0,-9,, H=01-72 0=09,-10,.
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Comme les équations (3.22)—(3.23) sont linéaires, de la méme maniere que (3.24)—

(3.25) et (3.27) on obtient

—@) 1 +101%,  +2w]613,., <K’K)K,IHI* |, 3.28
P I IIH( o I IIH(fb') | IIH( o 1 KaKqgll ”H(’O’% (3.28)
d — , T2 )

ﬁllHIIH{&l) +YO;”H”H{ » +2wIIHI|Hr 1 —KZKf||®”Hr . (3.29)

Comme A%""1 < 22" + iﬂtzr‘z et donc |H|> |
H "2

0,a)
6 > 0, en multipliant les deux membres de (3.28) par une constante A a determmer et

< 5||1'ET||2 . + 25 I HII2 et pour tout

en faisant la somme de ces deux inégalités, on obtient

d ~
AlOIZ,.., +IHI, ,)+AlIOI%, +
T —(All IIH( o | ||H 1) I IIH(_M)
2
Yo I HIZ, +2801812,., +20IHI%, , <
a? Hig,a H, 4 H o)
<SAKIK K I HIZ,  + AKIZK;LKL, VFI2, ., + Ko KIOI2, (3.30)
How = 46 H g H pa
2
. .« . _ _ Yoot _A 2 ye _ » o, 2 2 RN
Si on choisit A = 2K, Ky, 6 = NPREKK,’ w = ;KT K3 Ky, I'inégalité (3.30) se réduit a
d ~ 7% -
AIOIZ.,., +IHI%, )+ AlIOI%,  +yvo—sIHI?, +
T —(All IIH(i i I ”H(O;) | ”H(—b,a) Y02a2 l ”H(o,a)
+2Aw) 6|2 +wlHI?, , < A||6|| (3.31)
w r (1) r = T . .
H bla) Higo ~ 2 Hp, 4
Linégalité (3.31) implique que I'approximation successive 5(,1), n=1,2---, pour

le probléeme (3.22)-(3.23) (avec les conditions initiales (3.12)-(3.13) pour tout n avec

9o € H{” bl » €tno € Hy ;)) converge dans I'espace de Banach Yy muni de la norme

19112 ”
+ ' ) :
120,5H) )

1815, = (1912 001 r20l91;

2 T
—b.a) L(OtH

Comme les équations sont linéaires, la limite 9 de 'approximation successive 9, sera

la solution du probléeme (3.22)—(3.23) (et, par sa construction, donnera aussi 7).
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En posant 9 = e, n = e®'7], on voit aisément que (9,7) sera la solution du probleme
(3.7)-(3.13). Leur appartenance aux classes (3.16) résulte des estimations établies ci-

dessus. O

La solution (9,n) du probleme (3.7)-(3.13) étant trouvée, par les égalités (3.5)—(3.6)
on peut construire les fonctions T(¢, z) et [1(¢, z) qui satisfont aux équations (3.2)—(3.4)

et aux conditions (2.7)—-(2.11).

3.2 Cas dudomaine Q c R3

3.2.1 Transformation des équations

Dans le cas ot le domaine en considération est Q < R3 défini dans (2.1), nous allons
démontrer notre résultat sous hypothése (3.1). Dans la démonstration, méme si nous
suivons I'idée générale adoptée dans le cas du domaine d'une dimension spatiale, la
structure des équations aux dérivées partielles dans un domaine de dimension 3 exige
une élaboration technique non indifférente.

De maniere analogue a (3.5)-(3.6), nous posons
9=9(t,x) = T(t,x) - Ts;(x3), (3.32)

n=n(t,x) = II(t, x) — Og (x3) — @1 9(2, X). (3.33)

Comme Aﬁst =0 (voir (2.37)), de (2.4) s'obtient
0n —YoAn = —a; (0,0 —yoAD) dans Q*.

Or, de (2.3), de (2.5) et de (3.32) on déduit que

_ k@ .
—a1(0;0—7oAD) = —al(ﬁ —)/O)Af) dans Q™.
Cvo
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Ainsi on peut réduire le probleme (2.3)-(2.9) au systeme d’équations

Cpp0:0 =V -xVI = g6 (x3) dans Q, (3.34)

0m—yoAn=f  dansQF, (3.35)

avec les conditions aux limites

O lgy=-b6=913=a=0,  Nly=0=171x=a=0, (3.36)

et les conditions initiales

9 |[=0: T() _Tst = 190 dans Q, n |[=0: Ho —ﬁs[ —51190 =To dans Q+, (337)

ou
(t,x1,X2,€1)
q=q(t,x1,x2) =y1nl£#, (3.38)
1
— K(Z)
f === ~10)A0. (3.39)
Crp

On rappelle que, comme 17|x3:0 =0,ona

_ T]|X3=£1 _ n|x3:£1 _n|X3:0
a=" P 8! e

’

ce qui fait correspondre (3.38) a (2.6).

Pour obtenir des estimations utiles a la démonstration de I'existence et de 'uni-
cité de la solution, nous allons utiliser la transformée de Fourier en (xi,x») et le dé-
veloppement en série de Fourier par rapport a x3. En rappelant (3.1), nous réécrivons
I’équation (3.34) dans la forme

0> 0° 0

0
CUQatﬁ_hch(a_x%+a_x§)ﬁ_6_xg(Ka_xgﬁ) = q6(X3), (3.40)
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ou
L e ~ K@
T @
Cyp CUQ

Comme en vertu de la proposition 2.3.1 on a

—fae (x )i(Kiﬁ(x )) = A {ep, D)
-b S Ox3\ 0x3 ¥) T ARER YLy hay

en faisant le produit scalaire des deux membres de I’équation (3.40) avec ey(-), de leur

transformée de Fourier par rapport a (x, x») € R? on obtient
0:9(1,¢, k) + (RIS + ) D(1,, k) = G (1,8 er(0), (3.41)
ol = (§1,82), 1§17 =¢F + &5 et
(t,E,K) = Fx 00 ez cha A6 =Fnwd

ZF(x,,x,) (*) étant la transformée de Fourier par rapport a (x, x2).
D’autre part, en exprimant les deux membres de I’équation (3.35) en la transformée
de Fourier par rapport a (x;, x2) et en le développement en série de Fourier par rapport

a x3 sur la base {\/gsin(%kxg)}%’zl, ona

2
0:m(t, ¢, k)+Yo(IE + 5 ke, &, k) = ., k). (3.42)

Ici et dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous désignons par le méme
symbole " la transformée de Fourier par rapport a x; et x, ainsi que le développement
en série de Fourier par rapport a x3 d'une fonction sur la base {ex}?., et sur la base
{\/% sin(%kxg)}%ozl. Méme si le symbole ~ désigne différentes transformations, il ne
sera pas difficile de comprendre du contexte ce qu'’il signifie.

Pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution du probleme (3.34)-(3.37),
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nous posons
d=e?9, f=e Oy, G=elq  f=e@lf (3.43)

avec une constante w > 0, que nous allons choisir dans la suite. Alors on a

€019 — he (a—2+6—2)5—i(1<15)+wc 9=Gb(x;) dansQ (3.44)
A T T T T T v = qOLs ’ ‘

O —yoA+wi=f  dansQ". (3.45)

En outre, de maniere analogue a (3.41)—(3.42) on a
09, E, k) + (RIER + Q) (8,6, k) + 0L, E, k) = §(1,) e (0), (3.46)
= 2 7[2 2\2 = =

3.2.2 Espaces fonctionnels et estimations

Nous introduisons les espaces fonctionnels que nous allons utiliser pour montrer
I'existence et I'unicité de la solution de notre probleme.
Pour les fonctions définies sur R? nous utilisons les espaces de Sobolev usuels H* (R?)

munis de la norme

1/2
ey = [ 1+ &P 1@ Rag) 3.49

Pour les fonctions définies sur Q* = R?x 10, a[ nous définissons les espaces H>" (Q*)

par la norme
- 2\s-1 2, 1 2ra 2 5.\2
lahgran = (X | (L+F) QP+ a6 b)) 349
k=1

tandis que pour les fonctions définies sur Q = R?x ] — b, a[ nous définissons les espaces
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H*"(Q) par lanorme

= - 1/2
||u||Hs,r(Q):(wa(mﬂz)s "1+ 1P+ M) 18 RdE) (3.50)
k=1

ou A, sont les nombres définis dans (2.20) (avec L; = b et Ly, = a).

Cela étant, nous considérons deux nombres réels r et s satisfaisant aux conditions
3
1<r<5, s=r. (3.51)

On va utiliser les espaces Hs'%(IRZZ), H~b=1(Q), etc..., qui sont définis selon (3.48)—

3

(3.50) (avec la substitution de s — 5

au lieu du nombre générique s, etc...). La motiva-
tion de l'introduction des espaces H¥" (Q*) et H¥"(QQ) avec s = r est que pour l'inter-
prétation physique il est important d’avoir la bornitude de la restriction a {x3 = 0} de la
température T, qui sera obtenue en supposant que g > s.

Dans la suite nous allons établir des estimations de la solution 9 de I'équation (3.34)
(ou (3.40)) et de la solution ) de '’équation (3.35), estimations en fonction de g et de f
considérées a titre provisoire comme données. Puis, on établira aussi des estimations
de g et de f définies par (3.38) et (3.39). Pour leur démonstration, nous allons utiliser
I'idée du théoreme de trace illustrée dans [26]. Toutefois, comme nous utilisons des

espaces de Sobolev non usuels, nous démontrons les inégalités d’'une maniere directe

sans recourir aux résultats connus des théorémes de trace.

Lemme 3.2.1. Soit 9 une fonction satisfaisant a l'équation (3.40) et a la premiére
condition de (3.36). Soient 9 et q les fonctions définies dans (3.43). On suppose que
g€ [2(0,7; HS2 (R2)). Alors on a

d 2 2 ~ 2
E ”ﬁlle—l,r—l(Q) + Cl ||ﬁ||Hs,r(Q) = Cl ” ans_% (IRZ)’ (352)

d = an2 12 =2
E ”19”Hs—1,r—1(Q) + Cl “"9”Hs,r(Q) + zw”ﬁ”HS—l,r—l(Q) = Cl ” CI”HS_% (Rz)’ (353)
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(17}
Al _ K12 22—r

o 1+—= ). 3.54
1+Al ( +(3—2r)\/M0) { )

C1

C1

Démonstration. On multiplie les deux membres de (3.41) par (1 + 1E12)577 (1 + h|E)? +

+A) 19(¢,¢, k), de sorte que 'on obtient
1
SO+ T+ hIEE + A" 92 (1€, K +

+A+1EPTA+RIEP + A0 T HRIEP + AP, k) =
= (L+ €D (L + hIEP + A 7108, &, k)G (t, &) e (0). (3.55)

Comme A; > 0 (voir (2.20)), on a
c1(1+hIEP + Ag) < hIEP + Ay (3.56)
D’autre part, d’apres (E) de la proposition 2.3.1 on a
lex(0)] = Ky Yk € N\{0}.

On adonc

A+EP)STA+RIEP + A0 0, &, k)G, ) er(0) <

< %(1 FIERST A+ hIER + A 1904, k) 2+
2

K
+ 2_011 (L+1ER° A+ hIEP + A0 721G (1, )1,

Commer—-2<0,0ona

(L+hIEP+ A1) 2 <2277 (/1 + hIER +VA? 2,

Khadidja HALLACI 50 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution ...

Donc, en vertu de (F) de la proposition 2.3.1 on a

VI+hE?
(1+RIEP+ A0 < L+ hIEP+ A1) 72 + R
kX_:1 ¢ ! (MO) k:l ,/MO
on a en outre
X 1+ h|E? or_4
( +h)T <
kgl vV My
o0 2 2 3
S[ ( 1+ hig] )P = 1 (1+h|£| )r 3
0 v My 3-2r\ My
et
(1+RIER + A 2 < (1 + hIEP) 2.
On adonc
O 2-r
1+hIER+ A0 2 < (14 ————— )+ hiED) 2. 3.57
2 U+ HIEP+ A0 = (L o ) (L i) (3.57)

En intégrant par rapport a ¢ = (¢1,¢2) les deux membres de (3.55) et en faisant leur
somme par rapport a k (voir aussi les définitions (3.48), (3.50)), compte tenu des rela-
tions (3.56)—(3.57), on obtient (3.52).

Linégalité (3.53) s’obtient d'une maniére tout analogue (voir (3.46)). O

Lemme 3.2.2. Soit n une fonction satisfaisant a l'équation (3.35) et a la seconde
condition de (3.36). Soient 1] et f les fonctions définies dans (3.43). On suppose que

feL?0,t; H>72(Q")). Alors il existe une constante Cz > 0 telle que

d
dt”n"Hs 1,r— 1(Q+) +YOCZ|IT]||Hsr(Q+) — C3||f”Hs 2,r— Z(Q"')’ (358)

_”n”HS Ilp= 1(Q+) +Y002”77”Hsr(g+) +2w”n”H5 1,r— 1(Q+ = C3||f“Hs 2,r— 2(Q+) (359)

(une expression explicite de Cs est donnée i la fin de la démonstration).
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Démonstration. On multiplie les deux membres de (3.42) par (1 + |25 + |€]? +

+k?)""15(¢,&, k), de sorte que 1'on obtient

1
S0+ ST A+ EP + K2 TP, & k) +

2
yo(L+1ER) (L + €% + k)1 (&R + %kz)ﬁz(t,s‘, k) =
= (L+1EP) A+ 1EP + k21,6 k) F (1, &, k). (3.60)

On rappelle les inégalités

2 7.[2

/1
(L+|E7+ k%) < &P + S k2, ¢ =min(l,—
a® 2a?

)

A+IEP+ KD 0, E R F(5E ) <

1

A+ ER+ KD 2 F(t,E k)2
2670 <] lf(£,¢, k)

C ~
< 2T“(l +1EP+ KDL E B +

Si on substitue ces inégalités dans I'égalité (3.60) et en fait I'intégrale par rapport a

¢ = (&1,¢2) et la somme par rapport a k, en raisonnant de maniere analogue a la dé-

monstration du lemme 3.2.1, on obtient (3.58) avec 63 =—.
C2%o

Linégalité (3.59) s’obtient d'une maniere tout analogue (voir (3.47)). O

Lemme 3.2.3. Soient q, q et 7 les fonctions définies dans (3.38) et (3.43). Alors, quel

que soit 6 > 0, il existe une constante Cs telle qu'on ait

2 2 2
” q”Hs—l(RZ) = 6I|T’||Hs,r(ﬂ+) + C6||77||Hs—1,r—1(9+), (361)

~n2 ~n2 ~n2
” q”Hs—l(RZ) = 5I|T’“Hs,r(ﬂ+) + C6||77||Hs—1,r—1(9+)- (362)

Démonstration. Comme

> /2 k
ﬁ(t;f)gl): Zﬁ(tyé‘)k) _Sin(n_gl)) 52(61»62)»
k=1 a a
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ona
2ys-1~ 2 2[ 20 5-1[ v 1= 2
fRz(1+|5| P genPdes | arie?) (k;lln(t,'f,k)l) de.

On remarque que

x 00 1 00 ) 2t ,

etquel’ona

SIS (-

=1 (l+|cf|2+k2)r__ (1+|§|2+k2)2r T=

o0 2772 2772
< dx = :
f() (V1 +[E2 +x)2r-1 o 2r—2)(1+&2)r-1

On adonc

fRz(H 2L & ) PdE <

2.2r—% 2\s—r S 2 2 r——
Sm R2(1+|€| ) ];(1+|6| + k%) 72I0(¢8,¢, k)| d¢ <
21‘+—

2\s—r ONT
a(2 ) f 1+1¢19) Z(1+I<f| + k91t k)| dé) x

x(f (L+ e
IRZ

1/2
Y (+1E2 + KA E RPag)
k=1

Par conséquent on a

2

2 Y1 2
||C]||Hs—1(Rz) = ?lln(t)')'7£1)||Hs—l(R2) =
1

55fR2(1+|6|2)3‘r Y A +1EP+ KD AL, E K PdE+

k=1

o0
#C [+ Y A+ R A 8 R,
R k=1
ou
22r+1 4

11
46a2(2r —2)2et

Cs =

On en déduit (3.61).
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Linégalité (3.62) s’obtient de la méme maniere. O

Lestimation de f définie par (3.39) que nous allons utiliser résultera immédiate-

ment de (3.39) et sera mentionnée directement dans la section suivante.

3.2.3 Existence et unicité de la solution

Comme nous avons transformé le probleme (2.3)-(2.9) pour (7,II) en le probleme

(3.34)-(3.37) pour (9,n), le probleme se réduit a démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Supposons que 9y € HSL=1(Q) et Mo € HSL=1Q™"). Alors, quel
que soit t > 0, il existe une solution (9,n) et une seule du probléme (3.34)—(3.37) dans

la classe

9eL®0,7; H V" 1(Q) N L0, HY (Q)),

ne L0, H Y1 QY) n L2 (0,7 HY (QY)). (3.63)

Démonstration. Soit 9 une fonction appartenant 2 la classe

Yo =L, 7; H V1 Q) n L0, T; H (Q)). (3.64)
Alors, en définissant
—_ @ _ .
f=-m (ﬂ - yO)Aa (dans Q*), (3.65)
Cvg

ona

fel*(0,H>72(QY)),

ce qui nous permet de trouver la solution 7 de I'équation (3.35) avec f = f, solution

qui, d’apres le lemme 3.2.2, apprtient a la classe

ne L0, H Y1 QN) N L2 (0,7, HS (QY)).
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Si on définit g par (3.38), d’apres le lemme 3.2.3, on a
q € L20,7; H ™ %) < 12(0,7; H' ™2 (RY),

ce qui nous permet de trouver la solution 9 de I’équation (3.34), solution qui, d’apres
le lemme 3.2.1, apprtient a la classe Yy définie dans (3.64).

Ainsi, cette chaine de résolution d’équations définit un opérateur G qui, a De Yo,
associe la solution 9 € Yy de 'équation (3.34).

Pour trouver le point fixe de 'opérateur G, nous passons aux fonctions 9, 7j et q

définies dans (3.43). Définissons aussi

? — e—wtf’

c’est-a-dire, f définie dans (3.43) avec f = f On remarque que de la définition (3.65)

de f et de celle de f il résulte immédiatement que

||?”§_1572,r72(9+) = Cfllgllils,r(ﬂ) (366)

avec une constante Cy¢. D’autre part, des inégalités (3.53), (3.59), (3.62) on déduit que

9112 ~n2 9112
E(A”ﬁ”Hs—l,r—l(Q) + ”n”Hs—l,r—l(QJr)) + ACl Ila”Hs,r(Q)"'

+CaYoll Tl o gy + 2010151511 ) + 2007 o110y <
< AC1B1Til s gy + ACICo T ecr 11 ) + Ca I F I a2 gy (3.67)

ou A est une constante a déterminer (6 et w sont aussi a choisir). Si on choisit A =
C3C ~ P
3%, 0= %, w = AC,Cs, de (3.66) et de (3.67) on déduit
1

d 9112 ~2 9112
%(A”ﬁ“Hs—l,r—l(Q) + ||17||HS*1,T*1(Q+)) + Acl ||19||Hs,r(Q)+

Khadidja HALLACI 55 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution ...

C2Y0  ~ 71
+ 20512 o + 200D

2 + ACIC I 11 ey

2
Hs—l,r—l(Q)

Ac =
= T ”19”%131(9)- (368)

Si on considere deux fonctions 9, et 9, appartenant a la classe Yy, alors en définis-

sant 51, 52, 51, 52, 11, 12 de la méme maniere et en posant
@251—52, ﬁ=ﬁ1—ﬁ2, 6:51_52’
les fonctions ©, H et © vérifient I'inégalité analogue 2 (3.67), d’oi1 on obtient

AlB]? +Acy]1©]? < %”5”2 (3.69)
L0, HS~17-1(Q)) 1 L2(0,5;HST () — 3 L2(0,5;HS" ()" :

Linégalité (3.69) implique que 'opérateur G qui, 4 9, associe 9 est une contraction

dans I'espace de Banach Yy muni de la norme

~ ~ ~ 1/2
JU— 2 2
1917, = (A”’9”L°°(o,7;HS*1vf*1(Q)) tAa ”’9”L2(0,7;Hsvr(9») '

On en déduit I'existence et 'unicité de I'élément 9 € Yy tel que GO =9.A partir de
cet élément 9 € 17,9 on peut construire la solution (9,7) du probleme (3.34)-(3.37). La

proposition est démontrée. O

La proposition 3.2.1 étant démontrée, par les égalités (3.32)—(3.33) on peut définir

(T,11), qui sera la solution unique du probleme (2.3)-(2.11) sous les conditions
To-Tsc € HV7HQ),

Mo T = [To—Tsrl| , € HTVHQY).

Il est clair que la régularité de T et I1 sera caractérisée par

T—Tg € L0, H Y1 Q) nL2(0, t; H (),
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M-Iy - @ [T-Tyl| , € L¥0,5H Q)N L0, 5 HY Q)

pour tout ¢ > 0.
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Equation de la chaleur avec 'effet de
I’évaporation pour une gouttelette

sphérique

4.1 Introduction

]

{}j AN S les chapitres précédents (voir aussi [18]), nous avons considéré le systeme

&9  de deux équations paraboliques linéaires, modélisant le comportement es-
sentiel de la température et de la densité de vapeur dans I'air et dans I’eau avec 'effet

de I’évaporation qui se produit sur la surface de I'eau, et nous avons démontré
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'existence et I'unicité de la solution de ce systeme dans un domaine borné délimité
par deux plan horizontaux. Pour ce faire nous avons utilisé une variante de la série de
Fourier appropriée a un intervalle ] — b, al avec des coefficients différents dans deux
sous-intervalles.

Dans le présent chapitre, en utilisant I'idée développée dans les chapitres précé-
dents, nous allons étudier le probleme analogue dans un domaine sphérique. Rap-
pelons que I'évaporation de la vapeur a partir d'une gouttelette (pas nécéssairement
de H,0) a intéressé en particulier beaucoup d’'ingénieurs dans les applications indus-
trielles. La recherche théorique dans le cadre de la physique mathématique autour de
ce phénomene a été, elle aussi, développée par plusieurs chercheurs (voir [7], [34], [32],
[9], [36], ...). Dans ces travaux, généralement, ils considerent la gouttelette comme une
sphere.

Suggérés par ces investigation, nous allons considérer une sphere occupée par1’eau
et une région autour de cette sphére jusqu’a certaine distance occupée par I'air. Dans
ce domaine, sous I'hypothese de la symétrie sphérique, nous allons étudier le systeme
d’équations paraboliques linéaires représentant le comportement de la température
et de la densité de vapeur avec I'effet de I'évaporation, en utilisant une variante de la
série de Fourier relative au domaine sphérique, construite suivant une idée analogue a
celle de la série de Fourier introduite dans les chapitres précédents.

Plus précisément, on considere une gouttelette sphérique occupant la région

Boa=(xeRl0sr=\/d +d+d<a)

et sa région environnante

Bap={xeR|a<r=\/x?+x2+x%<b},
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ou a et b sont deux constantes telles que 0 < a < b < co. On pose aussi

Bop=BaUBgp={xeR*|0=r=/x3+x2+x2<Db}.

Dans la région By ; occupée par l'air et 'eau, nous allons considérer I'’équation para-

bolique linéaire (4.1) pour la température T, tandis que dans la région B, ;, occupé par

I’air, nous allons considérés I'équation parabolique linéaire (4.2) pour la densité de va-

peur I1. Pour les conditions de couplage nous allons supposer des conditions (4.3) et

(4.7) analogues aux conditions de couplage représenter dans le chapitre 2. Nous allons

démontrer |'existence et 'unicité de la solution du systeme (4.1)-(4.2) avec la condi-

tion du couplage et d’autres conditions aux limites, que nous allons préciser dans la

suite.

4.2 Formulation du probleme a symétrie sphérique

Dans les domaines

Qup=(xeRI0=r= 221 <b)

Qa_b:{x€R3|a<r:\/xf+x§+x§<b},

on considere les fonctions T et I1, qui représenteraient la température et la densité de

la vapeur et qui doivent vérifier le systeme d’équations

Cpp0: T =V-(kVT)+yb(r—a) dans Qg p, (4.1)
011 =7yoAll dans Qg p, 4.2)
avec
w:Y1H|r:a+£1_H|r:a, 4.3)
€1
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ol Yo, Y1 et €1 sont des constantes strictement positives satisfaisant a la condition 0 <
€1<b—aetd(r') désigne la delta de Dirac par rapport a r’ (nous y prenons r’' = r — a).
On suppose que

€8]
ve

Crp=C¢C pour 0<r<a, Cyp = c% pour a<r<b, (4.4)

xk=xD pour 0<r<a, k=x? pour a<r<b, (4.5)

(1

Cop» K(l), c?

Vo k@ étant des constantes strictement positives. Pour les fonctions incon-

nues T et I nous posons les conditions aux limites

T |r:b:Tb! (4.6)
Mljzg=mo+a1T |y=q (4.7)
IT|,—p= ﬁb. (4.8)

Rappelons I'expression du laplacien appliqué aux fonctions a symétrie sphérique

(dans R3).

Lemme 4.2.1. Siu € C*(Qq,q) ou € C*(Qq ) et u ne dépend que der = /X% + x5 + x2,

ona

3 d%u(x) 1 d d
Au(x) = l:zl r —Zd—(r d—u(r)) (4.9)

Démonstration. Comme il est bien connu, il résulte immédiatement des calculs expli-

cites. O

Donc, sous hypothese que T'(¢,-) et I1(¢,-) sont a symétrie sphérique, les équations

(4.1)—(4.2) se réduisent a

CUQOIT:Or(rZK(r)OrT)+u/6(r—a) dans R, x]0, b|[, (4.10)
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0,1=7y00,(r*3,11)  dans R, x]a,bl. (4.11)

La définition (4.3) de ¥ et les conditions aux limites (4.6)—(4.8), ayant I’expression rela-
tive seulement a r, restent invariantes.
Cela étant, dans le présent travail nous considérons le systeme d’équations (4.10)—

(4.11), (4.3) avec les conditions aux limites (4.6)—(4.8) et les conditions initiales
T |t=0= To(r) pour0<r<b, (4.12)

IT | ;=o= (1) poura<r<b. (4.13)

On suppose les conditions de compatibilité

To(b)=Tp, Mol@=To+a1To(a), To(b) =TI,. (4.14)

4.3 Espaces L et H' avec des poids

Pour étudier le probléeme (4.10)—(4.11), (4.3), (4.6)—(4.8), (4.12)—(4.13), nous allons

utiliser les espaces de Hilbert

b
L2(0,b) = {¢: (0, b) — R, mesurables |f v(r)rile(r)|?dr < oo}, (4.15)
0
_ _ b d
H:(0,b) = {¢ € I2(0,b) |f K(r)r2|E(p(r)|2dr <00, p(b) =0}, (4.16)
0
_ b
Lz(a, b)={¢:(a,b) —R, mesurableslf r2|<p(r)|2dr<oo}, (4.17)
a
77l _ T2 b 2 i 2 _ _
H'(a,b)={peL“(a,b)| r Idr(p(r)l dr < oo, @p(a) = p(b) =0} (4.18)
a

munis respectivement du produit scalaire

b b
(u,v)z%(o,b):j; v(r)rurv(r)dr, <u,u>ﬁ%(0yb):f0 k(M2 (nv' (ndr, (4.19)

Khadidja HALLACI 62 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 4. Equation de la chaleur avec I'effet de I'évaporation ...

b b

r2u(r)v(r)dr, (U, V) g1 @) :f r2u' (r)v' (rdr (4.20)

a

<u» U>Z2(a,b) :f

a

et munis de la norme correspondante a ces produits scalaires.

Rappelons d’abord les propriétés élémentaires de ces espaces de Hilbert.

Lemme 4.3.1. Linjection de H.(0,b) dans L2(0,b) est compacte.

Démonstration. Sion définit I'application J
J (@) (x) = @(Ix]), x€Qpp (ou €Qgp), (4.21)

alors comme on constate par des calculs, quelle que soit la fonction mesurable ¢ défi-

nie sur |0, b[, on a

b
fQ TV @)1 (@) (0))*dx = 4n fo v(rrier)*dr, (4.22)
0,b

b

da 2
JG)X)IVI (@) ()P dx = 4 f K(r)rz‘—(p(r)’ dr. (4.23)
Qo,p 0 dar

Soit M un ensemble borné de Ifl,} (0,b).De (4.23), jointal'inégalité 0 < k1 < J(x)(x) <

K2 < 00, il résulte que I'ensemble
J(M) ={v=J(u)|ue M}

est borné dans Hé (Q0,p). D’apres la compacité de l'injection de H& (Qo,p) dans I? (Qo.p),
il existe une sous-suite {J(u)}}., convergente dans L2(Qq,p). De (4.22), joint a 'inéga-
lité 0 < vy = J(V)(x) < v2 < oo, la suite {ux}7?, est convergente dans I2(0,b), ce qui
démontre que l'injection de ﬁ,} (0, b) dans Ij% (0, b) est compacte.

O

Rappelons aussi que, de la théorie classique bien connue et du calcul explicite ré-

sulte immédiatement que les relations correspondantes a (4.22)—(4.23) et a 'affirma-
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tion du lemme 4.3.1 pour les espaces L?(a, b) et H'(a, b). Plus précisément, on a

b
i T (@) (x)>dx = 4n f r’lp(r)3dr, (4.24)
a,b a

JIVJ(@)(x)°dx = 4n f \ <p(r)( dr, (4.25)
Ba,b d

et'injection de H(a, b) dans I%(a, b) est compacte.

Comme l'injection de H. (0, b) dans I2(0, b) est compacte, il existe une base ortho-
normale {ex}7?, de I2(0,b) qui est un systéme orthogonal dans H, (0, b). Analogue-
ment il existe une base orthonormale {dk}°° de I%(a, b) qui est un systéeme orthogo-
nal dans H'(a, b). Les propriétés de ces bases orthonormales jouent le réle crucial. Or,
pour démontrer les propriétés de la base orthonormale {e}3? , de I2(0,b) que nous
allons utiliser, nous avons besoin d’'une élaboration non indifférente. Donc, en ren-
voyant a I'étude de {ek}~°°=1 a la section suivante, nous allons ici spécifier la base ortho-

normale {d}?. | de I?(a, b) qui est un systéme orthogonal dans H'(a, b).

Lemme 4.3.2. On pose

V2 sin(£E(r - a)
dip(r) = 4 our a<r<bh. (4.26)
¢ vb-a r P

(A) la famille {dy}37 | est une base orthonormale de I*(a,b) et un systeme orthogonal
de H' (a,b);
(B) on a

k*n?
[ k”Hl(a n= o a)z;

Démonstration. Comme l'injection de H'(a,b) dans L[?(a,b) est compacte, il existe
une base orthonormale {d}?7 | de I*(a,b) (qui est un systéme orthogonal complet de

H'(a, b)) et une suite de nombres strictement positifs {A k}‘,’cozl telles que

(dy, (,0>H1 (ab) = Ak<dk,(,0)L2(a b) V(P € Hl (a,b),
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ce qui, en vertu de (4.18), (4.20), implique que

bed ,d b _
—f (E(rzadk(r)))(ﬂr)dr:/\kf rPde(ne(r)dr  Yoe H'(a,b),
ol
—%(TZ%dk(r)):Akrzdk(r).

Comme on le constate sans difficulté, cette équation, jointe aux conditions dy(a) =

V2 sin(%(r—a))
vVb-a r

di(b) =0 et ||dk||zz(a,b) = 1, n"admet que les solutions di(r) = avec
A= k=12,
D’apres la définition (4.26) de dy(r) etla définition (4.20) du produit scalaire (-, '>Z2( ab)

ona

2 b krm mmu
di, dmdp2(a,p) = —f sin ( (r—a))sin
a

b-a b-a b—a(r_a))dr:6km'

ce qui signifie que {d}} | est un systeme orthonormal de I%(a,b).

D’autre part, comme dy(a) = di.(b) =0 et

)

d rzisin(%(r—a))] ~ ( knr )zsin(%(r—a))

dr dr r “\b-a r

ona

2 b dsin(ka”(r—a)) d sin({££(r — a))
odmiman=5 [, g Mgy )

2 fb( d zisin(%(r—m)])sin(%(r—a))
a

" b-a dar d dr r r dr=
km \2
:(b—a) 6kWZr

ce qui signifie que {dk}i":1 est un systeme orthogonal dans H(a,b) et

k.2 2
Ndel%,, =
(ab)  (b-a)?
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On remarque aussi

(C) ona

ldy(r)| < Vrela,b], VkeN,

2
avb-a

ce qui découle immédiatement de la définition (4.26).

4.4 Unevariante de série de Fourier sur le segment radial

Pour construire la base orthonormale {e}52, de L2(0, b) qui est un systéme ortho-
gonal dans f{l,} (0, b), nous allons construire d’abord, pour chaque A > 0, les fonctions
y(A; r) qui satisfont a I’équation

d d
—(rZK(r)Ey(r)) =—-Av(r) rzy(r) (4.27)

dr

et la condition

y(b) =0, y'(b) #0. (4.28)

Par la commodité du calcul, nous posons
s=b-r, v(s)=v(b-ys), K(s)=«x(b-23),
et considérons I'’équation
%((b - s)zﬁ(s)%zm; s)) = —AV(8) (b - 5)*2(A; 5) (4.29)
et les conditions initiales

d
z(1;0) =0, —z(A;8) =1. (4.30)
ds $=0

Khadidja HALLACI 66 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 4. Equation de la chaleur avec I'effet de I'évaporation ...

Lemme 4.4.1. Le probeme (4.29)—(4.30) admet une solution z(A;s) et une seule sur

Uintervalle [0, b et elle a la forme

\/Tz sin( %s)
= h—"— pour 0<ss<b-a,
zZN;s)={ VA b (4.31)
sin (ﬁ(ﬂt)+ /}(—Vll(s—b+a))
Y s pour b—a<s<b,

ot B(A) ety(A) sont définis selon les cas comme suit :

i) si2m<%\/ﬂk—‘f<2m+lavecunmel\l,

_ VoKo & B Ko — K1
,6(/1)—arccot(\/—VIchot(\/ - (b a))+—a\//11<—1v1)’ (4.32)
e bsin(\/’lk—vzz(b—a))

A) = , 4.33
TV =V 2" i (B) (439
ii)si2m+1< %\/AK—V; <2(m+1) avecun meN,
B(A) comme dans le cas i),
g AVZ
e sin ( K—Z(b—a))
YA) = - . )
Ava sin (1))
e b vy
iii) si =4 KLZZ =2m avec un m € N\{0},
’bi
pA) =0, YA) = ——, (4.34)
vV /11/11(1
. b-a [Avg _
iv) si =4 KLZZ—Zm+1 avecun meN,

bi

\/AVIKl.

pA =0, yA)=-

Démonstration. Par des calculs directs, on constate que la fonction z(A; s) définie sur
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[0, b—a] satisfait aux conditions (4.30) et vérifie 'équation (4.29) dans l'intervalle ]0, b—
al.

On rappelle que, quel que soit (8,y) € R?, la fonction

sin(f+/ 2L (s— b+ a))

b-—s

z(8)=v

satisfait al’équation (4.29) sur l'intervalle | b—a, bl. Or, la continuité de z(A; s) et celle de

K(S) %z(ﬂt; s) au point s = b — a impliquent que f et y doivent satisfaire aux conditions

: AVz
sinf [k sin ( % (D= a))
= b , 4.35
¥ a Avy a ( )
[Av] cosf sin
K1y _1(1 a +K1Y az =
Avo : Avo
cos(y/22(b-a)) sin(y/22(b—a))

= x2b = +xoy |2 at (4.36)

a Avs a

Pour déterminer = (A), ¥ = y(A) pour chaque A > 0, il faut distinguer les quatre

cas : i) sin(\/AK—VZZ(b—a)) >0, ii) sin(\/%(b—a)) <0, iii) sin(\/%(b— a)) = 0 et
cos %(b—a)) =1, iv) sin( AK—‘;z(b— a)) = 0 et cos %(b—a)) = —1. Ces quatre
cas, comme on le voit facilement, ne sont que les quatre cas cités dans I'énoncé du

lemme. Dans les cas i) et ii), en divisant les deux membres de (4.36) par

. A
i Avisinf b K1K2V] sin ( %;(b_ )
1y KT a VV2 a '

_ [vaka ﬂ B Ko — K1
cot(f(1) = Vlchot(‘/ - (b a))+—a\/m, (4.37)

d’ ot 'expression (4.32)—(4.33) et celle du cas ii). Dans les cas iii) et i v), en substituant

on obtient

les valeurs de sin ( %2 (b—a)) etde cos| %2 (b—a)) dans (4.35)-(4.36), on obtient les
expressions indiquées dans I'énoncé du lemme. On constate sans difficulté que dans

tous les cas i), i), iii), iv), la fonction z(A;s) avec = B(A), y = Y(A) ainsi déterminés
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vérifie 'équation (4.29) et les conditions (4.30).
Lunicité de la solution z(A; s) résulte de la théorie classique des équations différen-

tielles ordinaires. O

Pour construire la base orthonormale {ek}z"=1 de Z%(O,b) qui est un systéme or-
thogonal dans ﬁ,} (0, b), certes, nous utilisons les fonctions z(A;s) construites dans le
lemme 4.4.1, mais il nous faut en sélectionner celles qui peuvent étre un des éléments

de cette base orthonormale. Pour cela, nous rappelons d’abord des propriétés de z(A; s).

Lemme 4.4.2. La fonction z(A; s) donnée dans le lemme 4.4.1 appartient & L2(0, b) N

HL(0, b) si et seulement si

[A
BA) + la =mn avec un m e N. (4.38)
K1

En outre, on a

111})1 |z(A; 8)| < oo, (4.39)
S—b~

d

—2z(A;9)ls=p =0, (4.40)
ds

si et seulement si (4.38) est vérifiée.

Démonstration. Si (4.38) est vérifiée, alors, comme sin(mmx —r') = £sin(r’) (le signe

étant + ou — selon la parité de m), en posant
r=b-s,

ona

sin( %r)
z(A;8) = i)/(/l)—1 pour 0<r < a. (4.41)
r

On adonc

4 Avl
sin(y/==7) n
lim |z(A;s)| = lim Iy(ﬂl)|g =y(A)| A1 0o
s—b r—0+ r K
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En outre, on a
Avy
K1

sin( r)

d
—z(A; p=2yA)—
zZ(A; 9)|s=p ¥( )dr

ds r=0

Cette derniere relation implique que K (s) %z(ﬂt; s) estbornée, ce qui implique que z(1;-) €
H}(0, D).
D’autre part, si %(,B(A) +4/ AK—Vlla) ¢ N, alors il existe un € €]0, [ tel que

i [ Avi
sin(e + K1 r)
r

z(A;8) = +y(A)

pour 0<r<a (b—a<s<b).

Dans cecason a

Av . Av
d Avy COS(E+1/722r)  sin(e+4/527)
a9 =2y = - |
s K1 r

r2

et donc il existe un 6 > 0 tel que

d 1 sin €
|Ez()t;b—r)|2§|y(/1)| ;; pou tout r €]0,5].
On adonc
ol =[x dr =
120y = [ KPS 2ib =)y = +oc.

O

Maintenant nous allons chercher a caractériser les valeurs de A pour lesquelles
z(A;-) appartiennent a Ij% (0,b) N fl,} (0, b) et a montrer les propriétés utiles des fonc-
tions y(A;r) = z(A; b—r). Pour cela, rappelons que pour 0 < r < a la fonction y(A;r) =

z(A;b—r) al’expression (4.41)

sin( AK—Vllr)

yA;r)=zAb—r1)=xy(A)

Nous commencgons par le lemme suivant, qui s’écoule immédiatement d'un calcul élé-

mentaire.
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Lemme 4.4.3. Soite > 0. Posons
1-¢
@o(x) =cotx — — x € R, \(N), (4.42)

N = {x e R| x = km, k € N}). Alors ¢ (x) est strictement décroissante dans chaque in-

tervalle 1 km, (k+1)n[, keN, eton a

lim o(x) = +oo, lim  @o(x)=—-0c0  pouttoutkeN. (4.43)
x— (km)* x—((k+D)m)~

Démonstration. On a

—@o(x)=—-1-cot“x =— .
dx(po x2 sin®x  x?
Or, comme
sinx < x Vx>0,
ona
d (x) < +1<0 VxeRN\@#N)
—@o(x) = - — X 7N).
dx(’oo sinfx x2 *

Donc ¢y (x) est strictement décroissante dans chaque intervalle | k7, (k+ 1)7[, k € N.

Les relations (4.43) résultent immédiatement du calcul direct. O

Considérons maintenant les deux suites {p;,}%;_; et {p; 17, _, définies par

\/K_l, P =k'n VK2 _
a\/vi (b—-a)\/va

pr=k'n (4.44)

Posons
E*={pii%5_,, E7={pii, (4.45)

en tant qu'ensembles. En ordonnant tous les nombres de E* U E** selon la grandeur

naturelle, en comptant deux fois dans le cas ou p,’;, = pl’;ff et en ajoutant py = 0, on
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définit la suite {py};Z - On aura
{Pifieg ={0JUE" UE™, (4.46)

Pk-1 < Pk < Pk+1 sipr=pp € E'\E™",
Pk-1 <Pk <Pk+1  Sipk=pp € ET\E,
Pk-1<Pk=Pk+1<Pk+2  SIPk=Pk+1=Pp =P €ETNE™,

On définit la fonction ®(g) par

O(q) = cot(ay /2 q) + |2 cot((b— a) | -2 q) + ——1_ (4.47)
1 Klq K1V1 qu a\/xiviq '

pour

Pk-1<g <Pk (avec pr-1 < pi).

Lemme 4.4.4. Pout tout k € N\{0} tel que py-1 < px, il existe une valeur q = gy et une

seule appartenant a l'intervalle 1 pi—1, pxl et vérifiant l'équation

D(g) =0.

Démonstration. En posant x = a, / 1% g, on réécrit la fonction ®(g) comme
D(q) = @o(x) + cot(Ax),

ol @o(x) estla fonction définie dans (4.42) avec € = % et

_ (b-a)y/vaKq

a\/vViKo

A
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Posons
— _ b/
xp=k'n, X=k"-
On rappelle que
lim cot(Ax) = +oo
x—0*
lim cot(Ax) = +oo, lim cot(Ax)=-o0o, pour k"=1,2,3--
x— (et x— ()~

et que cot(Ax) est continue et strictement décroissante dans chaque intervalle 1x;.7, X 4 [
pour tout k" € N. Ceci, joint a I'affirmation du lemme 4.4.3, implique que Q(q) est
continue et strictement décroissante dans chaque intervelle | pi_1, px[ et que Q(q) vé-

rifie les relations

lim Q(q) = +oo, lim Q(q) = 400, lim Q(qg) = —oo0.
q—0* a-pi 9= P
On en déduit I'affirmation du lemme. O

Le lemme 4.4.4 étant démontré, définissons la suite {ﬁk}‘,’cozl par les relations :

Si Pr-1< Pk alors pr-1 <qi <pr, Q(q;) =0, (4.48)

Si Pi—1= Pk alors pr_1=q; = pr. (4.49)

On remarque que d’apres la définition de py, k=0,1,2,--- (voir (4.44), (4.45), (4.46)) on
a

0<q; < <qr<qra <, {r—oo pourk— oo. (4.50)

On pose

Ak =Gy (4.51)
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Lemme 4.4.5. Pour les fonctions z(A; s) définies dans (4.31) on a
lim |z(A; )| < oo,
s—b~

si et seulement si A = Ay pour un k € N\{0}, oit Ay, k=1,2,---, sont les nombres définis

dans (4.51). La fonction z(Ay; s) posséde k — 1 zéros dans l'intervalle 0, b|.

Démonstration. D’apres le lemme 4.4.2, silim;_. ;- [z(A; $)| < oo, alors z(A;s) = z(A; b —

r) al’expression

zZAb—r1)=ty—--— pour 0<r<a.
r
Or, comme z(A; s) ainsi que %%z(/l; s) doivent étre continues, on a
lim |z(A; s)| < oo
s—b~

si et seulement s'il existe un y € R tel que

. Avq . Ava
sin(y/ 5+ a) K, sin(y/ 2= (b—a)
= b 2 , 4.52
Y a Avy a ( )
K iw| b | X2 a siny %8)| (4.53)
IY dr r r=a — 2 A,'Vz dS b _s s=b-a- .

AVl

Si sin( K—la) =0 et sin( AK—VZZ(b —a)) #0, ou bien sin( Ak—vzz(b —a)) =0etsin( AK—Vlla) #

0, alors on voit immédiatement qu’il n’existe pas y qui vérifie |'égalité (4.52).

sin(y/ M- sin(y/ M2 ay=o,
K1 K2

D’autre part, si
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alors (4.52) est automatiquement vérifiée, tandis que (4.53) est réduite a

Av, €Os( ’L—?a) ~ cos( %(b—a))
Kl?’ K1 a - bi a y

qui nous permet de déterminer y qui satisfait aux conditions (4.52) et (4.53).

/1\/1

K—la) # 0 et sin( ﬂ(b— a)) # 0, de maniere analogue a la dé-

Dans le cas sin( P

duction de (4.37) des égalités (4.35)—(4.36), on obtient la relation : il existe un y € R
vérifiant (4.52) et (4.53) si et seulement si ®(vV'A) = 0, ot1 ®() est la fonction définie
dans (4.47).

Des considération mentionnées ci-dessus et du lemme 4.4.4 on déduit que
lim |z(A;b—r1)| <00
r—0%

si et seulement si A = Ay avec un k € N\{0}. En outre la définition de {pi}7., et de
{q1}32, on déduit sans difficulté que y(Ax; 1) = z(Ax; b—r) a k—1 zéros dans I'intervalle

10, bl. O

Proposition 4.4.1. On pose

ex(r) = yk—(r), (4.54)
lyi(r) ”z%,(O,b)
ol
Vi(r) =z(Ag; 8), (4.55)

z(A; s) étant la fonction définie dans (4.31).

Alors
A) {ek}z"zl est une base orthonormale de Z% (0,b);
(B) {er}32, est un systeme orthogonal complet de H}0,D);

(C) ona
Ak

2 —
ekl =
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(D) ey (r) et r2x(r) %ek(r) sont continues;
(E) ona-ei(r)lr—o=0, ex(b)=0;

(F) ona

—irzk(r)iek(r) = Akcvp(r)rzek(r) Vrel0,alula,bl;
dar dar

(G) il existe une constante C, < oo telle que

lex(a)| = Cy YV k € N\{0},

(H) ey (r) possede k —1 zéros sur10, bl ;
() ona

VK1Ky )2.

Mok=1" e = Molk+ D, My= (et s

4.5 Démonstration de la proposition 4.4.1

La démonstration de la proposition 4.4.1 s’articule en plusieurs étapes. Nous pro-
cédons donc en démontrant d’abord des lemmes et ensuite en démontrant la propo-

sition.

Lemme 4.5.1. [l existe un opérateur linéaire A de f?, (0, b) sur ﬁ,} (0,b) qui a chaque

Ue E%, (0, b) associe Au € 17,} (0, b) vérifiant la relation

(Au, (P>g’}(0,b) =(u, (p>f%(0,b) V(p € ITI; 0, b). (4.56)
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Lopérateur A, considéré comme opérateur de I2.(0, b) dans lui-méme, est un opérateur

linéaire auto-adjoint et compact et ses vecteurs propres €y correspondants aux valeurs

propres i,

A€y = Uk, (4.57)

forment une base orthonormale {'ék}%’:1 de Zf, (0, b). Les valeurs propres . vérifient la

relation

Uk = Uk+1 pour k=1,2,---, Ur — 0 pour k — oo. (4.58)

Démonstration. Comme on a

b b r
f v(r)rzl(p(r)lzdr:f v(r)rzf 2<p(r’)i,<p(r’)dr’dr
0 0 b dar

< C(fObV(r)rzlw(r)lz)%(fobk(r)rZI%(p(r)lz)%

avec

ona

”(p”Z‘Z/(()’b) = C”(p”ﬁ%(o’b) V(ﬂ € H;(O, b)

De la sorte le produit scalaire (u, P72 (0,p) PeUL Etre considéré comme fonctionnelle
linéaire sur ¢ € H.(0,b). Donc d’apres le théoréme de représentation de Riesz, pour

chaque u € I,Z, (0, b) il existe un élément U € ﬁ,} (0, b) et un seul qui vérifie la relation
U, inon = WPpey  Y9EeHOD), (4.59)

En posant Au = U, on définit 'opérateur A de Z% (0, b) dans ITI,} (0, b).

Cela étant, le lemme résulte de la théorie bien connue sur I'opérateur linéaire auto-
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adjoint et compact et de la définition des espaces L2 (0, b) et H,(0, b) (voir par exemple

lelemme 1 du § 1 du chap. IV de [28]). O

Lemme 4.5.2. Soit {ei}2, la base orthonormale de I2(0,b) définie dans le lemme
4.5.1. Alors pour tout k on a

d d
ﬂkE(Krza'ék) = —vre; dans L*(0, D). (4.60)

Démonstration. Comme Aey = ey, en posant U = Aey, d’apres (4.59) on a

d d
2( @ a _ 2~
fl,ukK(r)r (drek(r))dr(p(r)dr flv(r)r ex(re(rdr.

Compte tenu que H.(0, b) est dense dans L2 (0, b), cette égalité définit la dérivée géné-

ralisée % (x(r) rz%ék(r)), qui vérifie (4.60). O

Lemme 4.5.3. Soit {ei}2, la base orthonormale de L2(0,b) définie dans le lemme

4.5.1. Alors pour tout k, ex(r) a la forme

er(r) = Yelr)

S L (4.61)
”J’k(r) ”Z%,(O,b)

ot yi(r) est la fonction définie dans (4.55).

Démonstration. D’apreslelemme 4.5.2, i (r) doit vérifier 'équation (4.60) qui estiden-
tique a I'’équation (4.27) avec A = HLk et vérifier aussi les conditions aux limites (4.28).
Donc e (r) doit avoir la forme de la fonction y(A;r) = z(A; b —r) (définie dans (4.31))
avec A = ;%k Or, & (r) doit appartenir a L2 (0, b) n H.(0, b) et donc, d’aprés le lemme

4.4.5, il faut et il suffit que A = ﬁ soit une des valeurs de {/lk}iozl. Comme {uk}‘,’cozl est
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ordonnée dans I'ordre décroissant tandis que {A}32, est ordonnée dans I'ordre crois-
sant, on a

Ap=—. (4.62)

C’est-a-dire, ey (r) ala forme (4.61).

Maintenant nous démontrons la proposition 4.4.1.

Démonstration. Comme les relations

sont établies (le lemme 4.5.3), la relation (A) est démontrée. La relation (B) résulte im-
médiatement du lemme 4.5.1. Pour établir (C) il suffit de substituer u = ¢ = ej dans
(4.56) et de tenir compte de (4.57). Les relations (D) et (F) résultent immédiatement de
(4.60). D’autre part, les relations (E) et (H) sont établies dans la définition de e (r) et
dans le lemme 4.4.2.

Pour démontrer I'inégalié

lex(a)| = Cy

il nous est commode de considérer la fonction

. ﬂkVQ
sin (y/2225)
ka;s):‘//lkf/ b T2 pour 0<s<b-a,
kV2

b—s

de sorte que
. /1k1/2
< bsm( T(b—a))
/lkVQ a

”Z(/lk; ) ”Z%,(O,b)

ex(a) =

De cette derniére expression on obtient immédiatement

b 1
lex(@)] = \/Tz - '
Aeva allz )z o, p)
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Considérons d’abord le cas ou
T"Ko
T (b-a)?vy

c’est-a-dire le cas ou
AV

K2

Dans cecason a

(b-a)=n

b
2y = [ B9 i ds =

b VK A b-
:vz K2 [s— 2 sin(2 k_vzs)]n aKz _
2 VAva " 2/ Ava K2 iV ow

:Vib,/ K2 b—a- vke sin(2 Akvz(b—a))—z,/ K2 ]2
2V Agva 2/ kv \ x2 4V Agva
Vzb K2 K2
V Akva [b ( \/ /11&/2]

>—(n——xb m%?

On en déduit que

2 _ ¥

a
ex(a) = — =
| k( | b%(%ﬂ—l)(b—a)V2b 1

Comme I'’ensemble des nombres A tels que

7'[21(2

A/ - =
S -,

K2

/1]61/2'

T"K2

A= ———.
pour A b,
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est fini (et que ex(r) sont continues), on a

sup lex(a)| = C{_] <00
kEA()

ou

71'21(2

Ao ={keN < ——}.
0=1 Ak =),
On en déduit que

sup |ex(a)| < max{C{H, C{']} =C) <oo.
kEA()

De l'expression de ey (r) (voir (4.54), (4.55), (4.31)) on déduit que sur l'intervalle

. a/vi
10,alilya [/ Ak N

entiere d'un nombre x = 0). Comme le nombre de zéros de e (r) sur]0,b[est k—1, on

zérosetsur [0,b[ilya [/ Ak%ﬁn] zéros (ici [x] estla partie

a

7] + [mmn]

b= (VRS

VK2
a\/_ b-a)yva (b—a)y/va
= [\/_ 7] (et \/A_kT”— [an])

et

k_

o b-a) v,
L)+ [\//lkun] +1 autrement.
vK2

Comme pour tout (a, f) e Ry xR ona
a+pf-2<lal+[fl<a+p,

ona

m”a,/v1K2+(b—a),/sz1 \//l—k”a,/v11<2+ (b—a)\/voKx;

-2<k-1=<
vVK1K2 \/m
d’ ol
VKika(k—1) /_/lk - VK1K2 et 1).
n(a\/viko + (b— Ll)\/VzKl) n(ay/viks + (b—a)\/vok1)
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La propriété (I) est démontrée. O

4.6 Solution stationnaire

Maintenant nous allons chercher la solution stationnaire (7'(r),I1(r)) de notre pro-
bleme. Plus précisément, nous allons construire les fonctions T'(r) et I1(r) qui satisfont

aux équations

d d
- EUZK(HET(”) =yb(r—a) pour 0<r<b, (4.63)
d d
_YOE(rZEH(H) =0 pour a<r<b (4.64)
avec ¥ définie par
Iy _ —II{ _
— |r—a+£1 |r—a (4.65)
€1
et les conditions aux limites
T lr=p=Th, (4.66)
Mlyza=Ta+ a1 T |r=a (4.67)
I |,—p=1I,. (4.68)
On définit en outre O, par I'égalité
— A, _
00 = V20T, — (g + @ (Ty + 0)), (4.69)
c’est-a-dire
_ A .
®d = Yl—_tl_(nb —TTg— Q) Tb))
b+Y1Aaal
ou
— & (ex(@)?
Ag=) T
k=1 k

On a la proposition suivante.
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Proposition 4.6.1. La solution du probleme (4.63)—(4.68) est donnée par

_ M- @a+a1(Tp+0yp) er(a)
T =Tp+ Y. Der(r), =y, 1 bl Al I;L :
k=1 k

(4.70)

_ bl —a@a+ @ (Tp+0,)  ab(lly— @a+a1(Th+04))

) (b—a) (b-a)r

(4.71)

Démonstration. 1l est clair que la solution (formelle) du probleme (4.64), (4.67), (4.68)

est
e = bl —a@a+ a1 T(a) ab(T, - (74 + a1 T(a))) . w72
(b—a) (b-a)r
Donc, en substituant cette relation dans (4.65), on obtient
H|r:a+£1 _H|r:a b(ﬁb_ (Mg +ay T((l)))
— = = T . 4.73
v=7" e Y1 - a+e) Ve, (T(a)) ( )
Nous posons également
Or)=T)-Tp. (4.74)
Alors le probleme (4.63), (4.66) se réduit a
—i(rzk(r)iG)(r)) =y 4(T(a)6(r — a) (4.75)
dr dr a ’ ’
Ob) =0. (4.76)

En posant

om =Y c2er(r
k=1

et en intégrant les deux membres de (4.75) multipliés par ex(r) sur ]0, b], en vertu de

(B), (C), (D) et (F) de la proposition 4.4.1, on a

b d d
O R A A A e
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C’est-a-dire, la solution du probléme (4.75)-(4.76) est donnée par

o =Y Perlr), @ =ya(Tian L, (4.77)
k=1 Ak
Donc la valeur de ©(a) est
(e ) 2
O@) = YalT(@) Ay  Ag= Y LD (4.78)
=1 Mk
De (4.73) et de (4.78) on obtient
Ab = _ -
0@ = — 2 (T, - (7, + @ (Tp+ O@). (4.79)

C(b-a)a+e)

Donc, d’apres la définition (4.69) de ©,, on a
B(a) =0,

et donc

T(a)=Tp+0,.

En substituant cette expression dans (4.73), (4.77), (4.72), on obtient (4.70) et (4.71). O

4.7 Cas du domaine d’une dimension spatiale

Dans la section précédente nous avons déja montré I'existence et I'unicité de la

solution stationnaire de ce probléeme, que nous notons (Tst(r),ﬁst(r)). Posons
9=9(t,r)=T(t, 1) — T5 (1), (4.80)

n=ntr) =1(t,r) - (r) —a,9(t,1). (4.81)
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Comme 8, (r?0,I1) = 0 (voir (4.64)), de (4.2) découle
0 — Y00, (r*0,m) = —a1 (8,9 — Y00, (r*0,9))  pour a<r<b.

On remarque que, en vertu de (4.1), (4.4),(4.5) et (4.80), on a

. . x®
—a1(0,9- YOa,(rza,a)) = —al(ﬁ —YO)Gr(rZOrﬁ) pour 0< z< a.
Cro

Ces relations nous permettent de réduire le systeme d’équations (4.1)—(4.3) a

€019 —0,(r*x0,9) = q6(r—a)  dans ]0,bl, (4.82)
dm—y00,(r*0,m) = f  dans la,bl, (4.83)
te
q=q(1) =Y1—n( 1), (4.84)
&1
_ (k@
f == (=5 ~70)0,(%0,9). (4.85)
Cop

Les conditions aux limites sont

9(t,b) =0, n(t,a) =n(t,b) =0 V=0, (4.86)

tandis que les conditions initiales sont

9(0,7) = To(r) — T (r) = 9o (1) pour0<r<b, (4.87)

n(0,r) =Ty(r) =M (r) — @190 (r) =no(r)  poura<r<b. (4.88)

Pour les fonctions u définies sur ]0, b], en utilisant les fonctions e; définies dans

(4.54)—(4.55), on définit les coefficients de Fourier #(k) et la norme || u|| Hg,, Par

No|—=

a) = e op Il =( X A7), (4.89)
' k=1
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ol Livp (0, b) est défini comme dans (4.15). D’autre part, pour les fonctions u définies

sur [a, b], en utilisant les fonctions dj.(r) définies dans (4.26) on définit

00 1
k) = (wdQ) iy Nl = (Y 1a0R)". (4.90)
' k=1

Proposition 4.7.1. Soitl <o < % Supposons que 9 € H(‘(’)"bl) etno € ng Tbl). Alors, quel
que soit t > 0, il existe une solution (9,n) et une seule du probléme (4.82)—(4.88) dans
la classe

= o-1y ~ 12001 -
9€L®0,1; HY ) nL*(0, 5 HY 1),

neL™0,%HY, )N L* (0,7 HY, ). (4.91)

Démonstration. En utilisant les coefficients de Fourier définis dans (4.89)—(4.90) (méme
si on utilise le méme symbole #i(k) pour les deux sens différents, il n’est pas difficile de

les distinguer du contexte), on peut transformer les équations (4.82)—(4.83) en

%5([, k) + A (8, k) = g(Dex(a), (4.92)

].[2

(b - a)?

d R
2160 +70 K*7i(t, k) = f(t, k). (4.93)

En multipliant les deux membres de (4.92) par )L‘,g_lﬁ (t,k),ona

1 -
Eatﬂt‘,j‘lﬁz(t, k) + AZ92(t, k) = A 19t k) g(Der(a).

Comme
lex(a)l = Cy Yk € N\{0}
(voir (G) de la proposition 4.4.1), on a

- 1 c?
AL k) g(Der(a) S0, k)I* + %A‘;‘Zm(mz.
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Or, comme 0 -2 < —%, en vertu de (/) de la proposition 4.4.1 on a

[e.°]
/1(]?_2 =(C) <oo.
k=1

On en déduit que

d
%Ilﬁui%_hl) +19l, < CECAlq(0l.

Quant a Iq(t)lz, ona

2_7/% 2_7/% & . 2
lg(D1° = = In(t,en)l* == Y. 7t kdi(er)| <
2 2
81 81 k=1

<Cq Y. K77 )P = Cqlin(e, )11

o
k=1 H,p

)

= N~

ou

2
o2 = 1
C,=— < 00.
q 8% aZ(b_a) kgl Jc2o-1 0

En adjoignant les deux inégalités, on obtient

d
%nﬁuip,1) + ||19||§,(% = CiCCqlml® . (4.94)

0,b
: H(a,b)

D’autre part, si on multiplie les deux membres de (4.93) par kz"_z”ﬁ(z‘, k) et on fait

la somme par rapport a k, on obtient

2

Ll s +yo—T— 0B < Calf (2, (4.95)
de' Mg Yo gz Mg, = ' MWhg2> '

ou
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Si on définit

9=e?9, f=e“n, G=e®yq, f=elf (4.96)

avec un w > 0 (a choisir dans la suite), de (4.82)—(4.83) on obtient

c,,é,atb“—a,(rzxarﬁ) +ch95: qo(r) dans 10, b[, (4.97)

01— Y00, (r*0,M +wij=f  dans [a,Dbl. (4.98)

En procédant d’'une maniere tout analogue a 'obtention de (4.94)—(4.95), de (4.97)-

(4.98) on obtient

a

2, + 19120 +20l912,., < C>CiC TN 4, 4.99
dt” IIH[O,[}) I ”H(O,b) | ”H(O‘bl) 162 "”n”Hfg (4.99)
L 52 +~yo”—2||ﬁ||2 +20l71%,1 < Call fII3 (4.100)
dt Hgy U (b-a)?2 " P Hie ~ Hieiy' '
Soit 9 une fonction appartenant 2 la classe
Yo =L®(0,5 Hf ) nL*(0,5; HY ). (4.101)

Alors, en substituant 9ala place de 9 dans la définition (4.85) de f, on définit ?, qui
appartiendra a L2(0,7; H(Ua _5)). En substituant 7 ala place de f dans (4.83), on peut ré-

soudre I'équation (4.83) (avec f) et on obtient
neL™0,%H, )N L (0,7 HY, ;)

(voir (4.95)). Ensuite, en définissant g par (4.84), on résout I'équation (4.82) et on ob-
tient 9, qui, en vertu de (4.94), apprtient a la classe Yy. C’est-a-dire, on a définit un
opérateur G; qui, ade Yy, associe la solution 9 € Yy de I'’équation (4.82).

Si on définit f = e~“! f et si on rappelle la définition de f, on voit aisément qu'il
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Chapitre 4. Equation de la chaleur avec I'effet de I'évaporation ...

existe une constante Cy telle que

IIfIIHU 2 < Cf||19||Ha : (4.102)

(a,b)

Considérons maintenant deux fonctions 9; et 9, appartenant a la classe Yy. En

définissant 51, 52, 51, 52, 7M1, 72 de la maniere indiquée ci-dessus, on pose
©=0,-9,, H=01-72 0=09,-10,.

Comme les équations (4.97)-(4.98) sont linéaires, de la méme maniere que (4.99)-

(4.100) et (4.102) on obtient

—®g+®g+2w®o_CCCH , 4.103
PP IIH(Obl 101, I ||H 1 = GGGl IIHU% ( )
(a,b)
71'2 ~ 2 ~
— " Hlyo +20llHI, < CC 012, . 4.104
|| ||H(a1) Yoo =gzl 2 12 o1 = GGl ||H (4.104)
Comme A27~! < 5327 + g5 4272 et donc I HI? | < SIHIT, +$III§II§JU,}} pour
H (a,b)

tout 6 > 0, en multipliant les deux membres de (4.103) par une constante A a détermi-

ner et en faisant la somme de ces deux inégalités, on obtient

d (AIIG)II + || H|I? )+A||f:)||2 +
d HU 1 H(f 1 H{%,b)
7.[2
+Yo——— | H|I%,» +2Aw Ol%, , +2w|H
Yo(b—a)z | IIH [ ||H ) || I| (uh)
<S5AC?CC4I HI? +Aczc;tc LE12,, . +CoCrllO]2 (4.105)
= 1 q HE " 48 ] q HZZTJ) f HE :
Si on choisit A = 2C,Cy, 0= m, w = 46C2C;LCL,, I'inégalité (4.105) se
réduit a
a —(AIBIZ oy + 1 HI? 5y ) + AlBI3, +Y0n—2||ﬁ||20 +
dt HE bl) HE 1 H py 2(b- a)? He, py
+2A0001%, , +wlHI?, == 012, . (4.106)
1O o + N Iy < Y i
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Chapitre 4. Equation de la chaleur avec I'effet de I'évaporation ...

Linégalité (4.106) implique que 'approximation successive 5(,1), n=1,2,---, pour
le probléeme (4.97)-(4.98) (avec les conditions initiales (4.87)-(4.88) pour tout n avec

Do € Hg)_bl) etno€ H(Ua _bl)) converge dans I'espace de Banach Yy muni de la norme

_ - - - 1/2
2 2 2
101l =(||19|| o1y FIONT, 0. +20l1917, = -1) :
Yy L(0,5;HG ) 120,HY ) L1200, 5HG )

Comme les équations sont linéaires, la limite 9 de I’approximation successive 5(,1)
sera la solution du probléme (4.97)-(4.98) (et, par sa construction, donnera aussi 7).
En posant 9 = ) n = e“'7, on voit aisément que (9,n) sera la solution du probléeme
(4.82)—(4.88). Leur appartenance aux classes (4.91) résulte des estimations établies ci-

dessus. O

La solution (9,n) du probléme (4.82)-(4.88) étant trouvée, par les égalités (4.80)—
(4.81) on peut construire les fonctions T(t,r) et I1(¢,r) qui satisfont aux équations

(4.1)—(4.3) et aux conditions (4.6)—(4.8).
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Conclusion et perspectives

JAANS la présente theése, nous avons démontré I’existence et 'unicité de la solu-

tion du systeme de deux équations de type parabolique linéaires, qui prend
son origine de la modélisation du phénomene de 'évaporation de ’eau a partir de la
surface d’eau liquide, et ce dans le cas d'un domaine d'une dimension spatiale, dans le
cas d'un domaine de dimension 3 délimité par deux plans horizontaux ainsi que dans
un domaine sphérique avec la symétrie sphérique, méme si dans le cas du domaine de
dimension 3 le résultat a été obtenu sous une hypothese assez restrictive.

Compte tenu de la difficulté intrinseque de la modélisation mathématique du phé-
nomene de I'évaporation (et de son effet par la chaleur latente), difficulté essentielle-
ment due au fait que I'évaporation se produit sur la surface du liquide - variété de di-
mension 2 —, tandis que I'on est intéressé au comportement des grandeurs physiques
(la température et la densité de la vapeur) dans une région de dimension 3, nous pen-
sons que le résultat obtenu est un bon indicateur du comportement de la température
et de la densité de la vapeur dans un domaine ou se produit I’évaporation, bon indica-
teur dans la possibilité de I'étude dans le cadre de I’Analyse mathématique.

Pour obtenir ces résultats, nous avons développé une méthode basée sur des va-
riantes de série de Fourier. En concret, il s’agit d'une variante de série de Fourier sur
un intervalle | — b, al composé par deux sous-intervalles | — b,0[ et ]0,a[ ou les co-

efficients de I'opérateur différentiel sont des constantes différentes sur chaque sous-
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intervalle, et aussi d’'une variante de série de Fourier sur le rayon d’'une sphere avec
un comportement analogue des coefficients de I'opérateur différentiel. Nous pensons
que cette méthode pourra étre ultérieurement développée pour étre appliquée a divers
problemes d’équations du type parabolique et aussi d’équations du type elliptique.

Certainement la question qui reste pour le moment sans étre résolue, celle sur la
possibilité de nous libérer de I'’hypothese restrictive dans le cas du domaine de dimen-
sion 3, devra étre investiguée. Il se peut que cette question puisse étre résolue par une
élaboration ultérieure de calcul, mais il se peut aussi qu’a la résolution de cette ques-
tion puisse étre servir 'approfondissement de 'utilisation des espaces de Sobolev ani-
sotropes. Dans ce dernier cas, on aura besoin d'une étude approfondie sur les espaces
de Sobolev anisotropes.

Pour conclure nous citons deux themes de recherche, qui ne sont pas dans la portée
immédiate du travail présenté dans la présente these, mais auxquels notre intérét peut
étre dirigé. Le premier est une modélisation mathématique plus cohérente du phéno-
mene d’évaporation de I'’eau et de son effet dans le milieu environnant. Le deuxieme
est I’étude du systeme d’équations décrivant non seulement I'évaporation de I'eau et
son effet thermique, mais aussi le mouvement de I'’eau et de I'air. Ce sont des thémes
de grand intérét scientifique et on espere que les études effectuées dans la présente

thése pourront donner des contributions.
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