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Abstract

In this thesis we consider a system of two linear partial differential equations of parabolic type,

which represent the basic behavior of temperature and vapor density with the effect of evapo-

ration and are coupled in a particular way. In the first part, we prove the existence and unique-

ness of the solution of this system, first in a domain of one spatial dimension and then in a

domain in R3 delimited by two horizontal planes. To do this, we construct a particular variant

of Fourier series. In the second part we consider a system of analogous equations in a spherical

domain. It is the system of linear parabolic equations representing the behavior of the tem-

perature and the density of vapor in the case of a spherical droplet with evaporation. Using a

variant of Fourier series relative to a spherical domain, we prove the existence and uniqueness

of the solution of this system in the case of spherical symmetry.

Key-words: System of linear parabolic equations, Fourier series, discontinuous coefficient,

case of spherical symmetry, evaporation.
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Résumé

Dans la présente thèse nous considérons un système de deux équations aux dérivées partielles

de type parabolique linéaires représentant le comportement essentiel de la température et de

la densité de vapeur avec l’effet de l’évaporation couplées d’une manière particulière. Dans la

première partie nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution de ce système d’abord

dans un domaine d’une dimension spatiale et puis dans un domaine dans R3 délimité par

deux plans horizontaux. Pour ce faire nous construisons une variante particulière de la série

de Fourier. Dans la deuxième partie nous considérons un système d’équations analogues dans

un domaine sphérique. Il s’agit du système d’équations paraboliques linéaires représentant le

comportement de la température et de la densité de vapeur dans le cas d’une gouttelette sphé-

rique avec l’évaporation. En utilisant une variante de la série de Fourier relative au domaine

sphérique, nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution de ce système dans le cas de

symétrie sphérique.

Mots-Clés : Système d’équations paraboliques linéaires, série de Fourier, coefficients disconti-

nus, cas de symétrie sphérique, évaporation.
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Introduction

L
E thème de la présente thèse est l’étude d’équations linéaires aux dérivées par-

tielles de type parabolique, couplées d’une manière particulière. Le choix de

ce thème est motivé par l’intérêt pour la description mathématique du phénomène

d’évaporation de l’eau à partir de la surface d’eau, et, plus en général, des interactions

entre l’air et l’eau. En effet, l’évaporation de l’eau est un des facteurs principaux de l’in-

teraction entre l’air et l’eau dans notre environnement, mais sa description mathéma-

tique rencontre beaucoup d’obstacles techniques. On peut estimer que ces difficultés

résultent fondamentalement du fait que l’évaporation de H2O se produit sur la surface

de l’eau, c’est-à-dire sur une variété de dimension 2, et crée par la chaleur latente une

source négative de la chaleur concentrée sur une variété de dimension 2, tandis que

l’on est intéressé ses conséquences dans le domaine de dimension 3 occupé par l’air

ou par l’eau.

Au début de notre recherche, nous cherchions une modélisation des interactions

générales entre l’air et l’eau. Mais les circonstances particulières autour du phéno-

mène d’évaporation nous ont conduits à l’étude d’un modèle simplifié de la densité

de la vapeur d’eau et de la température avec l’évaporation. C’est un modèle simplifié,

car les difficultés mathématiques intrinsèques qui résultent de la singularité du phé-

nomène physique nous ont obligés à considérer deux équations linéaires décrivant,

dans leur approximation linéaire, la température et la densité de la vapeur d’eau avec

1



Introduction

leur diffusion.

Malgré la description approximative par un modèle simplifié, le problème formulé

dans le cadre de l’Analyse mathématique présente – nous croyons – des aspects inté-

ressants qui méritent notre attention. Le couplage de deux équations est formulé par

une source de la chaleur concentrée sur une variété de dimension inférieure à celle du

domaine et par une condition sur la frontière du domaine. Pour surmonter les diffi-

cultés dues à cette situation particulière nous avons introduit et analysé une série de

Fourier particulière, ce qui constitue le point crucial de notre travail du point de vue

technique.

Pour avoir une idée un peu concrète sur le système d’équations que nous allons

analyser dans la présente thèse, citons ici le cas le plus simple de notre système d’équa-

tions. En effet, pour une fonction T représentant la température dans l’eau (−b < x3 <
0) et dans l’air (0 < x3 < a) et une fonction Π représentant la densité de la vapeur dans

l’air (0 < x3 < a), on considère le système d’équations

cv%∂t T = ∂x3 (κ∂x3 T )+ψδ(x3) pour t ≥ 0, −b < x3 < a, (1)

∂tΠ= γ0∂
2
x3
Π pour t ≥ 0, 0 < x3 < a, (2)

avec les conditions de couplage

ψ(t ) = γ1
Π(t ,ε1)−Π(t ,0)

ε1
, (3)

Π
∣∣

x3=0 =π0 +α1T
∣∣

x3=0, (4)

et d’autres conditions usuelles sur les frontières et des conditions initiales (δ(x3) dans

(1) est la delta de Dirac surR 3 x3). La relation (3) est une approximation de la condition

ψ= γ1
∂Π

∂x3

∣∣∣
x3=0

, (5)

Khadidja HALLACI 2 Université 8 Mai 1945-Guelma



Introduction

tandis que (4) est une approximation de la condition

Π
∣∣

x3=0 =πv s(T )
∣∣

x3=0, (6)

πv s(T ) étant la densité de la vapeur saturée à la température T (voir (1.11) dans le cha-

pitre 1). Dans (2)–(4)γ0,γ1,α1 sont des constantes strictement positives, tandis que cv%

et κ dans (1) sont des constantes strictement positives séparément dans −b < x3 < 0 et

dans 0 < x3 < a. Même si (1) et (2) sont des équations du type parabolique linéaires,

les conditions de couplage (3)–(4) et le fait que cv% et κ ne sont globalement pas des

constants nous obligent à trouver une méthode particulière pour résoudre ce pro-

blème.

Contenu de la thèse

La présente thèse est composée de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous

allons illustrer la motivation physique et mathématique de l’interaction entre l’air et

l’eau ainsi que les méthodes principales utilisées. Plus précisément, nous allons rap-

peler le système d’équations mécanique et thermodynamique qui décrivent les inter-

actions de l’air et l’eau, y compris le phénomène de l’évaporation de l’eau. Ensuite

nous allons illustrer l’idée des méthodes principales que nous allons utiliser dans la

présente thèse.

Dans le deuxième chapitre, nous allons considérer le système de deux équations

paraboliques linéaires, dont la formulation est motivée par une modélisation approxi-

mative de la température et de la densité de vapeur dans l’air et dans l’eau avec l’effet

de l’évaporation qui se produit sur la surface de l’eau. Dans l’équation modélisant la

variation de la température, on trouve les coefficients de la diffusion de la chaleur et la

chaleur spécifique différents dans l’eau et dans l’air ainsi que la source (négative) de

la chaleur concentrée sur l’intersurface entre l’eau et l’air. Pour traiter cette équation

nous introduisons une version particulière de la série de Fourier. En outre, en utilisant

Khadidja HALLACI 3 Université 8 Mai 1945-Guelma
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cette série de Fourier, nous allons démontrer l’existence et l’unicité de la solution sta-

tionnaire de ce système d’équations dans un domaine d’une dimension spatiale.

Dans le troisième chapitre, nous allons considérer premièrement le système d’équa-

tions linéaires de la température et de la densité de vapeur dans le domaine réduit à

un domaine de dimension 1, c’est-à-dire sur l’intervalle ]−b, a[⊂ R et nous allons dé-

montrer l’existence et l’unicité de ce système. Puis nous allons démontrer l’existence et

l’unicité de la solution du système complet dans le domaineΩ= {(x1, x2, x3) ∈R3 | −b <
x3 < a} sous une hypothèse restrictive (voir (3.1) dans le chapitre 3), en utilisant la va-

riante de la série de Fourier introduite dans le deuxième chapitre et aussi des espaces

de Sobolev définis par la série de Fourier pour x3 et la transformée de Fourier pour x1

et x2.

Dans le quatrième chapitre nous avons un problème analogue dans le cas sphé-

rique. Il s’agit du système d’équations paraboliques linéaires représentant la tempéra-

ture et la densité de vapeur dans un domaine sphérique {x ∈ R3 | |x| < b} avec le do-

maine occupé par l’eau {x ∈R3 | |x| < a}, 0 < a < b, comme dans le cas d’une gouttelette

d’eau sphérique avec l’effet de l’évaporation. Nous allons introduire une série de Fou-

rier relative au domaine sphérique avec la symétrie sphérique, suivant l’idée de la série

de Fourier introduite dans le chapitre 2, mais avec une élaboration assez consistante

pour l’adapter au domaine sphérique. En utilisant ces outils, nous allons démontrer

l’existence et l’unicité de la solution dans le cas de la symétrie sphérique.

Khadidja HALLACI 4 Université 8 Mai 1945-Guelma



1
Motivation et méthodes

1.1 Motivation physique et mathématique : Interactions

air-eau

L
ES interactions entre l’air et l’eau interviennent dans beaucoup de phénomènes

qui intéressent notre vie. Nous pouvons citer des exemples de phénomènes

violents comme cyclone tropical ou “el Niño”, pour lesquels l’interaction entre l’atmo-

sphère et la mer est un facteur essentiel, mais aussi le climat local déterminé par la

présence d’un lac ou la proximité de la mer, jusqu’aux phénomènes à une échelle as-

sez petite comme la surface du thé versé dans une tasse ou celle d’une gouttelette d’eau

de la pluie. On trouve une littérature abondante pour expliquer, ou tenter d’expliquer,

5



Chapitre 1. Motivation et méthodes

ces phénomènes comme par exemple [8], [21] pour de grandes échelles et [12], [36]

pour de petites échelles.

La surface de l’eau exposée à l’air est, comme nous le savons bien, capable de pro-

duire l’évaporation selon les conditions physiques (pour les fondements physiques du

phénomène d’évaporation, voir par exemple [20]). Or, l’air ainsi que l’eau sont des

fluides suscetibles d’être mus et ceci, comme nous l’observons communément, pro-

voque la variation de la position de la surface d’eau. Donc pour décrire d’une manière

générale les interactions entre l’eau et l’air, nous avons besoin des principes de la ther-

modynamique qui déterminent les conditions de l’évaporation de H2O ainsi que des

équations de la mécanique des fluides (pour les principes de la thermodynamique, voir

par exemple [24] ; pour les équations de la mécanique des fluides, voir par exemple

[25]).

Dans chaque partie – la partie de l’air et la partie de l’eau – considérée séparément,

le mouvement du fluide et la distribution de la température sont décrits par un sys-

tème d’équations. Dans la partie de l’air on peut considérer par exemple le système

d’équations

∂t (%+π)+∇· ((%+π)v) = 0, (1.1)

∂tπ+∇· (πv) =λ∆π, (1.2)

(%+π)(∂t v + v ·∇v) = η∆v + (ζ+ η

3
)∇(∇· v)−R∇{( %

µa
+ π

µh

)
T

}− (%+π)g e3, (1.3)

(%+π)c1(∂t T + v ·∇T )+R
{( %
µa

+ π

µh

)
T

}∇· v = (1.4)

= κ1∆T +η
3∑

j ,k=1

(∂v j

∂xk
+ ∂vk

∂x j
− 2

3
δ j k∇· v

) ∂

∂xk
v j +ζ(∇· v)2 +E1.

où %, π, v , T désignent respectivement la densité de l’air sec, la densité de la vapeur, la

vitesse, la température, et λ, η, ζ, c1, κ1 sont respectivement le coefficient de diffusion

de la vapeur dans l’air, le coefficient de viscosité d’écoulement, le coefficient de visco-

sité volumique, la chaleur spécifique de l’air et le coefficient de diffusion de la chaleur

dans l’air, tandis que −g e3 =−g (0,0,1)T est la force gravitationnelle par unité de masse

Khadidja HALLACI 6 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 1. Motivation et méthodes

et E1 est l’éventuelle source de la chaleur ; ici la pression est donnée par

p = R
( %
µa

+ π

µh

)
T, (1.5)

µa et µh étant respectivement la masse molaire de l’air sec et celle de H2O.

D’autre part, dans la partie occupée par l’eau liquide, le mouvement de l’eau li-

quide sera régi par les équations de Navier-Stokes

∂t v + (v ·∇)v +∇p = ν∆v + g e3, (1.6)

∇· v = 0, (1.7)

et la fonction T représentant la température devra satisfaire à l’équation

c2∂t T + v ·∇T = κ2∆T +ν
3∑

j ,k=1

(∂v j

∂xk
+ ∂vk

∂x j

) ∂

∂xk
v j +E2. (1.8)

Dans (1.6) et (1.8) ν, c2, κ2, E2 sont respectivement le coefficient de viscosité de l’eau

liquide, la chaleur spécifique de l’eau liquide, le coefficient de diffusion de la chaleur

dans l’eau liquide et l’éventuelle source de la chaleur.

Le système d’équations (1.1)–(1.4) est assez compliqué et, même si le système de

Navier-Stokes (1.6)–(1.7) est bien connu et bien étudié, le système d’équations (1.6)–

(1.8) lui aussi n’est pas simple. Mais dans la modélisation mathématique de l’interac-

tion entre l’air et l’eau ce qui rend particulièrement difficile le problème est la présence

de l’inter-surface, qui est en principe inconnue (donc les deux sous-domaines occupés

par l’air et par l’eau liquide sont eux aussi en principe inconnus).

Sur l’inter-surface, que nous notons S, nous devons imposer avant tout la contrainte

géométrique : la vitesse du déplacement de S dans la direction de la normale n à S doit

être égale à

v (1) ·n = v (2) ·n, (1.9)

où v (1) et v (2) sont la vitesse de l’air et celle de l’eau liquide.
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

Deuxièmement la continuité du tenseur de contrainte, complétée par la tension super-

ficielle, exige, dans le cas où l’intersurface S peut être définie par une fonction h(x1, x2),

S = {x3 = h(x1, x2)},

l’égalité

(p(1) −p(2))ni =
3∑

j=1

[
η(∂i v (1)

j +∂ j v (1)
i )+ (ζ− 2

3
η)∇· v (1) −ν(∂i v (2)

j +∂ j v (2)
i )

]
n j+ (1.10)

+(
γ∇· ∇h

(1+|∇h|2)1/2

)
ni ,

où p(1) est la pression de l’air donnée par (1.5) et p(2) est la pression de l’eau liquide

(qui est notée p dans (1.6), tandis que γ est le coefficient de la tension superficielle

et le terme γ∇ · ∇h
(1+|∇h|2)1/2 est l’effet de la tension superficielle (pour les détails de la

tension superficielle, voir le Chap. VII, § 60 de [25]).

En ce qui concerne l’évaporation de l’eau, qui se produit sur la surface d’eau, son

aspect fondamental peut être expliqué dans le cadre de la physique statistique (voir

[20], [3], [36], etc...). Mais, pour que l’on puisse analyser l’effet de l’évaporation dans

l’air et dans l’eau, on a besoin d’introduire les relations macroscopiques concernant

l’évaporation. Pour cela, nous rappelons d’abord la densité de la vapeur saturée, que

nous notons πv s(T ) ; elle est en effet essentiellement fonction de la température T . Sa

valeur établie par les physiciens est

πv s(T ) = 1

R1T
E0 ·10

7,63(T−273,15)
T−31,25 , E0 = 6,107 (mbar ), (1.11)

où

R1 = R

µh

(nous avons pris cette formule de [27], où se trouve aussi l’explication de la formule

(1.11)). Ceci signifie que dans l’air à la température T la densité de la vapeur d’eau
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

ne peut pas dépasser la valeur πv s(T ) ; dans le cas où à cause de la diminution de la

température πv s(T ) devient inférieur à la densité réelle de la vapeur d’eau, la partie

excédante de la vapeur doit se condenser et devenir liquide (ou solide) en formant par

exemple un brouillard. D’autre part, le principe de l’équilibre local sur lequel se base

la description macroscopique implique que dans le voisinage immédiat de la surface

de l’eau la densité de la vapeur doit être égale à celle de la vapeur saturée.

L’autre quantité essentielle pour le phénomène d’évaporation est la chaleur latente

de la transition de phase de l’eau de l’état liquide à l’état gazeux (et vice-versa). Sa

valeur est

Ltr (T ) = (3244−2,72T )103 (J/kg ). (1.12)

Quand se produit l’évaporation de l’eau, ceci prive l’énergie thermique Ltr (T ) par unité

de masse de l’eau évaporée. La chaleur latente Ltr (T ) elle aussi dépend de la tempéra-

ture T , mais sa dépendance de T est relativement petite, à différence de la densité de

la vapeur saturée πv s(T ), dont la dépendance de la température T est très significative.

Le problème du mouvement de deux fluides avec une intersurface dans le cadre de

la mécanique, c’est-à-dire avec les conditions (1.9) et (1.10) mais sans les conditions

dues à l’évaporation, a été étudié par certains chercheurs depuis le travail de Tani [40].

Le problème de la surface libre d’un fluide visqueux incompressible (c’est-à-dire, pro-

blème réduit au seul côté de l’eau) a été étudié, depuis les travaux de Solonnikov [38],

[39], par plusieurs auteurs [16], [15], [41].

Sur l’évaporation de l’eau à partir de la surface de l’eau on trouve de nombreux

travaux de caractère physique mathématiques ([12], [31], [3], [29], [19], [6], [36], [43],

etc...). Mais, comme le problème de l’intersurface entre l’eau et l’air, même si on le

considère seulement dans le cadre de la mécanique, est assez difficile, il nous semble

que pour le moment l’étude dans le cadre de l’Analyse mathématique du système

d’équations décrivant le mouvement des deux fluides avec l’intersurface et l’effet de

l’évaporation est difficilement réalisable.

Compte tenu de ces circonstances se pose la question : comment on peut décrire
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le phénomène de l’évaporation à partir de la surface de l’eau et ses effets – la diffusion

de la vapeur d’eau dans l’air et la diffusion dans l’air et dans l’eau de l’effet thermique

de l’évaporation – sous l’hypothèse de l’absence du mouvement macroscopique de

l’air et de l’eau. Même dans cette simplification des conditions, il nous semble que

l’analyse satisfaisante du système d’équations du modèle qui décrit ce phénomène

n’est pas facilement réalisable. Comme nous l’avons évoqué dans l’Introduction, à

notre avis, ces difficultés sont dues au fait que les deux équations sont coulpées par les

conditions sur l’intersurface comme (5), (6). Notre intérêt principal réside donc dans

la compréhension de la possibilité de la description de ce problème par un système

d’équations aux dérivées partielles et de ses propriétés à partir de l’existence et l’uni-

cité de la solution.

1.2 Méthodes principales

1.2.1 Équations paraboliques linéaires

Les équations aux dérivées partielles du type parabolique et les méthodes de leur

résolution sont bien connues ; on peut les trouver facilement dans les manuels des

Équations aux dérivées partielles ([28], [11], etc...). Pour l’intérêt de la problématique

de la présente thèse, nous rappelons la méthode de la résolution de l’équation de la

chaleur dans le domaine d’une dimension spatiale à l’aide de la série de Fourier ; pour

simplifier, choisissons le domaine

I = ]0,π[

et considérons l’équation de la chaleur

∂

∂t
u(t , x) = κ0

∂2

∂x2
u(t , x)+ f (t , x) dans [0,∞[×I (1.13)
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avec les conditions aux limites

u(t ,0) = u(t ,π) = 0 (1.14)

et la condition initiale

u(0, x) = u0(x) dans I , (1.15)

où κ0 est une constante strictement positive et u0(x) et f (t , x) sont des fonctions don-

nées.

On rappelle que les fonctions

p
2p
π

sinkx, k = 1,2, · · · , (1.16)

constituent une base orthonormale de L2(0,π) et un système orthogonal complet de

H 1(0,π) et sont des vecteurs propres de l’opérateur − d 2

d x2 avec la condition de Dirichlet

homogène (c’est-à-dire annulation de la fonction aux points x = 0 et x = π), vecteurs

propres correspondants aux valeurs propres λk = k2, c’est-à-dire

− d 2

d x2

p
2p
π

sinkx = k2

p
2p
π

sinkx, k = 1,2, · · · . (1.17)

Donc, si on pose

u0,k =
∫ π

0
u0(x)

p
2p
π

sinkxd x, fk (t ) =
∫ π

0
f (t , x)

p
2p
π

sinkxd x k = 1,2, · · · , (1.18)

on peut décomposer l’équation (1.13) avec les conditions (1.14)–(1.15) en une famille

de problèmes de Cauchy

d

d t
uk (t ) =−κ0k2uk (t )+ fk (t ), uk (0) = u0,k k = 1,2, · · · . (1.19)

La solution u(t , x) du problème (1.13)–(1.15) sera alors construite par les solutions
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uk (t ) des problèmes de Cauchy (1.19) dans la forme

u(t , x) =
∞∑

k=1
uk (t )

p
2p
π

sinkx. (1.20)

Nous voulons appliquer l’idée de cette méthode à l’équation

ν(x)∂t u(t , x) = ∂x

(
κ(x)∂xu(t , x)

)
+ψ(t )δ(x) dans R+× ]−L1,L2[ , (1.21)

avec les conditions aux limites

u(t ,−L1) = u(t ,L2) = 0 (1.22)

et la condition initiale

u(0, x) = u0(x). (1.23)

Ici les coefficients ν et κ sont tels que

ν(x) = ν1 si −L1 < x < 0, ν(x) = ν2 si 0 < x < L2, (1.24)

κ(x) = κ1 si −L1 < x < 0, κ(x) = κ2 si 0 < x < L2, (1.25)

ν1, ν2, κ1, κ2 étant des constantes strictement positives.

Nous considérons aussi l’équation

ν(r )∂t u = ∂r (r 2κ(r )∂r u)+ψδ(r −a) dans R+× ]0,b[ , (1.26)

avec

ν(r ) = ν1 si 0 < r < a, ν(r ) = ν2 si a < r < b, (1.27)

κ(r ) = κ1 si 0 < r < a, κ(r ) = κ2 si a < r < b, (1.28)

ν1, ν2, κ1, κ2 étant des constantes strictement positives.
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L’équation (1.26) sera envisagée avec la condition initiale

u(0,r ) = u0(r ) pour r ∈ ]0,b[ , (1.29)

et la seule condition aux limites

u(t ,b) = 0 pour t ≥ 0; (1.30)

au point r = 0 on ne donne pas de condition aux limites, ce qui est conforme au fait

que le domaine ]0,b[ n’est autre que le domaine { x ∈R3 |0 ≤
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 < b } avec la

symétrie sphérique des fonctions considérées.

Les équations (1.21) et (1.26) ne sont pas équivalentes à l’équation (1.13). Mais si

on peut trouver une série de Fourier alternative, alors on pourrait construire la solution

des équations (1.21) et (1.26) dans une forme analogue à (1.20).

Les autres informations sur l’équation de la chaleur et celle de la diffusion de masse

qui peuvent être utiles peuvent être trouvées dans [2], [30], [42], etc...

1.2.2 Espaces de Hilbert appropriés

SoitΩ un domaine borné deRn muni de la frontière régulière ∂Ω. Si (ai j (x))i , j=1,··· ,n

est une matrice carrée réelle d’ordre n définie pour tout x ∈Ω telle que

ai j (x) = a j i (x) ∀(i , j ) ∈ {1, · · · ,n}× {1, · · · ,n}, (1.31)

n∑
i , j=1

ai jξiξ j ≥ κ|ξ|2 ∀ξ ∈Rn , κ> 0, (1.32)

alors, comme il est bien connu, on peut définir le produit scalaire

〈u, v〉 =
∫
Ω

n∑
i , j=1

ai j (x)
∂u(x)

∂xi

∂v(x)

∂x j
d x ≡ 〈u, v〉H̃ 1(Ω) (1.33)
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et avec ceci l’espace de Hilbert

H̃ 1(Ω) = {u : mesurable,Ω→R | 〈u,u〉 <∞, u = 0 sur ∂Ω }, (1.34)

dont la norme est

‖u‖H̃ 1(Ω) = (〈u,u〉)1/2.

Les vecteurs propres ek de l’opérateur elleptique

(Au)(x) =−
n∑

i , j=1

∂

∂xi

(
ai j (x)

∂

∂x j
u(x)

)
, (1.35)

c’est-à-dire les fonctions ek , k = 1,2, · · · , vérifiant la relation

Aek =λk ek (1.36)

avec les nombres λk > 0 (les valeurs propres de l’opérateur A), constituent une base

orthonormale de L2(Ω) et un système orthogonal complet de H̃ 1(Ω). La décomposition

orthogonale d’une fonction f ∈ L2(Ω) et l’application de la relation (1.36) nous permet

de résoudre immédiatement le problème

−
n∑

i , j=1

∂

∂xi

(
ai j (x)

∂

∂x j
u(x)

)= f (x), (1.37)

u = 0 sur ∂Ω. (1.38)

Pour les détails de cette méthode, voir [28], Chapitre IV, Section 1.

Une fois construite cette base orthonormale {ek }∞k=1 de L2(Ω), en utilisant cette base

orthonormale et la décomposition orthogonale, on peut résoudre sans difficulté non

seulement l’équation elliptique (1.37), mais aussi l’équation parabolique

∂

∂t
u(t , x)−

n∑
i , j=1

∂

∂xi

(
ai j (x)

∂

∂x j
u(t , x)

)= f (t , x), (1.39)
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avec la condition aux limites

u(t , x) = 0 pour (t , x) ∈R+×∂Ω (1.40)

et la condition initiale

u(0, x) = u0(x) pour x ∈Ω (1.41)

(voir par exemple [28], Chapitre VI, Section 2, Point 2).

Pour appliquer cette idée à nos équations (1.21) et (1.26), il est essentiel de choisir

les espaces de Hilbert appropriés. Nous définissons les espaces de Hilbert

L2
ν(I ) = {u : I →R, mesurables |

∫
I
ν(x)|u(x)|2d x <∞ } (1.42)

muni du produit scalaire et de la norme

〈u, v〉L2
ν(I ) =

∫
I
ν(x)u(x)v(x)d x, ‖u‖L2

ν(I ) =
√

〈u,u〉L2
ν(I )

et

H̃ 1
κ(I ) = {u ∈C (I ;R) |

∫
I
κ(x)|u′(x)|2d x <∞, u(−L1) = u(L2) = 0} (1.43)

muni du produit scalaire et de la norme

〈u, v〉H̃ 1
κ(I ) =

∫
I
κ(x)u′(x)v ′(x)d x, , ‖u‖H̃ 1

κ(I ) =
√
〈u,u〉H̃ 1

κ(I ).

Nous définissons également

L̃2
ν(0,b) = {ϕ : (0,b) →R, mesurables |

∫ b

0
ν(r )r 2|u(r )|2dr <∞ }, (1.44)

H̃ 1
κ(0,b) = {ϕ ∈ L̃2

ν(0,b) |
∫ b

0
κ(r )r 2| d

dr
u(r )|2dr <∞, u(b) = 0}, (1.45)
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munis respectivement du produit scalaire

〈u, v〉L̃2
ν(0,b) =

∫ b

0
ν(r )r 2u(r )v(r )dr, 〈u, v〉H̃ 1

κ(0,b) =
∫ b

0
κ(r )r 2u′(r )v ′(r )dr, (1.46)

et munis de la norme correspondante à ces produits scalaires.

Comme on le verra, le couple d’espaces de Hilbert L2
ν(I ) et H̃ 1

κ(I ) définis dans (1.42)

et (1.43) comme le couple d’espaces de Hilbert L̃2
ν(0,b) et H̃ 1

κ(0,b) constitue la base de

la structure dans laquelle nous allons résoudre nos équations.

Nous utiliserons aussi les espaces de Hilbert

L̃2(a,b) = {ϕ : (a,b) →R, mesurables |
∫ b

a
r 2|u(r )|2dr <∞ }, (1.47)

H̃ 1(a,b) = {ϕ ∈ L̃2(a,b) |
∫ b

a
r 2| d

dr
u(r )|2dr <∞, u(a) = u(b) = 0} (1.48)

munis respectivement du produit scalaire

〈u, v〉L̃2(a,b) =
∫ b

a
r 2u(r )v(r )dr, 〈u, v〉H̃ 1(a,b) =

∫ b

a
r 2u′(r )v ′(r )dr (1.49)

et munis de la norme correspondante à ces produits scalaires.

1.2.3 Variantes de série de Fourier

La méthode principale sur laquelle nous nous appuyons pour traiter les équations

de la chaleur (1.21) et (1.26) est l’utilisation d’une version particulière de série de Fou-

rier.

Les équations (1.21) et (1.26) ne sont pas identiques à l’équation (1.13). Mais elles

ont des aspects similaires à ceux de l’équation (1.13), de sorte que nous pouvons uti-

liser une méthode similaire à la résolution du problème (1.13)–(1.15) par la série de

Fourier (1.16).
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Plus précisément, on définit la famille de fonctions ek (x), k = 1,2, · · · , par

ek (x) = yk (x)

‖yk‖L2
ν(I )

, (1.50)

où

yk (x) =


1p

λkκ1ν1
sin

(√
λkν1
κ1

L1 +
√

λkν1
κ1

x
)

si −L1 ≤ x ≤ 0 ,

γ̃(λk )sin
(
β̃(λk )+

√
λkν2
κ2

x
)

si 0 ≤ x ≤ L2 .
(1.51)

Ici λk , β̃(λk ), γ̃(λk ) sont choisis de telle sorte que yk (x) s’annule au point x = L2 et que

la continuité de la fonction yk (x) ainsi que celle de κ(x) d
d x yk (x) soient garanties au

point x = 0 (pour la définition précise de λk , β̃(λk ), γ̃(λk ), voir (2.16), (2.17), (2.20) dans

le chapitre 2).

Comme il sera illustré dans la Proposition 2.3.1, la famille de fonction {ek }∞k=1 sera

une base orthonormale de l’espace de Hilbert L2
ν(I ) et aussi un système orthogonal

complet de H̃ 1
κ(I ). Il est important que les fonctions ek (x), k = 1,2, · · · , jouissent de

bonnes propriétés similaires aux fonctions
p

2p
π

sinkx, qui forme la série de Fourier clas-

sique sur l’intervalle ]0,π[. On verra en effet que la Proposition 2.3.1 garantit les pro-

priétés suivantes :

i ) ‖ek‖2
H̃ 1
κ(I )

=λk ;

i i ) − d

d x
(κ(x)

d

d x
ek (x)) =λkν(x)ek (x) ∀x ∈ ]−L1,0[∪ ]0,L2[

i i i ) κ(x) d
d x ek (x) est continue sur [−L1,L2] ;

i v) sup
−L1<x<L2

|ek (x)| ≤ K1,
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K1 = 2max
( 1p

ν1κ1
,

1p
ν2κ2

)
max

(pκ1p
L1

,

p
κ2p
L2

)
;

v) M0(k −1)2 ≤λk ≤ M0(k +1)2, M0 =
( π

L1

√
ν1
κ1

+L2

√
ν2
κ2

)2
.

De manière analogue, pour le cas sphérique on peut construire la base orthonor-

male {ek }∞k=1 de L̃2
ν(0,b), qui est également un système orthogonal complet de H̃ 1

κ(0,b).

Plus précisément, on définit

ek (r ) = yk (r )

‖yk (r )‖L̃2
ν(0,b)

, (1.52)

où

yk (r ) =


γ(λk )

sin
(
β(λk )+

√
λkν1
κ1

(a−r )
)

r pour 0 ≤ r < a ,√
κ2
λkν2

b
sin

(√
λkν2
κ2

(b−r )
)

r pour a ≤ r ≤ b,

(1.53)

Ici λk est une suite réelle strictement croissante pour tout k ∈ N, β(λk ) et γ(λk )

sont choisis de telle sorte que la continuité de la fonction yk (r ) ainsi que celle de

κ(r ) d
dr yk (r ) soient garanties au point r = a (pour la définition précise de λk voir (4.51),

et pour celle de β(λk ), γ(λk ), voir (4.32), (4.33) (avec λ=λk ), dans le chapitre 4).

Alors, outre que {ek }∞k=1 est une base orthonormale de L̃2
ν(0,b) et un système ortho-

gonal complet de H̃ 1
κ(0,b), on verra, dans la Proposition 4.4.1, que la famille de fonc-

tions {ek }∞k=1 jouit des propriétés suivantes :

i ) ‖ek‖2
H̃ 1
κ(0,b)

=λk ;

i i ) ek (r ) et r 2κ(r ) d
dr ek (r ) sont continues ;
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i i i )
d

dr
ek (r )|r=0 = 0, ek (b) = 0;

i v) − d

dr
r 2κ(r )

d

dr
ek (r ) =λk cv%(r )r 2ek (r ) ∀r ∈ ]0, a[∪ ]a,b[ ;

v) il existe une constante C1 <∞ telle que

|ek (a)| ≤C1 ∀k ∈N\{0},

vi ) ek (r ) possède k −1 zéros sur ]0,b[ ;

vi i ) M0(k −1)2 ≤λk ≤ M0(k +1)2, M0 =
( p

κ1κ2

π(a
p
ν1κ2 + (b −a)

p
ν2κ1)

)2
.

Ces propriétés seront utilisées pour démontrer l’existence d’une solution des sys-

tèmes d’équations que nous considérons.

1.2.4 Espaces de Sobolev anisotropes

Dans le cas du problème dans le domaine de dimension 3, plus précisément dans

le domaineΩ=R2× ]−b, a[ , nous allons construire la solution dans un espace de type

espace de Sobolev avec des ordres différents dans les directions de x1, x2 et dans la

direction de x3.

Plus précisément, nous allons utiliser l’espace de Hilbert H s,r (Ω), s ≥ r , défini par

la série de Fourier pour x3 et la transformée de Fourier pour x1 et x2, caractérisé par la

norme

‖u‖H s,r (Ω) =
( ∞∑

k=1

∫
R2

(
1+|ξ|2)s−r (1+|ξ|2 +λk

)r |û(ξ,k)|2dξ
)1/2

; (1.54)
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Chapitre 1. Motivation et méthodes

ici û(ξ,k) est la fonction de ξ ∈R2 et de k ∈N\{0} définie par

û(ξ,k) =F(x1,x2)〈ek ,u〉L2
ν(−b,a)

avec la transformée de Fourier F(x1,x2)(·) par rapport à (x1, x2) et le produit scalaire

〈ek ,u〉L2
ν(−b,a) dans l’espace de Hilbert L2

ν(−b, a), ek étant un des éléments de la base

orthonormale {ek }∞k=1 de l’espace L2
ν(−b, a) définie dans (1.50). Même si les fonctions

ek ne sont pas des fonctions trigonométriques, comme nous l’avons vu en haut, elles

jouissent des propriétés similaires, de sorte que la puissance r dans la définission (1.54)

indique une régularité dans la direction de x3 correspondante à celle de H r (−b, a).

De manière analogue nous définissons l’espace de Hilbert H s,r (Ω+) pour les fonc-

tions définies surΩ+ =R2× ]0, a[ par la norme

‖u‖H s,r (Ω+) =
( ∞∑

k=1

∫
R2

(
1+|ξ|2)s−r (1+|ξ|2 +k2)r |û(ξ,k)|2dξ

)1/2
; (1.55)

ici û(ξ,k) est la fonction de ξ ∈R2 et de k ∈N\{0} définie par

û(t ,ξ,k) =F(x1,x2)〈
√

2

a
sin

π

a
kx3,u〉L2(0,a),

F(x1,x2)(·) étant la transformée de Fourier par rapport à (x1, x2).
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2
Système d’équations paraboliques

linéaires du type : température et densité

de vapeur avec l’effet de l’évaporation

2.1 Introduction

D
ANS le présent chapitre nous allons étudier un système d’équations parabo-

liques linéaires couplées par une condition particulière. L’étude est motivée

par le phénomène d’évaporation de l’eau de la surface de l’eau liquide, qui intervenant

dans un grand nombre de phénomènes physiques, joue souvent un rôle important à
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la grande échelle comme l’évaporation de l’eau de la surface de l’océan (voir par exemple

[8], [21]) ainsi qu’à l’échelle plus petite ; dans des cas particuliers, des physiciens et des

chimistes ont proposé des modèles mathématiques bien articulés des comportements

locaux de l’évaporation de l’eau (voir par exemple [10], [33], [35], [43] ; sur la physique

de l’évaporation en général, voir aussi [20]). Mais il nous semble que l’étude mathé-

matiques des équations qui décrivent l’évaporation de l’eau et ses effets n’est pas suf-

fisamment développée.

Rappelons les caractéristiques particulières de l’évaporation. Si S est l’intersurface

entre l’eau liquide et l’air, l’évaporation de l’eau qui se produit sur la surface S est ac-

compagnée par l’absorption de la chaleur, dite chaleur latente de la transition de phase

de H2O, de sorte qu’il y a une source (négative) de la chaleur concentrée sur la surface

S. D’autre part, si on admet la présence de la diffusion de la vapeur d’eau dans l’air, la

quantité de l’évaporation devra être proportionnelle à la composante normale à l’in-

tersurface du gradient de la densité de vapeur, tandis que sur S la densité de vapeur

doit être celle de la vapeur saturée. Quant à la diffusion de la chaleur, son coefficient

ainsi que la chaleur spécifique sont différents dans l’eau liquide et dans l’air. Ces re-

lations physiques, traduites dans les conditions sur les équations de diffusion pour la

chaleur et la densité de la vapeur d’eau, constituent les conditions particulières qui ne

facilitent pas la résolution des équations.

Dans ce présent travail on considère une équation parabolique linéaire pour la

fonction inconnue T (température) dans le domaine Ω= { x ∈ R3 | −b < x3 < a } et une

équation parabolique linéaire pour la fonction inconnueΠ (densité de vapeur) dans le

domaine Ω+ = { x ∈ R3 |0 < x3 < a }. On suppose que dans l’équation pour T la “source

de la chaleur” est concentrée sur {x3 = 0} et proportionnelle à 1
ε1

[
Π

∣∣
x3=ε1

−Π∣∣
x3=0

]
avec

un ε1 > 0, ce qui est analogue à l’approximation souvent utilisée dans les travaux pra-

tiques (voir par exemple [17]) de la loi de Dalton (voir par exemple [1], [37]). On sup-

pose aussi que la fonctionΠ doit satisfaire à la condition

Π
∣∣

x3=0 =π0 +α1T
∣∣

x3=0
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avec deux constantesπ0 etα1 ; cette condition est une linéarisation de la relationΠ
∣∣

x3=0 =
πv s(T ) avec la densité de la vapeur saturée πv s(T ) à la température T .

Les équations que nous allons considérer sont linéaires et les méthodes de la ré-

solution des équations de ce type sont bien établies (voir par exemple [13], [23], [2],

[30]). Mais notre problème exige une élaboration non indifférente à cause du couplage

particulier mentionné ci-dessus et aussi à cause de la discontinuité du coefficient pour

l’équation de la chaleur. Les aspects généraux de cette dernière problématique ont été

investigués par plusieurs auteurs (voir par exemple [22], [4] [5]), mais nous allons uti-

liser une autre méthode directement utilisable pour la résolution de notre problème.

2.2 Système d’équations à proposer

Nous précisons d’abord le domaine dans lequel nous considérons notre problème.

On pose

Ω= { (x1, x2, x3) ∈R3 | −b < x3 < a }, (2.1)

où a et b sont deux nombres strictement positifs. Nous définissons aussi la partie infé-

rieureΩ− et la partie supérieureΩ+ deΩ,

Ω− = { (x1, x2, x3) ∈Ω |x3 < 0}, Ω+ = { (x1, x2, x3) ∈Ω |x3 > 0}. (2.2)

Dans le domaineΩ nous considérons l’équation

cv%∂t T =∇· (κ∇T )+ψδ(x3), (2.3)

tandis que dans le domaineΩ+ on considère l’équation

∂tΠ= γ0∆Π. (2.4)
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Dans les équations (2.3)–(2.4), γ0 est une constante strictement positive, tandis que

cv% = c(1)
v% , κ= κ(1) dans Ω−, cv% = c(2)

v% , κ= κ(2) dans Ω+, (2.5)

c(1)
v% , κ(1), c(2)

v% , κ(2) étant des constantes strictement positives ; le symbole δ(x3) dans

(2.3) désigne la delta de Dirac par rapport à x3. Pour ψ nous supposons qu’elle est une

fonction définie sur R2 et doit satisfaire à l’équation

ψ= γ1

Π
∣∣

x3=ε1
−Π∣∣

x3=0

ε1
, (2.6)

où γ1 et ε1 sont des constantes strictement positives satisfaisant à la condition 0 < ε1 <
a.

Pour les fonctions inconnues T etΠ nous posons les conditions aux limites

T |x3=−b= T −b , T |x3=a= T a , (2.7)

Π |x3=0=π0 +α1T |x3=0, (2.8)

Π |x3=a=Πa , (2.9)

et les conditions initiales

T |t=0= T0(x) x ∈Ω, (2.10)

Π |t=0=Π0(x) x ∈Ω+. (2.11)

Dans (2.7)–(2.9), T −b , T a , Πa , π0 et α1 sont des constantes. Pour T0(x) et Π0(x) nous

supposons les conditions de compatibilité

T0(−b) = T −b , T0(a) = T a

Π0(0) =π0 +α1T0(0), Π0(a) =Πa ,
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2.3 Une variante de série de Fourier

Pour résoudre l’équation (2.3) nous aurons besoin d’une version particulière de

la série de Fourier, que nous présentons ici dans une forme qui ne fait pas référence

spécifique à l’équation (2.3).

Soient L1 et L2 deux nombres réels strictement positifs (dans l’application à notre

problème on aura L1 = b et L2 = a). On considère le domaine en une dimension

I = { x ∈R | −L1 < x < L2 }.

On considère deux fonctions strictement positives ν(x) et κ(x) constantes dans chacun

des sous-intervelles I1 = ]−L1,0[ et I2 = ]0,L2[

ν(x) = ν1 si x ∈ I1, ν(x) = ν2 si x ∈ I2, (2.12)

κ(x) = κ1 si x ∈ I1, κ(x) = κ2 si x ∈ I2 (2.13)

avec des constantes strictement positivesν1,ν2,κ1,κ2 (on ne suppose pas de condition

analogue à (3.1), donc en général ν1
κ1

6= ν2
κ2

). Au point x = 0, on peut choisir quelconques

valeurs de ν(0) et κ(0), donc on peut prendre par exemple

ν(0) = ν1 +ν2

2
, κ(0) = κ1 +κ2

2
;

ce qui n’influence pas le résultat.

Nous allons d’abord construire une série de Fourier relative aux deux espaces de

Hilbert

L2
ν(I ) = {u : I →R, mesurables |

∫
I
ν(x)|u(x)|2d x <∞ } (2.14)

et

H̃ 1
κ(I ) = {u ∈C (I ;R) |

∫
I
κ(x)|u′(x)|2d x <∞, u(−L1) = u(L2) = 0} (2.15)
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munis respectivement du produit scalaire

〈u, v〉L2
ν(I ) =

∫
I
ν(x)u(x)v(x)d x, 〈u, v〉H̃ 1

κ(I ) =
∫

I
κ(x)u′(x)v ′(x)d x,

et de la norme

‖u‖L2
ν(I ) =

√
〈u,u〉L2

ν(I ), ‖u‖H̃ 1
κ(I ) =

√
〈u,u〉H̃ 1

κ(I ).

Définissons pour λ> 0 les fonctions β̃(λ), γ̃(λ), h̃(λ) comme suit :

β̃(λ) = arctg
(√κ2ν2

κ1ν1
tg

(√λν1

κ1
L1

))
si 0 <λ< κ1

ν1L2
1

π2

4
, (2.16)

β̃(λ) = (n − 1

2
)π si λ= κ1

ν1L2
1

((n − 1

2
)2)π2, n = 1,2, · · · ,

β̃(λ) = (n − 1

2
)π+arctg

(√κ2ν2

κ1ν1
tg

(√λν1

κ1
L1

))

si
κ1

ν1L2
1

((n − 1

2
)2)π2 <λ< κ1

ν1L2
1

((n + 1

2
)2)π2, n = 1,2, · · · ,

γ̃(λ) = 1√
λκ2ν2

cos
(√

λν1
κ1

L1

)
cos β̃(λ)

si λ 6= κ1

ν1L2
1

((n − 1

2
)2)π2, n = 1,2, · · · , (2.17)

γ̃(λ) = 1√
λκ2ν2

si λ= κ1

ν1L2
1

((n − 1

2
)2)π2, n = 1,2, · · · ,

h̃(λ) = β̃(λ)+
√
λν2

κ2
L2. (2.18)

La fonction h̃(λ) a la propriété suivante :
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Lemme 2.3.1. La fonction h̃(λ) définie dans (2.18) est continue et strictement crois-

sante et vérifie les relations

lim
λ→0+

h̃(λ) = 0, lim
λ→∞

h̃(λ) =∞. (2.19)

Démonstration. Il résulte immédiatement de la définition (2.18) de h̃(λ) et de la défi-

nition (2.16) de β̃(λ).

Le lemme (2.3.1) nous permet de définir une suite {λk }∞k=1 par

λk = h̃−1(kπ), k = 1,2, · · · . (2.20)

En utilisant la suite {λk }∞k=1, on va définir les fonctions ek (x), k = 1,2, · · · , qui vont for-

mer une base orthonormale de l’espace de Hilbert L2
ν(I ) ayant des propriétés utiles

pour résoudre notre problème.

Proposition 2.3.1. On pose

ek (x) = yk (x)

‖yk‖L2
ν(I )

, (2.21)

où

yk (x) =


1p

λkκ1ν1
sin

(√
λkν1
κ1

L1 +
√

λkν1
κ1

x
)

si −L1 ≤ x ≤ 0 ,

γ̃(λk )sin
(
β̃(λk )+

√
λkν2
κ2

x
)

si 0 ≤ x ≤ L2 .
(2.22)

Alors

(A) {ek }∞k=1 est une base orthonormale de L2
ν(I ) ;

(B) {ek }∞k=1 est un système orthogonal complet de H̃ 1
κ(I ) ;

(C) on a

‖ek‖2
H̃ 1
κ(I )

=λk ;
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(D)

− d

d x
(κ(x)

d

d x
ek (x)) =λkν(x)ek (x) ∀x ∈ ]−L1,0[∪ ]0,L2[

et κ(x) d
d x ek (x) est continue sur [−L1,L2] ;

(E) on a

sup
−L1<x<L2

|ek (x)| ≤ K1,

K1 = 2max
( 1p

ν1κ1
,

1p
ν2κ2

)
max

(pκ1p
L1

,

p
κ2p
L2

)
;

(F) on a

M0(k −1)2 ≤λk ≤ M0(k +1)2, M0 =
( π

L1

√
ν1
κ1

+L2

√
ν2
κ2

)2
.

2.4 Démonstration de la proposition 2.3.1

La démonstration de la proposition 2.3.1 s’articule en plusieurs étapes. Nous pro-

cédons donc en démontrant d’abord des lemmes et ensuite la proposition.

Lemme 2.4.1. Il existe un opérateur linéaire A de L2
ν(I ) sur H̃ 1

κ(I ) qui à chaque u ∈
L2
ν(I ) associe Au ∈ H̃ 1

κ(I ) vérifiant la relation

〈Au,ϕ〉H̃ 1
κ(I ) = 〈u,ϕ〉L2

ν(I ) ∀ϕ ∈ H̃ 1
κ(I ). (2.23)

L’opérateur A, considéré comme opérateur de L2
ν(I ) dans lui-même, est un opérateur

linéaire auto-adjoint et compact et ses vecteurs propres ẽk correspondants aux valeurs

propres µk ,

Aẽk =µk ẽk , (2.24)

forment une base orthonormale {ẽk }∞k=1 de L2
ν(I ). Les valeurs propres µk vérifient
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la relation

µk ≥µk+1 pour k = 1,2, · · · , µk → 0 pour k →∞. (2.25)

Démonstration. Puisqu’on a

‖ϕ‖L2
ν(I ) ≤C‖ϕ‖H̃ 1

κ(I ) ∀ϕ ∈ H̃ 1
κ(I )

avec une constante C et que donc le produit scalaire 〈u,ϕ〉L2
ν(I ) peut être considéré

comme fonctionnelle linéaire sur ϕ ∈ H̃ 1
κ(I ), d’après le théorème de représentation de

Riesz, pour chaque u ∈ L2
ν(I ) il existe un élément U ∈ H̃ 1

κ(I ) et un seul qui vérifie la

relation

〈U ,ϕ〉H̃ 1
κ(I ) = 〈u,ϕ〉L2

ν(I ) ∀ϕ ∈ H̃ 1
κ(I ). (2.26)

En posant Au =U , on définit l’opérateur A de L2
ν(I ) dans H̃ 1

κ(I ).

Cela étant, le lemme résulte de la théorie bien connue sur l’opérateur linéaire auto-

adjoint et compact et de la définition des espaces L2
ν(I ) et H̃ 1

κ(I ) (voir par exemple le

lemme 1 du § 1 du chap. IV de [28]).

Lemme 2.4.2. Soit {ẽk }∞k=1 la base orthonormale de L2
ν(I ) définie dans le lemme 2.4.1.

Alors pour tout k on a

µk
d

d x

(
κ

d

d x
ẽk

)
=−νẽk dans L2(I ). (2.27)

Démonstration. Comme Aẽk =µk ẽk , en posant U = Aẽk , d’après (2.26) on a

∫
I
µkκ(x)

( d

d x
ẽk (x)

) d

d x
ϕ(x)d x =

∫
I
ν(x)ẽk (x)ϕ(x)d x.
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Compte tenu que H̃ 1
κ(I ) est dense dans L2

ν(I ), cette égalité définit la dérivée généralisée

d
d x (κ(x) d

d x ẽk (x)), qui vérifie (2.27).

Lemme 2.4.3. Soit {ẽk }∞k=1 la base orthonormale de L2
ν(I ) définie dans le lemme 2.4.1.

Alors pour tout k la fonction κ(x) d
d x ẽk (x) est continue et la dérivée à gauche et la déri-

vée à droite de ẽk (x) au point x = 0 ont le même signe.

Démonstration. Il résulte immédiatement du lemme 2.4.2.

Lemme 2.4.4. Soit {ẽk }∞k=1 la base orthonormale de L2
ν(I ) définie dans le lemme 2.4.1.

Alors pour tout k, ẽk (x) a la forme

ẽk (x) = yk (x)

‖yk‖L2
ν(I )

, (2.28)

où yk (x) est la fonction donnée dans (2.22).

Démonstration. On considère la famille de système d’équations linéaires avec un pa-

ramètre λ> 0 
d

d x y(x) = 1
κ(x) z(x)

d
d x z(x) =−λν(x)y(x)

(2.29)

avec les conditions initiales

y(−L1) = 0, z(−L1) = 1. (2.30)

Par des calculs élémentaires (même si un peu longs) on constate que, si β̃(λ) et γ̃(λ)

sont les fonctions définies dans (2.16) et dans (2.17), les fonctions y(x) = y(λ; x), z(x) =
z(λ; x),

y(λ; x) =


1p
λκ1ν1

sin
(√

λν1
κ1

L1 +
√

λν1
κ1

x
)

si −L1 ≤ x ≤ 0

γ̃(λ)sin
(
β̃(λ)+

√
λν2
κ2

x
)

si 0 ≤ x ≤ L2

, (2.31)
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z(λ; x) =


cos

(√
λν1
κ1

L1 +
√

λν1
κ1

x
)

si −L1 ≤ x ≤ 0

γ̃(λ)
√
λκ2ν2 cos

(
β̃(λ)+

√
λν2
κ2

x
)

si 0 ≤ x ≤ L2

, (2.32)

constituent la solution unique du problème de Cauchy (2.29)–(2.30) dans la classe

C ([−L1,L2]). En outre, comme on le voit immédiatement, on a

− d

d x

(
κ(x)

d

d x
y(x)

)
=λν(x)y(x) (2.33)

presque partout dans ]−L1,L2[ pour tout λ> 0.

D’après la définition (2.16) de β̃(λ), on a

β̃( ]0,
κ1

ν1L2
1

π2

4
[) = ]0,

κ1

ν1L2
1

π2

4
[ ,

β̃( ]
κ1

ν1L2
1

((n − 1

2
)2)π2,

κ1

ν1L2
1

((n + 1

2
)2)π2[ ) =

= ]
κ1

ν1L2
1

((n − 1

2
)2)π2,

κ1

ν1L2
1

((n + 1

2
)2)π2[ , (2.34)

ce qui implique que

cos
(√

λν1
κ1

L1

)
cos β̃(λ)

> 0 si λ 6= κ1

ν1L2
1

((n − 1

2
)2)π2, n = 1,2, · · · ;

donc, d’après la définition (2.17) de γ̃(λ), on a γ̃(λ) > 0 pour tout λ> 0.

Or, d’après la défintion des fonctions h̃(λ) et y(λ; x) (voir (2.18), (2.31)) on a

y(λ;L2) = γ̃(λ)sin(h̃(λ)).

Donc

y(λ;L2) = 0, si et seulement si λ= h̃−1(kπ), k ∈N\{0}, (2.35)

c’est-à-dire, si et seulement si λ=λk avec un des nombres λk définis dans (2.20).
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En retournant à ẽk (x), de (2.27) on déduit que, si on pose

cz(k) = κ1
d

d x
ẽk (x)

∣∣∣
x=−L1

, ỹ(x) = 1

cz(k)
ẽk (x), z̃(x) = 1

cz(k)
κ(x)

d

d x
ẽk (x),

alors les fonctions ỹ(x) et z̃(x) satisfont au système d’équations (2.29) et aux conditions

initiales (2.30). Donc en vertu de l’unicité de la solution du problème de Cauchy (2.29)–

(2.30), on a

ỹ(x) = y(λk , x), z̃(x) = z(λk , x),

d’où, en posant yk (x) = y(λk , x), on a

ẽk (x) = cz(k)yk (x).

Comme ‖ẽk‖L2
ν(I ) = 1, on a

cz(k) = 1

‖yk‖L2
ν(I )

.

Ainsi on a établi (2.28).

Lemme 2.4.5. Soit y(λ; x) la fonction définie dans (2.31). Soient λk les nombres défi-

nis dans (2.20). Alors pour tout k, la fonction y(λk ; x) = yk (x) admet k −1 zéros dans

l’intervalle ]−L1,L2[ .

Démonstration. De la forme de la fonction y(λ; x) donnée dans (2.31) et de la propriété

de la fonction β̃(λ) (en particulier (2.34)) on déduit que le nombre de zéros dans l’inter-

valle ]−L1,L2[ est une fonction croissante et qu’à chaque point λ= λk il croît d’unité.

D’autre part, on a

lim
λ→0+

y(λ; x) = x +L1 pour x ∈ [−L1,L2].

On en déduit l’affirmation du lemme.
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Maintenant nous démontrons la proposition 2.3.1.

Démonstration. Du lemme 2.4.4 résulte

ẽk = ek

et de (2.33) et de (2.27) on déduit

λk = 1

µk
.

Cela étant du lemme 2.4.1 découlent les propriétés (A), (B), (C ) et (D).

Nous rappelons que ek (x) est de la forme ek (x) = yk (x)
‖yk‖L2

ν(I )
avec

yk (x) = 1√
λkν1κ1

sin
(√λkν1

κ1
(L1 +x)

)
pour −L1 ≤ x ≤ 0,

yk (x) =± 1√
λkν2κ2

sin
(√λkν2

κ2
(L2 −x)

)
pour 0 ≤ x ≤ L2.

Comme lim
x→0−

κ1
d

d x ex(x) = lim
x→0+

κ2
d

d x ex(x), lim
x→0−

d
d x ex(x) et lim

x→0+
d

d x ex(x) ont le même

signe, ce qui implique l’existence d’un x1 ∈ [−L1
2 ,0[ tel que

∣∣sin
(√

λkν1
κ1

(L1 + x1)
)∣∣ = 1,

ou d’un x1 ∈ [0, L2
2 [ tel que

∣∣sin
(√

λkν2
κ2

(x1 +L2)
)∣∣= 1. Dans le premier cas on a

‖yk (x)‖2
L2
ν(I )

=
∫ L2

−L1

ν(x)|yk (x)|2d x ≥
∫ x1

−L1

ν1|yk (x)|2d x =

= 1

λkκ1

∫ x1

−L1

sin2
(√λkν1

κ1
(L1 +x1)

)
d x =

= 1

λkκ1

[x

2
− 1

2

sin
(
2
√

λkν1
κ1

(L1 +x)
)

2
√

λkν1
κ1

]x1

−L1
=

= 1

λkκ1

(x1

2
+ L1

2

)≥ L1

4λkκ1
.

De manière analogue dans le deuxième cas on a

‖yk (x)‖2
L2
ν(I )

≥ L2

4λkκ2
.
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Comme

sup
−L1≤x≤L2

|ek (x)| = 1

‖yk‖L2
ν(I )

max
(

sup
−L1≤x≤0

|yk (x)|, sup
0≤x≤L2

|yk (x)|),

on en déduit la propriété (E).

On rappelle que, d’après le lemme 2.4.5, ek (x) admet k − 1 zéros dans ]−L1,L2[ .

Désignons par q le nombre de zéros dans ]−L1,0] et par r celui dans ]0,L2[ (de sorte

que q + r = k −1). Alors on a

qπ≤
√
λk
ν1

κ1
L1 ≤ (q +1)π,

rπ≤
√
λk
ν2

κ2
L2 ≤ (r +1)π,

d’où

π(k −1) =π(q + r ) ≤
√
λk

(√ν1

κ1
L1 +

√
ν2

κ2
L2

)
≤π(q + r +2) =π(k +1).

On a donc

M0(k −1)2 ≤λk ≤ M0(k +1)2, M0 =
( π

L1

√
ν1
κ1

+L2

√
ν2
κ2

)2
.

La propriété (F ) est démontrée.

2.5 Solution stationnaire

En revenant au système d’équations (2.3)–(2.4), nous considérons avant tout la so-

lution stationnaire du système d’équations (2.3)–(2.4) avec les condtions aux limites

(2.7)–(2.9) et avec ψ définie dans (2.6). Plus précisément, en écrivant z au lieu de x3,
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il s’agit de trouver les fonctions T (z) etΠ(z) qui satisfont aux équations

− d

d z

(
κ

d

d z
T

)=ψδ(z) pour −b < z < a, (2.36)

−γ0
d 2

d z2
Π= 0 pour 0 < z < a (2.37)

avec ψ définie par

ψ= γ1

Π
∣∣

z=ε1
−Π∣∣

z=0

ε1
(2.38)

et aux conditions aux limites

T |z=−b= T −b , T |z=a= T a , (2.39)

Π |z=0=π0 +α1T |z=0, (2.40)

Π |z=a=Πa . (2.41)

Les deux équations (2.36) et (2.37) sont couplées par la définition (2.38) de ψ et la

condition aux limites (2.40).

Pour déterminer la solution du problème (2.36)–(2.41), on introduit la fonction

T c (z) continue définie par

T c (z) =


T −b + κ(2)(T a−T −b )

aκ(1)+bκ(2) (z +b) pour −b < z ≤ 0

T a − κ(1)(T a−T −b )
aκ(1)+bκ(2) (a − z) pour 0 ≤ z < a

, (2.42)

pour laquelle κ d
d z T c (z) a la même valeur dans ]−b,0[ et dans ]0, a[ .

On définit en outreΘ0 par l’égalité

Θ0 = γ1 A0

a

(
Πa − (π0 +α1(T c (0)+Θ0))

)
, (2.43)

c’est-à-dire

Θ0 = γ1 A0

a +γ1 A0α1

(Πa −π0 −α1T c (0)),
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où

A0 =
∞∑

k=1

(ek (0))2

λk
.

On a la proposition suivante.

Proposition 2.5.1. La solution du problème (2.36)–(2.41) est donnée par

T (z) = T c (z)+
∞∑

k=1
cΘk ek (z), cΘk = γ1

Πa − (π0 +α1(T c (0)+Θ0))

a

ek (0)

λk
, (2.44)

Π(z) =π0 +α1(T c (0)+Θ0)+ Πa − (π0 +α1(T c (0)+Θ0))

a
z. (2.45)

Nous précisons que la proposition 2.5.1 ne suppose pas la condition (3.1).

Démonstration. Il est clair que la solution (formelle) du problème (2.37), (2.40), (2.41)

est

Π(z) =π0 +α1T (0)+ Πa − (π0 +α1T (0))

a
z. (2.46)

Donc, en substituant cette relation dans (2.38), on obtient

ψ= γ1

Π
∣∣

z=ε1
−Π∣∣

z=0

ε1
= γ1

Πa − (π0 +α1T (0))

a
≡ψ0(T (0)). (2.47)

On remarque que κ(z) d
d z T c (z) a une valeur identique dans ]−b,0[ et dans ]0, a[ ,

ce qui nous permet d’écrire

d

d z

(
κ(z)

d

d z
T c (z)

)
= 0 dans ]−b, a[ . (2.48)

Nous posons également

Θ(z) = T (z)−T c (z). (2.49)

Alors le problème (2.36), (2.39) se réduit à

− d

d z

(
κ

d

d z
Θ(z)

)=ψ0(T (0))δ(z), (2.50)
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Θ(−b) =Θ(a) = 0. (2.51)

En posant

Θ(z) =
∞∑

k=1
cΘk ek (z)

et en intégrant les deux membres de (2.50) multipliés par ek (z) sur [−b, a], en vertu de

(B), (C ), (D) de la proposition 2.3.1, on a

λk cΘk =
∫ a

−b
ek (z)

(
− d

d z

(
κ

d

d z
Θ(z)

))
d z =ψ0(T (0))ek (0).

C’est-à-dire, la solution du problème (2.50)–(2.51) est donnée par

Θ(z) =
∞∑

k=1
cΘk ek (z), cΘk =ψ0(T (0))

ek (0)

λk
. (2.52)

Donc la valeur deΘ(0) est

Θ(0) =ψ0(T (0))A0, A0 =
∞∑

k=1

(ek (0))2

λk
. (2.53)

De (2.47) et de (2.53) on obtient

Θ(0) = γ1 A0

a

(
Πa − (π0 +α1(T c (0)+Θ(0)))

)
. (2.54)

Donc, d’après la définition (2.43) deΘ0, on a

Θ(0) =Θ0

et donc

T (0) = T c (0)+Θ0.

En substituant cette expression dans (2.47), (2.52), (2.46), on obtient (2.44) et (2.45).
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3
Existence et unicité de la solution du

système d’équations liniéaire

A
VANT d’envisager le problème complet (2.3)–(2.11) dansΩ⊂R3, nous allons dé-

montrer, dans la section 3.1, l’existence et l’unicité de la solution dans le cas où

le domaine se réduit à l’intervalle ]−b, a[⊂ R, c’est-à-dire, dans le domaine d’une di-

mension spatiale. Pour le problème complet dansΩ⊂R3, nous démontrons le résultat

d’existence et unicité de la solution sous l’hypothèse

c(1)
v%

κ(1)
= c(2)

v%

κ(2)
. (3.1)

38
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Il est clair que la condition (3.1) est assez restrictive. Mais, comme dans le cas du do-

maine d’une dimension spatiale le résultat s’obtient sans cette restriction, nous espé-

rons obtenir, dans un futur prochain, un résultat analogue sans supposer la condition

(3.1).

3.1 Cas du domaine d’une dimension spatiale

Considérons le problème réduit à une dimension spatiale. Il s’agit donc du système

d’équations

cv%∂t T = ∂z(κ∂zT )+ψδ(z) dans R+× ]−b, a[ , (3.2)

∂tΠ= γ0∂
2
zΠ dans R+× ]0, a[ , (3.3)

avec

ψ= γ1
Π(ε1)−Π(0)

ε1
; (3.4)

les conditions aux limites et initiales sont (2.7)–(2.11), dans lesquelles les fonctions ne

dépendent pas de (x1, x2). Dans ce problème on ne suppose pas la condition (3.1).

Dans la section précédente nous avons déjà montré l’existence et l’unicité de la

solution stationnaire de ce problème, que nous notons (T st (z),Πst (z)). Posons

ϑ=ϑ(t , z) = T (t , z)−T st (z), (3.5)

η= η(t , z) =Π(t , z)−Πst (z)−α1ϑ(t , z). (3.6)

Comme ∂2
zΠst = 0 (voir (2.37)), de (3.3) découle

∂tη−γ0∂
2
zη=−α1(∂tϑ−γ0∂

2
zϑ) pour 0 < z < a.

On remarque que, en vertu de (3.2), (2.5) et (3.5), on a

−α1(∂tϑ−γ0∂
2
zϑ) =−α1

(κ(2)

c(2)
v%

−γ0

)
∂2

zϑ pour 0 < z < a.
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Ces relations nous permettent de réduire le système d’équations (3.2)–(3.4) à

cv%∂tϑ−∂z(κ∂zϑ) = qδ(z) dans ]−b, a[ , (3.7)

∂tη−γ0∂
2
zη= f dans ]0, a[ , (3.8)

q = q(t ) = γ1
η(t ,ε1)

ε1
, (3.9)

f =−α1

(κ(2)

c(2)
v%

−γ0

)
∂2

zϑ. (3.10)

Les conditions aux limites sont

ϑ(t ,−b) =ϑ(t , a) = 0, η(t ,0) = η(t , a) = 0 ∀t ≥ 0, (3.11)

tandis que les conditions initiales sont

ϑ(0, z) = T0(z)−T st (z) ≡ϑ0(z) pour −b < z < a, (3.12)

η(0, z) =Π0(z)−Πst (z)−α1ϑ0(z) ≡ η0(z) pour 0 < z < a. (3.13)

Pour les fonctions u définies sur [−b, a], en utilisant les fonctions ek définies dans

(2.21)–(2.22) avec L1 = b, L2 = a, on définit les coefficients de Fourier û(k) et la norme

‖u‖H r
(−b,a)

par

û(k) = 〈u,ek〉L2
cv% (−b,a), ‖u‖H r

(−b,a)
=

( ∞∑
k=1

λr
k |û(k)|2

) 1
2

, (3.14)

où L2
cv%

(−b, a) est défini comme dans (2.14). D’autre part, pour les fonctions u définies

sur [0, a], en utilisant les fonctions gk (z) =
√

2
a sin(πa kz) on définit

û(k) = 〈u, gk〉L2(0,a), ‖u‖H r
(0,a)

=
( ∞∑

k=1
k2r |û(k)|2

) 1
2

. (3.15)
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Proposition 3.1.1. Soit 1 < r < 3
2 . Supposons que ϑ0 ∈ H r−1

(−b,a) et η0 ∈ H r−1
(0,a). Alors, quel

que soit t > 0, il existe une solution (ϑ,η) et une seule du problème (3.7)–(3.13) dans la

classe

ϑ ∈ L∞(0, t ; H r−1
(−b,a))∩L2(0, t ; H r

(−b,a)),

η ∈ L∞(0, t ; H r−1
(0,a))∩L2(0, t ; H r

(0,a)). (3.16)

Démonstration. En utilisant les coefficients de Fourier définis dans (3.14)–(3.15) (même

si on utilise le même symbole û(k) pour les deux sens différents, il n’est pas difficile de

les distinguer du contexte), on peut transformer les équations (3.7)–(3.8) en

d

d t
ϑ̂(t ,k)+λk ϑ̂(t ,k) = q(t )ek (0), (3.17)

d

d t
η̂(t ,k)+γ0

π2

a2
k2η̂(t ,k) = f̂ (t ,k). (3.18)

En multipliant les deux membres de (3.17) par λr−1
k ϑ̂(t ,k), on a

1

2
∂tλ

r−1
k ϑ̂2(t ,k))+λr

k ϑ̂
2(t ,k) =λr−1

k ϑ̂(t ,k)q(t )ek (0).

Comme

|ek (0)| ≤ K1 ∀k ∈N\{0}

(voir (E) de la proposition 2.3.1), on a

λr−1
k ϑ̂(t ,k)q(t )ek (0) ≤ 1

2
λr

k |ϑ̂(t ,k)|2 + K 2
1

2
λr−2

k |q(t )|2.

Or, comme r −2 <−1
2 , en vertu de (F ) de la proposition 2.3.1 on a

∞∑
k=1

λr−2
k ≡ Kλ <∞.
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On en déduit que

d

d t
‖ϑ‖2

H r−1
(−b,a)

+‖ϑ‖2
H r

(−b,a)
≤ K 2

1 Kλ|q(t )|2.

Quant à |q(t )|2, on a

|q(t )|2 = γ2
1

ε2
1

|η(t ,ε1)|2 = γ2
1

ε2
1

∣∣∣ ∞∑
k=1

η̂(t ,k)

√
2

a
sin(

π

a
kε1)

∣∣∣2 ≤

≤ Kq

∞∑
k=1

k2r−1|η̂(t ,k)|2 = Kq‖η(t , ·)‖2

H
r− 1

2
(0,a)

,

où

Kq = 2γ2
1

aε2
1

∞∑
k=1

1

k2r−1
<∞.

En adjoignant les deux inégalités, on obtient

d

d t
‖ϑ‖2

H r−1
(−b,a)

+‖ϑ‖2
H r

(−b,a)
≤ K 2

1 KλKq‖η‖2

H
r− 1

2
(0,a)

. (3.19)

D’autre part, si on multiplie les deux membres de (3.18) par k2r−2η̂(t ,k) et on fait la

somme par rapport à k, on obtient

d

d t
‖η‖2

H r−1
(0,a)

+γ0
π2

a2
‖η‖2

H r
(0,a)

≤ K2‖ f (t , ·)‖2
H r−2

(0,a)
, (3.20)

où

K2 = 1

γ0

a2

π2
.

Si on définit

ϑ̃= e−ωtϑ, η̃= e−ωtη, q̃ = e−ωt q, f̃ = e−ωt f (3.21)

avec un ω> 0 (à choisir dans la suite), de (3.7)–(3.8) on obtient

cv%∂t ϑ̃−∂z(κ∂z ϑ̃)+ωcv%ϑ̃= q̃δ(z) dans ]−b, a[ , (3.22)
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∂t η̃−γ0∂
2
z η̃+ωη̃= f̃ dans ]0, a[ . (3.23)

En procédant d’une manière tout analogue à l’obtention de (3.19)–(3.20), de (3.22)–

(3.23) on obtient

d

d t
‖ϑ̃‖2

H r−1
(−b,a)

+‖ϑ̃‖2
H r

(−b,a)
+2ω‖ϑ̃‖2

H r−1
(−b,a)

≤ K 2
1 KλKq‖η̃‖2

H
r− 1

2
(0,a)

, (3.24)

d

d t
‖η̃‖2

H r−1
(0,a)

+γ0
π2

a2
‖η̃‖2

H r
(0,a)

+2ω‖η̃‖2
H r−1

(0,a)
≤ K2‖ f̃ ‖2

H r−2
(0,a)

. (3.25)

Soit ϑ une fonction appartenant à la classe

Yϑ = L∞(0, t ; H r−1
(−b,a))∩L2(0, t ; H r

(−b,a)). (3.26)

Alors, en substituantϑ à la place deϑ dans la définition (3.10) de f , on définit f , qui ap-

partiendra à L2(0, t ; H r−2
(0,a)). En substituant f à la place de f dans (3.8), on peut résoudre

l’équation (3.8) (avec f ) et on obtient

η ∈ L∞(0, t ; H r−1
(0,a))∩L2(0, t ; H r

(0,a))

(voir (3.20)). Ensuite, en définissant q par (3.9), on résout l’équation (3.7) et on obtient

ϑ, qui, en vertu de (3.19), apprtient à la classe Yϑ. C’est-à-dire, on a définit un opérateur

G1 qui, à ϑ ∈ Yϑ, associe la solution ϑ ∈ Yϑ de l’équation (3.7).

Si on définit f̃ = e−ωt f et si on rappelle la définition de f , on voit aisément qu’il

existe une constante K f telle que

‖ f̃ ‖2
H r−2

(0,a)
≤ K f ‖ϑ̃‖2

H r
(−b,a)

. (3.27)

Considérons maintenant deux fonctions ϑ1 et ϑ2 appartenant à la classe Yϑ. En

définissant ϑ̃1, ϑ̃2, ϑ̃1, ϑ̃2, η̃1, η̃2 de la manière indiquée ci-dessus, on pose

Θ̃= ϑ̃1 − ϑ̃2, H̃ = η̃1 − η̃2, Θ̃= ϑ̃1 − ϑ̃2.
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Comme les équations (3.22)–(3.23) sont linéaires, de la même manière que (3.24)–

(3.25) et (3.27) on obtient

d

d t
‖Θ̃‖2

H r−1
(−b,a)

+‖Θ̃‖2
H r

(−b,a)
+2ω‖Θ̃‖2

H r−1
(−b,a)

≤ K 2
1 KλKq‖H̃‖2

H
r− 1

2
(0,a)

, (3.28)

d

d t
‖H̃‖2

H r−1
(0,a)

+γ0
π2

a2
‖H̃‖2

H r
(0,a)

+2ω‖H̃‖2
H r−1

(0,a)
≤ K2K f ‖Θ̃‖2

H r
(0,a)

. (3.29)

Comme λ2r−1 ≤ δλ2r + 1
4δλ

2r−2 et donc ‖H̃‖2

H
r− 1

2
(0,a)

≤ δ‖H̃‖2
H r

(0,a)
+ 1

4δ‖H̃‖2
H r−1

(0,a)
pour tout

δ> 0, en multipliant les deux membres de (3.28) par une constante Λ à déterminer et

en faisant la somme de ces deux inégalités, on obtient

d

d t

(
Λ‖Θ̃‖2

H r−1
(−b,a)

+‖H̃‖2
H r−1

(0,a)

)+Λ‖Θ̃‖2
H r

(−b,a)
+

+γ0
π2

a2
‖H̃‖2

H r
(0,a)

+2Λω‖Θ̃‖2
H r−1

(−b,a)
+2ω‖H̃‖2

H r−1
(0,a)

≤

≤ δΛK 2
1 KλKq‖H̃‖2

H r
(0,a)

+ Λ

4δ
K 2

1 KλKq‖H̃‖2
H r−1

(0,a)
+K2K f ‖Θ̃‖2

H r
(−b,a)

. (3.30)

Si on choisitΛ= 2K2K f , δ= γ0π
2

2Λa2K 2
1 KλKq

, ω= Λ
4δK 2

1 KλKq , l’inégalité (3.30) se réduit à

d

d t

(
Λ‖Θ̃‖2

H r−1
(−b,a)

+‖H̃‖2
H r−1

(0,a)

)+Λ‖Θ̃‖2
H r

(−b,a)
+γ0

π2

2a2
‖H̃‖2

H r
(0,a)

+

+2Λω‖Θ̃‖2
H r−1

(−b,a)
+ω‖H̃‖2

H r−1
(0,a)

≤ Λ
2
‖Θ̃‖2

H r
(−b,a)

. (3.31)

L’inégalité (3.31) implique que l’approximation successive ϑ̃(n), n = 1,2, · · · , pour

le problème (3.22)–(3.23) (avec les conditions initiales (3.12)–(3.13) pour tout n avec

ϑ0 ∈ H r−1
(−b,a) et η0 ∈ H r−1

(0,a)) converge dans l’espace de Banach Ỹϑ muni de la norme

‖ϑ̃‖Ỹϑ
=

(
‖ϑ̃‖2

L∞(0,t ;H r−1
(−b,a))

+‖ϑ̃‖2
L2(0,t ;H r

(−b,a))
+2ω‖ϑ̃‖2

L2(0,t ;H r−1
(−b,a))

)1/2
.

Comme les équations sont linéaires, la limite ϑ̃ de l’approximation successive ϑ̃(n) sera

la solution du problème (3.22)–(3.23) (et, par sa construction, donnera aussi η̃).
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En posant ϑ= eωt ϑ̃, η= eωt η̃, on voit aisément que (ϑ,η) sera la solution du problème

(3.7)–(3.13). Leur appartenance aux classes (3.16) résulte des estimations établies ci-

dessus.

La solution (ϑ,η) du problème (3.7)–(3.13) étant trouvée, par les égalités (3.5)–(3.6)

on peut construire les fonctions T (t , z) etΠ(t , z) qui satisfont aux équations (3.2)–(3.4)

et aux conditions (2.7)–(2.11).

3.2 Cas du domaineΩ⊂R3

3.2.1 Transformation des équations

Dans le cas où le domaine en considération estΩ⊂R3 défini dans (2.1), nous allons

démontrer notre résultat sous hypothèse (3.1). Dans la démonstration, même si nous

suivons l’idée générale adoptée dans le cas du domaine d’une dimension spatiale, la

structure des équations aux dérivées partielles dans un domaine de dimension 3 exige

une élaboration technique non indifférente.

De manière analogue à (3.5)–(3.6), nous posons

ϑ=ϑ(t , x) = T (t , x)−T st (x3), (3.32)

η= η(t , x) =Π(t , x)−Πst (x3)−α1ϑ(t , x). (3.33)

Comme ∆Πst = 0 (voir (2.37)), de (2.4) s’obtient

∂tη−γ0∆η=−α1(∂tϑ−γ0∆ϑ) dansΩ+.

Or, de (2.3), de (2.5) et de (3.32) on déduit que

−α1(∂tϑ−γ0∆ϑ) =−α1

(κ(2)

c(2)
v%

−γ0

)
∆ϑ dansΩ+.
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Ainsi on peut réduire le problème (2.3)–(2.9) au système d’équations

cv%∂tϑ−∇·κ∇ϑ= qδ(x3) dansΩ, (3.34)

∂tη−γ0∆η= f dansΩ+, (3.35)

avec les conditions aux limites

ϑ |x3=−b=ϑ |x3=a= 0, η |x3=0= η |x3=a= 0, (3.36)

et les conditions initiales

ϑ |t=0= T0 −T st ≡ϑ0 dansΩ, η |t=0=Π0 −Πst −α1ϑ0 ≡ η0 dansΩ+, (3.37)

où

q = q(t , x1, x2) = γ1
η(t , x1, x2,ε1)

ε1
, (3.38)

f =−α1

(κ(2)

c(2)
v%

−γ0

)
∆ϑ. (3.39)

On rappelle que, comme η
∣∣

x3=0 = 0, on a

q = γ1
η|x3=ε1

ε1
= γ1

η|x3=ε1 −η|x3=0

ε1
,

ce qui fait correspondre (3.38) à (2.6).

Pour obtenir des estimations utiles à la démonstration de l’existence et de l’uni-

cité de la solution, nous allons utiliser la transformée de Fourier en (x1, x2) et le dé-

veloppement en série de Fourier par rapport à x3. En rappelant (3.1), nous réécrivons

l’équation (3.34) dans la forme

cv%∂tϑ−hcv%
( ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

)
ϑ− ∂

∂x3

(
κ
∂

∂x3
ϑ
)= qδ(x3), (3.40)
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où

h = κ(1)

c(1)
v%

= κ(2)

c(2)
v%

.

Comme en vertu de la proposition 2.3.1 on a

−
∫ a

−b
ek (x3)

∂

∂x3

(
κ
∂

∂x3
ϑ(x3)

)
=λk〈ek ,ϑ〉L2

cv% (−b,a),

en faisant le produit scalaire des deux membres de l’équation (3.40) avec ek (·), de leur

transformée de Fourier par rapport à (x1, x2) ∈R2 on obtient

∂t ϑ̂(t ,ξ,k)+ (
h|ξ|2 +λk

)
ϑ̂(t ,ξ,k) = q̂(t ,ξ)ek (0), (3.41)

où ξ= (ξ1,ξ2), |ξ|2 = ξ2
1 +ξ2

2 et

ϑ̂(t ,ξ,k) =F(x1,x2)〈ek ,ϑ〉L2
cv% (−b,a), q̂(t ,ξ) =F(x1,x2)q,

F(x1,x2)(·) étant la transformée de Fourier par rapport à (x1, x2).

D’autre part, en exprimant les deux membres de l’équation (3.35) en la transformée

de Fourier par rapport à (x1, x2) et en le développement en série de Fourier par rapport

à x3 sur la base {
√

2
a sin(πa kx3)}∞k=1, on a

∂t η̂(t ,ξ,k)+γ0

(
|ξ|2 + π2

a2
k2

)
η̂(t ,ξ,k) = f̂ (t ,ξ,k). (3.42)

Ici et dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous désignons par le même

symbole ̂ la transformée de Fourier par rapport à x1 et x2 ainsi que le développement

en série de Fourier par rapport à x3 d’une fonction sur la base {ek }∞k=1 et sur la base

{
√

2
a sin(πa kx3)}∞k=1. Même si le symbole ̂ désigne différentes transformations, il ne

sera pas difficile de comprendre du contexte ce qu’il signifie.

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.34)–(3.37),
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nous posons

ϑ̃= e−ωtϑ, η̃= e−ωtη, q̃ = e−ωt q, f̃ = e−ωt f (3.43)

avec une constante ω> 0, que nous allons choisir dans la suite. Alors on a

cv%∂t ϑ̃−hcv%
( ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

)
ϑ̃− ∂

∂x3

(
κ
∂

∂x3
ϑ̃
)+ωcv%ϑ̃= q̃δ(x3) dansΩ, (3.44)

∂t η̃−γ0∆η̃+ωη̃= f̃ dansΩ+. (3.45)

En outre, de manière analogue à (3.41)–(3.42) on a

∂t
̂̃ϑ(t ,ξ,k)+ (

h|ξ|2 +λk
) ̂̃ϑ(t ,ξ,k)+ω ̂̃ϑ(t ,ξ,k) = ̂̃q(t ,ξ)ek (0), (3.46)

∂t ̂̃η(t ,ξ,k)+γ0

(
|ξ|2 + π2

a2
k2

)̂̃η(t ,ξ,k)+ω̂̃η(t ,ξ,k) = ̂̃f (t ,ξ,k). (3.47)

3.2.2 Espaces fonctionnels et estimations

Nous introduisons les espaces fonctionnels que nous allons utiliser pour montrer

l’existence et l’unicité de la solution de notre problème.

Pour les fonctions définies surR2 nous utilisons les espaces de Sobolev usuels H s(R2)

munis de la norme

‖u‖H s (R2) =
(∫
R2

(1+|ξ|2)s |û(ξ)|2dξ
)1/2

. (3.48)

Pour les fonctions définies sur Ω+ = R2× ]0, a[ nous définissons les espaces H s,r (Ω+)

par la norme

‖u‖H s,r (Ω+) =
( ∞∑

k=1

∫
R2

(
1+|ξ|2)s−r (1+|ξ|2 +k2)r |û(ξ,k)|2dξ

)1/2
, (3.49)

tandis que pour les fonctions définies surΩ=R2× ]−b, a[ nous définissons les espaces
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H s,r (Ω) par la norme

‖u‖H s,r (Ω) =
( ∞∑

k=1

∫
R2

(
1+|ξ|2)s−r (1+|ξ|2 +λk

)r |û(ξ,k)|2dξ
)1/2

, (3.50)

où λk sont les nombres définis dans (2.20) (avec L1 = b et L2 = a).

Cela étant, nous considérons deux nombres réels r et s satisfaisant aux conditions

1 < r < 3

2
, s ≥ r. (3.51)

On va utiliser les espaces H s− 3
2 (R2), H s−1,r−1(Ω), etc..., qui sont définis selon (3.48)–

(3.50) (avec la substitution de s − 3
2 au lieu du nombre générique s, etc...). La motiva-

tion de l’introduction des espaces H s,r (Ω+) et H s,r (Ω) avec s ≥ r est que pour l’inter-

prétation physique il est important d’avoir la bornitude de la restriction à {x3 = 0} de la

température T , qui sera obtenue en supposant que 5
2 > s.

Dans la suite nous allons établir des estimations de la solutionϑde l’équation (3.34)

(ou (3.40)) et de la solution η de l’équation (3.35), estimations en fonction de q et de f

considérées à titre provisoire comme données. Puis, on établira aussi des estimations

de q et de f définies par (3.38) et (3.39). Pour leur démonstration, nous allons utiliser

l’idée du théorème de trace illustrée dans [26]. Toutefois, comme nous utilisons des

espaces de Sobolev non usuels, nous démontrons les inégalités d’une manière directe

sans recourir aux résultats connus des théorèmes de trace.

Lemme 3.2.1. Soit ϑ une fonction satisfaisant à l’équation (3.40) et à la première

condition de (3.36). Soient ϑ̃ et q̃ les fonctions définies dans (3.43). On suppose que

q ∈ L2(0, t ; H s− 3
2 (R2)). Alors on a

d

d t
‖ϑ‖2

H s−1,r−1(Ω) + c1‖ϑ‖2
H s,r (Ω) ≤ C̃1‖q‖2

H s− 3
2 (R2)

, (3.52)

d

d t
‖ϑ̃‖2

H s−1,r−1(Ω) + c1‖ϑ̃‖2
H s,r (Ω) +2ω‖ϑ̃‖2

H s−1,r−1(Ω) ≤ C̃1‖q̃‖2

H s− 3
2 (R2)

, (3.53)
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où

c1 = λ1

1+λ1
, C̃1 =

K 2
1

c1

(
1+ 22−r

(3−2r )
p

M0

)
. (3.54)

Démonstration. On multiplie les deux membres de (3.41) par (1+ |ξ|2)s−r (1+h|ξ|2 +
+λk )r−1ϑ̂(t ,ξ,k), de sorte que l’on obtient

1

2
∂t ((1+|ξ|2)s−r (1+h|ξ|2 +λk )r−1ϑ̂2(t ,ξ,k))+

+(1+|ξ|2)s−r (1+h|ξ|2 +λk )r−1(h|ξ|2 +λk )ϑ̂2(t ,ξ,k) =

= (1+|ξ|2)s−r (1+h|ξ|2 +λk )r−1ϑ̂(t ,ξ,k)q̂(t ,ξ)ek (0). (3.55)

Comme λ1 > 0 (voir (2.20)), on a

c1(1+h|ξ|2 +λk ) ≤ h|ξ|2 +λk . (3.56)

D’autre part, d’après (E) de la proposition 2.3.1 on a

|ek (0)| ≤ K1 ∀k ∈N\{0}.

On a donc

(1+|ξ|2)s−r (1+h|ξ|2 +λk )r−1ϑ̂(t ,ξ,k)q̂(t ,ξ)ek (0) ≤

≤ c1

2
(1+|ξ|2)s−r (1+h|ξ|2 +λk )r |ϑ̂(t ,ξ,k)|2+

+ K 2
1

2c1
(1+|ξ|2)s−r (1+h|ξ|2 +λk )r−2|q̂(t ,ξ)|2.

Comme r −2 < 0, on a

(1+h|ξ|2 +λk )r−2 ≤ 22−r (
√

1+h|ξ|2 +
√
λk )2r−4.
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Donc, en vertu de (F ) de la proposition 2.3.1 on a

∞∑
k=1

(1+h|ξ|2 +λk )r−2 ≤ (1+h|ξ|2 +λ1)r−2 +
( 2

M0

)2−r ∞∑
k=1

(

√
1+h|ξ|2p

M0
+k)2r−4;

on a en outre
∞∑

k=1
(

√
1+h|ξ|2p

M0
+k)2r−4 ≤

≤
∫ ∞

0
(

√
1+h|ξ|2p

M0
+x)2r−4d x = 1

3−2r

(1+h|ξ|2
M0

)r− 3
2

et

(1+h|ξ|2 +λ1)r−2 ≤ (1+h|ξ|2)r− 3
2 .

On a donc
∞∑

k=1
(1+h|ξ|2 +λk )r−2 ≤ (

1+ 22−r

(3−2r )
p

M0

)
(1+h|ξ|2)r− 3

2 . (3.57)

En intégrant par rapport à ξ= (ξ1,ξ2) les deux membres de (3.55) et en faisant leur

somme par rapport à k (voir aussi les définitions (3.48), (3.50)), compte tenu des rela-

tions (3.56)–(3.57), on obtient (3.52).

L’inégalité (3.53) s’obtient d’une manière tout analogue (voir (3.46)).

Lemme 3.2.2. Soit η une fonction satisfaisant à l’équation (3.35) et à la seconde

condition de (3.36). Soient η̃ et f̃ les fonctions définies dans (3.43). On suppose que

f ∈ L2(0, t ; H s−2,r−2(Ω+)). Alors il existe une constante C̃3 > 0 telle que

d

d t
‖η‖2

H s−1,r−1(Ω+) +γ0c2‖η‖2
H s,r (Ω+) ≤ C̃3‖ f ‖2

H s−2,r−2(Ω+), (3.58)

d

d t
‖η̃‖2

H s−1,r−1(Ω+) +γ0c2‖η̃‖2
H s,r (Ω+) +2ω‖η̃‖2

H s−1,r−1(Ω+) ≤ C̃3‖ f̃ ‖2
H s−2,r−2(Ω+) (3.59)

(une expression explicite de C̃3 est donnée à la fin de la démonstration).
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Démonstration. On multiplie les deux membres de (3.42) par (1 + |ξ|2)s−r (1 + |ξ|2 +
+k2)r−1η̂(t ,ξ,k), de sorte que l’on obtient

1

2
∂t ((1+|ξ|2)s−r (1+|ξ|2 +k2)r−1η̂2(t ,ξ,k))+

+γ0(1+|ξ|2)s−r (1+|ξ|2 +k2)r−1(|ξ|2 + π2

a2
k2)η̂2(t ,ξ,k) =

= (1+|ξ|2)s−r (1+|ξ|2 +k2)r−1η̂(t ,ξ,k) f̂ (t ,ξ,k). (3.60)

On rappelle les inégalités

c2(1+|ξ|2 +k2) ≤ |ξ|2 + π2

a2
k2, c2 = min

(
1,
π2

2a2

)
,

(1+|ξ|2 +k2)r−1η̂(t ,ξ,k) f̂ (t ,ξ,k) ≤

≤ c2γ0

2
(1+|ξ|2 +k2)r |η̂(t ,ξ,k)|2 + 1

2c2γ0
(1+|ξ|2 +k2)r−2| f̂ (t ,ξ,k)|2.

Si on substitue ces inégalités dans l’égalité (3.60) et en fait l’intégrale par rapport à

ξ = (ξ1,ξ2) et la somme par rapport à k, en raisonnant de manière analogue à la dé-

monstration du lemme 3.2.1, on obtient (3.58) avec C̃3 = 1

c2γ0
.

L’inégalité (3.59) s’obtient d’une manière tout analogue (voir (3.47)).

Lemme 3.2.3. Soient q, q̃ et η̃ les fonctions définies dans (3.38) et (3.43). Alors, quel

que soit δ> 0, il existe une constante Cδ telle qu’on ait

‖q‖2
H s−1(R2) ≤ δ‖η‖2

H s,r (Ω+) +Cδ‖η‖2
H s−1,r−1(Ω+), (3.61)

‖q̃‖2
H s−1(R2) ≤ δ‖η̃‖2

H s,r (Ω+) +Cδ‖η̃‖2
H s−1,r−1(Ω+). (3.62)

Démonstration. Comme

η̂(t ,ξ,ε1) =
∞∑

k=1
η̂(t ,ξ,k)

√
2

a
sin

(πk

a
ε1

)
, ξ= (ξ1,ξ2),
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on a ∫
R2

(1+|ξ|2)s−1|η̂(t ,ξ,ε1)|2dξ≤ 2

a

∫
R2

(1+|ξ|2)s−1
( ∞∑

k=1
|η̂(t ,ξ,k)|

)2
dξ.

On remarque que

( ∞∑
k=1

|η̂(t ,ξ,k)|
)2 ≤

( ∞∑
k=1

1

(1+|ξ|2 +k2)r− 1
2

) ∞∑
k=1

(1+|ξ|2 +k2)r− 1
2 |η̂(t ,ξ,k)|2

et que l’on a
∞∑

k=1

1

(1+|ξ|2 +k2)r− 1
2

≤
∞∑

k=1

2r− 1
2

(1+|ξ|2 +k2)2r−1
≤

≤
∫ ∞

0

2r− 1
2

(
√

1+|ξ|2 +x)2r−1
d x = 2r− 1

2

(2r −2)(1+|ξ|2)r−1
.

On a donc ∫
R2

(1+|ξ|2)s−1|η̂(t ,ξ,ε1)|2dξ≤

≤ 2 ·2r− 1
2

a(2r −2)

∫
R2

(1+|ξ|2)s−r
∞∑

k=1
(1+|ξ|2 +k2)r− 1

2 |η̂(t ,ξ,k)|2dξ≤

≤ 2r+ 1
2

a(2r −2)

(∫
R2

(1+|ξ|2)s−r
∞∑

k=1
(1+|ξ|2 +k2)r |η̂(t ,ξ,k)|2dξ

)1/2×

×
(∫
R2

(1+|ξ|2)s−r
∞∑

k=1
(1+|ξ|2 +k2)r−1|η̂(t ,ξ,k)|2dξ

)1/2
.

Par conséquent on a

‖q‖2
H s−1(R2) =

γ2
1

ε2
1

‖η(t , ·, ·,ε1)‖2
H s−1(R2) ≤

≤ δ
∫
R2

(1+|ξ|2)s−r
∞∑

k=1
(1+|ξ|2 +k2)r |η̂(t ,ξ,k)|2dξ+

+Cδ

∫
R2

(1+|ξ|2)s−r
∞∑

k=1
(1+|ξ|2 +k2)r−1|η̂(t ,ξ,k)|2dξ,

où

Cδ =
22r+1γ4

1

4δa2(2r −2)2ε4
1

.

On en déduit (3.61).

Khadidja HALLACI 53 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution . . .

L’inégalité (3.62) s’obtient de la même manière.

L’estimation de f définie par (3.39) que nous allons utiliser résultera immédiate-

ment de (3.39) et sera mentionnée directement dans la section suivante.

3.2.3 Existence et unicité de la solution

Comme nous avons transformé le problème (2.3)–(2.9) pour (T,Π) en le problème

(3.34)–(3.37) pour (ϑ,η), le problème se réduit à démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Supposons que ϑ0 ∈ H s−1,r−1(Ω) et η0 ∈ H s−1,r−1(Ω+). Alors, quel

que soit t > 0, il existe une solution (ϑ,η) et une seule du problème (3.34)–(3.37) dans

la classe

ϑ ∈ L∞(0, t ; H s−1,r−1(Ω))∩L2(0, t ; H s,r (Ω)),

η ∈ L∞(0, t ; H s−1,r−1(Ω+))∩L2(0, t ; H s,r (Ω+)). (3.63)

Démonstration. Soit ϑ une fonction appartenant à la classe

Yϑ = L∞(0, t ; H s−1,r−1(Ω))∩L2(0, t ; H s,r (Ω)). (3.64)

Alors, en définissant

f =−α1

(κ(2)

c(2)
v%

−γ0

)
∆ϑ (dansΩ+), (3.65)

on a

f ∈ L2(0, t ; H s−2,r−2(Ω+)),

ce qui nous permet de trouver la solution η de l’équation (3.35) avec f = f , solution

qui, d’après le lemme 3.2.2, apprtient à la classe

η ∈ L∞(0, t ; H s−1,r−1(Ω+))∩L2(0, t ; H s,r (Ω+)).
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Si on définit q par (3.38), d’après le lemme 3.2.3, on a

q ∈ L2(0, t ; H s−1(R2)) ⊂ L2(0, t ; H s− 3
2 (R2)),

ce qui nous permet de trouver la solution ϑ de l’équation (3.34), solution qui, d’après

le lemme 3.2.1, apprtient à la classe Yϑ définie dans (3.64).

Ainsi, cette chaîne de résolution d’équations définit un opérateur G qui, à ϑ ∈ Yϑ,

associe la solution ϑ ∈ Yϑ de l’équation (3.34).

Pour trouver le point fixe de l’opérateur G , nous passons aux fonctions ϑ̃, η̃ et q̃

définies dans (3.43). Définissons aussi

f̃ = e−ωt f ,

c’est-à-dire, f̃ définie dans (3.43) avec f = f . On remarque que de la définition (3.65)

de f et de celle de f̃ il résulte immédiatement que

‖ f̃ ‖2
H s−2,r−2(Ω+) ≤C f ‖ϑ̃‖2

H s,r (Ω) (3.66)

avec une constante C f . D’autre part, des inégalités (3.53), (3.59), (3.62) on déduit que

d

d t

(
Λ‖ϑ̃‖2

H s−1,r−1(Ω) +‖η̃‖2
H s−1,r−1(Ω+)

)+Λc1‖ϑ̃‖2
H s,r (Ω)+

+c2γ0‖η̃‖2
H s,r (Ω+) +2Λω‖ϑ̃‖2

H s−1,r−1(Ω) +2ω‖η̃‖2
H s−1,r−1(Ω+) ≤

≤ΛC̃1δ‖η̃‖2
H s,r (Ω+) +ΛC̃1Cδ‖η̃‖2

H s−1,r−1(Ω+) + C̃3‖ f̃ ‖2
H s−2,r−2(Ω+), (3.67)

où Λ est une constante à déterminer (δ et ω sont aussi à choisir). Si on choisit Λ =
3

C̃3C f

c1
, δ= γ0c2

2ΛC̃1
, ω=ΛC̃1Cδ, de (3.66) et de (3.67) on déduit

d

d t

(
Λ‖ϑ̃‖2

H s−1,r−1(Ω) +‖η̃‖2
H s−1,r−1(Ω+)

)+Λc1‖ϑ̃‖2
H s,r (Ω)+
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+c2γ0

2
‖η̃‖2

H s,r (Ω+) +2Λω‖ϑ̃‖2
H s−1,r−1(Ω) +ΛC̃1Cδ‖η̃‖2

H s−1,r−1(Ω+) ≤

≤ Λc1

3
‖ϑ̃‖2

H s,r (Ω). (3.68)

Si on considère deux fonctions ϑ1 et ϑ2 appartenant à la classe Yϑ, alors en définis-

sant ϑ̃1, ϑ̃2, ϑ̃1, ϑ̃2, η̃1, η̃2 de la même manière et en posant

Θ̃= ϑ̃1 − ϑ̃2, H̃ = η̃1 − η̃2, Θ̃= ϑ̃1 − ϑ̃2,

les fonctions Θ̃, H̃ et Θ̃ vérifient l’inégalité analogue à (3.67), d’où on obtient

Λ‖Θ̃‖2
L∞(0,t ;H s−1,r−1(Ω))

+Λc1‖Θ̃‖2
L2(0,t ;H s,r (Ω))

≤ 2Λc1

3
‖Θ̃‖2

L2(0,t ;H s,r (Ω))
. (3.69)

L’inégalité (3.69) implique que l’opérateur G̃ qui, à ϑ̃, associe ϑ̃ est une contraction

dans l’espace de Banach Ỹϑ muni de la norme

‖ϑ̃‖Ỹϑ
=

(
Λ‖ϑ̃‖2

L∞(0,t ;H s−1,r−1(Ω))
+Λc1‖ϑ̃‖2

L2(0,t ;H s,r (Ω))

)1/2
.

On en déduit l’existence et l’unicité de l’élément ϑ̃ ∈ Ỹϑ tel que G̃(ϑ̃) = ϑ̃. A partir de

cet élément ϑ̃ ∈ Ỹϑ on peut construire la solution (ϑ,η) du problème (3.34)–(3.37). La

proposition est démontrée.

La proposition 3.2.1 étant démontrée, par les égalités (3.32)–(3.33) on peut définir

(T,Π), qui sera la solution unique du problème (2.3)–(2.11) sous les conditions

T0 −T st ∈ H s−1,r−1(Ω),

Π0 −Πst −α1[T0 −T st ]
∣∣∣
Ω+ ∈ H s−1,r−1(Ω+).

Il est clair que la régularité de T etΠ sera caractérisée par

T −T st ∈ L∞(0, t ; H s−1,r−1(Ω))∩L2(0, t ; H s,r (Ω)),
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Π−Πst −α1[T −T st ]
∣∣∣
Ω+ ∈ L∞(0, t ; H s−1,r−1(Ω+))∩L2(0, t ; H s,r (Ω+))

pour tout t > 0.

Khadidja HALLACI 57 Université 8 Mai 1945-Guelma



4
Équation de la chaleur avec l’effet de

l’évaporation pour une gouttelette

sphérique

4.1 Introduction

D
ANS les chapitres précédents (voir aussi [18]), nous avons considéré le système

de deux équations paraboliques linéaires, modélisant le comportement es-

sentiel de la température et de la densité de vapeur dans l’air et dans l’eau avec l’effet

de l’évaporation qui se produit sur la surface de l’eau, et nous avons démontré

58
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l’existence et l’unicité de la solution de ce système dans un domaine borné délimité

par deux plan horizontaux. Pour ce faire nous avons utilisé une variante de la série de

Fourier appropriée à un intervalle ]− b, a[ avec des coefficients différents dans deux

sous-intervalles.

Dans le présent chapitre, en utilisant l’idée développée dans les chapitres précé-

dents, nous allons étudier le problème analogue dans un domaine sphérique. Rap-

pelons que l’évaporation de la vapeur à partir d’une gouttelette (pas nécéssairement

de H2O) a intéressé en particulier beaucoup d’ingénieurs dans les applications indus-

trielles. La recherche théorique dans le cadre de la physique mathématique autour de

ce phénomène a été, elle aussi, développée par plusieurs chercheurs (voir [7], [34], [32],

[9], [36], ...). Dans ces travaux, généralement, ils considèrent la gouttelette comme une

sphère.

Suggérés par ces investigation, nous allons considérer une sphère occupée par l’eau

et une région autour de cette sphère jusqu’à certaine distance occupée par l’air. Dans

ce domaine, sous l’hypothèse de la symétrie sphérique, nous allons étudier le système

d’équations paraboliques linéaires représentant le comportement de la température

et de la densité de vapeur avec l’effet de l’évaporation, en utilisant une variante de la

série de Fourier relative au domaine sphérique, construite suivant une idée analogue à

celle de la série de Fourier introduite dans les chapitres précédents.

Plus précisément, on considère une gouttelette sphérique occupant la région

B0,a = { x ∈R3 |0 ≤ r =
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 < a }

et sa région environnante

Ba,b = { x ∈R3 |a < r =
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 < b },
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où a et b sont deux constantes telles que 0 < a < b <∞. On pose aussi

B0,b = Ba ∪Ba,b = { x ∈R3 |0 ≤ r =
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 < b }.

Dans la région B0,b occupée par l’air et l’eau, nous allons considérer l’équation para-

bolique linéaire (4.1) pour la température T , tandis que dans la région Ba,b occupé par

l’air, nous allons considérés l’équation parabolique linéaire (4.2) pour la densité de va-

peur Π. Pour les conditions de couplage nous allons supposer des conditions (4.3) et

(4.7) analogues aux conditions de couplage représenter dans le chapitre 2. Nous allons

démontrer l’existence et l’unicité de la solution du système (4.1)–(4.2) avec la condi-

tion du couplage et d’autres conditions aux limites, que nous allons préciser dans la

suite.

4.2 Formulation du problème à symétrie sphérique

Dans les domaines

Ω0,b = { x ∈R3 |0 ≤ r =
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 < b }

Ωa,b = { x ∈R3 |a < r =
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 < b },

on considère les fonctions T et Π, qui représenteraient la température et la densité de

la vapeur et qui doivent vérifier le système d’équations

cv%∂t T =∇· (κ∇T )+ψδ(r −a) dans Ω0,b , (4.1)

∂tΠ= γ0∆Π dans Ωa,b , (4.2)

avec

ψ= γ1

Π
∣∣
r=a+ε1

−Π∣∣
r=a

ε1
, (4.3)
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où γ0, γ1 et ε1 sont des constantes strictement positives satisfaisant à la condition 0 <
ε1 < b −a et δ(r ′) désigne la delta de Dirac par rapport à r ′ (nous y prenons r ′ = r −a).

On suppose que

cv% = c(1)
v% pour 0 < r < a, cv% = c(2)

v% pour a < r < b, (4.4)

κ= κ(1) pour 0 < r < a, κ= κ(2) pour a < r < b, (4.5)

c(1)
v% , κ(1), c(2)

v% , κ(2) étant des constantes strictement positives. Pour les fonctions incon-

nues T etΠ nous posons les conditions aux limites

T |r=b= T b , (4.6)

Π |r=a=π0 +α1T |r=a , (4.7)

Π |r=b=Πb . (4.8)

Rappelons l’expression du laplacien appliqué aux fonctions à symétrie sphérique

(dans R3).

Lemme 4.2.1. Si u ∈C 2(Ω0,a) ou ∈C 2(Ωa,b) et u ne dépend que de r =
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 ,

on a

∆u(x) =
3∑

i=1

∂2u(x)

∂x2
i

= 1

r 2

d

dr

(
r 2 d

dr
u(r )

)
. (4.9)

Démonstration. Comme il est bien connu, il résulte immédiatement des calculs expli-

cites.

Donc, sous hypothèse que T (t , ·) et Π(t , ·) sont à symétrie sphérique, les équations

(4.1)–(4.2) se réduisent à

cv%∂t T = ∂r (r 2κ(r )∂r T )+ψδ(r −a) dans R+× ]0,b[ , (4.10)
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∂tΠ= γ0∂r (r 2∂rΠ) dans R+× ]a,b[ . (4.11)

La définition (4.3) deψ et les conditions aux limites (4.6)–(4.8), ayant l’expression rela-

tive seulement à r , restent invariantes.

Cela étant, dans le présent travail nous considérons le système d’équations (4.10)–

(4.11), (4.3) avec les conditions aux limites (4.6)–(4.8) et les conditions initiales

T |t=0= T0(r ) pour 0 < r < b, (4.12)

Π |t=0=Π0(r ) pour a < r < b. (4.13)

On suppose les conditions de compatibilité

T0(b) = T b , Π0(a) =π0 +α1T0(a), Π0(b) =Πb . (4.14)

4.3 Espaces L2 et H 1 avec des poids

Pour étudier le problème (4.10)–(4.11), (4.3), (4.6)–(4.8), (4.12)–(4.13), nous allons

utiliser les espaces de Hilbert

L̃2
ν(0,b) = {ϕ : (0,b) →R, mesurables |

∫ b

0
ν(r )r 2|ϕ(r )|2dr <∞ }, (4.15)

H̃ 1
κ(0,b) = {ϕ ∈ L̃2

ν(0,b) |
∫ b

0
κ(r )r 2| d

dr
ϕ(r )|2dr <∞, ϕ(b) = 0}, (4.16)

L̃2(a,b) = {ϕ : (a,b) →R, mesurables |
∫ b

a
r 2|ϕ(r )|2dr <∞ }, (4.17)

H̃ 1(a,b) = {ϕ ∈ L̃2(a,b) |
∫ b

a
r 2| d

dr
ϕ(r )|2dr <∞, ϕ(a) =ϕ(b) = 0} (4.18)

munis respectivement du produit scalaire

〈u, v〉L̃2
ν(0,b) =

∫ b

0
ν(r )r 2u(r )v(r )dr, 〈u, v〉H̃ 1

κ(0,b) =
∫ b

0
κ(r )r 2u′(r )v ′(r )dr, (4.19)
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〈u, v〉L̃2(a,b) =
∫ b

a
r 2u(r )v(r )dr, 〈u, v〉H̃ 1(a,b) =

∫ b

a
r 2u′(r )v ′(r )dr (4.20)

et munis de la norme correspondante à ces produits scalaires.

Rappelons d’abord les propriétés élémentaires de ces espaces de Hilbert.

Lemme 4.3.1. L’injection de H̃ 1
κ(0,b) dans L̃2

ν(0,b) est compacte.

Démonstration. Si on définit l’application J

J (ϕ)(x) =ϕ(|x|), x ∈Ω0,b (ou ∈Ωa,b), (4.21)

alors comme on constate par des calculs, quelle que soit la fonction mesurable ϕ défi-

nie sur ]0,b[, on a

∫
Ω0,b

J (ν)(x)|J (ϕ)(x)|2d x = 4π
∫ b

0
ν(r )r 2|ϕ(r )|2dr, (4.22)

∫
Ω0,b

J (κ)(x)|∇J (ϕ)(x)|2d x = 4π
∫ b

0
κ(r )r 2

∣∣∣ d

dr
ϕ(r )

∣∣∣2
dr. (4.23)

Soit M un ensemble borné de H̃ 1
κ(0,b). De (4.23), joint à l’inégalité 0 < κ1 ≤ J (κ)(x) ≤

κ2 <∞, il résulte que l’ensemble

J (M) = {v = J (u)|u ∈ M }

est borné dans H 1
0 (Ω0,b). D’après la compacité de l’injection de H 1

0 (Ω0,b) dans L2(Ω0,b),

il existe une sous-suite {J (uk )}∞k=1 convergente dans L2(Ω0,b). De (4.22), joint à l’inéga-

lité 0 < ν1 ≤ J (ν)(x) ≤ ν2 < ∞, la suite {uk }∞k=1 est convergente dans L̃2
ν(0,b), ce qui

démontre que l’injection de H̃ 1
κ(0,b) dans L̃2

ν(0,b) est compacte.

Rappelons aussi que, de la théorie classique bien connue et du calcul explicite ré-

sulte immédiatement que les relations correspondantes à (4.22)–(4.23) et à l’affirma-
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tion du lemme 4.3.1 pour les espaces L̃2(a,b) et H̃ 1(a,b). Plus précisément, on a

∫
Ba,b

J |J (ϕ)(x)|2d x = 4π
∫ b

a
r 2|ϕ(r )|2dr, (4.24)

∫
Ba,b

J |∇J (ϕ)(x)|2d x = 4π
∫ b

a
r 2

∣∣∣ d

dr
ϕ(r )

∣∣∣2
dr, (4.25)

et l’injection de H̃ 1(a,b) dans L̃2(a,b) est compacte.

Comme l’injection de H̃ 1
κ(0,b) dans L̃2

ν(0,b) est compacte, il existe une base ortho-

normale {ek }∞k=1 de L̃2
ν(0,b) qui est un système orthogonal dans H̃ 1

κ(0,b). Analogue-

ment il existe une base orthonormale {dk }∞k=1 de L̃2(a,b) qui est un système orthogo-

nal dans H̃ 1(a,b). Les propriétés de ces bases orthonormales jouent le rôle crucial. Or,

pour démontrer les propriétés de la base orthonormale {ek }∞k=1 de L̃2
ν(0,b) que nous

allons utiliser, nous avons besoin d’une élaboration non indifférente. Donc, en ren-

voyant à l’étude de {ek }∞k=1 à la section suivante, nous allons ici spécifier la base ortho-

normale {dk }∞k=1 de L̃2(a,b) qui est un système orthogonal dans H̃ 1(a,b).

Lemme 4.3.2. On pose

dk (r ) =
p

2p
b −a

sin
( kπ

b−a (r −a)
)

r
pour a ≤ r ≤ b. (4.26)

(A) la famille {dk }∞k=1 est une base orthonormale de L̃2(a,b) et un système orthogonal

de H̃ 1(a,b) ;

(B) on a

‖dk‖2
H̃ 1(a,b)

= k2π2

(b −a)2
;

Démonstration. Comme l’injection de H̃ 1(a,b) dans L̃2(a,b) est compacte, il existe

une base orthonormale {dk }∞k=1 de L̃2(a,b) (qui est un système orthogonal complet de

H̃ 1(a,b)) et une suite de nombres strictement positifs {Λk }∞k=1 telles que

〈dk ,ϕ〉H̃ 1(a,b) =Λk〈dk ,ϕ〉L̃2(a,b) ∀ϕ ∈ H̃ 1(a,b),
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ce qui, en vertu de (4.18), (4.20), implique que

−
∫ b

a

( d

dr

(
r 2 d

dr
dk (r )

))
ϕ(r )dr =Λk

∫ b

a
r 2dk (r )ϕ(r )dr ∀ϕ ∈ H̃ 1(a,b),

où

− d

dr

(
r 2 d

dr
dk (r )

)=Λk r 2dk (r ).

Comme on le constate sans difficulté, cette équation, jointe aux conditions dk (a) =
dk (b) = 0 et ‖dk‖L̃2(a,b) = 1, n’admet que les solutions dk (r ) =

p
2p

b−a

sin
(

kπ
b−a (r−a)

)
r avec

Λk =, k = 1,2, · · · .
D’après la définition (4.26) de dk (r ) et la définition (4.20) du produit scalaire 〈·, ·〉L̃2(a,b)

on a

〈dk ,dm〉L̃2(a,b) =
2

b −a

∫ b

a
sin

( kπ

b −a
(r −a)

)
sin

( mπ

b −a
(r −a)

)
dr = δkm ,

ce qui signifie que {dk }∞k=1 est un système orthonormal de L̃2(a,b).

D’autre part, comme dk (a) = dk (b) = 0 et

− d

dr

[
r 2 d

dr

sin
( kπ

b−a (r −a)
)

r

]
=

( kπr

b −a

)2 sin
( kπ

b−a (r −a)
)

r
,

on a

〈dk ,dm〉H̃ 1(a,b) =
2

b −a

∫ b

a
r 2

( d

dr

sin
( kπ

b−a (r −a)
)

r

)( d

dr

sin
( mπ

b−a (r −a)
)

r

)
dr =

=− 2

b −a

∫ b

a

( d

dr

[
r 2 d

dr

sin
( kπ

b−a (r −a)
)

r

])sin
( mπ

b−a (r −a)
)

r
dr =

=
( kπ

b −a

)2
δkm ,

ce qui signifie que {dk }∞k=1 est un système orthogonal dans H̃ 1(a,b) et

‖dk‖2
H̃ 1(a,b)

= k2π2

(b −a)2
.
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On remarque aussi

(C) on a

|dk (r )| ≤
p

2

a
p

b −a
∀r ∈ [a,b], ∀k ∈N,

ce qui découle immédiatement de la définition (4.26).

4.4 Une variante de série de Fourier sur le segment radial

Pour construire la base orthonormale {ek }∞k=1 de L̃2
ν(0,b) qui est un système ortho-

gonal dans H̃ 1
κ(0,b), nous allons construire d’abord, pour chaque λ > 0, les fonctions

y(λ;r ) qui satisfont à l’équation

d

dr

(
r 2κ(r )

d

dr
y(r )

)
=−λν(r )r 2 y(r ) (4.27)

et la condition

y(b) = 0, y ′(b) 6= 0. (4.28)

Par la commodité du calcul, nous posons

s = b − r, ν̃(s) = ν(b − s), κ̃(s) = κ(b − s),

et considérons l’équation

d

d s

(
(b − s)2κ̃(s)

d

d s
z(λ; s)

)
=−λν̃(s)(b − s)2z(λ; s) (4.29)

et les conditions initiales

z(λ;0) = 0,
d

d s
z(λ; s)

∣∣∣
s=0

= 1. (4.30)
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Lemme 4.4.1. Le probème (4.29)–(4.30) admet une solution z(λ; s) et une seule sur

l’intervalle [0,b[ et elle a la forme

z(λ; s) =


√

κ2
λν2

b
sin

(√
λν2
κ2

s
)

b−s pour 0 ≤ s ≤ b −a,

γ(λ)
sin

(
β(λ)+

√
λν1
κ1

(s−b+a)
)

b−s pour b −a ≤ s < b ,

(4.31)

où β(λ) et γ(λ) sont définis selon les cas comme suit :

i ) si 2m < b−a
π

√
λν2
κ2

< 2m +1 avec un m ∈N,

β(λ) = arccot
(√ν2κ2

ν1κ1
cot

(√λν2

κ2
(b −a)

)+ κ2 −κ1

a
√
λκ1ν1

)
, (4.32)

γ(λ) =
√

κ2

λν2
b

sin
(√λν2

κ2
(b −a)

)
sin

(
β(λ)

) , (4.33)

i i ) si 2m +1 < b−a
π

√
λν2
κ2

< 2(m +1) avec un m ∈N,

β(λ) comme dans le cas i ),

γ(λ) =−
√

κ2

λν2
b

sin
(√λν2

κ2
(b −a)

)
sin

(
β(λ)

) ,

i i i ) si b−a
π

√
λν2
κ2

= 2m avec un m ∈N\{0},

β(λ) = 0, γ(λ) = κ2b√
λν1κ1

, (4.34)

i v) si b−a
π

√
λν2
κ2

= 2m +1 avec un m ∈N,

β(λ) = 0, γ(λ) =− κ2b√
λν1κ1

.

Démonstration. Par des calculs directs, on constate que la fonction z(λ; s) définie sur
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[0,b−a] satisfait aux conditions (4.30) et vérifie l’équation (4.29) dans l’intervalle ]0,b−
a[.

On rappelle que, quel que soit (β,γ) ∈R2, la fonction

z(s) = γ
sin

(
β+

√
λν1
κ1

(s −b +a)
)

b − s

satisfait à l’équation (4.29) sur l’intervalle ]b−a,b[. Or, la continuité de z(λ; s) et celle de

κ̃(s) d
d s z(λ; s) au point s = b −a impliquent que β et γ doivent satisfaire aux conditions

γ
sinβ

a
=

√
κ2

λν2
b

sin
(√λν2

κ2
(b −a)

)
a

, (4.35)

κ1γ

√
λν1

κ1

cosβ

a
+κ1γ

sinβ

a2
=

= κ2b
cos

(√λν2
κ2

(b −a)
)

a
+κ2

√
κ2

λν2
b

sin
(√λν2

κ2
(b −a)

)
a2

. (4.36)

Pour déterminer β= β(λ), γ= γ(λ) pour chaque λ> 0, il faut distinguer les quatre

cas : i ) sin
(√λν2

κ2
(b − a)

) > 0, i i ) sin
(√λν2

κ2
(b − a)

) < 0, i i i ) sin
(√λν2

κ2
(b − a)

) = 0 et

cos
(√λν2

κ2
(b − a)

) = 1, i v) sin
(√λν2

κ2
(b − a)

) = 0 et cos
(√λν2

κ2
(b − a)

) = −1. Ces quatre

cas, comme on le voit facilement, ne sont que les quatre cas cités dans l’énoncé du

lemme. Dans les cas i ) et i i ), en divisant les deux membres de (4.36) par

κ1γ

√
λν1

κ1

sinβ

a
= b

p
κ1κ2ν1p
ν2

sin
(√λν2

κ2
(b −a)

)
a

,

on obtient

cot
(
β(λ)

)=√
ν2κ2

ν1κ1
cot

(√λν2

κ2
(b −a)

)+ κ2 −κ1

a
√
λκ1ν1

, (4.37)

d’où l’expression (4.32)–(4.33) et celle du cas i i ). Dans les cas i i i ) et i v), en substituant

les valeurs de sin
(√λν2

κ2
(b−a)

)
et de cos

(√λν2
κ2

(b−a)
)

dans (4.35)–(4.36), on obtient les

expressions indiquées dans l’énoncé du lemme. On constate sans difficulté que dans

tous les cas i ), i i ), i i i ), i v), la fonction z(λ; s) avec β= β(λ), γ= γ(λ) ainsi déterminés

Khadidja HALLACI 68 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 4. Équation de la chaleur avec l’effet de l’évaporation . . .

vérifie l’équation (4.29) et les conditions (4.30).

L’unicité de la solution z(λ; s) résulte de la théorie classique des équations différen-

tielles ordinaires.

Pour construire la base orthonormale {ek }∞k=1 de L̃2
ν(0,b) qui est un système or-

thogonal dans H̃ 1
κ(0,b), certes, nous utilisons les fonctions z(λ; s) construites dans le

lemme 4.4.1, mais il nous faut en sélectionner celles qui peuvent être un des éléments

de cette base orthonormale. Pour cela, nous rappelons d’abord des propriétés de z(λ; s).

Lemme 4.4.2. La fonction z(λ; s) donnée dans le lemme 4.4.1 appartient à L̃2
ν(0,b)∩

H̃ 1
κ(0,b) si et seulement si

β(λ)+
√
λν1

κ1
a = mπ avec un m ∈N. (4.38)

En outre, on a

lim
s→b− |z(λ; s)| <∞, (4.39)

d

d s
z(λ; s)|s=b = 0, (4.40)

si et seulement si (4.38) est vérifiée.

Démonstration. Si (4.38) est vérifiée, alors, comme sin(mπ− r ′) = ±sin(r ′) (le signe

étant + ou − selon la parité de m), en posant

r = b − s,

on a

z(λ; s) =±γ(λ)
sin(

√
λν1
κ1

r )

r
pour 0 < r ≤ a. (4.41)

On a donc

lim
s→b− |z(λ; s)| = lim

r→0+
|γ(λ)|

∣∣sin(
√

λν1
κ1

r )
∣∣

r
= |γ(λ)|

√
λν1

κ1
<∞.
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En outre, on a

d

d s
z(λ; s)|s=b =±γ(λ)

d

dr

sin(
√

λν1
κ1

r )

r

∣∣∣
r=0

= 0.

Cette dernière relation implique que κ̃(s) d
d s z(λ; s) est bornée, ce qui implique que z(λ; ·) ∈

H̃ 1
κ(0,b).

D’autre part, si 1
π (β(λ)+

√
λν1
κ1

a) 6∈N, alors il existe un ε ∈]0,π[ tel que

z(λ; s) =±γ(λ)
sin(ε+

√
λν1
κ1

r )

r
pour 0 < r ≤ a (b −a ≤ s < b).

Dans ce cas on a

d

d s
z(λ; s) =±γ(λ)

[√λν1

κ1

cos(ε+
√

λν1
κ1

r )

r
−

sin(ε+
√

λν1
κ1

r )

r 2

]

et donc il existe un δ> 0 tel que

∣∣ d

dr
z(λ;b − r )

∣∣≥ 1

2
|γ(λ)|sin ε

r 2
pou tout r ∈]0,δ[ .

On a donc

‖z(λ; ·)‖2
H̃ 1
κ(0,b)

=
∫ b

0
κ(r )r 2| d

dr
z(λ;b − r )|2dr =+∞.

Maintenant nous allons chercher à caractériser les valeurs de λ pour lesquelles

z(λ; ·) appartiennent à L̃2
ν(0,b)∩ H̃ 1

κ(0,b) et à montrer les propriétés utiles des fonc-

tions y(λ;r ) = z(λ;b − r ). Pour cela, rappelons que pour 0 < r < a la fonction y(λ;r ) =
z(λ;b − r ) a l’expression (4.41)

y(λ;r ) = z(λ;b − r ) =±γ(λ)
sin(

√
λν1
κ1

r )

r
.

Nous commençons par le lemme suivant, qui s’écoule immédiatement d’un calcul élé-

mentaire.
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Lemme 4.4.3. Soit ε> 0. Posons

ϕ0(x) = cot x − 1−ε
x

, x ∈R+\(πN), (4.42)

(πN = {x ∈ R|x = kπ,k ∈N}). Alors ϕ0(x) est strictement décroissante dans chaque in-

tervalle ]kπ, (k +1)π[ , k ∈N, et on a

lim
x→(kπ)+

ϕ0(x) =+∞, lim
x→((k+1)π)−

ϕ0(x) =−∞ pout tout k ∈N. (4.43)

Démonstration. On a

d

d x
ϕ0(x) =−1−cot2 x + 1−ε

x2
=− 1

sin2 x
+ 1−ε

x2
.

Or, comme

sin x < x ∀x > 0,

on a

d

d x
ϕ0(x) ≤− 1

sin2 x
+ 1

x2
< 0 ∀x ∈R+\(πN).

Donc ϕ0(x) est strictement décroissante dans chaque intervalle ]kπ, (k +1)π[ , k ∈N.

Les relations (4.43) résultent immédiatement du calcul direct.

Considérons maintenant les deux suites {p∗
k ′}∞k ′=1 et {p∗∗

k ′′ }∞k ′′=1 définies par

p∗
k ′ = k ′π

p
κ1

a
p
ν1

, p∗∗
k ′′ = k ′′π

p
κ2

(b −a)
p
ν2

. (4.44)

Posons

E∗ = {p∗
k ′}∞k ′=1, E∗∗ = {p∗∗

k ′′ }∞k ′′=1 (4.45)

en tant qu’ensembles. En ordonnant tous les nombres de E∗∪E∗∗ selon la grandeur

naturelle, en comptant deux fois dans le cas où p∗
k ′ = p∗∗

k ′′ et en ajoutant p0 = 0, on
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définit la suite {pk }∞k=0. On aura

{pk }∞k=0 = {0}∪E∗∪E∗∗, (4.46)

pk−1 < pk < pk+1 si pk = p∗
k ′ ∈ E∗\E∗∗,

pk−1 < pk < pk+1 si pk = p∗∗
k ′′ ∈ E∗∗\E∗,

pk−1 < pk = pk+1 < pk+2 si pk = pk+1 = p∗
k ′ = p∗∗

k ′′ ∈ E∗∩E∗∗.

On définit la fonctionΦ(q) par

Φ(q) = cot(a

√
ν1

κ1
q)+

√
κ2ν2

κ1ν1
cot((b −a)

√
ν2

κ2
q)+ κ2 −κ1

a
p
κ1ν1q

(4.47)

pour

pk−1 < q < pk (avec pk−1 < pk ).

Lemme 4.4.4. Pout tout k ∈N\{0} tel que pk−1 < pk , il existe une valeur q = qk et une

seule appartenant à l’intervalle ]pk−1, pk [ et vérifiant l’équation

Φ(q) = 0.

Démonstration. En posant x = a
√

ν1
κ1

q , on réécrit la fonctionΦ(q) comme

Φ(q) =ϕ0(x)+cot(Ax),

où ϕ0(x) est la fonction définie dans (4.42) avec ε= κ2
κ1

et

A = (b −a)
p
ν2κ1

a
p
ν1κ2

.
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Posons

x∗
k ′ = k ′π, x∗∗

k ′′ = k ′′ π
A

On rappelle que

lim
x→0+

cot(Ax) =+∞

lim
x→(x∗∗

k′′ )
+

cot(Ax) =+∞, lim
x→(x∗∗

k′′ )
−

cot(Ax) =−∞, pour k ′′ = 1,2,3 · ··

et que cot(Ax) est continue et strictement décroissante dans chaque intervalle ]x∗∗
k ′′ , x∗∗

k ′′+1[

pour tout k ′′ ∈ N. Ceci, joint à l’affirmation du lemme 4.4.3, implique que Q(q) est

continue et strictement décroissante dans chaque intervelle ]pk−1, pk [ et que Q(q) vé-

rifie les relations

lim
q→0+

Q(q) =+∞, lim
q→p+

k

Q(q) =+∞, lim
q→p−

k

Q(q) =−∞.

On en déduit l’affirmation du lemme.

Le lemme 4.4.4 étant démontré, définissons la suite {qk }∞k=1 par les relations :

si pk−1 < pk , alors pk−1 < qk < pk , Q(qk ) = 0, (4.48)

si pk−1 = pk , alors pk−1 = qk = pk . (4.49)

On remarque que d’après la définition de pk , k = 0,1,2, · · · (voir (4.44), (4.45), (4.46)) on

a

0 < q1 < ·· · < qk < qk+1 < ·· · , qk →∞ pour k →∞. (4.50)

On pose

λk = q2
k . (4.51)
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Lemme 4.4.5. Pour les fonctions z(λ; s) définies dans (4.31) on a

lim
s→b− |z(λ; s)| <∞,

si et seulement si λ=λk pour un k ∈N\{0}, où λk , k = 1,2, · · · , sont les nombres définis

dans (4.51). La fonction z(λk ; s) possède k −1 zéros dans l’intervalle ]0,b[.

Démonstration. D’après le lemme 4.4.2, si lims→b− |z(λ; s)| <∞, alors z(λ; s) = z(λ;b −
r ) a l’expression

z(λ;b − r ) =±γ
sin(

√
λν1
κ1

r )

r
pour 0 < r ≤ a.

Or, comme z(λ; s) ainsi que κ̃ d
d s z(λ; s) doivent être continues, on a

lim
s→b− |z(λ; s)| <∞

si et seulement s’il existe un γ ∈R tel que

γ
sin(

√
λν1
κ1

a)

a
=

√
κ2

λν2
b

sin(
√

λν2
κ2

(b −a))

a
, (4.52)

κ1γ
d

dr

sin(
√

λν1
κ1

r )

r
|r=a =−κ2b

√
κ2

λν2

d

d s

sin(
√

λν2
κ2

s)

b − s
|s=b−a . (4.53)

Si sin(
√

λν1
κ1

a) = 0 et sin(
√

λν2
κ2

(b −a)) 6= 0, ou bien sin(
√

λν2
κ2

(b −a)) = 0 et sin(
√

λν1
κ1

a) 6=
0, alors on voit immédiatement qu’il n’existe pas γ qui vérifie l’égalité (4.52).

D’autre part, si

sin(

√
λν1

κ1
a) = sin(

√
λν2

κ2
(b −a)) = 0,
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alors (4.52) est automatiquement vérifiée, tandis que (4.53) est réduite à

κ1γ

√
λν1

κ1

cos(
√

λν1
κ1

a)

a
= κ2b

cos(
√

λν2
κ2

(b −a))

a
,

qui nous permet de déterminer γ qui satisfait aux conditions (4.52) et (4.53).

Dans le cas sin(
√

λν1
κ1

a) 6= 0 et sin(
√

λν2
κ2

(b −a)) 6= 0, de manière analogue à la dé-

duction de (4.37) des égalités (4.35)–(4.36), on obtient la relation : il existe un γ ∈ R
vérifiant (4.52) et (4.53) si et seulement si Φ(

p
λ) = 0, où Φ(·) est la fonction définie

dans (4.47).

Des considération mentionnées ci-dessus et du lemme 4.4.4 on déduit que

lim
r→0+

|z(λ;b − r )| <∞

si et seulement si λ = λk avec un k ∈ N\{0}. En outre la définition de {pk }∞k=0 et de

{qk }∞k=1 on déduit sans difficulté que y(λk ;r ) = z(λk ;b−r ) a k−1 zéros dans l’intervalle

]0,b[.

Proposition 4.4.1. On pose

ek (r ) = yk (r )

‖yk (r )‖L̃2
ν(0,b)

, (4.54)

où

yk (r ) = z(λk ; s), (4.55)

z(λ; s) étant la fonction définie dans (4.31).

Alors

(A) {ek }∞k=1 est une base orthonormale de L̃2
ν(0,b) ;

(B) {ek }∞k=1 est un système orthogonal complet de H̃ 1
κ(0,b) ;

(C) on a

‖ek‖2
H̃ 1
κ(0,b)

=λk ;
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(D) ek (r ) et r 2κ(r ) d
dr ek (r ) sont continues ;

(E) on a d
dr ek (r )|r=0 = 0, ek (b) = 0 ;

(F) on a

− d

dr
r 2κ(r )

d

dr
ek (r ) =λk cv%(r )r 2ek (r ) ∀r ∈ ]0, a[∪ ]a,b[ ;

(G) il existe une constante C1 <∞ telle que

|ek (a)| ≤C1 ∀k ∈N\{0},

(H) ek (r ) possède k −1 zéros sur ]0,b[ ;

(I) on a

M0(k −1)2 ≤λk ≤ M0(k +1)2, M0 =
( p

κ1κ2

π(a
p
ν1κ2 + (b −a)

p
ν2κ1)

)2
.

4.5 Démonstration de la proposition 4.4.1

La démonstration de la proposition 4.4.1 s’articule en plusieurs étapes. Nous pro-

cédons donc en démontrant d’abord des lemmes et ensuite en démontrant la propo-

sition.

Lemme 4.5.1. Il existe un opérateur linéaire A de L̃2
ν(0,b) sur H̃ 1

κ(0,b) qui à chaque

u ∈ L̃2
ν(0,b) associe Au ∈ H̃ 1

κ(0,b) vérifiant la relation

〈Au,ϕ〉H̃ 1
κ(0,b) = 〈u,ϕ〉L̃2

ν(0,b) ∀ϕ ∈ H̃ 1
κ(0,b). (4.56)
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L’opérateur A, considéré comme opérateur de L̃2
ν(0,b) dans lui-même, est un opérateur

linéaire auto-adjoint et compact et ses vecteurs propres ẽk correspondants aux valeurs

propres µk ,

Aẽk =µk ẽk , (4.57)

forment une base orthonormale {ẽk }∞k=1 de L̃2
ν(0,b). Les valeurs propres µk vérifient la

relation

µk ≥µk+1 pour k = 1,2, · · · , µk → 0 pour k →∞. (4.58)

Démonstration. Comme on a

∫ b

0
ν(r )r 2|ϕ(r )|2dr =

∫ b

0
ν(r )r 2

∫ r

b
2ϕ(r ′)

d

dr ′ϕ(r ′)dr ′dr

≤C
(∫ b

0
ν(r )r 2|ϕ(r )|2

) 1
2
(∫ b

0
κ(r )r 2| d

dr
ϕ(r )|2

) 1
2

avec

C = b
(

max
(ν1

ν2
,1

)) 1
2
(

max
(ν1

κ1
,
ν1

κ2
,
ν2

κ2

)) 1
2

,

on a

‖ϕ‖L̃2
ν(0,b) ≤C‖ϕ‖H̃ 1

κ(0,b) ∀ϕ ∈ H̃ 1
κ(0,b).

De la sorte le produit scalaire 〈u,ϕ〉L̃2
ν(0,b) peut être considéré comme fonctionnelle

linéaire sur ϕ ∈ H̃ 1
κ(0,b). Donc d’après le théorème de représentation de Riesz, pour

chaque u ∈ L̃2
ν(0,b) il existe un élément U ∈ H̃ 1

κ(0,b) et un seul qui vérifie la relation

〈U ,ϕ〉H̃ 1
κ(0,b) = 〈u,ϕ〉L̃2

ν(0,b) ∀ϕ ∈ H̃ 1
κ(0,b). (4.59)

En posant Au =U , on définit l’opérateur A de L̃2
ν(0,b) dans H̃ 1

κ(0,b).

Cela étant, le lemme résulte de la théorie bien connue sur l’opérateur linéaire auto-
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adjoint et compact et de la définition des espaces L̃2
ν(0,b) et H̃ 1

κ(0,b) (voir par exemple

le lemme 1 du § 1 du chap. IV de [28]).

Lemme 4.5.2. Soit {ẽk }∞k=1 la base orthonormale de L̃2
ν(0,b) définie dans le lemme

4.5.1. Alors pour tout k on a

µk
d

dr

(
κr 2 d

dr
ẽk

)
=−νr 2ẽk dans L2(0,b). (4.60)

Démonstration. Comme Aẽk =µk ẽk , en posant U = Aẽk , d’après (4.59) on a

∫
I
µkκ(r )r 2

( d

dr
ẽk (r )

) d

dr
ϕ(r )dr =

∫
I
ν(r )r 2ẽk (r )ϕ(r )dr.

Compte tenu que H̃ 1
κ(0,b) est dense dans L̃2

ν(0,b), cette égalité définit la dérivée géné-

ralisée d
dr (κ(r )r 2 d

dr ẽk (r )), qui vérifie (4.60).

Lemme 4.5.3. Soit {ẽk }∞k=1 la base orthonormale de L̃2
ν(0,b) définie dans le lemme

4.5.1. Alors pour tout k, ẽk (r ) a la forme

ẽk (r ) = yk (r )

‖yk (r )‖L̃2
ν(0,b)

, (4.61)

où yk (r ) est la fonction définie dans (4.55).

Démonstration. D’après le lemme 4.5.2, ẽk (r ) doit vérifier l’équation (4.60) qui est iden-

tique à l’équation (4.27) avec λ = 1
µk

et vérifier aussi les conditions aux limites (4.28).

Donc ẽk (r ) doit avoir la forme de la fonction y(λ;r ) = z(λ;b − r ) (définie dans (4.31))

avec λ = 1
µk

. Or, ẽk (r ) doit appartenir à L̃2
ν(0,b)∩ H̃ 1

κ(0,b) et donc, d’après le lemme

4.4.5, il faut et il suffit que λ = 1
µk

soit une des valeurs de {λk }∞k=1. Comme {µk }∞k=1 est
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ordonnée dans l’ordre décroissant tandis que {λk }∞k=1 est ordonnée dans l’ordre crois-

sant, on a

λk = 1

µk
. (4.62)

C’est-à-dire, ẽk (r ) a la forme (4.61).

Maintenant nous démontrons la proposition 4.4.1.

Démonstration. Comme les relations

ẽk = ek , λk = 1

µk

sont établies (le lemme 4.5.3), la relation (A) est démontrée. La relation (B) résulte im-

médiatement du lemme 4.5.1. Pour établir (C) il suffit de substituer u = ϕ = ek dans

(4.56) et de tenir compte de (4.57). Les relations (D) et (F) résultent immédiatement de

(4.60). D’autre part, les relations (E) et (H) sont établies dans la définition de ek (r ) et

dans le lemme 4.4.2.

Pour démontrer l’inégalié

|ek (a)| ≤C1

il nous est commode de considérer la fonction

z(λk ; s) =
√

κ2

λkν2
b

sin
(√λkν2

κ2
s
)

b − s
pour 0 ≤ s ≤ b −a,

de sorte que

ek (a) =
√

κ2
λkν2

b
sin

(√
λkν2
κ2

(b−a)
)

a

‖z(λk ; ·)‖L̃2
ν(0,b)

De cette dernière expression on obtient immédiatement

|ek (a)| ≤
√

κ2

λkν2

b

a

1

‖z(λk ; ·)‖L̃2
ν(0,b)

.
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Considérons d’abord le cas où

λk ≥ π2κ2

(b −a)2ν2
,

c’est-à-dire le cas où √
λkν2

κ2
(b −a) ≥π

Dans ce cas on a

‖z(λk ; ·)‖2
L̃2
ν(0,b)

=
∫ b

0
ν̃(s)(b − s)2(z(λk ; ·))2d s ≥

≥ ν2b
√

κ2

λkν2

∫ b−a

0
sin2(

√
λkν2

κ2
s)d s =

= ν2b
√

κ2

λkν2

∫ b−a

0

1

2

(
1−cos

(
2

√
λkν2

κ2
s
))

d s ≥

≥ ν2b

2

√
κ2

λkν2

∫ b−a

π
4

√
κ2

λkν2

(
1−cos

(
2

√
λkν2

κ2

))
d s =

= ν2b

2

√
κ2

λkν2

[
s −

p
κ2

2
√
λkν2

sin(2

√
λkν2

κ2
s)

]b−a

π
4

√
κ2

λkν2

=

= ν2b

2

√
κ2

λkν2

[
b −a −

p
κ2

2
√
λkν2

sin(2

√
λkν2

κ2
(b −a))− π

4

√
κ2

λkν2

]
≥

≥ ν2b

2

√
κ2

λkν2

[
b −a − (

1

2
+ π

4
)
√

κ2

λkν2

]
≥

≥ 1

π
(

3

4
π− 1

2
)(b −a)

ν2b

2

√
κ2

λkν2
.

On en déduit que

|ek (a)| ≤ a

b

2
1
π

( 3
4π− 1

2 )(b −a)ν2b
≡C [+]

1 pour λk ≥ π2κ2

(b −a)2ν2
.

Comme l’ensemble des nombres λk tels que

λk < π2κ2

(b −a)2ν2
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est fini (et que ek (r ) sont continues), on a

sup
k∈Λ0

|ek (a)| ≡C [−]
1 <∞

où

Λ0 = {k ∈N|λk < π2κ2

(b −a)2ν2
}.

On en déduit que

sup
k∈Λ0

|ek (a)| ≤ max{C [+]
1 ,C [−]

1 } ≡C1 <∞.

De l’expression de ek (r ) (voir (4.54), (4.55), (4.31)) on déduit que sur l’intervalle

]0, a] il y a
[√

λk
a
p
ν1p
κ1
π
]

zéros et sur [0,b[ il y a
[√

λk
(b−a)

p
ν2p

κ2
π
]

zéros (ici [x] est la partie

entière d’un nombre x ≥ 0). Comme le nombre de zéros de ek (r ) sur ]0,b[ est k −1, on

a

k = [√
λk

a
p
ν1p
κ1

π
]+ [√

λk
(b −a)

p
ν2p

κ2
π
]

si
√
λk

a
p
ν1p
κ1

π= [√
λk

a
p
ν1p
κ1

π
]

(et
√
λk

(b −a)
p
ν2p

κ2
π= [√

λk
(b −a)

p
ν2p

κ2
π
]
),

et

k = [√
λk

a
p
ν1p
κ1

π
]+ [√

λk
(b −a)

p
ν2p

κ2
π
]+1 autrement.

Comme pour tout (α,β) ∈R+×R+ on a

α+β−2 < [α]+ [β] ≤α+β,

on a

√
λkπ

a
p
ν1κ2 + (b −a)

p
ν2κ1p

κ1κ2
−2 ≤ k −1 ≤

√
λkπ

a
p
ν1κ2 + (b −a)

p
ν2κ1p

κ1κ2
,

d’où

p
κ1κ2(k −1)

π(a
p
ν1κ2 + (b −a)

p
ν2κ1)

≤
√
λk ≤

p
κ1κ2

π(a
p
ν1κ2 + (b −a)

p
ν2κ1)

(k +1).
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La propriété (I ) est démontrée.

4.6 Solution stationnaire

Maintenant nous allons chercher la solution stationnaire (T (r ),Π(r )) de notre pro-

blème. Plus précisément, nous allons construire les fonctions T (r ) etΠ(r ) qui satisfont

aux équations

− d

dr

(
r 2κ(r )

d

dr
T (r )

)=ψδ(r −a) pour 0 < r < b, (4.63)

−γ0
d

dr

(
r 2 d

dr
Π(r )

)= 0 pour a < r < b (4.64)

avec ψ définie par

ψ= γ1

Π
∣∣
r=a+ε1

−Π∣∣
r=a

ε1
(4.65)

et les conditions aux limites

T |r=b= T b , (4.66)

Π |r=a=πa +α1T |r=a , (4.67)

Π |r=b=Πb . (4.68)

On définit en outreΘa par l’égalité

Θa = γ1 Aa

b

(
Πb − (πa +α1(T b +Θa))

)
, (4.69)

c’est-à-dire

Θa = γ1 Aa

b +γ1 Aaα1

(Πb −πa −α1T b),

où

Aa =
∞∑

k=1

(ek (a))2

λk
.

On a la proposition suivante.
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Proposition 4.6.1. La solution du problème (4.63)–(4.68) est donnée par

T (r ) = T b +
∞∑

k=1
cΘk ek (r ), cΘk = γ1

Πb − (πa +α1(T b +Θa))

b

ek (a)

λk
, (4.70)

Π(r ) = bΠb −a(πa +α1(T b +Θa))

(b −a)
− ab

(
Πb − (πa +α1(T b +Θa))

)
(b −a)r

(4.71)

Démonstration. Il est clair que la solution (formelle) du problème (4.64), (4.67), (4.68)

est

Π(r ) = bΠb −a(πa +α1T (a))

(b −a)
− ab

(
Πb − (πa +α1T (a))

)
(b −a)r

. (4.72)

Donc, en substituant cette relation dans (4.65), on obtient

ψ= γ1

Π
∣∣
r=a+ε1

−Π∣∣
r=a

ε1
= γ1

b
(
Πb − (πa +α1T (a))

)
(b −a)(a +ε1)

≡ψε1 (T (a)). (4.73)

Nous posons également

Θ(r ) = T (r )−T b . (4.74)

Alors le problème (4.63), (4.66) se réduit à

− d

dr

(
r 2κ(r )

d

dr
Θ(r )

)=ψa(T (a))δ(r −a), (4.75)

Θ(b) = 0. (4.76)

En posant

Θ(r ) =
∞∑

k=1
cΘk ek (r )

et en intégrant les deux membres de (4.75) multipliés par ek (r ) sur ]0,b], en vertu de

(B), (C ), (D) et (F) de la proposition 4.4.1, on a

λk cΘk =
∫ b

0
ek (r )

(
− d

dr

(
r 2κ(r )

d

dr
Θ(r )

))
dr =ψa(T (a))ek (a).
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C’est-à-dire, la solution du problème (4.75)–(4.76) est donnée par

Θ(r ) =
∞∑

k=1
cΘk ek (r ), cΘk =ψa(T (a))

ek (a)

λk
. (4.77)

Donc la valeur deΘ(a) est

Θ(a) =ψa(T (a))Aa , Aa =
∞∑

k=1

(ek (a))2

λk
. (4.78)

De (4.73) et de (4.78) on obtient

Θ(a) = γ1 Aab

(b −a)(a +ε1)

(
Πb − (πa +α1(T b +Θ(a)))

)
. (4.79)

Donc, d’après la définition (4.69) deΘa , on a

Θ(a) =Θa

et donc

T (a) = T b +Θa .

En substituant cette expression dans (4.73), (4.77), (4.72), on obtient (4.70) et (4.71).

4.7 Cas du domaine d’une dimension spatiale

Dans la section précédente nous avons déjà montré l’existence et l’unicité de la

solution stationnaire de ce problème, que nous notons (T st (r ),Πst (r )). Posons

ϑ=ϑ(t ,r ) = T (t ,r )−T st (r ), (4.80)

η= η(t ,r ) =Π(t ,r )−Πst (r )−α1ϑ(t ,r ). (4.81)
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Comme ∂r (r 2∂rΠ) = 0 (voir (4.64)), de (4.2) découle

∂tη−γ0∂r (r 2∂rη) =−α1(∂tϑ−γ0∂r (r 2∂rϑ)) pour a < r < b.

On remarque que, en vertu de (4.1), (4.4),(4.5) et (4.80), on a

−α1(∂tϑ−γ0∂r (r 2∂rϑ)) =−α1

(κ(2)

c(2)
v%

−γ0

)
∂r (r 2∂rϑ) pour 0 < z < a.

Ces relations nous permettent de réduire le système d’équations (4.1)–(4.3) à

cv%∂tϑ−∂r (r 2κ∂rϑ) = qδ(r −a) dans ]0,b[ , (4.82)

∂tη−γ0∂r (r 2∂rη) = f dans ]a,b[ , (4.83)

q = q(t ) = γ1
η(t ,ε1)

ε1
, (4.84)

f =−α1

(κ(2)

c(2)
v%

−γ0

)
∂r (r 2∂rϑ). (4.85)

Les conditions aux limites sont

ϑ(t ,b) = 0, η(t , a) = η(t ,b) = 0 ∀t ≥ 0, (4.86)

tandis que les conditions initiales sont

ϑ(0,r ) = T0(r )−T st (r ) ≡ϑ0(r ) pour 0 < r < b, (4.87)

η(0,r ) =Π0(r )−Πst (r )−α1ϑ0(r ) ≡ η0(r ) pour a < r < b. (4.88)

Pour les fonctions u définies sur ]0,b], en utilisant les fonctions ek définies dans

(4.54)–(4.55), on définit les coefficients de Fourier û(k) et la norme ‖u‖Hσ
(0,b)

par

û(k) = 〈u,ek〉L2
cv% (0,b), ‖u‖Hσ

(0,b)
=

( ∞∑
k=1

λσk |û(k)|2
) 1

2
, (4.89)
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où L2
cv%

(0,b) est défini comme dans (4.15). D’autre part, pour les fonctions u définies

sur [a,b], en utilisant les fonctions dk (r ) définies dans (4.26) on définit

û(k) = 〈u,dk〉L2(a,b), ‖u‖Hσ
(a,b)

=
( ∞∑

k=1
k2σ|û(k)|2

) 1
2

. (4.90)

Proposition 4.7.1. Soit 1 <σ< 3
2 . Supposons que ϑ0 ∈ Hσ−1

(0,b) et η0 ∈ Hσ−1
(a,b). Alors, quel

que soit t > 0, il existe une solution (ϑ,η) et une seule du problème (4.82)–(4.88) dans

la classe

ϑ ∈ L∞(0, t ; Hσ−1
(0,b))∩L2(0, t ; Hσ

(0,b)),

η ∈ L∞(0, t ; Hσ−1
(a,b))∩L2(0, t ; Hσ

(a,b)). (4.91)

Démonstration. En utilisant les coefficients de Fourier définis dans (4.89)–(4.90) (même

si on utilise le même symbole û(k) pour les deux sens différents, il n’est pas difficile de

les distinguer du contexte), on peut transformer les équations (4.82)–(4.83) en

d

d t
ϑ̂(t ,k)+λk ϑ̂(t ,k) = q(t )ek (a), (4.92)

d

d t
η̂(t ,k)+γ0

π2

(b −a)2
k2η̂(t ,k) = f̂ (t ,k). (4.93)

En multipliant les deux membres de (4.92) par λσ−1
k ϑ̂(t ,k), on a

1

2
∂tλ

σ−1
k ϑ̂2(t ,k))+λσk ϑ̂2(t ,k) =λσ−1

k ϑ̂(t ,k)q(t )ek (a).

Comme

|ek (a)| ≤C1 ∀k ∈N\{0}

(voir (G) de la proposition 4.4.1), on a

λσ−1
k ϑ̂(t ,k)q(t )ek (a) ≤ 1

2
λσk |ϑ̂(t ,k)|2 + C 2

1

2
λσ−2

k |q(t )|2.
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Or, comme σ−2 <−1
2 , en vertu de (I ) de la proposition 4.4.1 on a

∞∑
k=1

λσ−2
k ≡Cλ <∞.

On en déduit que

d

d t
‖ϑ‖2

Hσ−1
(0,b)

+‖ϑ‖2
Hσ

(0,b)
≤C 2

1Cλ|q(t )|2.

Quant à |q(t )|2, on a

|q(t )|2 = γ2
1

ε2
1

|η(t ,ε1)|2 = γ2
1

ε2
1

∣∣∣ ∞∑
k=1

η̂(t ,k)dk (ε1)
∣∣∣2 ≤

≤Cq

∞∑
k=1

k2σ−1|η̂(t ,k)|2 =Cq‖η(t , ·)‖2

H
σ− 1

2
(a,b)

,

où

Cq = γ2
1

ε2
1

2

a2(b −a)

∞∑
k=1

1

k2σ−1
<∞.

En adjoignant les deux inégalités, on obtient

d

d t
‖ϑ‖2

Hσ−1
(0,b)

+‖ϑ‖2
Hσ

(0,b)
≤C 2

1CλCq‖η‖2

H
σ− 1

2
(a,b)

. (4.94)

D’autre part, si on multiplie les deux membres de (4.93) par k2σ−2η̂(t ,k) et on fait

la somme par rapport à k, on obtient

d

d t
‖η‖2

Hσ−1
(a,b)

+γ0
π2

(b −a)2
‖η‖2

Hσ
(a,b)

≤C2‖ f (t , ·)‖2
Hσ−2

(a,b)
, (4.95)

où

C2 = 1

γ0

(b −a)2

π2
.
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Si on définit

ϑ̃= e−ωtϑ, η̃= e−ωtη, q̃ = e−ωt q, f̃ = e−ωt f (4.96)

avec un ω> 0 (à choisir dans la suite), de (4.82)–(4.83) on obtient

cv%∂t ϑ̃−∂r (r 2κ∂r ϑ̃)+ωcv%ϑ̃= q̃δ(r ) dans ]0,b[ , (4.97)

∂t η̃−γ0∂r (r 2∂r η̃)+ωη̃= f̃ dans [a,b[ . (4.98)

En procédant d’une manière tout analogue à l’obtention de (4.94)–(4.95), de (4.97)–

(4.98) on obtient

d

d t
‖ϑ̃‖2

Hσ−1
(0,b)

+‖ϑ̃‖2
Hσ

(0,b)
+2ω‖ϑ̃‖2

Hσ−1
(0,b)

≤C 2
1CλCq‖η̃‖2

H
σ− 1

2
(a,b)

, (4.99)

d

d t
‖η̃‖2

Hσ−1
(a,b)

+γ0
π2

(b −a)2
‖η̃‖2

Hσ
(a,b)

+2ω‖η̃‖2
Hσ−1

(a,b)
≤C2‖ f̃ ‖2

Hσ−2
(a,b)

. (4.100)

Soit ϑ une fonction appartenant à la classe

Yϑ = L∞(0, t ; Hσ−1
(0,b))∩L2(0, t ; Hσ

(0,b)). (4.101)

Alors, en substituant ϑ à la place de ϑ dans la définition (4.85) de f , on définit f , qui

appartiendra à L2(0, t ; Hσ−2
(a,b)). En substituant f à la place de f dans (4.83), on peut ré-

soudre l’équation (4.83) (avec f ) et on obtient

η ∈ L∞(0, t ; Hσ−1
(a,b))∩L2(0, t ; Hσ

(a,b))

(voir (4.95)). Ensuite, en définissant q par (4.84), on résout l’équation (4.82) et on ob-

tient ϑ, qui, en vertu de (4.94), apprtient à la classe Yϑ. C’est-à-dire, on a définit un

opérateur G1 qui, à ϑ ∈ Yϑ, associe la solution ϑ ∈ Yϑ de l’équation (4.82).

Si on définit f̃ = e−ωt f et si on rappelle la définition de f , on voit aisément qu’il
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existe une constante C f telle que

‖ f̃ ‖2
Hσ−2

(a,b)
≤C f ‖ϑ̃‖2

Hσ
(a,b)

. (4.102)

Considérons maintenant deux fonctions ϑ1 et ϑ2 appartenant à la classe Yϑ. En

définissant ϑ̃1, ϑ̃2, ϑ̃1, ϑ̃2, η̃1, η̃2 de la manière indiquée ci-dessus, on pose

Θ̃= ϑ̃1 − ϑ̃2, H̃ = η̃1 − η̃2, Θ̃= ϑ̃1 − ϑ̃2.

Comme les équations (4.97)–(4.98) sont linéaires, de la même manière que (4.99)–

(4.100) et (4.102) on obtient

d

d t
‖Θ̃‖2

Hσ−1
(0,b)

+‖Θ̃‖2
Hσ

(0,b)
+2ω‖Θ̃‖2

Hσ−1
(0,b)

≤C 2
1CλCq‖H̃‖2

H
σ− 1

2
(a,b)

, (4.103)

d

d t
‖H̃‖2

Hσ−1
(a,b)

+γ0
π2

(b −a)2
‖H̃‖2

Hσ
(a,b)

+2ω‖H̃‖2
Hσ−1

(a,b)
≤C2C f ‖Θ̃‖2

Hσ
(a,b)

. (4.104)

Comme λ2σ−1 ≤ δλ2σ+ 1
4δλ

2σ−2 et donc ‖H̃‖2

H
σ− 1

2
(a,b)

≤ δ‖H̃‖2
Hσ

(a,b)
+ 1

4δ‖H̃‖2
Hσ−1

(a,b)

pour

tout δ> 0, en multipliant les deux membres de (4.103) par une constanteΛ à détermi-

ner et en faisant la somme de ces deux inégalités, on obtient

d

d t

(
Λ‖Θ̃‖2

Hσ−1
(0,b)

+‖H̃‖2
Hσ−1

(a,b)

)+Λ‖Θ̃‖2
Hσ

(0,b)
+

+γ0
π2

(b −a)2
‖H̃‖2

Hσ
(a,b)

+2Λω‖Θ̃‖2
Hσ−1

(0,b)
+2ω‖H̃‖2

Hσ−1
(a,b)

≤

≤ δΛC 2
1CλCq‖H̃‖2

Hσ
(a,b)

+ Λ

4δ
C 2

1CλCq‖H̃‖2
Hσ−1

(a,b)
+C2C f ‖Θ̃‖2

Hσ
(0,b)

. (4.105)

Si on choisit Λ = 2C2C f , δ = γ0π
2

2Λ(b−a)2C 2
1CλCq

, ω = Λ
4δC 2

1CλCq , l’inégalité (4.105) se

réduit à

d

d t

(
Λ‖Θ̃‖2

Hσ−1
(0,b)

+‖H̃‖2
Hσ−1

(a,b)

)+Λ‖Θ̃‖2
Hσ

(0,b)
+γ0

π2

2(b −a)2
‖H̃‖2

Hσ
(a,b)

+

+2Λω‖Θ̃‖2
Hσ−1

(0,b)
+ω‖H̃‖2

Hσ−1
(a,b)

≤ Λ
2
‖Θ̃‖2

Hσ
(0,b)

. (4.106)
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Chapitre 4. Équation de la chaleur avec l’effet de l’évaporation . . .

L’inégalité (4.106) implique que l’approximation successive ϑ̃(n), n = 1,2, · · · , pour

le problème (4.97)–(4.98) (avec les conditions initiales (4.87)–(4.88) pour tout n avec

ϑ0 ∈ Hσ−1
(0,b) et η0 ∈ Hσ−1

(a,b)) converge dans l’espace de Banach Ỹϑ muni de la norme

‖ϑ̃‖Ỹϑ
=

(
‖ϑ̃‖2

L∞(0,t ;Hσ−1
(0,b))

+‖ϑ̃‖2
L2(0,t ;Hσ

(0,b))
+2ω‖ϑ̃‖2

L2(0,t ;Hσ−1
(0,b))

)1/2
.

Comme les équations sont linéaires, la limite ϑ̃ de l’approximation successive ϑ̃(n)

sera la solution du problème (4.97)–(4.98) (et, par sa construction, donnera aussi η̃).

En posant ϑ= eωt ϑ̃, η= eωt η̃, on voit aisément que (ϑ,η) sera la solution du problème

(4.82)–(4.88). Leur appartenance aux classes (4.91) résulte des estimations établies ci-

dessus.

La solution (ϑ,η) du problème (4.82)–(4.88) étant trouvée, par les égalités (4.80)–

(4.81) on peut construire les fonctions T (t ,r ) et Π(t ,r ) qui satisfont aux équations

(4.1)–(4.3) et aux conditions (4.6)–(4.8).
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D
ANS la présente thèse, nous avons démontré l’existence et l’unicité de la solu-

tion du système de deux équations de type parabolique linéaires, qui prend

son origine de la modélisation du phénomène de l’évaporation de l’eau à partir de la

surface d’eau liquide, et ce dans le cas d’un domaine d’une dimension spatiale, dans le

cas d’un domaine de dimension 3 délimité par deux plans horizontaux ainsi que dans

un domaine sphérique avec la symétrie sphérique, même si dans le cas du domaine de

dimension 3 le résultat a été obtenu sous une hypothèse assez restrictive.

Compte tenu de la difficulté intrinsèque de la modélisation mathématique du phé-

nomène de l’évaporation (et de son effet par la chaleur latente), difficulté essentielle-

ment due au fait que l’évaporation se produit sur la surface du liquide – variété de di-

mension 2 –, tandis que l’on est intéressé au comportement des grandeurs physiques

(la température et la densité de la vapeur) dans une région de dimension 3, nous pen-

sons que le résultat obtenu est un bon indicateur du comportement de la température

et de la densité de la vapeur dans un domaine où se produit l’évaporation, bon indica-

teur dans la possibilité de l’étude dans le cadre de l’Analyse mathématique.

Pour obtenir ces résultats, nous avons développé une méthode basée sur des va-

riantes de série de Fourier. En concret, il s’agit d’une variante de série de Fourier sur

un intervalle ]− b, a[ composé par deux sous-intervalles ]− b,0[ et ]0, a[ où les co-

efficients de l’opérateur différentiel sont des constantes différentes sur chaque sous-
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intervalle, et aussi d’une variante de série de Fourier sur le rayon d’une sphère avec

un comportement analogue des coefficients de l’opérateur différentiel. Nous pensons

que cette méthode pourra être ultérieurement développée pour être appliquée à divers

problèmes d’équations du type parabolique et aussi d’équations du type elliptique.

Certainement la question qui reste pour le moment sans être résolue, celle sur la

possibilité de nous libérer de l’hypothèse restrictive dans le cas du domaine de dimen-

sion 3, devra être investiguée. Il se peut que cette question puisse être résolue par une

élaboration ultérieure de calcul, mais il se peut aussi qu’à la résolution de cette ques-

tion puisse être servir l’approfondissement de l’utilisation des espaces de Sobolev ani-

sotropes. Dans ce dernier cas, on aura besoin d’une étude approfondie sur les espaces

de Sobolev anisotropes.

Pour conclure nous citons deux thèmes de recherche, qui ne sont pas dans la portée

immédiate du travail présenté dans la présente thèse, mais auxquels notre intérêt peut

être dirigé. Le premier est une modélisation mathématique plus cohérente du phéno-

mène d’évaporation de l’eau et de son effet dans le milieu environnant. Le deuxième

est l’étude du système d’équations décrivant non seulement l’évaporation de l’eau et

son effet thermique, mais aussi le mouvement de l’eau et de l’air. Ce sont des thèmes

de grand intérêt scientifique et on espère que les études effectuées dans la présente

thèse pourront donner des contributions.
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