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Résumé

Ce travail de thése porte essentiellement sur la synthése des controleurs robustes d’ordre
non entier pour les systémes a retard pur. En effet des nouveaux transferts d’ordre non
entier seront proposés a la structure de SP afin d’améliorer la robustesse de stabilité et des
performances du systéme bouclé. Les contributions principales de ce travail seront baties
autour de la proposition :

- D’une technique de conception d’un modeéle d’ordre non entier, basé sur les algo-
rithmes d’optimisation non linéaire, spécifiquement ’algorithme de PSO (particle swarm
optimization). L’application de ce dernier, on peut minimise la fonction objective (I’erreur
de modélisation), sous contraintes de pondération fréquentielles, pour but de calculer les
parameétres de modeéle proposé.

- D’une technique de conception d’un contréleur robuste d’ordre fractionnaire, basée
sur la fonction idéale de Bode, et aussi le prédicteur de Smith, afin de réduire les effets du re-
tard de controle en supprimant les termes de retard de I’équation caractéristique (c’est-a-dire
que le spectre du systéme de controle en boucle fermée devient fini), cependant, il présente
des limitations et inconvénients inhérents importants. Il peut étre utilisé pour une classe trés
vaste de systémes de retard, sa performance est trés élevée aux erreurs de modélisation, pour
I’évaluation des effets de ces erreurs et son rejet de perturbation est efficace.

Mots Clés :

Prédicteur de Smith, Modélisation par des transferts Fractionnaires, Optimisation non-
linéaire, Fonction idéale de Bode, Robustesse de stabilité et des performances, systémes a

retard.
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Abstract

This Thesis focuses on the synthesis of robust fractional controllers for pure delay systems.
Indeed, the new non-integer order transfers are proposed to the SP structure in order to
improve the robustness of the stability and the performance of the looped system. The main
contributions of this work will be built around the following proposal :

- A technique for designing a non-integer order model, based on nonlinear optimiza-
tion algorithms, specifically the particle swarm optimization (PSO) algorithm. The appli-
cation of the latter, one can minimize the objective function (the modeling error), under
frequency weighting constraints, for the purpose of calculating the proposed model parame-
ters.

- A design technique of a robust fractional order controller, based on the ideal function
of Bode, and also the Smith predictor, in order to reduce the effects of the control delay by
removing the delay terms from the characteristic equation (ie, the spectrum of the closed-
loop control system becomes finite), however, it has significant inherent limitations and
disadvantages. It can be used for a very large class of delay systems, its performance is very
high at modeling errors, for evaluating the effects of these errors and its disturbance rejection
is effective.

Key Words :

Smith Predictor controller, Modelling using fractional transfers, Nonlinear Optimization,

Bode’s ideal function, Stability Robustness, and Systems with time delay.
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Liste des symboles et notations

N

<

Q Qa
3

PID
SP

PSO
FOPTD
SOPTD
FO-PID
ITAE

Ensemble des réels positifs

Ensemble des nombres complexes
Pulsation (fréquence)

Opérateur de Laplace

Domaine de stabilité

Fonction Gamma

Sensibilité directe

Sensibilité complémentaire

Fonction de transfert du systéeme réel
Fonction de transfert du modeéle

Fonction de transfert du controleur

Controleur Proportionnel, Intégral, Dérivé
Prédicteur de Smith.

Optimisation par essaim de particule
Premiére ordre plus un temps de retard
Deuxiéme ordre plus un temps de retard
PID d’ordre non entier

Integral Time Absolut Error
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Introduction générale

e temps de retard (ou le temps mort) est le pire ennemi du controle [I], car il ajoute
Lun déphasage qui affecte la stabilité de la boucle fermée. Pour cela, il est tres difficile
de commander les systémes qui possédent un temps de retard. Toutefois, les régulateurs
classiques, et surtout le controleur fameux proportionnel intégral dérivé (PID) reste incapable
de couvrir tous les besoins de performance dans le cas des processus industriels, généralement
non linéaires, instables, et a grand retard pur [2], mais aussi lorsque les performances exigées
par l'utilisateur sont trés tendues : forte atténuation des perturbations, erreur de trainage
nulle en poursuite, réponse en temps minimal, ceci améne & fonctionner sur des contraintes
qui affectent soit les variables d’action, soit des variables internes du processus. Le PID basé
sur le Prédicteur de Smith & compensation de retard utilise également un modéle, mais il ne
fait pas de prédiction du futur.

Les transferts d’ordre non entier, c’est sujet de recherche scientifique depuis plus de 300
ans, la théorie du calcul fractionnaire a été développée dans la plupart du temps par des
mathématiciens. Dans les dernieres décennies un intérét considérable a été porté au ce genre
de calcul par 'application de ces concepts dans différents domaines de 'ingénierie. Beaucoup
de systémes physiques ont affiché un comportement dynamique d’ordre fractionnaire, tels que
les systémes de réseaux de communication [3], les différents biosystémes, et plusieurs d’autres
exemples [4]. C’est seulement dans les derniéres années que l'on peut trouver un progres
signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation dans la théorie des
systémes et la théorie de la commande [5]. Donc, un travail de recherche intensif est encore
en cours dans plusieurs domaines d’ingénierie pour l'application de ces concepts d’ordre
fractionnaire.

A notre connaissance, les premiers développements de l'intégration du calcul fraction-
naire dans la commande des systémes, ont été initiés par Oustaloup [6, 7], qui a développé la
Commande Robuste d’Ordre non Entier (CRONE) et a appliqué cette technique dans divers

domaines de commande des systémes [8]. Depuis cette initiative, la commande d’ordre frac-
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tionnaire a gagné l'intérét de nombreux chercheurs. Podlubny a proposé le régulateur PID
d’ordre fractionnaire [9, 10], une généralisation du correcteur PID classique [11].

La modélisation consiste a trouver un modeéle paramétré dont le comportement dyna-
mique approche celui du systéme, cette représentation est utilisée pour la simulation des
systémes dans le but de la conception et la commande des systémes. Mais, si les systémes
a commander sont d’ordre fractionnaire, ou possédent un temps de retard, leurs modéles
associés doivent étre aussi d’ordre fractionnaire [12].

Principalement, on a deux grandes classes de modeles qui sont : le modeéle de connaissance
et le modele de comportement (expérimental) [13]. Ce classement est établi & propos des
informations qui sont utilisées pour leurs constructions.

La conception des modeles de connaissance est basée sur ’analyse des systéemes physiques,
chimiques, biologiques, ..., etc. En appliquant les lois générales fondées sur des principes et
lois de la mécanique, 1’électromagnétisme, de la thermodynamique ...etc, [13, 14]. Toutefois,
dans la pratique, on rencontre souvent des obstacles pour la construction des modeéles de
connaissance soit a cause de la complexité des processus, soit a cause des phénomeénes qui
sont mal connus. De plus, afin de simplifier les équations, on néglige quelques paramétres
physiques, cela permet d’obtenir des modéles moins précis, ce qui nous pousse a la conception
des modeles basés sur la mesure des entrées/sorties des systémes a modéliser, c’est ce qu’on
appelle les modéles a comportement.

La procédure de la conception des modeéles a comportement, également appelée identifica-
tion, consiste & poser une structure mathématique paramétrique qui représente une relation
entre ’entrée et la sortie. Pour identifier les parameétres de 1’équation, on utilise les mesures
disponibles. On utilise alors des méthodes d’optimisation, afin d’estimer les parameétres du

modele choisi [15].
les systémes a retard

Un certain nombre de systémes physiques peuvent étre modélisés par une fonction de
transfert incluant un retard pur, ou temps mort. Ces retards peuvent avoir une origine
physique : prenons ’exemple d’une réaction chimique, il existe un retard intrinséque du a
la dynamique du mélange. Ces retards peuvent se retrouver dans d’autres situations; bien
souvent celui-ci peut étre associé & un transport de matiére : transport de ’eau dans une
conduite avant d’arriver au niveau du capteur, ou bien un objet sur un circuit de convoyage
en industrie.

Il est important de noter qu’un retard n’apparait pas uniquement dans une fonction de

transfert par une réalité physique. Dans bien des cas, afin de limiter 1’ordre de la fonction de
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transfert lors de la phase d’identification, on choisit d’inclure un retard. Ce retard permet
alors de décrire une partie de la dynamique du systéme d’une maniére plus simple qu’en

utilisant un ordre plus élevé.

Le Prédicteur de Smith

Du point de vue historique, le premier et probablement aussi le schéma de contréle le
plus réussi et le plus largement utilisé pour les systémes qui possédent un temps mort (temps
de retard) est la structure, qui généralement connue sous le nom do Prédicteur de Smith en
1957, [16]. Cette stratégie de commande suppose que la fonction de transfert du systéme a
retard controlé peut étre exprimée comme une combinaison en série d'un systéme sans retard
et d'un retard de transport.

Si la fonction de transfert du systéme contrélé peut étre factorisée de cette maniére, il est
possible de surmonter le retard en utilisant un modéle de la partie sans retard du systéme a
prédire le comportement futur du systéme.

Depuis une boucle de retour évaluant la différence entre la valeur de consigne et la
sortie du modele seulement controlerait bien le modele, mais pas la sortie du systéme, il est
nécessaire d’ajouter une seconde boucle de retour controlant également la différence entre la
sortie du systeme et la sortie du modeéle retardée, pour compenser les inexactitudes et les
perturbations de charge du modele.

Ainsi, le terme supérieur est retiré de I’équation caractéristique, et l'effet du temps de
retard est partiellement compensé. Le controleur conventionnel tel que PI ou PID peut
ensuite étre utilisé en fonction du systéme controlé. Cependant, le controleur complet qui
comprend a la fois, le controleur (PI ou PID) et le modéle du systéme devient maintenant
lui-méme un systéme a retard. Le fait que ce controleur contient un temps de retard dans le
cadre de sa structure cause des problémes importants au moment ot les controleurs ont été
mis en ceuvre avec des circuits analogiques.

Un équipement compliqué est nécessaire pour réaliser les retards considérablement limi-
tais ’application pratique de ce schéma de controle. Maintenant, ce n’est plus un probléme
parce que les controleurs numériques peuvent mettre en ceuvre des retards assez facilement.
Cependant, le prédicteur de Smith par rapport aux autres techniques qui ont plusieurs incon-
vénients et limites qui ne peuvent pas étre simplement éliminés méme par des progressions
technologiques. Il ne peut étre utilisé que pour une classe limitée de systémes a retard. La

fonction de transfert du processus réel correspondante & une description de 'espace d’état
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avec un seul retard dans le controleur, et aucun retard d’état. Cependant, il existe de nom-
breux systémes importants qui contient des boucles de retour d’état internes avec des retards

considérables.

Les réacteurs chimiques avec flux de recyclage, échangeur de chaleur, et les réseaux de
télécommunication, sont probablement les applications des systémes a retard les plus connues
dans la littérature. Leurs équations d’état incluent des retards purs d’état dont I'influence
sur le comportement dynamique est considérablement plus complexe que le simple temps de
décalage, et retard de phase, qui résulte des retards au niveau de la commande. Le prédicteur
de Smith n’est pas une stratégie de controle approprié pour cette classe de systémes de retard.
De méme, il ne convient pas aux systémes a décalage multiples et pour les systémes a délais

distribués.

De plus, le délai est compensé et le terme supérieur est retiré a partir de 1’équation
caractéristique seulement si la modélisation est parfaite. En raison d’incertitudes de modeéle
inévitable et les non-linéarités des processus ses réelles retarder, la compensation ne sera
jamais parfaite et par conséquent ’équation caractéristique sera supérieur a un nombre infini
de racines, et la performance du controleur sera différente de celle donnée par le cahier de
charge. Cette différence elle-méme provoque des problémes importants. Puisque le prédicteur
de Smith compense en partie les effets de retard, qui peut étre accordé par des gains plus

grands que les controleurs de rétroaction classique, sans perdre la stabilité.

Non seulement la performance mais aussi la stabilité peut étre trés sensibles aux erreurs
de modélisation [17]. Il a méme été démontré que pour les gains élevés de controleur de Smith

peut étre déstabilisé par des erreurs de retard arbitraires.

Un probléme qui est probablement encore pire que cette différence et la sensibilité elle-
méme est l'absence de tout cadre cohérent, qui permettrait de prendre en compte les in-
formations d’incertitude disponibles explicitement, et concevoir le contréleur assez robuste
pour atteindre la stabilité et satisfaisante les performances dans toutes les conditions d’ex-
ploitation prévues et les changements dans les paramétres du systéme. Pour cette raison,
I’analyse de robustesse des schémas de controle de prédicteur de Smith est a la plupart du
temps, simple, et a des observations appropriées avec une généralisation relativement faible
de Hocken et Al [18, 19].

Ainsi, il existe des modifications de schéma de prédicteur de base & un maniére significa-
tive, voir par exemple les travaux de Shahrokhi [20], Landau [21, 22, 23], et Gao [24]). Une
autre astuce possible pour résoudre ce type de probléme est 'utilisation d’un prédicteur de

Smith adaptatif, comme dans le travail de Malek-Zavarei et Jamshidi [25].
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Le troisiéme probléme avec le prédicteur de Smith réside dans le fait qu’il est un schéma
de controle d’un seul degré de liberté. Cela fonctionne trés bien si les signaux de référence

et de perturbation sont similaires.

De plus, comme le signal de consigne est modifié par un signal échelon unité, les per-
formances de prédicteur de Smith sont satisfaites pour des perturbations de sortie rapides.
Cependant, ses performances se détériores considérablement si ces signaux deviennent signi-

ficativement différents.

Généralement, il y a souvent des changements dans la valeur de I’échelon pour ’entrée
de référence et des changements lents de la charge, qui peuvent étre approximés par des
rampes, agissent comme des perturbations. Pour telles conditions, le prédicteur de Smith
réglé pour un bon suivi de référence ayant un mauvais rejet de perturbations et vice versa.
Ainsi, il est souvent rapporté que le prédicteur de Smith peut atteindre jusqu’a 30% de
meilleures performances en termes de 'erreur de moindres carrés sur les controéleurs PID
pour les changements de point de consigne [26]. Cependant, le rejet de perturbations des SP

modifiés pour les changements de point de consigne est souvent plutot médiocre.

La situation est encore pire avec les systémes astatiques. La valeur du temps de retard est
également non nulle, il y aura une erreur d’état stable. Ceci est valable méme si le controleur

contient une action intégrale.

Pour cette raison, il est nécessaire de modifier la structure du prédicteur de base de
Smith pour la rendre approprié, afin de controler les systémes astatiques. Ces modifications
peuvent étre représentées par des schémas & usage unique relativement simples, et spécia-
lement congus pour les systémes avec intégrateur et a retard. Ce caractére a par exemple,
lapproche proposée par Watanabe et Ito [27], qui a encore été améliorée par Astrom et al
28], et Zhang [29]. Ces améliorations ont diminué la sensibilité a la non-concordance du
délai, et ont réduit le nombre de paramétres du controleur afin de simplifier les directives de
réglage.

Une approche plus générale a également été proposée par Watanabe [30], 'auteur part
du fait que les réponses lentes aux perturbations sont causées par la présence de modes
incontrolables mais observables qui sont générés par la connexion en parallele du systéme
controlé, et son modéle a la commande sont affectés par des perturbations. En utilisant la
description de 'espace d’état du systéme et du compensateur et les criteres d’observabilité
correspondants, il congoit un compensateur dynamique de sorte que les modes incontrolables
soient complétement inobservables a la sortie du systéme. Cette méthode est plus intéressante

car elle peut, & étre en principe étendu a d’autres structures de controle et a des classes de
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systemes plus générales. Conceptuellement, la méme approche est utilisée pour concevoir
une structure de controle & deux degrés de liberté pour un systéme a retard discret avec un

retard de controle par Vandeursen [31].
Portée de la these

Le schéma du Prédicteur de Smith (SP) est le schéma de control couramment utilisé pour
les systémes qui possédent un temps mort [32, 33]. Cette stratégie de controle a été largement
étudié dans des documents de recherche récents avec différentes propositions conduisant & un
objectif [34]. Un controleur optimal basé sur un modeéle optimal obtenu en deux étapes, qui
sont : La premiére c’est ’étape de modélisation et la deuxiéme est concernant la synthése du
controleur [35]. Afin d’assurer un indice d’erreur de suivi peu élevé, un controle & faible cott
et une moindre sensibilité aux bruits de capteur et aux signaux de perturbation de charge,
au méme temps [36, 37].

Il est bien connu que le développement des regles de réglage, pour les processus avec un
temps mort, nécessite un modéle parfait qui fournit un modeéle mathématique idéal avec des
détails adéquats [38]. Ce modele devrait fournir une description précise de la dynamique réelle
du processus & controler. Malheureusement, un modéle mathématique parfait est rarement
disponible en pratique en raison de la forte dynamique non linéaire du processus [39, 40].
Pour fournir une description exacte du systéme, le processus devrait étre réduit dans un
modele approprié tel qu'un modeéle de premier ordre a un temps de retard, noté FOPTD (en
anglais : First Ordre Plus Time Delay) [41, 42], ou un modéle de deuxiéme ordre a temps de
retard, noté SOPTD (en anglais : Second Ordre Plus Time Delay) [43]. Diverses méthodes
de regle de réglage basées sur ces modeles ont été développées pour se rapprocher de la
dynamique du processus et garantir la bonne marge de robustesse du systeme de controle
de rétroaction. Parmi eux, Zhuang et Atherton [44], ont proposés une méthode de réglage
pour les controleurs PID & ordre entier pour gérer le modele FOPTD, ce qui est plutot une
approximation meédiocre pour les processus d’ordre supérieur [45]. Palmor [17], a développé
un algorithme d’autoréglage pour le compensateur de temps mort par SP, en utilisant un
modeéle FOPTD pour des systémes stables. Cet algorithme estime deux points sur le processus
de la courbe Nyquist (analyse fréquentiel) par génération automatique des cycles limites
controlés. Les points obtenus sont ensuite utilisés dans une procédure au moins carrée pour
estimer les paramétres du modeéle, dans lesquels un controleur de commande entier primaire a
été congu selon la méthode empirique de Zeigler-Nichols. Hang [46], a proposé une méthode
pour l'auto réglage et l’auto-synchronisation du SP modifié¢ en utilisant la stratégie des

relais par retour d’état. D’autre part, Wang [41], a proposé une méthode analytique pour
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concevoir une série de modeles FOPTD, dans lesquels le controleur obtenu est congu par
un seul d’entre eux. Kaya [47], a suggéré trois types de modeles d’ordre entier, qui sont :
un SOPTD stable, un FOPTD intégrateur et un FOPTD instable. Malheureusement, ces
modeles entiers peuvent générer des erreurs dans 1’étape d’estimation des parametres du
modele, en raison d’un retard de temps mort important et d’un processus de commande
plus élevé. Baiyu [48], a utilisé la méthode de la fonction de base radiale, basée sur le réseau
de neurone (en anglais, Radial Basis Function Neural Network, RBFNN) pour trouver les
paramétres FOPTD pour un processus non linéaire [49, 50]. Cependant, cette méthode n’a
pas produit une expression analytique pour le modeéle. En conséquence, les paramétres du
controleur ne sont pas faciles a concevoir en utilisant les stratégies précédentes [51, 52].
Notez que l'ordre fractionnel effectué sur 'opérateur de Laplace peut étre approché dans la
fonction de transfert d’entier habituel qui contient les poles et les zéros infini. Par conséquent,
de nombreuses stratégies de controle avancées bénéficient & la propriété précédente, dans
laquelle le controleur fractionnaire robuste obtenu peut étre synthétisé avec des parameétres
moins inconnus [53]. Le controleur obtenu doit satisfaire plusieurs spécifications imposées
lorsque les parametres du modéle changent dans une large gamme.

Par conséquent, la taille du probléme d’optimisation devient considérablement réduite
assurant le succes de l'outil d’optimisation.

Le but de ce travail est d’améliorer les performances du schéma de prédicteur de Smith
(SP) en boucle fermée pour les systémes a temps mort. Pour atteindre cet objectif, un
nouveau modele & ordre fractionnaire a été proposé. En outre, une méthode de syntheése
basée sur le schéma SP et un probléme d’optimisation avec des contraintes réduites pour
concevoir le controleur fractionné SP robuste proposé. Cette stratégie proposée garantit une
bonne dynamique de rejet, une bonne dynamique de suivi des points de consigne et une
bonne dynamique d’atténuation des bruits des capteurs pour deux systémes différentes.

Dans le reste de cette thése on va présenter tous les développements mathématiques liés

a cette méthode de controle, ainsi que notre méthode proposée.
Organisation de la thése

Les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant I’'objet de cette thése sont présentés
en quatre chapitres.

Le premier chapitre qui porte sur la théorie de systémes a retard, et quelques exemples de
ces systémes, qu’ils existent dans la littérature. Ainsi les principaux modéles de systémes a
retards. Ensuite les techniques conventionnelles de modélisation et commande des systémes

a retard seront bien structurées afin de distinguer leurs limitations dans ce cas de systémes.
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Le deuxiéme chapitre sera divisé en deux parties, fera ’objet d’'une exploitation des outils
mathématiques nécessaires a la réalisation de ce travail de thése, le calcul fractionnaire et une
méthode d’optimisation non linéaire. Dans la premiére partie, nous donnerons les définitions
de base de la dérivation et de 'intégration d’ordre non entier, quelques méthodes d’approxi-
mation fractionnaire, les différentes représentations des systémes fractionnaires et enfin les
conditions de stabilité de ces systémes. La deuxiéme partie focalisera sur la technique d’opti-
misation non linéaire de type méta-heuristique (I’optimisation par essaim de particules), en

vue de 'obtention des paramétres optimales pour les méthodes proposées dans cette thése.

Dans le troisiéme chapitre, la structure d’ordre non entier du fameux PID sera appliquée
sur les systémes a retard afin d’améliorer les performances de ces derniers. Pour atteindre
cet objectif un probléme d’optimisation sous contraintes doit étre résolus par 'algorithme
méta-heuristique (PSO).

Le quatriéme chapitre, qui est le dernier chapitre de ce travail, englobera nos contribu-
tions. La premiére contribution porte sur la proposition d’'un modeéle d’ordre fractionnaire
basée sur la définition de l'intégrale de Riemann-Liouville. La deuxiéme est le développe-
ment d’un contréleur d’ordre non entier basé sur le schéma modifier du Prédicteur de Smith
(SP) et la fonction idéale de Bode fractionnaire. Dans ce chapitre, nous appliquerons notre
méthode proposée sur des systémes a retards pur. Nous commencerons par un systéme avec
un grand temps de retard pour lequel on synthétise une loi de commande éliminera ’effet de
retard. Ensuite, un deuxiéme exemple sous la forme d’un systéme multi lags & retard pour
lequel nous montrerons l'efficacité du notre contribution, et la robustesse de ces méthodes

proposées.

Finalement, nous conclurons sur ce travail de thése et nous présenterons les perspectives
possibles qu’il permet d’ouvrir la porte vers des solutions pertinentes dans le sujet de la

commande des systémes a retard.




Chapitre 1

Modélisation et commandes

conventionnelles des systémes a retard

1.1 Introduction

Qu’est-ce qu’un retard ?

Temps de retard est la propriété d’un systéme physique par lequel la réponse a une force
appliquée (action) est retardée dans son effet [54]. Chaque fois que matérielle, renseigne-
ments ou I’énergie est transmis physiquement d’un endroit a I’autre, il y a un retard lié¢ a la
transmission.

La valeur du retard est déterminée par la distance et la vitesse de transmission. Certains
délais sont courts, certains sont trés longues. La présence de longs retards rend l'analyse
de systéme et le controle de conception beaucoup plus complexe. Ce qui est pire, c’est que
certains retards sont trop long & percevoir et le systéme est percu comme un sans retards.

Temps morts (temps de retard) abondent dans le monde. Ils apparaissent dans divers
systémes tels comme des systémes biologiques, écologiques, économiques, sociales, ingénieries
etc. Par exemple, une surexposition aux rayonnements augmente le risque de cancer, mais
I’apparition de cancer suit généralement une exposition aux rayonnements de nombreuses
années. En économie, la banque centrale dans un pays souvent tente d’influencer I’économie
par ajustement des taux d’intérét ; 'effet d’un changement de taux d’intérét prend des mois
a se traduire par un impact sur I’économie. En politique, les politiciens doivent peu de temps
pour prendre des décisions et ils devront attendre quelque temps avant ils découvrent si les
décisions sont correctes ou non. En marche arriére d’'une voiture autour d’un coin, le pilote

doit attendre que la direction prenne effet. En ingénierie, & qui cette thése met 'accent, il y
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a beaucoup de systémes avec des retards ; Voir la section suivante pour obtenir des exemples.

Une tendance générale en réponse a des erreurs dans un systeme doit réagir immédia-
tement aux erreurs et réagir plus si les erreurs ne sont pas atténuées ou éliminées dans le
temps comme prévu. Toutefois, pour un systéme avec des retards, seulement apres les retards
inhérents seront les erreurs commencent & changer. Par conséquent, il est trés important de
bien comprendre I’existence de retards et de ne pas le faire réagir de facon excessive. Dans le
cas contraire, le systéme est trés probablement dépassé ou méme devenir instable. Lorsqu’il

s’agit des systemes a retard pur, la patience est une vertu.

I.2 Les systémes a reatrd

Les systémes qui possédent des temps de retard abondent dans le monde. Une des raisons
est que la nature est pleine des retards transparents. Une autre raison est que les systémes de
retardement sont souvent utilisés pour modéliser une large classe de systémes d’ingénierie, ot
propagation et transmission de renseignements ou des documents sont impliqués. La présence
des retards rend la conception analyse et controle des systémes beaucoup plus complexes.
Dans ce chapitre, quelques exemples de systémes a retard sont présentés puis un bref apercu
sur le controle des systémes de retard est donné.

Pour un retard donné avec une valeur de 6 > 0, la sortie y(t) correspondante a l'entrée

u(t) est comme suit :

y(t) = u(t —0) (L.1)

Par conséquent, la fonction de transfert d’un élément de retard est donnée par :

I.2.1 Exemples des systémes a retard

Quelques exemples physiques des systémes a retard en ingénierie sont présentés ici.

1.2.1.1 Réseauxr de communication

Dans ces derniéres années, les réseaux de communication ont été parmi la zone de dépres-
sion en ingénierie et il existe un intérét croissant dans le controle des systémes sur des réseaux

de communication. Grace & des réseaux a haut débit, le controle sur internet est maintenant
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disponible [55]. Ces systémes sont fréquemment modélisés du point de vue contrdle sous
forme de systémes retardés en raison des temps de retard de propagation inhérentes. Ces
derniers sont cruciaux pour la stabilité de systéme et la qualité de service.

Une seule connexion entre une source contrdlée par un organisme de réglementation de
I’acceés et un nceud de destination lointaine, servi avec une capacité de transmission constante
M est donné a titre d’exemple ici. Cela peut étre décrit par le modele de fluide, illustré a
la figure (a). Au niveau du noceud de source, 'organisme de réglementation de 'acces
controle la débit calorifique , selon ’état de congestion du nceud de destination.

L’état de congestion y(t) est défini comme la différence entre le courant contenu de la

mémoire tampon u(t) et la cible X, comme suit :

y(t) = u(t) — X (1.3)

En raison du retard de propagation a partir du nceud de destination vers le noeud source,
appelé le retard vers I'arriére 6,, cette situation arrive au niveau du nceud source (régulateur
d’acces) qu’apres ce retard. Il y a aussi un retard vers 'avant ¢, pour le paquet afin d’arriver
au niveau du nceud de destination a partir du nceud de source. Les paquets arrivés sont
stockées/accumulées dans la mémoire tampon et envoyée avec une capacité de transmission
constante u. L’objectif de controle dynamique est de s’adapter u(t) a u, tout en conservant
la mémoire tampon & un niveau acceptable. Le schéma est illustré a la figure [L.1| (b).

Les réseaux de communication dans la réalité, qui sont construits a partir des connexions
simples, sont beaucoup plus compliquées. Les retards sont souvent variables dans le temps et
stochastique. Les informations transmises par I'intermédiaire de réseaux de communication

sont codées et il existe ainsi des pertes de paquet.

1.2.1.2 Les biosystémes

Le temps de retard a été introduit au modele biosystémes & produire de meilleure cohé-
rence avec la nature et les résultats de prédiction. L’objectif ultime est de mieux comprendre
les systemes et ensuite de les combattre. Les biosystémes étudiés dans cette dynamique des
populations de la couverture du champ, physiologie, épidémiologie, immunologie, réseaux de
neurones et de la cinétique de la cellule.

Le modeéle suivant de retard pour la dynamique des populations a été introduit dans [55],
modifier le modele de Verhulst [56], classique pour tenir compte des périodes de I’éclosion et

la maturation :
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x(7)

%, %
Access \ —anl N
1€ = |~
reculator \ \
% LY
LY Y
\\ \\.
source v channel v, destination

(b) Bloc Diagramme

F1G. 1.1 — Schéma bloc d’un réseau de communication [55]

k

Ici, les paramétres non négatifs 6 et k sont, respectivement, I'intrinseque taux de crois-

0 =yto) (1- 2 -2) (1.4

sance et la capacité environnementale. Ce modeéle simple peut expliquer le comportement
oscillatoire observé dans une population d’une espéce unique, sans toute interaction préda-
teur d’autres espéces.

Un autre exemple simple est le modeéle de croissance des populations de cellules, qui est

donnée par la formule :

y(t) = ay(t) + By(t — 0) (I.5)

La solution de ’équation g(t) = 0 devient instable lorsque la valeur de temp de retard

dépasse la limite suivante :

g — cos 1 (—a/p)

—— (L6)
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Chapitre I. Modélisation et commandes conventionnelles des systémes a retard

On trouvera des exemples des biosystémes en [57], et d’autres références a l'intérieur.

1.2.2 Modéles irrationnel de premier et de deuxiéme ordre plus

retard pur

Un autre point qui doit étre mis en considération est ’estimation des systémes du premier
ordre a retard pur, appelés dans la littérature par FOPDT (First Order Plus Dead Time).
Les modeéles de ces systémes ont regu une grande attention en raison de 1'utilisation répandue
dans les techniques de réglage des controleurs PID. Souvent la détermination d’un modeéle
rigoureux est difficile en raison de la nature complexe de certains processus. Par conséquent,
identifier ces systémes par des modeles d’ordre inférieur & partir des données entrées-sorties

est une solution trés adoptée. Un modeéle simple du FOPDT sous la forme suivante :

B A0
14T
Ou A, T, et 0 représentent respectivement le gain, la constante du temps et le retard

(L7)

pur, domine pour la conception d’une commande dans les applications industrielles [58, 59].
En revanche, le modéle du FOPDT reste limité lorsque le systéme est non amorti ou la
dynamique est d’ordre élevé. Ainsi, le modeéle irrationnel de second ordre plus un temps de
retard (SOPTD) est plus représentable que le modéle de premier ordre.

A0

H= (1+T1.5) . (1+Ty.s) (18)

1.3 Stabilité des systémes a retard

Dans un premier temps on va s’intéresser aux différentes définitions liées a la stabilité des
systémes a retards, ensuite on présentera la seconde méthode de Lyapunov avec les approches

de Razumikhin et de Krasovskii [60].

I.3.1 Stabilité au sens de Lyapunov

L’objectif de cette section est de définir les notions d’état d’équilibre, de point d’équilibre
ainsi que les différents concepts de stabilité associés au cas des systémes a retards. On
considére dans la suite que les systémes étudiés sont décrits sous la forme d’une équation
d’état donnée par :

i(t) = f(t, ) (1.9)
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ou z(t) est un élément de R™, 'instant initial et I’état initial sont respectivement tq et
¢, Le retard est noté 0.
La solution a l'instant ¢ est notée x(t; ¢, ) , la fonction d’état solution a I'instant ¢ étant

x(dg,0), qui désigne 1’état & I'instant ¢ qui passe par la fonction initiale ¢, a Uinstant ¢ .

1.3.1.1 Notion d’état et de point d’équilibre

Un état ¢, élement de C, est appelé état d’équilibre du systeme (L.9)) si la solution
x(t;t, ¢,.) existe et vérifie x,(t, ¢,) = ¢, pour t > to [61].
Si ¢, est un état d’équilibre alors il existe z, € R", tel que ¢, (7) = ., avec T appartenant

a Pintervalle [—0, 0]. Par définition, z. est un point d’équilibre de 'equation ([L.9)).

1.3.1.2 Stabilité d’une solution générale

Soi z(t; tg, ¢y) la solution de l'equation pour l'état initial ¢, a U'instant ¢, .

Définition 1

La solution x(t; to, ¢,) est dite stable par rapport a to si, pour tout réel € > 0 , il existe
un réel § > 0 dépendant de ty et de € tel que l'inégalité ||z(t;to, ¢) — x(;t0, Pg)|| < € soit
vérifiée pour toute condition initiale ¢, vérifiant || — ¢y|| < ¢ (to,€), pour tout instant ¢ > to
5, 59].

Soit y(t) 'écart entre z(t; to, ¢) la solution de et z(t; to, ¢y) la trajectoire étudiée, ce
qui implique : y (t) = x(t;tg, ¢) — z(t; to, ¢y), alors y(t) est la solution du probléme suivant :

y(t) = g(t,ye) (L.10)

ow, g(t, ye) = f (6,4 + 21 (to, bo)) — f (£, 21 (to, do)) 9 (¢,0) = 0.

La stabilité de la solution x (t;to, ¢,) de 1’équation est équivalente a celle de la
solution nulle de ’équation ). C’est pourquoi on suppose par la suite que f(¢,0) = 0
pour tout instant supérieur ou égal a ty, et on se restreint a 1’étude de la trajectoire nulle

(ou du point d’équilibre 0).

1.3.1.3 Stabilité du point d’origine

Le systeme ([.9)) étudié n’étant pas nécessairement stationnaire, les définitions sont rela-
tives & l'instant initial {5 ou & un intervalle d’instants initiaux 7; C R.

Définition 2
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L’origine du systéme ([.9) est un équilibre stable par rapport a ¢y si, pour tout € > 0 , il
existe un réel 0 > 0 dépendant de ty et ¢ tel que pour toute condition initiale

¢ olly <6 (to,e) = [lz (£t @) <&, = to.

Cette définition est illustrée par la figure [[.2]

[ |

F1a. 1.2 — Stabilité au sens de Lyaponov pour un point d’équilibre z. [62]

Définition 3
L’origine du systéme est uniformément stable par rapport & tgsi, pour tout réel
e > 0, il existe un réel § > 0 dépendant de € tel que pour toute condition initiale ||¢|, <
d(e) = ||z (t;to, @)|| < e,Vt >t .
1. Dj (to) est le domaine de stabilité de la solution nulle de (L.9), si :
— Dy (to,€) : est le plus grand voisinage connexe de ¢ = 0 inclus dans le domaine
suivant :
{0 C: (vt =to) ([[= (t: 10, )| <€)}
— Dy (to) = U Ds (to, €)

e>0
Dans le cas ou Dy (ty) = C, alors l'origine du systéme ([.9) est dite globalement stable.

Elle est stable si elle est par rapport a R.

La stabilité est dite /D (Independent of Delay) si elle est prouvée pour toute valeur du
retard. Elle est dite DD (Delay Dependent) si elle n’est vérifiée que pour certaines valeurs
de retard.
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Dans les différentes définitions de stabilité, il est supposé que les conditions initiales
soient continuées par morceaux mais afin de simplifier ’étude on peut les considérer comme

continues [62].

1.3.1.4 Attractivité

1. L’origine du systéme ([.9) est un équilibre attractif par rapport a tg, s’il existe un réel

positif 0 dépendant de %y tel que, pour toute condition initiale

6 10lly < 8 (t) = lim o (810, )] = 0.
Dy (to) est le plus grand voisinage connexe de ¢ = 0 tel que, ¢ € D; (ty) = tlirn |z (t;t0, @)|| =
0

2. L’origine du systeme ([.9) est attractive par rapport a T;, si elle est attractive par

rapport a tout instant ¢ de ’ensemble T;.

3. L’origine du systéme ([.9) est attractive si elle est attractive par rapport a R.

1.3.1.5 Stabilité asymptotique

L’origine du systeme est asymptotiquement stable par rapport a to (respectivement
T; ou R) si elle est stable et attractive par rapport a to (respectivement 7; ou R).

Le domaine de stabilité asymptotique Dy, (o) est 'intersection des domaines de stabilité
et d’attractivité; Dy, (to) = Ds (to) U D, (to). Si ce domaine est 1'espace C, alors l'origine est
dite globalement asymptotiquement stable [62].

1.3.1.6 Stabilité exponentielle

L’origine du systéme ([.9) est exponentiellement stable par rapport a ¢, s’il existe trois
constantes 0, a et b strictement positives telles que, pour tout ¢ et pour tout t > ¢y :

l6lly < 5= [l (t:to, &) < alléll, x exp (=b (¢t — to)) .

Les constantes 9, a et b dépendent éventuellement de t5. On appelle b, le taux de conver-
gence exponentielle [62, 14].

Le domaine de stabilité exponentielle D, (to, a,b) de 'équilibre z, = 0, est défini comme
le plus grand voisinage connexe de cet équilibre tel que, pour tout ¢ € D, (to,a,b) et pour
tout t >ty :

[ (t: t0, @) < all@lly x exp (=b(t —to)) .
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1.3.1.7 Stabzilité robuste

La notion de "stabilité robuste" peut faire référence a différents types de robustesse.
Un systéme a retard est dit H — robustement stable si son équilibre est asymptotiquement
stable et ceci pour toute fonction 6 () dans un domaine H. Un systéme incertain est dit
robustement stable si son équilibre est asymptotiquement stable pour toutes les incertitudes
admissibles sur les paramétres du modele. La stabilité robuste peut étre définie aussi comme
la propriété d’un systéme & maintenir son équilibre asymptotiquement stable sous de "petites

perturbations" [62].

I.4 Commandes conventionnelles des systémes a retard

Le premier systéme de controle efficace pour les systémes a retard est le prédicteur de
Smith [16]. En introduisant une boucle de rétroaction interne d’un prédicteur, le probléme
de conception du controleur pour un systéme de retard est alors converti en un probleme
de conception pour un systéme sans retard. Cela a considérablement simplifié la conception
du controleur. Cependant, le prédicteur classique de Smith ne peut pas étre appliqué a des
systémes instables. Cela a motivé le prédicteur de Smith modifié et ’assignation & spectre
fini.

Le controle H,, est une approche clé pour gérer la robustesse. Le probleme de controéle
standard H,, pour les systémes sans retard a été résolu a la fin Années 1980. Depuis lors,
le contréle robuste des systémes de temporisation a attiré de nombreux chercheurs. Les ap-
proches impliquées sont principalement de trois sortes : méthodes de l'opérateur-théorie,
méthodes d’espace d’état, et la méthode factorisation J-spectrale. Dans le contexte des mé-
thodes de 'opérateur-théorie, qui sont souvent basé sur des méthodes de levage commutant
ou biaiser la théorie de Toeplitz [63]. Le systéme a retard est traité comme un systéme général
a dimension infinie. Treés élégant des résultats ont été obtenus dans. Cependant, puisque le
cadre général des systémes & dimension infinie est utilisé, les solutions sont trés compliquées,
et difficiles & comprendre pour les ingénieurs. Dans le contexte des méthodes d’espace d’états,
comme indiqué dans la théorie des jeux dynamiques [55], joue un role important. Dans le
contexte de la technique de factorisation spectrale, telles que décrites dans, 'idée Meinsma-
Zwart [55], c’est-a-dire, de convertir la factorisation spectrale d’une matrice de transfert de
dimension infinie, & celle d’'une matrice de dimension finie (I'idée principale).

Une autre contribution liée & ce domaine, illustrée dans [64, 65|, ou le probléme de

controle H infinie standard pour les systémes a retard d’entrée/sortie multiple est résolu en
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considérant le retard comme une contrainte de causalité sur le controleur, mais il reste le
probléme de la stabilité pour le systéme sans retard, ainsi que la réponse est lente.
Ce qui précede n’est qu’un bref apercu su le controéle classique des systémes a retard.
Par conséquent, I’approche basée sur la commande par retour d’état, ainsi que celle, basée
sur le prédicteur de Smith classique, et la commande par modéle interne, sont bien détaillées

dans la prochaine section.

I.4.1 Approche basée sur la commande par retour d’état

En théorie du controle, on distingue les arrangements en boucle ouverte (BO) et en
boucle fermée (BF). Le schéma en boucle ouverte a ’avantage que la question de la stabilité
du systéme est simple ; le systéme est stable lorsque le controleur et le processus sont stables.
Les raisons fondamentales de 'utilisation du controéle par rétroaction, décrites par Skogestad
et Postlethwaite, sont résumées comme étant la présence d’une incertitude de signal sous
la forme de perturbations inconnues, d’incertitude du modele de processus et d’'un systéme
potentiellement instable.

Ici, un schéma de contréle par retour d’état, illustré a la figure [[.3] est appliqué comme
décrit par [66]. L’entrée du régulateur est Ej, = y,.; —y—1n, ol y est la sortie mesurée, y,.s est
la référence ou la consigne, et 1 est le bruit de mesure. Sur cette figure, G. désigne la fonction
de transfert du controleur, tandis que G, désigne la fonction de transfert de processus réel.
La variable de transformation de Laplace s est omise des fonctions de transfert pour plus
de commodité. La sortie du contréleur noté u, et la perturbation d’entrée du processus est
noté d. L'erreur de modélisation F, est considérée comme le vrai décalage de sortie de la
référence.

L’objectif ici est la réjection des perturbations, et comme un filtre de consigne supprime
I'influence de la perturbation dans la boucle fermée, le filtre de référence est ignoré. On
suppose que la fonction de transfert de perturbation est égale a 'unité et n’affecte pas le
signal de perturbation d. Ainsi, la réponse en boucle fermée du modeéle de processus réel avec

un controleur & un degré de liberté peut étre écrite par ’équation ([.11])).

1 G, G, G,G.

— d o — e L11
YTivGe T ivea, " T iraa,” (I.11)
Sa Se
Définir les fonctions :
1 G, G,
§y=— g = e .12
1T rG,GY 1+G,G. (L.12)
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ol, Sy est la fonction de transfert de la sensibilité directe, et S. représente la fonction de
transfert de la sensibilité complémentaire. I’influence de la perturbation, la référence et le

signal de bruit sur la réponse est identifiée comme suit :

u = GCSd (yref — d — T]) (113)

L’expression équivalente pour 'erreur est

Ep = de — deref — SC77 (114)

La référence influence 'entrée de systéme a travers le produit G.Sy et le décalage d’erreur
a travers S;. La sensibilité complémentaire indique ’amplification du bruit dans la boucle
fermée. Par conséquent, si S. > 1, le bruit finalement dominera ’erreur. Une illustration
graphique fréquentielle du comportement de S;. S., G, et le produit G.Sy ( avec la fonction

de transfert du processus réel utilisée dans cet exemple est : G, = sont donnés a la

e S )
148s

figure[[.4] On remarque que le controleur n’est pas idéal, car le suivi de référence est médiocre,
et le bruit est amplifié (S, > Sy). En ce qui concerne 'action du controleur, la courbe de

G .Sy indique que le controleur travaille fortement dans la région des hautes fréquences.

e

G o] G —

fl

Fic. 1.3 — Schéma fonctionnel de commande par retour d’état

1.4.2 Controleur PID

Le controleur PID : Proportionnel Intégral Dérivé. C’est un organe de controle permettant
d’effectuer une régulation en boucle fermée d'un systeme industriel. C’est le régulateur le

plus utilisé dans 'industrie, et il permet de controler un grand nombre de procédés.
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Amplitudes (abs)
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F1G. 1.4 — Tracé des Amplitudes Sy, Ss, G, et G.Sy [59)

L’erreur observée est la différence entre la consigne et la mesure. Le PID permet trois
actions en fonction de cette erreur :

— Une action Proportionnelle : I'erreur est multipliée par un gain K.

— Une action Intégrale : Verreur est intégrée sur un intervalle de temps s, puis divisée

par un gain 77.

— Une action Dérivée : l’erreur est dérivée suivant un temps s, puis multipliée par un

gain Tp.

11 existe plusieurs architectures possibles pour combiner les trois effets (série, paralléle ou
mixte).

Le réglage d’'un PID consiste & déterminer ses coefficients, afin d’obtenir une réponse
adéquate du procédé et de la régulation. L’objectif est d’étre robuste, rapide et précis. Il faut
pour cela limiter le ou les éventuels dépassements.

La robustesse est sans doute le paramétre le plus important et délicat. On dit qu’un sys-
téme est robuste si la régulation fonctionne toujours méme si le modéle change un peu. Un
régulateur doit étre capable d’assurer sa tdche méme avec ces changements afin de s’adapter
a des usages non prévus/testés (dérive de production, vieillissement mécanique, environne-
ments extrémes...).

La rapidité du régulateur dépend du temps de montée et du temps de réponse (temps

d’établissement du régime stationnaire).
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Le critére de précision est basé sur ’erreur statique.

L’analyse du systéme avec un PID est trés simple mais sa conception peut étre délicate,
voire difficile, car il n’existe pas de méthode unique pour résoudre ce probléme. Il faut trouver
des compromis, le régulateur idéal n’existe pas. En général on se fixe un cahier des charges
a respecter sur la robustesse, le dépassement et le temps de réponse.

Les méthodes de réglage les plus utilisées en théorie sont la méthode de Ziegler- Nichols,
la méthode de Naslin (polynémes normaux & amortissement réglable), la méthode du lieu de
Nyquist inverse, utilise le lieu de Nyquist [11].

L’équation différentielle pour ’algorithme de contréle PID sous la structure paralléle est :

G.(t) = K, | E,(t) + Til / B, (t)dt +TD%;@) (L.15)

0

Appliquant la transformée de Laplace a cette équation différentielle, on obtient la fonction

de transfert suivante :

Go(s) = gp(fg) - K, (1 + % + TDS> (L16)

Une représentation alternative du controleur paralléle avec un ensemble différent de pa-
rametres d’ajustement. La fonction de transfert correspondante est :
U I
i = K, (P+ <1+ Ds)
P=1-1-D>0 (I.17)
I1>0,D>0

Ici K,,P, I et D, représentent respectivement le gain du controéleur, I’action proportion-
nelle, 'action intégrale et I'action dérivée. La configuration alternative est motivée par la
capacité de produire des controleurs , sans le gain (approche zéro) pour supprimer le terme
proportionnel P. Un autre avantage est que le terme intégral n’aborde jamais 'infini, ce qui
peut étre le cas avec le paramétrage standard ou en cascade. Ce paramétrage a aussi I’avan-
tage d’éviter d’avoir le terme intégral approche I'infini. Le terme proportionnel du contréleur
est défini par les coefficients des actions intégrale et dérivée, et le gain global est utilisé pour
ajuster la sensibilité du controleur.

Controleur PID en cascade; Dans le passé, lorsque les controleurs étaient analogiques,
il était pratique d’avoir 1’élément PI et I’élément PD en série. C’est le cas du controleur en

série (ou cascade). Cette structure est trés utilisée dans I'industrie. La fonction de transfert
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correspondante a ce controleur est :

u <T13—|—1

— =K
Ep b T]S

) (Tps +1) (L18)

1.4.3 Approche basée sur le Prédicateur de Smith

Le probleme principal pour controéler les systémes & temp-mort est associé avec le temps
déchéance avant que 'effet des perturbations, ou des actions de commande sont été appliqués.
Le controleur sera étre tentative pour corriger une situation qui s’est déroulée au passé. Les
performances des systémes de boucle fermée avec des temps morts peut étre améliorée par

Papplication d’un prédicteur de correction [42].

1.4.3.1 Prédicteur de Smith (SP)

Il existe des techniques avancées pour la compensation de ce retard significatif. Le pré-
dicteur de Smith est une méthode oul le temps de retard est théoriquement éliminé de la
fonction de transfert en boucle fermée. Le SP utilise un modéle de processus pour prédire le
comportement de systéme et améliorer ainsi les performances du controleur. La base pour
I’amélioration des performances, c’est que le controleur n’a pas pu attendre la réponse du sys-
téme, en supposant qu’un modeéle de prévision parfaite. Un schéma fonctionnel du prédicteur
de Smith est donné dans la figure

L 4
0

V
ref +® +® G, U +

A A

4

g

F1G. 1.5 — Schéma fonctionnel du Prédicteur de Smith

Ou y, u, Yref, et d; désignent, respectivement, la sortie de processus, le signal de com-
mande, le signal de référence et la perturbation d’entrée de l'usine. En outre, G, est le
processus réel, G. est le controleur fractionnaire, GG,,, est le modeéle fractionnaire, il peut étre

défini pour un systéme FOPDT ou SOPTD comme suit :
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Gm = Gppe me (1.19)

avec, Gy, est la partie libre de temps de retard du modéle, et 6,, représente le temps de
retard du modéle.

La fonction de boucle fermée est donnée par

G.G,
Y _ (.20)
yref 1 + Gc (Gmo - Gm + Gr)
Si le modéle est parfait c-a-d; G,, = G,, cette fonction de transfert se réduit a
G.G, GGy
Y - 0" (1.21)

yref - 1 + Gcho B 1 + Gcho
En plus, puisque 'erreur de modélisation G, — G,,, est multipliée par GG, dans I’équation

caractéristique :

14 GoGmg + Ge (Gr — Gip) = 0 (1.22)

Cette caractéristique de prédicteur de Smith peut facilement étre montrée a partir des
fonctions de transfert du systéme de controle en boucle fermée.

L’idée du correcteur basé sur le prédicteur de Smith est de synthétiser un régulateur
pour le procédé auquel on a enlevé le retard pur et dans un deuxiéme temps, de calculer un
correcteur adapté au procédé avec retard, & partir du correcteur calculé auparavant. Ainsi,
les calculs sont beaucoup plus simples car le retard pur peut introduire un nombre de poles
a lorigine important et donc, des transferts d’ordre élevé a manipuler.

La dérivation du prédicteur de Smith est basée sur la fonction de sensibilité complémen-
taire S., avec une réponse préférée de premier ordre en boucle fermée aux changements de la

consigne, o, G, contient la dynamique sans retard du modele. Pour le prédicteur de Smith.

1.4.3.2 Dérivation du prédicteur de Smith

Le controleur basé sur le prédicteur de Smith est dérivé et analysé pour les modeles de
processus de type FOPTD et SOPTD. La limite inférieure de robustesse mesurée par la
valeur maximale de pic de la fonction de sensibilité directe est dérivée. Un petit exemple
pour illustrer la limite lors de ’application d’un primaire contréleur proportionnel est alors
donné. Considérons un controleur, , et un processus , qui donnent la réponse en boucle fermée

du premier ordre.
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Systeme G Controleur K paramétre Ty | paramétre Tp
FOPTD :
A e—0s AXZTTT: T[:TK:T TDZO
1+T.s
SOPTD
A0 A X —(1+Tl';1;§i+T2's) T] = TK = T1 TD = T2
(1+T1.S).(1+T2.S)

TAB. I.1 — Systémes et leurs controleurs internes PI ou PID en cascade de prédicteur de

Smith donné a partir de la dérivation SP

g _ KG, e s
14+ KG, 1+Ts
ol la réponse du premier ordre a un gain K, un parametre de temps 7}, et un temps de

(1.23)

retard 6. La résolution dy systéme pour obtenir le controleur, donne :

Se

K=——7—#7069#¥— .24
G, —G,.S,. (1:24)
Supposant que K a une temporisation égale a T', et GG, peut étre exprimé par Gmoe_ems.
Ainsi, expression de 'équation (I.24) peut étre écrite comme suit :
1 1L 1
- 14+T.s _ Gmg T's 1.25
- —Oms 1 —Om ( . )
Gmo - Gmo e1-§—T.s L+ Ts (1 — € s)

Si G, est un systéme de premier ordre, le numérateur de I’équation est un controéleur
P1I, et pour un processus de second ordre, le numérateur est un PID en cascade.

Le controleur donné par le tableau [I.1], est souvent synthétisé comme le controleur pri-
maire du prédicteur de Smith.

A partir de ’équation , la structure de controleur complete pour le prédicteur de
Smith est obtenue en reconnaissant que K G, :ﬁ
G,, comme étant le modéle de prédicteur de Smith. Alors,

et en désignant le modéle de systeme

B K
14 KGhpy (1 4+ e0m9)

Il convient de noter que, & partir de la spécification de la réponse du controéleur, les valeurs

C

(1.26)

de sensibilité directe S, et de sensibilité complémentaire S, sont limitées & :

Picmax(S.) — 1 < Picmax(Sq) < Picmax(S.) + 1 (1.27)

et
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6—93
Picpax(Se) = 1, pourG =

I.2

Ainsi, les valeurs de Picpyay(Sg) pour le prédicteur de Smith sont limitées & Picyax(Sg) < 2

Ceci est illustré pour un processus de retard pur avec un régulateur proportionnel dans
I’exemple suivant.
1.4.3.3 Exemple de limite de robustesse pour SP a contréleur C (s)

Considérons le systéme a retard pur G, (s) = e*. La structure de controleur de prédicteur

Smith correspondant & un controleur C est :

C(s) = K, (f_ = (1.29)

ou, K, est le gain du controleur P, et le modéle du systéme est GG, = 1. La fonction de

sensibilité directe pour le systéme en boucle fermée (BF) est

1 1+ K,(1—e?)
Sy = 1.30
T1+G.CT 11K, (1:30)
Comme s = jw, la relation suivante obtenue de la formule d’Euler
e ® =e 7" = cos(w) — jsin(w) (1.31)
Qui a remplacé dans Sy, on se trouve :
S, — 1+ K, — K, (cos(w) + jsin(w)) (132)

1+ K,
En séparant la partie imaginaire et réel de cette fonction complexe, et en appliquant

certaines formulés trigonométriques, la norme de S; peut étre exprimée comme :

|Sall = \/— + — (1 + cos(w)) + 2 cos(w) + 2 (1.33)

1+K

Comme une augmentation du gain du contréleur augmente, le temps de réponse, peut

réduit la robustesse du systeme, la limite ou, K}, — oo est intéressant. Par conséquent, la

—S8

valeur Picpa.x(Sq) pour G(s) = e est :

Picyax(Sq) = max (Klim ||Sd|]) =2 (1.34)
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La sensibilité complémentaire pour le systéme a retard pur, peut étre montrée d’une

maniére similaire & toujours étre :

Picyax(S:) = max (Klim ||SC||) =1 (1.35)

Indépendamment de la pulsation w. De la relation S; + S. = 1, il est confirmé que pour
le systéme a retard pur est une structure de prédicteur de Smith avec un controleur propor-

tionnel P, pour tous valeurs de la pulsation w.

I.4.4 Approche basée sur la commande par modéle interne (IMC)

pour le prédicteur de Smith

Dans plusieurs papiers de recherche et surtout de Murata et al [52]. Une introduction
basique au controle par modele interne peut également étre trouvée dans des manuels stan-
dard sur le controle de processus (par exemple, Seborg et al., 1989). Le systéme de controle
contient deux parties : le controleur et le modeéle de processus. Si le modéle de processus
est parfait, la différence entre la sortie du processus et la sortie du modele (c’est-a-dire le
signal de retour) n’est pas affectée par 'action des variables manipulées, mais elle est donnée
uniquement par l'influence des perturbations. Par conséquent, le systéme de commande est
effectivement en boucle ouverte et le controleur joue le role d’une action directe.

Ce fait a des implications importantes. L’ensemble des controleurs qui donnent lieu a
des systémes de controle stables peuvent étre caractérisés trés simplement. Si I'installation
controlée est stable, alors ’ensemble des controleurs pour lesquels le systéme de controle est
stable est I’ensemble du produit scalaire de toutes les fonctions de transfert de processus réel
et du correcteur stables.

De plus, les fonctions de transfert importantes de la sensibilité et la sensibilité complé-
mentaire dont la forme est directement liée au point de consigne et a la réponse perturbatrice

sont utilisées pour améliorer la robustesse du controleur.

1.4.4.1 Régles d’ajustement du contrdleur par IMC pour prédicteur de Smath

Une analyse pour trouver des limites pour la constante de temps en boucle fermée T}, lors
de 'application des régles de réglage par IMC dans le but de régler un prédicteur de Smith,
est effectuée.

Les regles de réglage IMC sont données dans 1’équation ([.28)).
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Le critere de stabilité de Routh est supposé effectuer une analyse de stabilité du systeme

interne de rétroaction non retardée de Smith. L’analyse est basée sur les travaux de Grimholt
[67].

K,=3+-0-
p A (Tk+9)
TD - T2

K,.est le gain du controleur. T7,et Tp sont les parametres correspondant aux actions
intégrale et dérivée du PID, respectivement.

A, Ty, Ts, et 0 sont : le gain de systéme, les constantes de temps du premier et du deuxiéme
ordre, et le temps de retard, respectivement.

La structure de controleur de prédicteur de Smith est dérivée précédemment, est donné

comme suit :

B K
1+ KGoy (1 + e70ms)

C (L37)

Ici, C' est la structure complete du controleur de prédicteur de Smith, K désigne le contro-

—0Oms

leur primal et le modéle de processus est . G,,, = G, €

Supposons que le comportement du processus de sous-couche soit connu de telle sorte
que la partie dynamique du modele soit parfaite, alors G,, = G,,,. Le temps de retard de
modele est 6,,, et le temps de retard du systéme réelle est noté 6. Supposons ’approximation
de Taylor du premier ordre de e % ~ 1 — f.s . La fonction de transfert en boucle fermée

(FTBF) pour un schéma block par retour d’état a un degré de liberté est la suivante :

CG,
FTBF = " I.
1+CG, (1.38)

Substituer C' & partir de I’équation (I.37)), et réarranger les résultats dans la fonction en

boucle fermée.

ca KG KG

FTBF = = =
1+CG 14+ KGpy(1+e % —ens) 14+ KGpy (14 0,5 — 0s)

(1.39)

ou, I’écart entre les temps de retards réel et modélisé est : A0 =6 — 0,,.
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1.4.4.2 Processus de dominance a décalage

Envisager un modele de systéme nominal dominé comme un deuxiéme ordre plus un
temps de retard (SOPTD)

Ae_ems
(1+Tys) (14 Tys)
Les régles de IMC sont pour controler G,,,, ce qui donne les parameétres du controleur
PID en cascade.

G = Gmo.e_ams =

(.40)

Ky = %%
T, — 4T, (1.41)
Tp =15
Alors,
(17 4Ty s+1 A
KGm, = (Zﬂ) < 413“;@8 ) ((1+T13)(1+T23)> (1.42)
_ Ti(4Typs+1) .
T AT2s(Tis+1)

Notez que cela n’a pas d’importance si l'on considere le controleur P/ d’'un processus
FOPTD ou le controleur PID d’un processus SOPTD, car le terme dérivé annule le terme
de second ordre du modele de processus.

Le criteére général de stabilité stipule qu'un systéme en boucle fermée ne sera stable que si
toutes les racines de ’équation caractéristique ont des parties réelles négatives. Le critére de
stabilité de Routh indique « une condition nécessaire et suffisante pour que toutes les racines
de I’équation caractéristique ayant des parties réelles négatives est que tous les éléments de
la colonne gauche du tableau de Routh sont positifs » [11]. L’équation caractéristique est

dans ce contexte le dénominateur de I’équation (I.39)),

1+ KGyy (1 — Abs) =0 (L.43)
En remplagant I’équation (1.42)) par I’équation (I.43), on obtient :

as.s*> +a;.s+ag=0 (L.44)

ou

a9 = 4,1117%2 — 4T1TkA9
a1 = AT2 + AT\T), — T\ A0 (145)

aole
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ou, ag, ai, et as sont les coefficients de Routh, supposés strictement positifs.

Le critére de stabilité est donc :

ag > 0= 4T\ T2 — 4Ty TR AO > 0 (1.46)
ay > 0= AT7 + 4TV T}, — Ty A0 > 0 (1.47)
apg>0=T,>0 (1.48)

Les équations (1.46|) et (1.48]) donnent T;, > Af > 0. L’équation ([.47)) est résolue explici-
tement en termes de T}, une illustration graphique de T}, > f(T3, Af), avec 11, A € [0, 5],

est donnée dans la figure Le plan bleu de T}, qui est ajouté pour référence. Il est clair
que ’équation (L.47)) satisfaite si T}, > A#.

F1a. 1.6 — Illustration graphique de la solution de I’équation ([.10F b) exprimée sur la forme

f(T1, Af) (surface rouge) avec T}, (surface bleue) pour référence [59].

1.4.4.3 Systéme a retard dominé

Comme vue précédemment, le controéleur en cascade produit par les régles IMC est défini

par ces trois actions, comme suit :
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K, = %%
T, =T, (1.49)
Tp =15

qui résulte 1’équation caractéristique suivante :

(Ty — Af)s+1=0 (L50)

Afin d’atteindre un systéme stable, il faut que (T, — Af) > 0, donc T}, > Af.

1.4.4.4 Résumé des régles IMC pour le Prédicteur de Smith

Les régles de réglage par IMC peuvent étre utilisées pour ajuster une structure de prédic-
teur de Smith avec un modeéle de la forme de FOPTD ou SOPTD. En déterminant I’erreur de
modélisation de retard maximum A#, et en laissant la constante de temps en boucle fermée

Ty, > A0, les régles d’ajustement IMC pour un prédicteur de Smith sont :

Ky, = %%
T[ = min [4Tk, Tl] (151)
Tp =13

1.4.5 Quelques controleurs de prédicteur de Smith

1.4.5.1 Contréleur paralléle alternatif

La fonction de transfert de controleur dans le domaine de Laplace est

g:K((1—J—D)+§+D.s) (1.52)

ou K,I, et D sont respectivement les actions proportionnelle, intégrale et dérivée pour
un controéleur PID. En identifiant les termes du controleur, la fonction de transfert de ce
controleur prend la forme d’un polynéme du second ordre dont 'opérateur de Laplace , la

résolution par rapport , on obtient :

(L= Ty~ Tp) /(1= Ty — Tp)* + 4Ty Tp
. (1.53)
2Tp
o, le terme (77 — Tp — 1)?—4Tp, représente ’équation d’un cylindre parabolique f(T7, Tp).

Une représentation graphique de (17, Tp), avec Ty, Tp € [0, 1], est illustrée dans la figure[[.7
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et il est évidement que l'intervalle utilisé donne des solutions négatives. Ainsi les solutions

de controleur peuvent étre complexes, ce qui implique s € C.

1.4.5.2 Controleur en cascade

La fonction de transfert de controleur dans le domaine de Laplace est la suivante :

U Trs+1
—-=K T 1 1.54
t i (P s ) (L54)

A partir des mémes arguments que dans la section précédente, le terme carré dans
la solution du polynéme de deuxiéme ordre, prend la forme d’un cylindre parabolique
g(T1,Tp) = (T; — Tp)?. L’allure de g(T7,Tp), ou, 11, Tp € [—1,1], est donné dans la fi-
gure Comme g > 0,V(17,Tp), les solutions de sont toujours réelles, c’est donc, s € R.

Fi1c. 1.7 — Représentation graphique de f(T7,Tp) [59].

1.4.6 Conversion des controleurs

Les différents parametres des controleurs donnent également des réglages différents. Méme
ainsi, les controleurs doivent étre égaux indépendamment du paramétrage choisi. Ce n’est
pas le cas lorsque les zéros de controleur paralleéle sont complexes, car le paramétrage du
controleur en cascade ne permet pas pour des solutions complexes de controleur.

Pour transformer un controleur en un autre, les parameétres du controleur doivent étre

comparés, afin de vérifier les régles de conversion.
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F1c. 1.8 — Représentation graphique de g(77,Tp) [59].

Paramétrage de la structure parallele vers une structure alternative paralléle. La conver-
sion entre les parametres de réglage pour le controleur PID standard a structure paralléle et

I'une alternative est effectuée par :

K'=K(1—1-D)
7T = 1=1-D (L55)

T
T _ D
TD ~— 1-I-D

otl, KpT ,TT, et TY sont les paramétres transformés correspondant aux trois actions du
controéleur.
Conversion & partir de structure en cascade. L’idée de calcul est 1’égalité entre le para-

métrage paralléle alternatif et le paramétrage en cascade.

1 Tys+1
K. ((1—]—D)+—+D.s):KP< s
S

T]S
En résolvant I’équation ([.56|) par rapport aux parameétres de la structure paralléle alter-

) (Tps + 1) (L56)

native, les relations suivantes donnent :

K = Kp (1 + 1+TD(1+TI))

Tr
_ 1 _ K 1.57
I= Tr+Tp(1+Tr)+1 ~ KT ( )
D = T:Tp _ KTp
Ti+Tp(1+Tr)+1 K
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1.5 Simulation

Cette partie & pour but de modéliser et commander un processus industriel modélisé par
un modele linéaire a retard pur. Pour atteindre cet objectif, la réponse fréquentielle de ce
processus est supposée connue au long de l'intervalle w € [107%,10%4] radians/secondes, et

cela par I'application de commande du Matlab frd.m sur le transfert ci-dessous :

6—43

(1+s)°

La modélisation basée sur cette réponse fréquentielle est effectuée par des approches

Gr(s) = (L.58)

classiques d’estimation avec lesquelles on peut développer plusieurs modeéles linéaires a savoir,
modele linéaire d’ordre élevé, modele d’ordre réduit a retard pur,. .., etc.
Avant de procéder cette étape, la réponse fréquentielle citée précédemment est présentée

par le diagramme de Bode comme suit :

Diagramme de Bode
0 . . , S ——

—Gr(s)

[]

=9

(o=

o
|

|

Module (dB)
)
o
(=]
T

400 Sqpy®—— sl

[]
=]
-]
[#]
-]
[
T
1

Phase (deg)

§

e

%]

-y

=

=]
T

104 1073 1072 10°1 10° 101 102 10° 104
Fréquence (rad/s)

F1G. 1.9 — Diagramme de Bode de G, (s)

Dans la pratique, la synthése du controleur stabilisant le processus industriel précédent
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nécessite souvent le développement d’un modele linéaire adéquat avec lequel la détermination
des parameétres du controleur est assurée par des méthodes de synthése ot chaque méthode de
celles-ci nécessitant une structure adéquate proposée au controleur a synthétiser. En général,
la synthese basée sur un modéle & retard pur nécessite a priori ’approximation de ce retard
en un transfert irrationnel fourni par la méthode de Padé. Cette approximation est définie

comme suit :

R =R (CONS
1+ {(%)" 5

Le premier modeéle proposé, dans cette partie, est composé par la partie sans retard du

(&

(1.59)

processus cité précédemment multiplié par le transfert irrationnel généré par ’approximation

45 Par conséquent, la modélisation est assurée par une erreur

d’ordre 5 du retard pur e~
d’estimation g9 = 0.000823 fournissant ainsi le modele global final G,,,(s) d’ordre 10 présenté

par le transfert ci-dessous :

— (5 —1.459)(s% — 2.682 x s + 2.284)(s* — 1.86 x s + 2.905)
(14 5)°(s + 1.459)(s2 + 2.682 x s + 2.284)(s2 + 1.86 x s + 2.905)

G (5) = (L.60)

Toutefois, la modélisation basée sur ’approximation ci-dessus la capacité de fournir des
modeles mathématiques linéaires trés précis. En revanche, un ordre élevé de cette approxi-
mation conduit souvent a des modeéles d’ordre trés élevé compliquant, par conséquent, la
phase de synthese du controleur souhaité. C’est pour cette raison qu’on a cherché a d’autre
technique assurant un modéle de synthése d’ordre tres réduit.

A cet effet, les modeles restants, proposés dans la suite de ce travail, sont présentés par
un transfert d’ordre réduit plus un retard pur. Les paramétres de ces modeéles proposés sont
estimés & partir de ’exploitation de la réponse fréquentielle précédente dans I’environnement
graphique du Matlab assuré par la commande « ident ». L’interface graphique de cette
commande est illustrée par la figure [[.10] comme suit :

L’interface présentée par la figure|[[.10|a la capacité de fournir plusieurs types des modéles
en l'occurrence : modeéle du premier ordre plus retard pur (i.e., FOPDT), modeéle du second
ordre plus retard pur (i.e., SOPDT), les modeéles linéaires ARMA, ARMAX,..., etc.

Dans cette partie, le modele FOPDT est via la fenétre « Estimate », en choisissant
I'option « Process models ». Par conséquent, le processus d’estimation est achevé, aprés 12
itérations, par 'erreur d’estimation £; = 0.01184 ainsi que le modeéle présenté par le transfert

G, (8) suivant :
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File Options  Window Help

Import data = Import models =
" Operations "

-\ <— Preprocess e |

G 1 frd t PiD |

- G r frd
Working Data
Estimate —= W
Data Views Model Views
To To
|:| Time plot Workspace | | LTl Viewer |:| Model output |:| Tranzient resp MNeonlinear ARX
|:| Data spectra |:| Model resids |:| Frequency resp Hamm-Wiener
[] Frequency functicn [[]] -\"H.___‘k [] Zeros and poles
Trash G r frd |:| MNoise spectrum

“alidaticn Data

Fic. 1.10 — Interface graphique assurant la modélisation du processus réel.

1.0194 x =5
G, (s) =
{(8) = 753706 % 5

En faisant la méme procédure précédente, en choisissant ’estimation par un modéle

(L61)

SOPTD. Le processus d’estimation est achevé, aprés 18 itérations, par I'erreur d’estimation

g9 = 0.02101, fournissant, également, le modele présenté par le transfert G,,,(s) suivant :

0.98193 x e 4964s
(14 3.7792 x s)(1 4 3.6224 x s)

Dans la suite de cette section, un autre modele SOPDT proposé par Wang est utilisé lors

G, (5) = (1.62)

de la synthese du controleur stabilisant la boucle de commande. Ce modeéle est défini comme

suit :

675.793

Gy (5) =
w(®) (0.999 + 1.64 x s5)?

Les réponses fréquentielles fournies par les modéles précédents sont comparées, a celui

(1.63)

obtenue par le systéme réel. On obtient donc les figures ci-dessous :
D’apres les figures précédentes, on constate nettement que tous les modéles proposés

ont la capacité d’assurer des erreurs de modélisation trés réduite en basses fréquences, en
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Comparaison Gr & Gm
0 1] I I

o]

-
o
=]

—Gr(s)
-200 —— GmO(s)

Module (dB)

-300 1

400 g8l il il

-0.7373 1

-1.4746 _

Phase (deg)

-2.2118

-2.9491 | ] il sl . il il il M
10 107 102 107" 10° 101 102 10° 104
Fréquence (rad/s)

F1G. I.11 — Comparaison entre G, et Gy,

particulier dans la plage de fréquence w € [107%,10%] radians/seconds.

Dans la suite ce travail, la synthése du controleur souhaité s’articule sur I’environnement
graphique du Matlab fournit par la commande « ritool ». Cette interface graphique a la
capacité d’élaborer, d’'une maniere systématiquement, plusieurs types des controleurs dont
les paramétres sont obtenus par des ’application des méthodes de synthése utilisant les
approches conventionnelles de commande comme : la commande par la méthode de Ziegler-
Nichols, la commande par la méthode de Chien-Hrones-Reswick, la commande par la mé-
thode linéaire gaussienne (LQG), la commande par la méthode du modele interne (IMC)

.., ete.

Sachant que toutes ces méthodes de commande nécessitent a priori & un modeéle linéaire de
synthése. A cet effet, la synthése du controleur souhaité s’articule seulement sur les deux mo-
deles suivants : modele d’ordre élevé G, (s) et modele SOPDT proposé par Wang G, ($).

Pour le premier modéle, le controleur souhaité repose sur le choix de la structure PID
irrationnelle dont les paramétres sont obtenus par la commande utilisant le réglage proposé
par Ziegler-Nichols. Dans ce cas, le réglage est précédé par le tracé du lieu des poles et des zé-

ros de la boucle ouverte dont la correction est effectuée par le controleur initial proportionnel
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ComparaisonG_& G
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F1c. I.12 — Comparaison entre G, et Gy,

Co = 1. Par conséquent, I’éditeur du lieu des racines est illustré par la figure [[.15]
Le réglage systématique basé sur le choix de la structure PID parallele est achevé par

Pobtention du transfert suivant :

(142.65) (1+13s)
s (14+11s)

Concernant le second modeéle, la synthése du controleur est fondée sur la commande IMC

CPID(S) = 0.08345 x (164)

dont la boucle de commande est présentée par la figure [[.16]
Pour une raison de faisabilité de cette interface graphique, le transfert G (s) doit étre
présenté par la multiplication des deux transferts : le premier représente la partie sans retard

du modele SOPDT de Wang (i.e.W) , tandis que le second transfert est généré par

I’approximation d’ordre 5 du retard pur e=>7%.

La détermination des parameétres du controleur IMC est basée sur le choix a priori d’un
pole dominant Tz décrivant la correction désirée de la boucle fermée. Dans cette simulation,
le choix de Tgr = 1.76623 secondes est effectué a travers la visualisation de la réponse

indicielle du systéme corrigé, d’ot, on obtient le controleur IMC suivant :
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F1c. I.13 — Comparaison entre G, et Gy,

s +0.6091 >
s+ 0.5662

Notons ici qu’un autre controleur caractérisé par la structure PID a été proposé par

Cric(s) = 0.86217 x ( (1.65)

Wang dont les paramétres sont obtenus par une approche analytique basée sur le principe

du Prédicteur de Smith. Ce controleur est présenté par la fonction de transfert suivante :

(3.06 + 5.035)

5(2.48 + s) (1.66)

Cw(3> =

Les systémes bouclés par les trois controleurs Cprp, Crac, et Cy sont présentés par la
figure

A partir de cette configuration, chaque systéme bouclé est excité par deux entrées. La
premiére entrée est une entrée de consigne donnée sous forme d’échelon unitaire. En revanche,
la deuxiéme entrée est une entrée de perturbation donnée sous forme d’échelon d’amplitude
0.2 appliquée a partir de I'instant 65 secondes. La comparaison des réponses temporelles est

effectuée au long de l'intervalle du temps ¢ € [0, 120] secondes, d’ot, on obtient les sorties et
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Fi1G. I.14 — Comparaison entre G, et Gy,

les commandes correspondantes présentées par les deux figures et respectivement.

D’aprés les figures précédentes, on peut remarquer que le controleur a la capacité d’assu-
rer un meilleur comportement de poursuite de la trajectoire de référence et cela dans les deux
régimes transitoire et permanent. Il fourni également une meilleure robustesse de rejection
des perturbations. Cette rejection est assurée dans un intervalle du temps trés réduit. Toute-
fois, ces meilleures caractéristiques temporelles présentes la supériorité de ce controleur par
rapport aux autres controleurs restants. Néanmoins, les deux dynamiques citées précédem-
ment nécessitent une énergie de commande trés élevé ce qui peut conduire & 'infaisabilité

d’implémenter ce controleur dans la pratique.
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Fic. I.15 — Synthése du contréleur PID via le premier modele d’ordre élevé.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques notions générales sur la modélisation des systémes a retard
sont présentées, en l'occurrence : Le modeéle du premier ordre plus un retard pur, modeéle
du deuxiéme ordre plus un retard pur, et le modéle d’ordre élevé. De plus, les techniques
conventionnelles couramment utilisées pour commander les systémes & retard, sont égale-
ment détaillés, dont les modeéles développés ainsi que les controleurs synthétisés sont fondés
sur les transferts d’ordre entier. Ensuite, la définition de la stabilité du systéme bouclé au
sens de Lyapunov a été présentée. Cependant, I'analyse fréquentielle basée sur les différentes
fonctions de sensibilité est également détaillée. Finalement, ce chapitre est achevé par une
partie de simulation dans laquelle les notions théoriques de ces approches d’ordre entier
sont validées sur un systéme physique monovariable. La comparaison des résultats obtenus
confirme que la commande utilisant le principe de SP a la capacité de fournir des meilleures

dynamiques de poursuite et de robustesse en comparaisons a celles fournies par les autres
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FiG. 1.16 — Synthése du controleur via la commande par le modeéle interne de Wang.

méthodes de commande. Cependant, ces deux dynamiques nécessitent des commandes cou-

teuses ce qui peut conduire & saturer les actionneurs installés dans la boucle de commande.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter les outils mathématiques nécessaires as-

surant la modélisation avancée et la commande moderne des systémes physiques a retard.
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F1G. 1.17 — Systémes bouclés par les trois controleurs Cpip(s), Cryc(s), et Cy(s)
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F1G. 1.18 — Sorties fournies par les trois controleurs Cpp(s), Crye(s), et Cy(s)
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F1a. 1.19 — Sorties fournies par les trois controleurs Cprp(s), Cryco(s), et Cu(s).
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Chapitre 11

Outils mathématiques pour la
modélisation et la commande avancée

des systémes a retard

II.1 Introduction

Avant d’exploiter les techniques avancées pour commander les systémes a retard. Il est
nécessaire de faire une tournée sur des notions préliminaires concernant les outils mathéma-
tiques utilisés dans les prochains chapitres de ce travail.

Le premier outil est le calcul fractionnaire, c’est le sujet d’intérét pendant plus de trois
siecles. Le nombre d’applications ot le calcul fractionnaire a été utilisé est en plein essor. Le
modéle mathématique fractionnaire obtenu peut décrire un objet réel avec plus de précision
que le modele conventionnel entier.

Le deuxieme outil est présenté comme un algorithme d’optimisation méta-heuristique,

sous le nom de I'optimisation par essaim de particules (PSO).

I1.2 Les systémes fractionnaires

L’identification des systémes dynamiques par des modéles d’ordre fractionnaire est 1'une
des applications de la théorie du calcul fractionnaire qui a connu un grand développement au
cours de ces deux derniéres décennies. Les phénoménes physiques présentant une mémoire
longue et une structure de dimension infinie peuvent étre modélisés par 'introduction de la

dérivée d’ordre fractionnaire dans les modéles mathématiques du systéme. En effet, la dérivée
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fractionnaire d’une fonction tient compte de tout I'historique de la fonction et ne reflete pas

uniquement des caractéristiques locales comme dans le cas de la dérivée d’ordre entier.

I1.2.1 Deéfinitions préliminaires

Plusieurs chercheurs ont publié dans le sujet de la dérivation d’ordre non entier et nom-
breuses définitions de 1'opérateur fractionnaire ont flottés & la surface. Les plus familiéres
sont celles de Riemann-Liouville, de Griinwald-Letnikov et de Caputo.

Afin de comprendre ces définitions, nous présentons quelques fonctions utilisées dans le

calcul fractionnaire.

11.2.1.1 La fonction Gamma d’Euler :

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma
d’Euler, notée I'. Son interprétation est simplement la généralisation du factoriel de n, elle
permet a n de prendre des valeurs non entiéres.

La définition intégrale de la fonction Gamma est donnée par 'équation suivante [68] :

+oo
I'(z) = / e "tz > 0 (IL.1)
0

Elle est plus souvent utilisée méme si elle est restreinte aux valeurs positives de .

L’intégration par partie de ([I.1)) conduit & la relation de récurrence suivante :

IF'z+1)=2I(x) (I1.2)
Puisque I'(1) = 1, en utilisant la relation ([1.2)), nous obtenons pour x = 1,2, ..., n.
I'(n+1)=nI(n)
=n(n—1)! (I1.3)
=n!

En plus 'autre propriété importante de la fonction Gamma est que pour des valeurs

entieres négatives, la fonction Gamma tend asymptotiquement vers l’infini.

11.2.1.2 L’opérateur intégro-différentiel d’ordre non entier

Le Calcul fractionnaire est une généralisation de l'intégration et la différentiation vers

lopérateur d’ordre fractionnaire ,Dy*, avec, a, t sont les limites, et & € R représente ’ordre
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de lopération. L’opérateur intégro-différentiel continu est défini comme suit, [68] :

Ccl%oz >0
JDY=<¢ la=1 (I1.4)

[H(dr) " <0

I1.2.1.3 Définition de Griinwald-Letnikov (G-L)

Elle est basée sur la généralisation de la dérivée classique d’une fonction f (¢) d’ordre «.

La définition de G-L est donnée par ’équation suivante, [68] :

[t—a/h]
Drf() = timhe 3 (<1) ( ; ) £t = ih) (1L5)

=0
Ou, [t — a/h] désigne la partie intégre.
I1.2.1.4 Définition de Riemann-Liouville (R-L)

Soient, & € R, a € R, n un entier positif, et f une fonction localement intégrable définie

sur l'intervalle [a, +oo[. La dérivée d’ordre o de f de borne inférieure est définie par :
")
1 " @
JDIf(t) = ——— | ———=d I1.6

o, (n—1) <a<netI'(zx); cest la fonction Gamma d’Euler.

Pour plus de commodité, le domaine de Laplace est couramment utilisé pour décrire
I’exploitation intégrale dérivée fractionnaire. Selon la définition de R-L, la transformée de
Laplace de I’équation , sous des conditions initiales nulles, avec 0 < a < 1, est donnée

par :
LL.D} f(8)] = s*.F(s) (IL7)

11.2.1.5 Définition de Caputo :

Caputo a reformulé la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire comme suit, [13] :

o = — )" M) () dr )
DL = s [ =T (1)
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Avec n est un entier positif vérifiant I'inégalité : (n — 1) < a < n.

f™)(7), étant la dérivée d’ordre entier n par rapport a 7, de la fonction f (7).

I1.2.2 Meéthodes d’approximation d’un transfert rationnel

I1.2.2.1 Meéthode de Mastuda

Cette méthode qui rapproche le dérivateur d’ordre non entier @, (s) = s* par le transfert
rationnelle Qy (s) fourni par la méthode utilisant la CFE. De ce fait, les fréquences wy =
Wh,W1, W3, ..., W, = W, sont obtenues au moyen de la fonction logspace du Matlab, qui fournit
un ensemble des fréquences espacées de maniére logarithmique. Si le module de la fonction
fractionnaire Qg (w) est connu dans ces fréquences, la fonction irrationnelle Q, (w) est alors

calculée comme suit :

7, et we € [wp, wy] (I1.9)

11.2.2.2 Meéthode de Charef

Le principe de cette méthode est basé sur le rapprochement de l'intégrateur fractionnaire
s~ par le transfert d’ordre entier qui possede N zéros et N +1 poles répartis dans la plage de
fréquence [wy, wq|. A cet effet, le transfert Trpr (s) peut étre modelé par le pole a puissance
fractionnaire (PPF") suivant [69, 70] :

K,
Tppr(s) = ﬁ,etwc € [wp, wadl (I1.10)
1+2)

avec K, et w,, représentent le gain et la pulsation de coupure du pole a puissance fraction-

naire, représentent.

K, = (i)a (IL11)

we =V —1+107= (I1.12)

ol, € dénote I'erreur maximale entre la pente de la réponse fréquentielle de 'opérateur
57, et le pole & puissance fractionnaire Tppr (s), donné par 'équation (I1.10). Le transfert

d’ordre entier est donc défini comme suit :
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N-—1 S
a_C HUZO <1 + U‘)Z’u>
S = Ugy HN 1 L 5
u=0 Wpu

Les pulsations des poles wp,,,et des zéros wz,, peuvent étre déterminés comme suit :

(IL13)

wpy = we.(V.9)" /o, u=0,..,N
Wz =Vwe.(.9) /o, u=0,..,N—1

ou,

W = 10700

¢ = 10T0a
[

N = { 10g(¢$) +1

100w 100w
. 1g<Pd) . . s : °g<Pd)
Avec la quantité ox(we) |+ dénote la partie entiere du nombre réel —-70=.

11.2.2.3 Meéthode d’Oustaloup

Cette méthode s’appelle aussi « approximation CRONE (Premiére génération) » [6].
Elle est basée sur Iapproximation, en temps continu, de I'opérateur d’ordre fractionnaire
s* par un transfert rationnel. Cette approximation utilise une distribution récursive de N
zéros, et N poles se trouvant dans la bande de fréquence [wp, wq], & Uintérieure de laquelle
I’approximation est valide. De ce fait, le transfert d’ordre entier est obtenu par la formule

suivante :

k=N /
o=, [ (IL.16)
v S + wg

Selon I'équation (I1.16)), gain, poles et zéros sont respectivement donnés comme suit :
k+N+0.5(1—a)

w 2N+1
Wy = Wy (-”) (I1.17)

Wq
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k+N+0.5(1+a)
Wh 2N+1

on = 2) (IL18)

et

Co = (Z—Z) : kf[N (Z—:) (I1.19)

Le probléme de la mise en ceuvre de s (o1, 0 < a < 1), est résolu en considérant :

§* = " (I1.20)

oll, s" est la partie entiére de s, et s¥ (avec, 0 < 1) < 1) est déterminé par la méthode
d’Oustaloup [7], utilisant 1’équation (II.16]).

I1.2.3 Stabilité des systémes fractionnaires

Les conditions de commandabilité et d’observabilité pour les systémes fractionnaires
d’ordre commensurable sont données avec démonstration dans [68]. Elles sont identiques

a celles des systémes d’ordre entier.

I1.2.3.1 Critére de commandabilité

Le systéme d’ordre fractionnaire donné par 1’équation est commandable si et seulement

si la matrice de commandabilité

C = |[A AB,A’B,..,A"'B] (IL.21)

ol, n est le nombre des états, c’est aussi de rang plein.

I11.2.3.2 Critére d’observabilité

Le systéme d’ordre fractionnaire donné par (L.30), est observable si et seulement si la

matrice d’observabilité

o' =[C,CA,..,CA"] (11.22)

ol, n est le nombre des états, c’est aussi de rang plein.
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11.2.3.3 Analyse de la stabilité

Les conditions de stabilité des systémes fractionnaires linéaires a temps invariant sont
différentes de celles des systémes linéaires d’ordre entier. En effet, les systémes fractionnaires
peuvent avoir des racines dans le demi-plan droit du plan complexe, contrairement aux
systemes linéaires dont les racines sont & partie réelle strictement négative. Désignons par es

valeurs propres de la matrice. Un systéme d’ordre non entier, est dit stable si la condition

larg(\)| > ozg, 1<i<n (11.23)

est satisfaite pour toutes les valeurs propres de la matrice A.

Remarque :
1. (a) Pour a = 1, on retrouve la condition de stabilité des systémes d’ordre entier.

(b) Pour la représentation de la fonction de transfert, en note par p; les poles du
systéme. Ces poles sont définis comme étant solutions de ’équation matricielle
(s*.I — A) = 0. Ils sont donnés par P'expression ([I.25]).

p=A"1<i<n (I1.24)

Alors, la condition de stabilité dans le sens entrée bornée/sortie bornée est réalisée si la

condition suivante est satisfaite :

arg(pi) = 5 (IL.25)

I1.3 Les algorithmes d’optimisation sous contraintes

Les problémes d’optimisation occupent actuellement une place importante dans la com-
munauté des ingénieurs, des scientifiques et des décideurs. En effet, ce genre de problémes
intervient dans leurs domaines d’activité qui sont trées divers, comme la conception de sys-
témes mécaniques, le traitement d’images, 1’électronique ou la recherche opérationnelle.

Un probléme d’optimisation est défini par un ensemble de variables, une fonction objective
et un ensemble de contraintes. L’espace de recherche est I’ensemble des solutions possibles
du probléme. Résoudre un probléme d’optimisation consiste & trouver la ou les meilleures
solutions (en minimisant et/ou maximisant la/les fonctions objectifs du probléme posé), tout
en satisfaisant un ensemble de contraintes définies par I'utilisateur. Certains problémes d’op-

timisation sont qualifiés de difficiles, et leur résolution dans un temps raisonnable nécessite
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Fic. II.1 — Régions de stabilité pour un systéme d’ordre fractionnaire dans le plan s* [62].

'utilisation d’algorithmes sophistiqués, comme les méthodes approchées (Les heuristiques et
les métaheuristiques). Parmi les métaheuristiques destinées a résoudre ces problémes, plus
précisément les problémes a variables continues, 'optimisation par essaim particulaire (PSO)

est apparue en 1995. C’est le sujet principal de ce travail de thése.

PSO est une méthode d’optimisation stochastique qui est inspiré d’un comportement
social des animaux évoluant en essaim. Ce comportement social est modélisé par une équation

mathématique permettant de guider les « particules » durant le processus de déplacement.

Le déplacement d’une particule est influencé par trois composantes : la composante d’iner-
tie, la composante cognitive et la composante sociale. Chacune de ces composantes refléte une
partie de I’équation. PSO présente ’avantage d’étre efficace sur une grande variété de pro-
blémes, sans pour autant que I'utilisateur ait & modifier la structure de base de 'algorithme.
Cependant, comme toutes les méthodes stochastiques, PSO présente des inconvénients, qui
rebutent encore certains utilisateurs. Parmi ceux-ci, nous citons le probléme de convergence

prématurée, qui peut conduire les algorithmes de ce type a stagner dans un optimum local.

L’optimisation consiste a résoudre un probléme en trouvant une solution optimale qui

respecte certaines contraintes.

Elle est utilisée dans de nombreux domaines tel que les transports, le controéle des réseaux,
les bases de données ou encore la modélisation et 'identification d’un objet. Trouver une
solution optimale & un probléme signifie trouver la solution qui minimise ou maximise une

certaine quantité.
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I1.3.1 Solution basée sur I’Optimisation par essaim de particule

(PSO)
11.3.1.1 Explication de l’idée

L’Optimisation par Essaim de Particules, connu sous le nom anglophone comme : Particle
Swarm Optimization (PSO), est un algorithme inscrit dans la famille des algorithmes évolu-
tionnaires. Il a été proposé par Russel Eberhart (ingénieur en électricité) et James Kennedy
(socio psychologue) en 1995. Cette méthode trouve sa source dans les observations faites
lors des simulations informatiques de vols groupés d’oiseaux et de bancs de poissons de Rey-
nold [51], Heppner & Grenander. Autrement-dit, elle s’inspire fortement de I’observation des
relations grégaires d’oiseaux migrateurs, qui pour parcourir de « longues distances » (mi-
gration, quéte de nourriture, parades aériennes, etc.), doivent optimiser leurs déplacements
en termes d’énergie dépensée, de temps, (etc.), comme par exemple la formation en forme
de V présentée dans la figure

FiG. I1.2 — Essaim des oiseaux en formation V' [51].

Le déplacement de ses oiseaux en essaim est complexe, sa dynamique obéit a des regles
et des facteurs spécifiques qu’il se résume de :
- Chaque individu dispose d’une certaine intelligence « limitée » (qui lui permet de
prendre une décision).
- Chaque individu doit connaitre sa position locale et disposer d’information locale

de chaque particule se trouvant dans son voisinage.
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- Obéir a ces trois régles simples, « rester proche des autres individus », « aller

dans une méme direction » ou « voler & la méme vitesse ».

Tous ses facteurs et régles sont indispensables pour le maintien de la cohésion dans
I’essaim, ceci par 'adoption d’un comportement collectif complexe et adaptatif.

Pour étre en mesure d’utiliser le PSO, il est indispensable de définir un espace de recherche
(composé de particules) et une fonction "objectif" & optimiser. La méthode de algorithme
consiste alors a déplacer ces particules de telle sorte qu'elles trouvent 1'optimum (comme
explicité précédemment), elles doivent disposer :

— De données relatives & leurs positions, connaitre leurs coordonnées avec comme

condition qu’elles soient comprises dans I’espace de définition.

- De la meilleure position qu’elles ont rencontrée.

— De la meilleure position rencontrée par leur voisinage et le résultat de leur fonction

objectif..

- De leur vitesse qui leur permet de se déplacer et de changer de position au fil des

itérations.

— D’un voisinage, c’est le sous-ensemble de particules qui interagit directement avec

la particule (surtout celle possédant la meilleure position).

— D’aprés Maurice Clerc et Patrick Siarry [22], I’évolution d’une particule n’est fi-

nalement qu’'une fusion de trois types de comportements :

- Egoiste (se déplacer suivant sa vitesse actuelle).

— Conservateur (revenir en arriére en prenant en compte sa meilleure performance).

- Panurgien (suivre aveuglement le meilleur de tous en considérant sa performance).

Finalement on remarque un compromis psycho-social entre d’une part la confiance en soi

et d’autre part 'influence des relations sociales.

11.3.1.2 Principe de voisinage

Chaque particule dispose d’un sous-ensemble d’autres particules avec lequel elle est en
interaction, c’est le voisinage de la particule. Cet entrelacement de rapports entre toutes les
particules est assimilé a la sociométrie ou a la topologie de ’essaim. On dénombre deux types
de voisinage :

Le premier type appelé le voisinage géographique : c’est un voisinage dynamique ou les
voisins sont les particules les plus proches. A chaque itération, les nouveaux voisins ou groupes
doivent étre réajustés en se référant a une distance prédéfinie dans I’espace de recherche. C’est

donc bien un voisinage dynamique tel qu’illustré sur la figure [[1.3|
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. A l'instant t @ A l'instant t+1
% <
€ L 0

...,rt ""*-‘:
~& ~&

Part:'cufe l(-«- ‘,':1 Voisins de la Particule

F1G. I1.3 — Voisinage géométriqu [51].

Dans cet exemple on va supposer que le voisinage d’une particule est un groupe formé
des deux particules les plus prches. Dans la figure [[I1.3], la notion de voisinage dynamique est
mise en évidence puisque pour un méme essaim a l'instant ¢, et a 'instant ¢ + 1; le voisinage
n’est plus le méme.

Le deuxiemes, c’est le voisinage social : ce type de voisinage est considéré comme statique,
les voisins restent figés, autrement-dit, ils demeurent inchangés. C’est le voisinage auquel on
a le plus souvent recours, en raison :

- De sa simplicité de programmation.

— Parce qu'il offre un meilleur rapport temps/coiit, en termes de calcul.

- Dans un scénario de convergence, un voisinage social s’oriente forcement vers un

voisinage géographique.

Dans la figure qui va suivre, les particules sont d’abord semées de maniére fictive en forme
de cercle, ensuite pour la particule étudiée, on insére au fur et & mesure dans ses informatrices,
dans un ler temps elle-méme, dans un 2éme temps celles qui lui sont adjacentes, puis de
proche en proche jusqu’a atteindre la taille souhaitée, ainsi que définie dans la figure [[T.4]

Dans cet exemple, la particule principale est placée en haut (en noir), ses informatrices
correspondent aux deux particules directement & sa droite et a sa gauche (en rouge dans
notre figure).

Dans I’ébauche ci-dessous par contre, les informatrices sont choisies de maniére aléatoire,
telle qu’exposée dans la figure
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& La Particule Principale
@ Les Informatrices Voisines Directes

O Les Informatrices Voisines Successives

F1G. I1.4 — Voisinage en cercle a choix réguliere [51].

Ici, la particule principale est placée en haut (en noir) et ses informatrices sont choisies

de facon aléatoire (en jaune par exemple dans notre figure).

11.3.1.3 Algorithme standard d’optimisation par essaim de particule

L’optimisation par essaim de particules est une technique évolutionnaire qui utilise “une
population” de solutions candidates pour développer une solution optimale au probléme.
Le degré d’optimalité est mesuré par une fonction fitness (aptitude) définie par 'utilisateur
(Kennedy et al). La PSO difféere des autres méthodes de calcul évolutionnaire de fagon que les
membres de la population appelés “particules”, sont dispersées dans I’espace du probléme.
Le comportement de I’essaim doit étre décrit en se placant du point de vue d’une particule
(Kennedy et al. [51].
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& La Particule Principale

(O Les Informatrices Choisies Aléatoirement

O Les Non Présentes Dans Les Informatrices

FiG. I1.5 — Voisinage en cercle a choix aléatoire [51].

Au départ de l'algorithme, un essaim est réparti au hasard dans 1’espace de recherche,
chaque particule ayant également une vitesse aléatoire. Dans le contexte de PSO, la popula-
tion est appelée un essaim et ses individus (les points de recherche) sont appelées particules.
Chaque particule a trois caractéristiques principales : une vitesse adaptable avec laquelle
elle se déplace dans ’espace de recherche, une mémoire ou elle stocke la meilleure position
qu’elle n’a jamais visité I’espace de recherche (la position de plus faible valeur de fonction),
et le social partage de 'information, a savoir la connaissance de la meilleure position jamais
visité par toutes les particules dans son voisinage. Les voisins sont généralement déterminés
sur la base des indices des particules, donnant lieu & des deux principales variantes de PSO,

a savoir la variante locale et globale.

A partir de quelques informations dont elle dispose, une particule doit décider de son
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prochain mouvement. Pour ce faire, elle combine trois informations : sa vitesse actuelle, sa

meilleure position actuelle, et la meilleure performance (vitesse et position) de ses voisines

(Figure [I1.6]).

Vers sa meilleure

performance
s Nouvelle
Position -—-'""'“-3. position Vers la meilleure
actuelle — performance des
particules voisines
Vers le point

accessible avec sa
vitesse courante

F1G. I1.6 — Schéma de principe du déplacement d’une particule [51].

Le hasard joue un role, grace a une modification aléatoire limitée des coefficients de
confiance, ce qui favorise I’exploration de ’espace de recherche.

Supposons une fonction a dimension n; f:S C R” — R, et un essaim de N particules
S = {X1, Xy, ..., Xy}. La i“"® particule X; € S, sa vitesse V;, sa meilleure position P; €
S, sont des vecteurs de dimension n. Un voisinage de rayon 7,5 de X; consiste en les
particules X; — Tpeipy s Xiy oovy Xi + Tneip- Assumer b; comme indice de la particule qui atteint
la meilleure position précédente parmi toutes les particules dans le voisinage de X;, et ¢
désigne le compteur des itérations. Puis, selon la version de PSO par les coefficients de

construction, l’essaim est mis a jour en utilisant les équations suivantes [51] :
Vilt +1) = x [Vi(t) + cxry (Bi() = Xi(8)) + cara (P, (1) = X3, (1))] (I1.26)

Xi(t+1)=X;(t) + Vi(t + 1) (IL.27)

oui =1,...,N, et x le coefficient de constriction, ciet ¢y sont des constantes positives,
appelées parameétres cognitifs et sociaux, respectivement. r1, et ry sont des vecteurs aléatoires
avec les composants uniformément réparties dans Uintervalle [0, 1]. Les valeurs par défaut de

X, c1et ¢z sont déterminés dans 'analyse théorique de Clerc et Kennedy [7].
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La performance majeure d’un algorithme basé sur la population est fortement tributaire
de l'arbitrage entre ’exploration et I'exploitation des capacités, c’est a dire, sa capacité
a explorer de vastes zones de l'espace de recherche et sa capacité & converger rapidement
vers les solutions les plus prometteuses, respectivement. La variante globale de PSO favo-
rise ’exploitation car toutes les particules sont attirées par la meilleure position entrainant
une convergence rapide vers le méme point. D’autre part, la variante locale posséde des
propriétés d’exploration meilleures par contre la meilleure position de chaque voisinage est
communiquée au reste de ’essaim par des particules voisines. Par conséquent, ’attraction
a des points spécifiques est plus faible. Evidemment, la sélection appropriée de la taille du
voisinage affecte le compromis entre exploration et exploitation. Toutefois, la sélection de la

taille du voisinage est fortement basée sur I'expérience de 1'utilisateur.

II.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté Les outils scientifiques purement mathématiques,
qui nous permettons & bien étudier les techniques avancées afin de synthétiser notre contro-
leur proposé. Dans un premier temps nous avons étudié le calcul non entier. Les différentes
définitions de calcul de la dérivation et de l'intégration d’ordre fractionnaire ainsi que les
définitions de Reimann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov ont été exploitées. Nous avons
aussi développé la modélisation des systémes avec des modeéles d’ordre fractionnaire. Nous
avons également présenté deux exemples de simulation pour les systémes non linéaires d’ordre
fractionnaire.

Pour la simulation des systémes, nous avons utilisé la définition de Reimann-Liouville et
pour la validation, nous avons choisis la méthode d’Oustaloup. De plus, nous avons présenté
I’algorithme d’optimisation méta-heuristique, qui s’appelé, optimisation par essaim de par-
ticule (PSO). Ces outils seront utilisés afin d’améliorer les performances de la dynamique du
systéme bouclé. Ces améliorations peuvent étre abouties par l'introduction de ’ordre non
entier dans les transferts utilisés dans la phase de synthése de controleur, qui sera détaillé

dans le prochain chapitre.
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Chapitre I11

Les controleurs d’ordre non entier et

les systémes a retard

III.1 Introduction

Malgré le grand challenge dans le domaine de commande des systémes industrielles, le
controleur PID reste le premier choix jusqu’aujourd’hui, grace a sa simplicité. Mais malheu-
reusement dans le cas des systémes & un temps de retard important, ce fameux contréleur
perdre son efficacité.

Dans ce chapitre, et pour résoudre ce probléme, on va essayer d’appliquer les notions
de calcul fractionnaire sur le controleur PID simple, afin d’améliorer les performances du
systéme bouclé.

Finalement, on remarquerai les résultats de simulation, et répondre au question : Est-ce

que cette solution est valable et peuvent surmener notre problématique.

II1.2 Représentation des controleurs d’ordre non en-
tier

Un controleur d’ordre non entier (fractionnaire), est généralement, représenté par des

modeéles non entiers. De ce fait, la dynamique réelle de celui-ci est souvent décrite par I'un

des trois modeles : Soit par I’équation différentielle fractionnaire généralisée, ou, par sa

représentation d’état fractionnaire ou bien, par la fonction de transfert fractionnaire.
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I11.2.1 Equation différentielle fractionnaire

Le comportement réel d’un controéleur fractionnaire pluridimensionnel est souvent repré-

senté par ’équation différentielle fractionnaire ([IL.1]) :

A, D [u (t)] + -+ + A D [u (t)] = By, D" [e(t)] + -+ + By D" [e(t)]  (IIL1)

ou, u(t) et e(t) sont respectivement les vecteurs des signaux de commandes et des

erreurs.

D% représente 'opérateur de la dérivée d’ordre a; ot i € N, 7 =1,2,--- ,n et a, >
Q1 > Q.

D" représente 'opérateur de la dérivée d’ordre p; ou j € N, j = 1,2,--+ ,m et p,, >
Hom—1 > Ho-

Ay, et By, sont des matrices réelles a des coeflicients constantes.
Quand les ordres de dérivées fractionnaires «; et p; sont multiples du méme nombre réel ;
a =1ixa, p; =7xpet 0 < a=p <1 Alors, le controleur résultant est un controleur

fractionnaire dit « commensurable ». A cet effet, ’équation ([II.1]) est réécrite comme suit :

S A D @) = 3 (BuD e (1) (111.2)

Un contrdleur fractionnaire est dit non commensurable si la condition (o, i) # k, Vk €

N* n’est pas remplie.

I11.2.2 Représentation d’état d’un controéleur fractionnaire

De I'équation ([I1.2)), la représentation d’état d’'un contréleur fractionnaire commensu-
rable est définie comme dans le cas entier, on remplace seulement la dérivée d’ordre 1 par la

celle d’ordre fractionnaire o. On obtient donc :

{ D[z (t)] = Agx(t) + Bye(t) (I1L.3)

u(t) = Cra(t) + Dye(t)

D[z (t)] = (D*[21 (t)], D* [x5 ()], ..., D* [z, ()])", représente le vecteur de la dérivée
d’ordre H.
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I11.2.3 Fonction de transfert d’un controleur fractionnaire

La transformée de la Laplace basée sur la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire
au sens de Caputo est appliquée sur I’équation ([II1.3]). On aura donc :

{ $°X () = s*7! — 2 (to) = ArX(s) + BiE(s) (I11.4)
U(s) = CyX(s) + Dy E(s)

{ X (5) = (1 — Ap) ™" BRE (s) + (s°T — Ag) ™" 5% (to) (ITL.5)
U(s) = CpX(s) + Dy E(s)

ou, E(s), U(s), et X(s) représentent respectivement la transformée de Laplace des signaux
e(t), u(t) et z(t). Notons ici que la définition de Caputo est nécessaire si nous voulons que
les conditions initiales soient exprimées comme les valeurs des états a 'instant ¢ty = 0. Dans

le cas ou ces conditions sont nulles, I’équation (II1.5]), est reformulée comme suit :

X (s) = (s*I — Ay) "' BLE (s) (11L.6)
U(s) = (Cy (s*I — Ay) ™" By + D) E(s) '

Par ailleurs, la matrice de transfert du contréleur fractionnaire est obtenue par la relation

(TTL.7) -

[ K (s) K (s) K (5) |
K (s) = Cy (T — A) " By + Dy = Km: (#) K”: () KZ”? 5) (IIL7)
I Ko (s) Kpa(s) ... Kum(s) |

Ou, chaque transfert K;; (s) est peut-étre défini par :

Dijs i € N
Qij = Dij (ITL.8)

ij=1,..m

Ky.. .. %P + KNij,(pij*l) saPii=1) 1 ... 4 KNZ-]-,O

ijsPij ij

- Kp. . 80 + KDijy(Qij_l)ijSa(qij_l) 4+t KDij707

ijdij

Kij (s)

D’aprés 1’équation ([I1.8), si ¥ = s, on obtient le transfert irrationnel par rapport a la

variable ¥ comme suit :

Pij k
k=0 KNij,k'ﬁ
qij k
k=0 KDijyk'ﬁ

Afin de juger la stabilité des systémes d’ordre non entier, on utilise les théorémes de

(I11.9)

Ki'(ﬁ) =

Lyapunov (voir le Chapitre II pour plus de détail).
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II1.3 Réponses des systémes linéaires d’ordre fraction-

naire

I11.3.1 Reéponses temporelles par les fonctions de type de Mittag-
Leffler

Pour une analyse plus générale dans le domaine temporel des systémes d’ordre fraction-
naires, un outil efficace appelé la fonction de Mittag-Leffler [6], a été introduite. La fonction

Mittag-Leffler & deux parameétres E, 5(z) est définie par :

>0,8>0 I1I1.10
k=0
Sa Pm¢ dérivée est donnée par :
(k + p)!2F
p=20,1,2, ... II.11
Zk'Fak—i—ozp—l—ﬁ)( 1,2,) ( )

Il est plus convenable d’introduire la fonction [68] :

eplt,y, . ) = tPHLED) (1) (IT1.12)
La transformée de Laplace de la fonction €,(t, y, a, ) est donnée par :

+o0
s pls@=F 1
/ o0 8)e 7t = L el (5) > o) (IIL.13)

0

Une autre propriété convenable de est sa simple différentiation fractionnaire :
oDYep(t,y,a, 8) = &, (t,y, o, 8= X), (A < B) (ITL.14)

I11.3.2 Systéme d’ordre fractionnaire de relaxation

Dans ce contexte, le systéme d’ordre fractionnaire simple est défini comme étant 1’équa-

tion différentielle fondamentale d’ordre fractionnaire suivante pour 0 < a < 1 [39] :

(ro) T

sa fonction de transfert est donnée par :

+y(t) = e(t) (I11.15)
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H(s) = & 5 " TT T (I11.16)

111.3.2.1 Approximation par une fonction rationnelle

Dans I’étude des diélectriques, K. S. Cole et al ont constaté que les fonctions de transfert

de relaxation d’un grand nombre de matériaux peuvent étre modelées par I’équation suivante :

B 1
14+ (198)Y

H(s) 0<a<1) (IIL.17)

o, % est la fréquence caractéristique de relaxation, s = jw est la fréquence complexe, et
a un nombre réel tel que, 0 < o < 1. Il est aussi connu que la fonction de distribution des

temps de relaxation G (7) peut étre obtenue directement de la fonction de transfert comme :

H(s):/lci(:_)sdT (ITI.18)

Appliquant la méthode de I’équation (II1.18); K. S. Cole et R. H. Cole ont trouvé que la
fonction de distribution des temps de relaxation pour leur modeéle de I’équation (I11.17)) est
[39] :

1[G
0
avec
1 sin(l1 — a)m

G(r) (I11.20)

C2m {cosh [a log (TT—O> } —cos(l — a)m
La figure montre le tracé de cette fonction de distribution des temps de relaxation
G (7); pour o = 0.2, et 79 = 10.
L’approximation de la fonction de transfert de I’équation par une fonction ration-
nelle commence par 1’échantillonnage de la fonction de distribution des temps de relaxation
G (1) de I'équation dans une bande fréquentielle d’intérét pratique [0, w¢], en points

équaux sur une échelle logarithmique 7, (i = 1,2, ...,2N — 1) comme suit :

G(r) = > G(r)d(r =) (IIL.21)
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o, 7; = Ty XAV pour i = 1,2,...,2N — 1, et A\ un nombre constant plus grand que

I'unité, est défini comme rapport d’un pole et le pole précédent.

Distribution de |a fonction de relaxation

T /N T T 1
0.8 e i
0.7 b
06 L h_‘ ............ iy
i 0.5 ‘ I i
o
0.4+ ._ _fl. . e S—
0.2 i T L ............ i
\
EL I oy ' | \i"\
0 L e I i i i
=50 =40 =30 =20 -10 1] 10 20 20 40 50
log(tawtauc)

Fic. III.1 — Distribution de la fonction de temps de relaxation G (7).

A=t =P 9 2N —1 (II1.22)

Ti+1 Di

avec les poles p; :Tli, pouri = 1,2,...,2N—1. Substituant I’équation ([11.20]) dans (III.18)),

on obtient :

IN—1
0o Y G(1y)o(T —74) 2N-1
= G(T;)
H(s)= [ = dr = § 111.23
(5) / 1+7s T — 1+7;s ( )
0 =
On peut écrire alors :
IN—1 IN—1
1 G(1i) K;
H(s) = ——5 = = 111.24
) = T o ; 1+ 748 ; 1+2 (TIL.24)

ot, p; sont les poles de 'approximation donnée par :
Di :% = NN po, pour i = 1,2,...,2N — 1. Les K; sont les résidus des poles donnés par

la relation suivante :
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1 sin(1 — )7
2 {cosh [a log (%)] } —cos(l —a)m

Pour une fréquence d’approximation wmay, qui peut étre choisie ; 1000 X w¢, avec I'interval

K;=G(r) = (I11.25)

[0,wg]| est une bande de fréquence d’intérét pratique, le nombre N est déterminé par la

relation :

log(Towmax)
N = Int _— 1 I1T.26
nteger ( log ( )\) + ( )

I11.3.2.2 La réponse indicielle

La réponse indicielle du systéme de la fonction ([I1.17)) est de la forme :

G(7:)
Y(s) = _ I11.2
() ; s(147;8) ( 7
donc la réponse indicielle est :

2N—1
y(t) =Y G(r) (1—e ™) (IIL.28)

i=1
H(s) L (1<a<?2) (I11.29)

§)= ——— :
1+ (70s8)" “
2—a

H(s)= — 1+~ LF709) (ITL.30)

1+ (T[)S)a (T08)2 -+ 25(7’05) +1

I11.3.3 Systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire

Ici le systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire est défini comme étant I’équation différen-
tielle fondamentale d’ordre fractionnaire donnée par ’équation ([I1.17) pour 1 < o < 2.

Sa fonction de transfert est donnée par :

H(s) = ———— (ITL.31)
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111.3.3.1 Approximation par une fonction rationnelle
La fonction de transfert du systéme d’ordre fractionnaire fondamental est :

1 ~ (1 + 708)2_a

- 1 + (TOS)a - (T08)2 + 25(7’08) + 1

H(s) (IT1.32)
l<a<2=0<2-—a<l1,et (1+705)?? c’est un zéro a puissance fractionnaire.
Pour représenter un systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire de I’équation ([11.31]) par un

modele d’un systéme linéaire invariant dans le temps, il est nécessaire d’approximer pour une

bande de fréquence limitée [0, w¢], sa fonction de transfert irrationnelle de I’équation
par une fonction rationnelle. Pour cela on doit approximer le zéro & puissance fractionnaire

par une fonction rationnelle dans la meme bande de fréquence [0, wg], comme suit [§] :

(14 798)** = w (I11.33)
I3)

— ;. ? 3 Y \ LEN
H(s) = Gor o Cest la forme canonique d’un systéme du deuxiéme ordre.

ou :

20 < po <..<zny<DN
20 = wc\/ﬁ’ A= 10(Y/10(1—(2—0l)))7 B = 1()(3//10(2—04))7 N == Integer (—log(wm‘”‘/zo)) +1

log(AB)
(IT1.34)
En remplacant 'approximation du zéro dans I’équation (I11.32)) on obtient :
Il
_ 1+ =
1 e = < ) 1
H(s) = (2 + Tos) ~ X 5 (I11.35)
(Tos)” +2&(1os) + 1 s (T0s)” 4+ 2&(10s) + 1
H 1+ -
i=0
Par décomposition en éléments simples on obtient la forme suivante :
N
K;
H(s) = s+ TH) N (IIL.36)

(7'03)2 +2¢(To8) + 1 pare 1+ s/p;

Par identification, on se trouve les constantes ¢y, co, et K;, comme suit :
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I11.3.3.2

N
_ 2 _ 1
¢ = =Ty Kipi, et To = -

igo

co=1-) K,

~ i (IT1.37)
[T (1-AAB)—7)

.= = =0 L

Kz H(S)|s:pi lz_v[ (1_(AB)FJ') X (A\/E(AB)i)2+2§(A\/§(AB)i)+1
j=0
i

La réponse fréquentielle

Apres 'exécution des mémes démarches de la section précédente, la réponse fréquentielle

de (III.18)) et (I1.36) pour plusieurs valeurs de « est illustrée dans la figure [IT1.2

Dans la figure on remarque que la réponse fréquentielle de la fonction et
son approximation ([IL.31)), du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire que les pentes sont
entre —20dB et —40dB en variant I'ordre .

Les deux courbes de la fonction ([II.18)) et son approximation sont presque les
mémes, ce qui signifie la bonne approximation de la fonction (IIL.31).
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III.4 Commande d’ordre non entier

Parmi les applications remarquables de calcul d’ordre non entier, la théorie de la com-
mande des systémes a la plus grande partie des travaux de recherche.

Généralement, pour une boucle fermée de commande des systémes, il existe quatre cas
principaux :

— Systéme d’ordre entier avec controleur d’ordre entier

— Systéme d’ordre entier avec controleur d’ordre non entier

— Systéme d’ordre non entier avec controleur d’ordre entier

— Systéme d’ordre non entier avec contrdleur d’ordre non entier

Pratiquement, il existe uniquement le cas du systéme d’ordre entier, et on peut utiliser
un controleur d’ordre non entier.

Du point de vue mathématique, la commande d’ordre non entier est simplement une
généralisation de la théorie de commande d’ordre entier (classique) qui pourrait mener a
une modélisation plus adéquate et des performances de commande plus robuste. En effet,
I'intérét majeur de la commande d’ordre non entier est 'amélioration ou 'optimisation des
performances en utilisant les concepts de calcul fractionnaire.

La premiére tentative d’appliquer le calcul d’ordre fractionnaire pour la commande des
systémes peut étre trouvée dans [68]. Du point de vue historique, il existe dans la littérature

quelques structures principales de commande d’ordre non entier [53], [68].

I11.4.1 La commande CRONE

Le controleur CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) a été proposé par Ous-
taloup au début des années 1990 [6]. La supériorité des performances du contréleur CRONE
en comparaison avec le controleur PID classique a été détaillée dans [6].

Ce controleur permettait d’assurer la robustesse de la commande dans une bande de
fréquences donnée, en imposant un gabarit fractionnaire au systéme de commande en boucle
fermée. Ce type de controleur est caractérisé par 1'effet de I’avance de phase dans une bande

limité.

I11.4.2 Controleur d’ordre non entier (fractionnaire) : PI*D*

Le controleur d’ordre non entier PI*DH, est une généralisation du correcteur PID clas-

sique a été proposée par Podlubry en 1999. Sa fonction de transfert est donnée par [10] :
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r4
A=1 4 BI o PID

PI'Dw

P FD

L *
(0,0 e

=y

Fic. II1.3 — Disposition du controleur PI* D*.

T
C(s) = K, + = + Tp.s" (II1.38)
S

ou K, Tt, et Tp sont des coefficients réel. A et 1 sont des nombres réels positives.

De I'équation , on remarque que A = x4 = 1 pour le controleur d’ordre non entier
devient le correcteur classique. La figure montre la disposition du contréleur d’ordre
non entier PI*D* dans le plan (), ).

D’apreés la figure [[I1.3] on peut voir que tous les types de controleurs classiques PID et
ses dérivés (P, PI, et PD), sont des cas spéciaux du controleur fractionnaire PI* D, Depuis
sa proposition, beaucoup de chercheurs se sont intéressés a 'utilisation et a I'ajustement des
parametres de ce controleur fractionnaire. L’intérét de ce genre de controleurs est justifié
par une meilleure flexibilité, puisqu’en plus des trois parameétres classiques de réglage du
PID, il posséde deux autres parameétres de réglage ; 'ordre d’intégration A, et 'ordre de dif-
férentiation p. Ces deux parameétres peuvent étre employés pour remplir des caractéristiques
additionnelles ou d’autres conditions intéressantes dans la commande des systémes asservis

linéaires.

111.4.3 Controleur d’ordre non entier 71D

Le controleur TID a une structure semblable & un controleur PID classique, mais la

composante proportionnelle P, est remplacée une composante ayant une fonction de transfert

51%, ou T est une constante, et n est un nombre réel non nul, de préférence entre 0 et 2,
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[70]. Sa fonction de transfert est donnée par :

T

Cs) = - 4 é +Ds (111.39)

sl/n

Le contréleur T'I D s’approche plus étroitement de la fonction idéale de Bode qui assure un

meilleur rejet de perturbation, et minimise 'effet des variations des paramétres du systéme

sur la réponse en boucle fermée par rapport aux controleurs PID.

I11.4.4 Controéleur avance-retard de phase d’ordre non entier

Le controleur avance-retard de phase d’ordre fractionnaire est une généralisation du

controleur avance-retard de phase classique. Il a été proposé dans différent contextes dans

[70).

Sa fonction de transfert est donnée par :

Cs) = k|

s+ 1/A a—k:xo‘ 1+ As 1
s+1/zA| 77 |14 azAs

ol, A et a sont deux réels positifs, et 0 < z < 1.

Le comportement fréquentiel de ce controleur est illustré dans la figure suivante.

|C(jw)|am
'

20logi( k) dB

2loglkex™) dB

=]

arg(Cjw))
O0a”

0°

Fic. II1.4 — Réponse fréquentielle du controleur avance-retard de phase fractionnaire.

Dm |

1/A Wm x/M

(I11.40)
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Le controleur avance-retard de phase classique est une méthode de conception populaire
des boucles de commande, alors le correcteur avance-retard de phase fractionnaire devrait

aussi avoir sa valeur comparée aux controleurs CRONE, et PI*DH.

I11.4.5 Commande avec référence de la fonction idéale de Bode

L’iso-amortissement est une propriété trés désirable dans les systémes asservis parce que
le systéme asservi possédant cette propriété sera trés robuste vis-a-vis des variations du gain.
Pour un systéme asservi a retour unitaire, la propriété de 'iso-amortissement se reporte
au cas ou la phase de sa fonction de transfert en boucle ouverte, dans le plan de Bode, est
plate. Bode a été le premier qui a proposé une fonction de transfert en boucle ouverte d’un
systéme asservi a retour unitaire garantissant la propriété de 'iso-amortissement [58]. Cette

fonction connue sous le nom de fonction de Bode idéale est donnée par :

ol, w,. est la fréquence de coupure désirée, et v (o, 0 < v < 1), représente la pente de

TF;_Bode(s) = (I11.41)

la caractéristique idéale. La réponse fréquentielle du systéme asservi a retour unitaire de la
fonction idéale de Bode est illustrée dans la figure
On note que, dans le plan de Bode, 'amplitude de cette fonction est une droite de pente
constante —207 dB/dec et sa phase est une droite horizontale de v (Z) rad/sec. De méme, la
marge de phase est une constante M, = m (1 + %) , pour toutes les valeurs de la fréquence.
Depuis sa proposition, beaucoup de chercheurs se sont intéressés a l’'utilisation de cette

fonction comme fonction de référence dans la conception de la commande d’ordre non entier.

II1.5 Application de la commande fractionnaire simple

sur les systémes a retard

Cette section est pour but de synthétiser un contréleur efficace pour la commande du
systéme physique cité en chapitre I. Ce controleur doit assurer des bonnes dynamiques de

poursuite et de régulation du systéme bouclé tout en assurant les objectifs ci-dessous :

1. (a) Amélioration des performances fournies par la synthése basée sur le modele li-

néaire d’ordre élevé G,,,(s) : L’objectif ici est d’améliorer les caractéristiques

73



Chapitre Ill. Les contrdleurs d’ordre non entier et les systémes a retard

|L(j@)|

=2y dBddec
(V2

(, log (@)

arg Lijo)

-2

-2 1
PM = q{1—y/2)

— \

log ()
Fia. II1.5 — Réponse fréquentielle de la fonction idéale de Bode [58].

temporelles fournies par la réponse du systéme bouclé notamment en régime tran-

sitoire.

(b) Amélioration des performances obtenues via la synthése basée sur le principe du
SP assuré¢ par le modele de Wang [41] : L’objectif ici est d’améliorer le temps de

réponse du systéme bouclé tout en assurant une commande économique.

Les deux objectifs cités ci-dessus peuvent réalisés par 'application des approches avancées
de synthése dans lesquelles la structure fractale est choisie pour le controleur a synthétiser et
I’algorithme du PSO est utilisé pour optimiser ses parameétres. Dans ce cas, le probléme de
synthese est formulé comme un probléme d’optimisation sous contraintes dont la fonction de
colit représente l'intégral de la valeur absolue de lerreur de poursuite ITAE (Integral Time
Absolut Error) définie comme suit :

20

J = min [t|ITAE (t,x)|dt
R (I11.42)

SC.Tmin S x S Tmax
Ici, x est un vecteur contenant les paramétres du controleur & synthétiser. Sachant que

la structure fractale choisie pour cette synthése est celle décrivant la dynamique du PID
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fractionnaire (i.e., PI*D*). Par conséquent, I'optimisation est effectuée par le vecteur x =

[Kp, K1, Kp, A, ,u]T dont les limites supérieure et inférieure sont définies par :

( 0< Kp<l1

0<K;<1

0< Kp<l1 (IT1.43)
0<A<l1

| O<p<1

Pour chaque objectif mentionné précédemment, la formulation de la fonction de coiit (&

minimiser) est établie graphiquement en utilisant 1’environnement SIMULINK (voir figures

[t [,

Temps
—— &
l Abs Produt  Integrateur
Reéférence
nipid
; —@

‘ PID fractionnaire!  Systéme réel retard pur réel ITAE1

&
référence

Fic. II1.6 — Schéma block du premier critére assurant le premier objectif.

Pour atteindre le premier objectif, ’algorithme du PSO est exécuté 10 fois dont la solution
minimale est assurée par la valeur Jy,;, = 0.014298 (voir la figure [I11.8)),

Cette solution fournie le transfert d’ordre non entier suivant :

0.089916

CFOfPIDl (8) =0.3075 + 80'981

+0.002 x 5" (I11.44)

La réponse temporelle fournie par le systéeme bouclé par le controleur fractionnaire
Cro pip,(s) est comparée a celle fournie par le controleur irrationnel Cp;p(s), cité dans
le chapitre I. On obtient donc la figure [[IT.9

Ensuite, pour atteindre le second objectif, la minimisation de la fonction de cotit présentée

par la figure [[IL.7], est achevée par obtention du transfert fractionnaire ci-dessous :
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Produit Integrateur

retard pur réel i:l—’. ITAE2

- K
Référence ; - . .
PID fractionnaire2 Systéeme reel sortie
&
Modéle sans retard1 reférence

Modele sans retard  retard pur Wang

Fic. II1.7 — Schéma block du deuxiéme critére assurant le deuxiéme objectif.

Jmin: 0.014298

0.2 % T T
0.18 b
0.16

0.14

T 71
d

0.12
0.1 A} -

0.08

Fonctionobjective

0.06

0.04

T - T 1T ™1
/
1

0.02

Stop Pause Iterations

Fic. III.8 — L’évolution de la fonction cout durant le processus d’optimisation par le PSO
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11

0.8

0.4

0.2

Sortie fournie par PID standard

— — Reference

Sortie fournie par PID fractionnaire

- PR P - PR il FE— P -

40 60 80 100 121
Temps (sec)

F1G. III.9 — Comparaison entre les réponses temporelles des deux controleurs Cro pip; (8)

et Cp[D(S)

0.09
Cro_pip,y(s) = 0.295 + — == 4 0.062 x s™'* (I11.45)
_ 0.

La réponse temporelle fournie par le systéme bouclé par le controleur fractionnaire

Cro pip,(s), est comparée & celle fournie par le controleur irrationnel Cyy(s) cité dans
le chapitre I. On obtient donc la figure [[II.10]

D’aprés la figure[[11.9} on remarque nettement que le controleur fractionnaire Cro prp, (s),

a la capacité d’atteindre I’amélioration souhaitée. Ceci est traduit par 'obtention d’une ré-

ponse temporelle caractérisée par un dépassement faible et un temps de réponse amélioré.

En revanche, d’apres la figure [[II.10] 'amplitude du signal de commande fourni par le

controleur fractionnaire Cro prp,(s), est trés réduite en comparaison a celle fournie par le

controleur d’ordre entier Cyy(s).

Finalement, la comparaison des quatre réponses temporelles a montré 'efficacité et la

supériorité de la synthese basée sur les transferts fractionnaires ainsi que la configuration de

commande utilisant le principe du SP.
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FiG. II1.10 — Comparaison entre les réponses temporelles des deux controleurs Cro prp,(s),
et Cw(s).

III.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la stratégie de la commande utilisant le transfert
d’ordre non entier pour la structure du controleur PID, ainsi que I'algorithme du PSO pour
la détermination optimale de ses parameétres. Cette stratégie proposée a la capacité d’assurer
des meilleures commandes pour stabiliser les systémes physiques modélisés par des modeéles a
retard pur. Ces objectifs peuvent étre réalisés en reformulant le probléme de la commande en
probléme d’optimisation sous contrainte dont la fonction de cotit est présentée graphiquement
en utilisant I'outil de Simulink. Ce chapitre est achevé par une partie de simulation dans
laquelle on a imposé deux objectifs. Le premier est d’améliorer les performances assurées
par la synthése basée sur le modeéle d’ordre élevé. Cependant, le deuxiéme objectif repose
sur ’amélioration des caractéristiques fournies par la sortie du systéme bouclé et cela par
des commandes moins énergétiques. Finalement, la comparaison des résultats dans le plan
temporel a confirmé que la les performances de la synthése fondée sur le principe du SP peut
étre améliorée par l'introduction de l'ordre fractionnaire dans la structure du contréleur
souhaité.

Dans la suite de ce travail, on présenterais les deux contributions proposées, nous verrons
que l'utilisation de 'ordre fractionnaire dans la phase de modélisation peut améliorer les
performances obtenues via la synthese fondée sur le schéma du SP basé sur la fonction idéale

de Bode d’ordre fractionnaire. Ces contributions ont la capacité d’améliorer les performances
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temporelle et fréquentielle du systéme bouclé.
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Chapitre IV

Modélisation et commande avancée

des systémes a retard

IV.1 Introduction

Comme nous ’avons mentionné dans les chapitres précédents, les systémes d’ordre entier
a retard sont généralement décrits par des modéles mathématiques, avec une approximation
de la partie de retard pur. La présence du retard dans la dynamique d’un systéme pourrait
étre la source d’instabilité et de mauvaises performances. Le probléme de la stabilisation
de tels systemes a été alors un vrai challenge et a recu une attention considérable. Afin de
compenser leffet du retard (pour un systéme a retard pur), plusieurs chercheurs ont traité
le probléme de commande via un prédicteur d’état. Ce travail consiste a développer une
technique de commande par SP pour les systémes linéaires & retard. La nouveauté dans
cette these, est 'approche proposée pour résoudre le probléme de commande de ce type des

systémes, par le prédicteur de Smith fractionnaire.

Ce chapitre est divisé en deux parties. La premiére partie est consacrée & la proposition
d’un modele fractionnaire modélisant les systémes a retard, puis l'identification des para-
metres de ce modele d’ordre non entier. La deuxieme partie traitera la synthése d’une loi de

commande fractionnaire basé sur le Prédicteur de Smith pour les systémes a retard pur.

Enfin, nous terminerons ce chapitre, avec I’étude de deux systémes couramment utilisés

dans la littérature, avec illustration des résultats de simulation, utilisant MatLab.
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IV.2 Modélisation avancée des systémes a retard

IV.2.1 Proposition d’'un modéle fractionnaire modélisant le sys-

téme a retard

La fonction de transfert du modeéle fractionnaire proposé est choisie comme suit :

Gm<s)_Gm0(s).e—9mS_( Ko )( e ) (IV.1)

14+ T1,,,5%m 14+ 71,5

otl, les parameétres du modéle sont donnés par le vecteur z,, € R°.

xm - [Kmmimeg’Oémaem]T (IV2)

Notez que le modéle fractionnaire ci-dessus, combine deux fonctions de transfert. La
premiére, celui donné a droite, présente le modele entier de premier ordre FOPTD qui est
couramment utilisé dans 1’étape de modélisation pour la méthode de conception du SP
standard. Toutefois, la deuxiéme fonction de transfert, donnée a la gauche, présente le modele
fractionnaire stable de multi-lag, qui sera utilisé plus tard dans I’étape de la synthése du

controleur.

IV.2.2 Formulation du probléme d’optimisation de la modélisa-

tion avancée

Dans I'étape de modélisation, les parameéetres du modele fractionnaires sont déterminés a
partir de résoudre le probléme d’optimisation proposés a ’aide de ’algorithme d’optimisation
PSO.

La fonction de cotit est formulée utilisant le critére du minimum de 'erreur quadratique
moyenne (LMSE) FE,,, qui est donné par la valeur de 1’écart entre les deux modules du
systeme réel G, et du modéle fractionnaire proposé G,,, & chaque fréquence de ’espace
logarithmique. En outre, les contraintes d’inégalité sont données par le biais de la valeur
d’écart absolu entre les deux phases de processus réel et du modeéle fractionnaire proposé, a
chaque fréquence de ’espace logarithmique.

En outre, les paramétres du modéle fractionnaire proposées sont déterminés en résolvant

le probléme d’optimisation suivant :
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minHEmHoo = min||G, (si) — G (si, xm)Hoo
om om (IV.3)

subjectto :Tmin < T < Tiax
Selon les travaux de recherche précédentes, plusieurs méthodes ont été proposées pour
reformuler le probléme d’optimisation donné dans ’équation (IV.3)). Parmi eux, le probléme

d’optimisation choisi est défini comme suit :
. 1 N 2
minJy, (7,,) = min- > [Ey, (55, 7))

Si=jw;

<0 (IV.4)

Tm Tm =1

b, (z) = |arg (Emi(si,xm))Si:jwi

subject to :
Lmin S Tm S T'max

ou, J,, désigne la fonction de cotit a minimisé, n est le nombre de fréquences choisit parmi
la gamme des fréquences w € [Wiow, Whigh|, Em est le scalaire positif qui présente la distance
minimale qui doit exister entre les deux phases du systéme réel et le modeéle fractionnaire
Proposé, Tmin, €t Tmax sont les limites inférieures et supérieures pour le vecteur des parameétres
4 optimiser x,,.

hm,; avec, 1 = 1, ...,n, sont les contraintes d’inégalité qui présentent 1’erreur absolue entre
les deux phases du systeme réel et du modéle proposé.

Sachant cela, la solution optimale du probléme d’optimisation donnée par I’équation
est difficile en raison du nombre élevé de contraintes d’inégalité. Pour résoudre cette
difficulté, le probléme d’optimisation sera transformé en probléme d’optimisation des contraintes
limitées en utilisant la méme idée proposée dans [52]. Par la suite, les parameétres du modele
fractionnaire sont facilement déterminés a patir de sa solution optimale par I’algorithme de

PSO.

IV.3 Commande avancée des systémes a retard pur

IV.3.1 Proposition d’une structure fractale pour le controéleur frac-

tionnaire a synthétiser

Dans I’étape de la synthése de controleur, le controleur fractionnaire proposé est congu a
laide de la méme maniére proposée par Wang [41]. Par conséquent, la partie libre de temps
mort du modeéle proposé G,,, peut étre décomposée en deux fonctions de transfert tels que :

Ge(s, )

) = G (5r0) 9 () — Gnn (5) s (30977 (1V:5)
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OU, Gmo, €6 Gme,, SONt les parties entier et fractionnaire respectivement, libres de temps
mort du modéle fractionnaire proposé. Par conséquent, le schéma SP modifié de désadapta-
tion est illustré a la figure [V.1

Il peut étre simplifié comme les schémas SP modifiés incompatibles, qui sont donnés par

les figures et V.3

h 4

V
ref +® +® G, u

A By,

g

FiG. IV.1 — Schéma fonctionnel du Prédicteur de Smith modifier : Premiére phase

d.
V +
Fre + u
%—)69_) G, 3 >
iy, A
______________ |
o I e
© iy emyg T
I I
b crar s e 1
G,,

Fic. IV.2 — Schéma fonctionnel du Prédicteur de Smith modifier : Deuxiéme phase

ou, F, indique 'erreur de suivi entre la sortie du processus et la référence du point de
consigne.
Considérons maintenant le vecteur de parameétres du controleur x., qui définit la fonction
de transfert du controleur fractionnaire proposé K (s, z.), qui est défini par :
Ge(s, )

) = G (5m0) [0 () — Gnn (5) G (30977 (1v-6)
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Y

h

|
= Mg Hig) F| emp N
|

Fi1G. IV.3 — Schéma fonctionnel du Prédicteur de Smith modifier : Troixiéme phase

Selon la figure le schéma général du systéme en boucle fermée peut étre présenté

comme suit :

. r W

F1G. IV.4 — Schéma bloc du systéme de controle a retour d’état

ou, P (s) est la fonction de transfert du systéme généralisée donnée par :

] , u= K(s,x.) (IvV.7)
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Comme le montre la figure le systéme en boucle fermée présente m entrées exogenes,
qui sont présentées par le vecteur w = [wy, wy, ..., wm]T, y compris diverses entrées exogénes
telles que les bruits de capteurs, les perturbations d’entrée du systeme d;, les perturbations
de sortie de systéme d,, et les références de consigne y,.;. En outre, il a également m résultats
exogeénes qui sont présentés par le vecteur z = [z1, 22, ..., zm]T, ou toutes les caractéristiques
imposées sont considérées. Le controleur fractionnaire proposé K (s, x.), utilise le vecteur de
sortie mesuré y pour élaborer le vecteur de commande u, qui modifie le comportement naturel
du systéme P(s). Le controleur obtenu doit satisfaire certaines spécifications imposées telles
qu’une bonne dynamique de suivi des références de points de consigne, une bonne atténuation
de toutes les perturbations de charge et des bruits de capteurs. Ces exigences sont formulées

comme le probléme d’optimisation suivant [71] :

minJ.(z.) = min||J,— (s, zc)||
e e (IV.8)
subject to iz, . <z, < g,
ou, J,_., désigne la matrice de transfert en boucle fermée entre les deux vecteurs exogenes
d’entrée w, et de sortie z.
Le controéleur fractionnaire robuste proposé est donné par la structure fractionnaire sui-

vante :

Ge(s,2.) = Gy (8, 00).Gey (8, 20) .Gy (8, 7). .G, (8, )
( G, (s,2.) = Constant

_ 1
GCQ(S, iL‘C) = (m)szo (IV9)
G03<57 xc) =-1

= _SO‘C

_ 14T,.s+c
Gey(s,0e) =555

avec,

\

ot chaque partie de ce controleur est bien détaillée dans [71]. Le contrdleur de conception

est atteint en trouvant cinq variables, qui sont présentées par le vecteur x.. :

Te = [Gcl ) TC7 Te, O,y /’l’c]T (IVlO)

En conséquence, 'utilisation de I’algorithme PSO, résulte les parametres de réglage du
controleur sont généralement effectués par un processus d’optimisation impliquant une opé-
ration de recherche complexe. Cela peut conduire & un mauvais controleur si la solution
obtenue est piégée dans le probléme des minimums locaux. Pour éviter cette difficulté du

probléme, la deuxiéme contribution de ce travail est de proposer une maniére analytique qui
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réduit la taille de I'espace de recherche du probléme d’optimisation ot les paramétres du

controleur fractionnaire robuste proposé dépendent uniquement de trois arguments.

IV.3.2 Déterminations des paramétres du controéleur fractionnaire

I1V.3.2.1 Approche basée sur la fonction de transfert idéal de Bode

Une procédure similaire donnée dans [45)], elle est utilisée pour réduire le nombre des
variables de cette commande. L’idée proposée se résume comme suit :
Selon la figure si 'erreur de modélisation est bien réduite (c.-a-d., E,, = 0), la

fonction de transfert de boucle ouverte est déterminée a partir de la boucle interne de la

figure [V.2] elle donne :

Licy = Ge.9mp, (IV.11)

L’objectif principal est d’assurer par L,.f, le méme comportement de la boucle ouverte

du modele de référence donné par :

X1
GeGmgy = ———— V.12
Jmor = oy (x3.s+1) ( )

ol, X1, X2, €t X3; sont les nouveaux parameétres réelles a déterminer par un algorithme
d’optimisation adéquate.

Selon I’équation 7 le modele de référence d’ordre fractionnaire proposé ci-dessus
comporte deux parties :

i) La premiére partie présente la fonction de transfert idéale de Bode définie par

[1] -
_x
Lrefl - SX2 (IV13)
ii) Le second correspond a la fonction de transfert ordinaire de premier ordre donnée
par :

1

LrefZ =

Dans 'étape de syntheése du controleur proposée par Wang [41], la fonction de transfert

en boucle ouverte du modele entier de référence est donnée par la formule :
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w2

Lwang = ————— V.15
Wors = (s 20 (V-19)

ol, (,et w, désignent, respectivement, le rapport d’amortissement et la fréquence naturelle
de la boucle ouverte désirée.

Selon les équations (IV.12)) et (IV.15). En plus si :

X1 :LS_Z
Xs =

Le modeéle de Wang devient un cas particulier de notre modeéle fractionnaire proposé.
En outre, si y3 =0, le modele Bode idéal devient également un cas particulier de notre
proposition. En conséquence, notre proposition a la capacité de satisfaire un plus grand
nombre de spécifications imposées que celle proposée par d’autres controleurs de synthése

dans la stratégie de controle du Prédicteur de Smith standard.

Sur la base des équations (IV.9) et (IV.12), la fonction de transfert du controleur frac-

tionnaire robuste proposé est réécrite comme suit :

Ot les parameétres du controleur sont réduits aux trois degrés de liberté xq, x,, et xs.
Ses valeurs optimales sont données par un algorithme d’optimisation adéquat, dans lequel

certaines spécifications imposées de H,, sont bien satisfaites.

1V.3.2.2 Approche basée sur la théorie de la commande robuste

Dans la théorie du controle robuste, les conditions de robustesse imposent certaines
contraintes. Ces contraintes présentent les grandeurs des fonctions de sensibilité avec de
petites valeurs pour toutes les fréquences. En outre, le bruit du capteur et la perturbation
de systeme doivent avoir de grandes valeurs.

L’objectif de ce probléme est d’obtenir cette robustesse avec des grandeurs minimales du
signal de controle. Ainsi, les conditions ci-dessus sont formulées comme le probléme d’opti-

misation multivariable suivant :

minJ,, (z.) = minmaxa |S; (Jw, .
iin (r.) = minmax [5, (o, 2.)] _—
& [[Sa (s, ze)llo €M
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minJ.,(z.) = minmaxao |S. (Jw, x.
rin, (1) = minmax (S, (ju, 7.) )
& [[Se (s, 2e)[loo < 72

minJ.,(r.) = minmaxo |[K (jw,z.) Sq (Jw, x.
vin () = minmax (K (jo, 7.) Sq (o, 7.) a0,
g ||K<S7x6) Sa (S’xC)HOO < Vs

minJ,, (z.) = minmaxa (G, (jw, x.) Sq (Jw, x.)]
we re  w (IV.21)
& |G, (s,2c) S (S7x0)Hoo <V
ou, Sy, et S, désignent, respectivement, les fonctions de la sensibilité et la sensibilité

complémentaire, avec :

Sq(s, ) =1+ G.K (s,2.)] " (IV.22)

Se(s,z.) =1—S4(s,x.) (IV.23)

En outre, & (%) présente la valeur maximale singuliére de la fonction de transfert (x).
Sachant que, min,, max,, ¢ [X; (jw, x.)|, est numériquement équivalent a la norme infinie de
Xi<8, I’C) .

o,

1Xi (5, 20) oo < i (IV.24)

avec v, ; présente le niveau positif fixé par 1'utilisateur.
Afin d’éviter la complexité du calcul, et en fonction de la propriété donnée par I’équation
([V.24]), nous avons essayé de simplifier le probléme d’optimisation multi-objectif ci-dessus a

un probléme d’optimisation mono-objectif sous contraintes. Pour atteindre cet objectif, 'une

des quatre fonctions objectives (voir les équations (IV.18) - (IV.21]) doit étre sélectionnée

comme la fonction objectif principal et les autres sont considérées comme les contraintes
d’inégalité. Ensuite, nous allons résoudre le probléme d’optimisation obtenu, en utilisant

I’algorithme PSO, pour déterminer le vecteur optimal des parameétres de controleur proposé

*

xr.

zr = (1 X x3)" (IV.25)
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IV.4 Simulations et discussion des résultats

IV.4.1 Algorithme proposé pour la modélisation et la synthése du

controleur

Dans la phase de la modélisation, les parameétres du modéle fractionnaire sont déterminés

selon les étapes suivantes, [72] :
- Etape 1:

1.

Choisissez ’ensemble des limites inférieures et supérieures qui limitent le vecteur des
variables de conception z,,, dans laquelle la condition suivante doit étre satisfaite :

Tmin < Tm < Lmax-

Ensuite, choisissez le scalaire positif €,,, et passez a la prochaine étape.
Etape 2 :
Notez que les n réponses en fréquence du systeme réel G, ( jwk)k:l,...,n , sont généra-

lement disponibles dans la société mondiale de controle. Ici, les réponses fréquentielles
précédentes sont générées a 'aide de la commande Matlab "logspace", dans lequel, les

n points logarithmiquement égaux entre les décennies 10“mi» et 10“m>x peuvent étre

générés.
Réglez ¢ = 0 (le nombre des itérations), et passez a I’étape suivante.
Etape 3:
Pour chaque itération ¢ de I'algorithme de PSO, le vecteur de solution x,,, est

généré dans la gamme [y, Tmax]- Sur la base de cette solution, les n réponses fré-
quentielles du modele fractionnaire proposé G, (jwy) k=1, Sont déterminées a 'aide
de I’équation . Par conséquent, la fonction de cotit du probléme d’optimisation
(IV.4) (b), est déterminée par I’erreur absolue moyenne entre les gains du systéme réel
et le modeéle proposé. Cependant, les contraintes d’inégalité du probléme d’optimisation
, sont déterminées par les n phases du processus réel et le modele fractionnaire

proposé ot chaque valeur obtenue est comparée par le niveau positif ,,.
Etape 4 :

Du probléme d’optimisation précédent, le nouveau probléme d’optimisation des

contraintes bornées est déterminé en utilisant la méme idée proposée dans [23].

89



Chapitre IV. Modélisation et commande avancée des systémes a retard

- Etape 5

1. Le nouveau probléme d’optimisation obtenu est résolu par la commande ‘’particles-
warm” de Matlab, disponible dans Matlab®2015a\toolbox\globaloptim. La syntaxe
de cette commande est donné par : Ty =
particleswarm (obj _ fun,nvar, Tmin, Tmax), OU, 0bj fun; représente la M-function,
qui défini la fonction de cotit du probléme d’optimisation sous contraintes bornées,

nvar = 5; est le nombre des variables du modeéle fractionnaire proposé.
— Etape b :

1. Si la condition d’arrét est satisfaite, l’algorithme se termine avec le vecteur de

solution optimale 7.

2. Si non, réglez ¢ < ¢+ 1, et revenez a |’ étape 3.

Les mémes étapes précédentes devraient étre suivies pour déterminer les paramétres

robustes du controleur fractionnaire, dans lesquels le probléme d’optimisation peut étre for-

mulé par les équations (IV.18) a (IV.21)), avec, sa solution optimale x} = (x}, X5, x3), est

trouvée par 'algorithme de PSO.
Dans la section suivante, deux systéme réels a retard seront choisis afin de valider le
controleur fractionnaire proposé en fonction du modele fractionnaire pour la stratégie de

controéle par le prédicteur de Smith proposée.

IV.4.2 Simulation : Premier cas

Dans ce premier cas, en compte tenu du processus réel défini dans [41, 45], par la fonction

de transfert suivante :

1 —4s
G,(s) = me (IV.26)

Ce systéme & retard pur est trés utilisé dans le monde de recherche, afin de tester le
déroulement d’une loi de commande dédié aux systémes a retard pur.
Les données numériques nécessaires pour exécuter ’algorithme proposé dans la phase de
modélisation, sont choisies comme suit :
— Les pondérations des parametres du modele proposé : 0 < 1T},,, 15, < 3, 0 < K,,, < 2,
0<a,<le0<b, <6.
— Les parameétres du PSO : n =200, w € [10’4, 104] , et &, = 1072 représentent respec-

tivement la taille de swarm, l'intervalle de recherche de PSO, et ’écart.
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Les parameétres du modele fractionnaire proposé sont obtenus utilisant 1’algorithme de

PSO comme suit :

Tm = [Kma Tm1 ) ng; A,y em]T

Iv.27
= [0.9974,1.6554, 1.8186, 0.982, 5.7449]T ( )
Alors, le modele fractionnaire proposé est le suivant :
0.9974
Gm I — —5.7449s V.28
_propose(s) (14 1.655450982) (1 4 1.81863)6 ( )

Notez que le modele entier proposé par Wang [41], pour le méme processus précédent,

est défini par :

1
Gm an — 98 IV29
wang(8) = 000 T 165" (IV.29)

Maintenant, dans I’étape de synthése, le controleur robuste désiré devrait assurer une
bonne réduction de l'effet de bruit du capteur, dans lequel le signal de commande obtenu
doit étre donné par une amplitude réduite. Ces exigences sont formulées comme le probléme

d’optimisation sous contrainte suivant :

minJ.(z.) = minmaxa [kSy]
mc Eo— (IV.30)
subject to : he(x.) = ||Se (jwe, z¢)|| oo —7 <0

En outre, les données numériques telles que :

— Les pondérations des parametres a optimiser 0 < X1, Xa, X3 < 3.

— w, € [0.1,100], et v = 0.1, sont utilisées dans I’étape d’initialisation du PSO.

Apres I'exécution de ’algorithme proposé, on obtient le vecteur des paramétres utilisées

pour construire le controleur SP-fractionnaire proposé, comme suit :

Ze = [X15 Xas X3]" = [0.906,1.00,0.711]" (IV.31)

Ce qui est impliqué la fonctionnelle de contréleur SP-fractionnaire suivante :

1 17 [1+ 1.65545%%2
Gc_proposé(S) = [0906] |:09974:| |:g‘| |: 071l 71 :| (IV32)

Par ailleurs, le controleur PID d’ordre entier proposé par Wang dans [11] est donné par :

5.03s + 3.06
G, wan = — V.3
_Wang(5) s(s + 2.48) (IV.33)
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IV.4.2.1 Analyse fréquentielle

Nous considérons dans un premier temps une simulation dans le domaine fréquentiel. On,
nous allons tester le controleur SP-fractionnaire proposé pour le premier cas, car ’analyse
fréquentielle est riche en informations. Alors, pour atteindre ce but, la différence d’erreur
de modélisation entre le modéle d’ordre non entier proposé et celui de Wang est illustrée
dans la Figure 4 5. En outre, les valeurs singulieres de la sensibilité directe et la sensibilité

complémentaire obtenus par les deux controleurs, SP-fractionnaire proposé et de Wang sont
montrées dans la figure

comparaison between: actual process & proposed model comparaison between: Wang's model & proposed mode

0.0982F N : 3
— proposed model .”- ._.-..\F,)\:opo-sed mdoc:el
1 = ==actual process 1 il angs mode
0.079} : :
e
0.8r ] :
) i Least Mean square
» o ] errors:
5 0gl ] @ r Proposed
2 o ! method=0.00047
S = 1 Wang's
© = f method=0.00061
E04f 1 & !
£
0.2r ]
of of T
10" 107 10° 10° 10° 0 50 100 150 200
iterations

frequencies (rad/s)

Fic. IV.5 — Comparaison entre le modeéle fractionnaire proposé et 'un de Wang pour le

premier cas

La fonction de transfert obtenue du modele d’ordre fractionnaire proposé pour le premier
cas est donnée par 'équation (IV.26]).

Selon la figure m, on peut voir que le modele d’ordre non entier (fractionnel) proposé
basé sur I'algorithme de PSO assure une bonne dynamique de suivi du systéme réel dans
chaque point de fréquence. Par rapport au modéle de Wang, la méthode de modélisation
proposée garantisse une valeur cotteuse de I’amplitude d’erreur maximale max |E,| = 0,079,

et une bonne minimisation de ’erreur moyenne des moindres carrés Jp;, = 0,00061. De

plus, les paramétres optimaux x., obtenus a partir de I'exécution de 'algorithme proposé

sont donnés dans 1’équation (IV.28]), ces paramétres sont utilisés pour construire le controleur

SP-fractionnaire proposé pour le premier cas.
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Fi1G. IV.6 — Les deux fonctions de sensibilité obtenues par la méthode proposée et 1'une de

Wang pour le premier cas
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Fic. IV.7 — La sensibilité inverse pour le premier cas pour les deux controleurs SP-

fractionnaire et de Wang
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La figure montre les valeurs singuliéres maximales des deux fonctions de sensibi-
lité 6 [KSq], et 7 [S,|, données par le controleur de Wang et le controleur SP-fractionnaire
proposé.

Selon cette figure, en particulier du c6té gauche, toutes les valeurs singuliéres de la fonc-
tion de sensibilité directe K Sy, données par les deux méthodes de synthése, sont réduites
dans toutes les fréquences. Cela garantit une énergie de controle moins appropriée. Cette
figure montre également que la meilleure fonction de sensibilité obtenue est atteinte lorsque
sa valeur d’amplitude maximale est le plus petit possible, donc la méthode proposée assure
un meilleur signal de controle dans le domaine temporel par rapport a la méthode de Wang.
En outre, on peut voir que selon le coté droit de la figure les valeurs singuliéres maxi-
males de la fonction de sensibilité complémentaire S,., sont réduites a des fréquences qui sont
au-dela de la bande passante du systéme, afin d’assurer la robustesse aux hautes fréquences.
De plus, nous pouvons voir que la meilleure dynamique de minimisation de I'effet des bruits
de capteurs est donnée lorsque les valeurs singuliéres maximales de la fonction de sensibilité
complémentaire sont aussi faibles que possible dans les hautes fréquences.

Par conséquent, le contréleur de modéle fractionnaire proposé offre une meilleure marge
de robustesse.

Pour confirmer les résultats ci-dessus, en doit lancer une simulation temporelle.

IV.4.2.2 Analyse temporelle

Dans le domaine temporel, nous utilisons les trois entrées exogenes suivantes sur le sys-
téme de controle par rétroaction. La premiére représente l'entrée de référence du point de
consigne Y. r, qui est supposé un signal d’échelon unité. La seconde entrée représente l'entrée
de perturbation de charge d;, qui est supposée comme un signal échelon d’amplitude égal a
—0.25, avec un temps de d’citation de 40 secondes. Enfin, la troisiéme entrée est représentée
comme un signal de bruit de capteur 7, qui est pris sous forme d’une distribution gaussienne
aléatoire, ol sa moyenne et sa variance sont 0 et 0.1 respectivement avec un instant de
pénétration ¢t = 60 secondes.

Le résultat de ces trois entrées est la réponse indicielle illustrée dans la figure Cette
figure les réponses de la boucle fermée obtenues pour le systéme de premier cas présenté par
I’équation , des deux contréleurs

D’apres la figure [[V.§] il est facile de voir que la minimisation la plus efficace aux effets
des bruits de mesures en régime stationnaire est assurée par le controleur SP-fractionnaire

proposé. Cette figure montre également un meilleur signal de commande, dont la valeur
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minimale de 'amplitude est garantie par le controleur SP-fractionnaire proposé dans 1’état

transitoire, dans lequel il n’est pas bien assurée par la méthode de Wang.

0 1 I 2;{ — proposed method : 1
:_g O.8E e L : ==-Wang's method
i (3}
g 06 b T ] a
@ a4l - —-Wang's method | gl
QL c
o — Proposed method T =] OO OO S HESST OO OY ROS J
20.2¢ : : 4
Q- N : N
L i i i L time(s) 0 ‘ ‘ ‘
00 1215 30 40 50 60 70 80 0 20 40 B0 time(s) 80
zoom of the transient state zoom of the steady state
2183(\-"‘ . . !
'_l \‘\ : — proposed method 1.6 = proposed method \
D183 F L ==s\Wang's mehod 2 -—-Wang's method Al
= H : A4l ;
2 i . =]
w i g w
g S1.2f -
5 05l g y
8 053 g 1 Y
Ok o e ‘ . t !

0 2 4 time(s) 6 8 10 55 60  time(s) 65 70

Fic. IV.8 — Comparaisons entre les deux controleurs SP-fractionnaire proposé et de Wang

dans le domaine temporel pour le premier cas.

Comme indiqué précédemment, ces résultats sont obtenus utilisant MATLAB/SIMULINK,
c’est pour cela, il faut connaitre les parameétres par default de ce langage de simulation. Donc,
les segments de ligne représentent les exigences de la réponse indicielle suivantes

Amplitude inférieure ou égale & —0.01 jusqu’a 5 secondes pour un sous-dépassement
de 1%.
Amplitude entre 0.9 et 1.2 jusqu’au temps de réponse de 15 secondes.
- Amplitude égale a 1,2 pour un dépassement de 20% jusqu’au temps de réponse de
15 secondes.
Amplitude entre 0,99 et 1,01 au-dela du temps de réponse pour un réglement de
2%.
En outre les exigences de la simulation sous MATLAB : La sortie de systéme doit répondre
aux exigences du réponse indicielle suivantes :
— Temps de montée inférieur & 2.5 secondes
— Temps de réponse inférieur a 30 secondes

— Dépassement inférieur a 5%

Les performances obtenues par le contréleur SP-fractionnaire proposé sont comparés avec
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Fic. IV.9 — Modéle fractionnaire proposé et le modele de Wang pour le premier cas

ceux donnés par Wang dans le Tableau 4 1. Ce tableau présente : Le temps de montée, et le
temps de réponse en secondes, ainsi que les valeurs minimale et maximale de la réponse une
fois que cette derniére a augmentée. On n’oublie pas le pourcentage de dépassement (par
rapport a la valeur finale de la réponse), et finalement le pic (valeur absolue maximale de la

réponse) et le temps dans lequel ce pic est atteint.
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Controleur SP — fractionnaire .
Controleur de Wang
Proposé
Temps de monté (secondes) 3.9236 4.0365
Temps de réponse (secondes) 60.4086 61.4317
Dépassement (%) 0.6077 1.4746
Réponse — Min 0.7845 0.7743
Réponse — Max 1.0092 1.0159
Valeur de Pic 1.0092 1.0159
Temps de Pic (secondes) 14.0195 16.7905
TAB. IV.1 — Les performances de la réponse indicielle par le contrleurSP —

fractionnaireproposetceluideW ang.

D’apres la figure[[V.§| on peut remarquer que le contrdleur SP-fractionnaire proposé peut
assurer un meilleur comportement de poursuite et d’interaction des signaux de références
pour chaque voie du systéme bouclé. Ceci se traduit par I’obtention des sorties caractérisées
par des meilleurs temps de réponses en régime transitoire ainsi que par des dépassements
acceptables en régime transitoire. De plus, ce controleur peut fournir des meilleures dyna-
miques de rejection de perturbations et suppression des effets causés par les entrées des bruits

de mesures.

IV.4.3 Simulation : Deuxiéme cas

Cette fois ci, on appliquera la technique de commande proposé sur un processus réel a

décalage multiple, défini dans [41, 68], par la fonction de transfert :

Go(s) = ﬁ (IV.34)
Les données numériques nécessaires pour exécuter ’algorithme proposé dans la phase de
modélisation, sont choisies comme suit :
— Les pondérations des parameétres du modeéle proposé : 0 < K,,, < 1.5,0 < T,,,,, T;,,, < 4,
1<a, <2 e3<6,<6.
— Les parameétres du PSO : n = 500, w € [10_4,104], et £, = 1072, représentent
respectivement la taille de swarm, l'intervalle de recherche de PSO, et I’écart.

Le vecteur des parameétres du modéle fractionnaire proposé est :.
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Tm = [Kma Tmla Tmza Olpp, Qm]T

T (IV.35)
= [1.00, 3.066, 3.7112, 1.2031, 4.6085]
Alors, le modele fractionnaire proposé est le suivant :
G (s) = : CH (IV.36)
propose (14 3.066512031) (1 + 3.7112s) '
Notez que le modeéle entier proposé par Das dans [8] est donné par :
1
GmﬁDas(S) _ 6—5.2930098 (IV37)

(1 + 2.549809s) (1 + 2.6614565)
Ensuite, le controleur proposé devrait satisfaire un bon compromis entre la robustesse de
la stabilité et les performances nominales. Ce but est formulé comme le probleme d’optimi-

sation suivant :

minJ.(z.) = minmaxa [Sy]
o R (IV.38)
subject to : he(x.) = ||Se (jwe, o)l — 7 < 0

Pour déterminer le controleur SP-fractionnaire proposé, nous avons utilisés les données
numériques suivantes :

— Pondération des parameétres du controleur : 0 < xp, x5 < 1,1 < xo < 2.

- w. € [10’4104}, et v = 0.01, (parametres de PSO)

Apres 'exécution de ’algorithme proposé, on trouve les paramétres optimisés du contro-

leur SP-fractionnaire, comme suit :

Te = [X1s Xa» X3]" = [0.4304,1.4999,0.1272]" (IV.39)

Ce qui est impliqué la fonctionnelle de controleur SP-fractionnaire suivante :

1 1 ) 1.2031
] [ + 3.066s ] (IV.40)

Gc_pmposé(s) = [0'4304] {51-4999 0.1272s + 1

De lautre coté, le controleur PID a ordre fractal proposé par Das dans [8] est donné par :

0.486645s + 0.109355
50-991345 1 () 754804 50707808

En applique pour ce systéme de deuxiéme cas les mémes démarches de ’analyse fréquen-

Gc_Das(S) = (IV41)

tielle et temporelle comme dans le premier.
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Chapitre IV. Modélisation et commande avancée des systémes a retard

I1V.4.3.1 Analyse fréquentielle

Comme d’habitude en commencant par examiner cette technique de commande proposée
dans le domaine fréquentielle.

comparaison between: actual process & proposed model  comparaison between: Wang model & proposed model

0.1306 . - ‘
L)
g n— d model
1 — proposed model =} it proposed mode
---actual process o !} —=-Das's model
8 i
2 i1
0.8} | % : l|
£ ' ! | east Mean square
11
3 1 L Errors:
e 0.6F ] 00703 i b Proposed method =
£ F 0.00033
5 Das's method =
g 0.000099
0.4} |
0.2} |
0 L -\‘: 1
4 ] i P 4 100 150 200
10 frequé%cies ( radls1)0 10 iterations

FiG. IV.10 — Modéle fractionnaire proposé comparé par 1’'un de Das pour le Deuxiéme cas

Les figures [TV.10], et [TV.11] comparent les performances en boucle fermée données par le

controleur SP-fractionnaire proposé avec celles données par le controleur PID a ordre fractal

proposé par Das.

La figure [[V.10| compare les deux modeéles dans le domaine fréquentiel pour le systéme
présenté dans le deuxieéme cas. On peut voir que le modéle d’ordre non entier proposé assure
une bonne dynamique de suivi du processus réel a retards multiples. Ce résultat s’explique
par une valeur cotiteuse de la grandeur d’erreur maximale max | E,| = 0.0703, et une meilleure
minimisation de I'erreur quadratique moyenne Jpi, = 3.3497 x 10~%. Dans la deuxiéme étape,
selon la figure [[V.11], il est facile de voir que le controleur SP-fractionnaire proposé garantit
la meilleure marge de stabilité en régime permanant.

Les deux figures [IV.12], et [IV.13| montrent clairement que le controleur SP-fractionnaire

proposé dans ce travail, assure la meilleur poursuite, et rapidité, ainsi que la réjection des
perturbations.
Ces résultats sont expliqués dans le domaine temporel par une bonne minimisation de

I’effet des bruits de capteurs en régime permanent.

99



Chapitre IV. Modélisation et commande avancée des systémes a retard

0 i
O - -.-Das's method 00k N _I_I-E;c;p?:;e:ﬂ:rgzthod ]
— Proposed method _
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> = : “
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< 20f 1%
& < 400}
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Sd function ( low frequancy range)

Sc function ( high frequancy range)

Fic. IV.11 — Comparaison entre le controleur SP-fractionnaire et celui de Das Dans le do-

maine fréquentiel pour le deuxiéme cas

IV.4.3.2 Analyse temporelle

Apres le calcul et le tracage de la réponse indicielle (voir figure [[V.14]) des trois entrées

exogeénes pour le systéme de controle par rétroaction qui sont :

— La référence y,.r, qui est un signal échelon unité.

— La perturbation de charge d.., qui est aussi un échelon, mais & amplitude égale a —0.25,

avec un début de 'excitation & partir de I'instant ¢ = 40 secondes.

— Le signal d’effet de bruit de capteur 7, est choisi comme une distribution gaussienne

aléatoire, ol sa moyenne et variance sont respectivement égales a 0 et 0.25, I'instant

de début de 'excitation est ¢ = 60 secondes.

Maintenant, on peut observer uniquement 1’état stationnaire, le controleur proposé assure

une bonne minimisation de 'effet de bruit du capteur. Cependant, dans I’état transitoire,

la performance nominale optimale est assurée par ce controleur proposé, ou leurs caractéris-

tiques sont illustrées dans le Tableau 4 2.
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Fic. IV.12 — Comparaison entre le modéle fractionnaire proposé et les modeles de Wang et

Das pour le deuxiéme cas

Controleur SP — fractionnaire .
Controleur de Das
Proposé
Temps de monté (secondes) 5.2297 6.2989
Temps de réponse (secondes) 63.8253 64.2106
Dépassement (%) 0 1.3116
Réponse — Min 0.8289 0.8107
Réponse — Max 1.0053 1.0175
Valeur de Pic 1.0053 1.0175
Temps de Pic (secondes) 28.4599 18.4156

TaB. IV.2

fractionnaireproposetceluide Das.(Deuximecas)

Les performances de la réponse indicielle par le contrleurSP —
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FiG. IV.14 — Réponse temporelle du controleur SP-fractionnaire proposé par apport I'un de

Das pour deuxiéme cas
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Chapitre IV. Modélisation et commande avancée des systémes a retard

Dans la conception des lois de commande, on s’attend souvent & ce que le systéme soit
concu pour une court temps de montée et de réponse, avec un faible pourcentage de dépas-
sement ou aucun dépassement, comme le cas du controleur SP-fractionnaire proposé (voir
figure .

Par conséquent, selon le tableau il est facile de distingue que la réponse indicielle du
systéme en boucle fermée fournie par la méthode proposée ayant les propriétés temporelles
dans le régime transitoire suivantes :

— Un temps de montée, et un temps de réponse plus court par rapport aux autres contro-
leurs, ce qui implique que le systéme controlé par la loi de commande proposé est le
plus rapide.

— Elimination du dépassement.

— Un pic inférieur aux autres approches de commande.

1.4 , ; ! ! ! : '
: : : = Proposed
E : : === Y\ang
12 ........... [ DES

step Response

Tirme (=)

Fic. IV.15 — Réponses indicielles pour le deuxiéme cas des trois controleurs

On peut remarquer facilement, selon les réponses indicielles illustrées dans la figure
que la méthode proposée dans cette these, garantie les performances de la dynamique du

systéme en boucle fermée, et surtout dans le régime transitoire (dépassement nulle), par
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rapport aux autres méthodes (Wang, et Das).

IV.5 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, une contribution pour la conception d’un contréleur d’ordre non
entier est proposée, combinant le schéma du prédicteur de Smith et le modele de référence
idéale de Bode d’ordre non entier. Cette méthode proposée est basée sur la détermina-
tion d’un modéle optimal d’ordre non entier en résolvant le probléme d’optimisation sous
contraintes bornées a I'aide de PSO (deuxiéme contribution). Afin de satisfaire certaines
spécifications fréquentielles. De plus, une synthése de controleur fractionnaire est proposée,
oll ces parameétres sont obtenus par un probléme de minimisation bornée avec un espace de
recherche réduit.

Un systéme a retard a été utilisé pour démontrer 'efficacité de la méthode proposée.
Les résultats de simulation montrent que, le contréleur proposé améliore la robustesse de
la performance dans les deux domaines temporel et fréquentiel. En outre, un bon suivi
de comportement pour la référence, une bonne atténuation de la perturbation de charge
dynamique et une minimisation de l'effet de bruits de capteur et du cotit d’énergie a été

garantie.
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Conclusions et perspectives

es systémes qui possedent un temps de retard, sont les plus utilisés dans la littérature.
LL’inﬂuence de ce retard est énorme, concernant la robustesse de la commande et la
stabilité des systémes elle-méme. Les travaux réalisés dans cette thése offrent la possibilité
d’atteindre avec succes tous les objectifs suscités.

Nous avons proposé a cet effet un modéle d’ordre fractionnaire, & 1’aide d’une approche
d’optimisation fréquentielle méta-heuristique (PSO), pour aboutir les parameétres de ce mo-
dele fractionnaire proposé. Ensuite, une synthése de controleur fractionnaire a été aussi
proposée, dans la deuxiéme partie de cette thése, pour surmonter les inconvénients de la
présence du temps de retard.

La syntheése proposée a été développée évidemment par I’hybridation d’une structure de
prédicteur de Smith (SP), et les transferts d’ordre non entier, et la fonction idéale de Bode.
Dans la quelle, une bonne dynamique de poursuite des trajectoires de référence a été at-
teinte via un réglage optimal des parameétres du controleur proposé. Cette bonne dynamique
était assurée sans perdre de la robustesse du systéme bouclé. Cette derniére présente 'objet
principal de ce travail.

Ainsi, le probléme de synthétisation de ce controleur fractionnaire précédents est résolu
par le développement d’un probléme d’optimisation multi objectif de transfert d’ordre non
entier, sous contraintes, avec lesquelles le critére de sensibilité directe et complémentaire
était formulé puis résolu via l'algorithme d’optimisation PSO.

Finalement, le manuscrit est achevé par la validation de ’approche proposée sur deux cas
trés connus dans les revues scientifiques internationales. Les résultats de simulation fournis
par le controéleur fractionnaire proposé sont tres encourageants. Comme dans tous les travaux
de recherche, plusieurs problemes restent encore ouverts.

[’amélioration des algorithmes d’identification et de synthése des contrdleurs robustes
sera notre objectif en cours terme :

— Synthése d’un Prédicteur de Smith d’ordre non entier, basé sur la fonction idéale de
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Conclusions et perspectives

Bode de deuxiéme ordre. En plus, 'introduction de la logique floue pour modéliser le
temps de retard.

— La proposition des filtres passe-bas et des filtres a support compact a apporté des
résultats intéressants.

— L’identification des systémes avec retards variables représente un enjeu industriel
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Annexe A

Les transferts d’ordre non entier

A.1 Bref historique

La plupart des auteurs sur ce sujet vont citer une date particuliere comme ’anniversaire
de ce que I'on appelle « Calcul Fractionnaire »’. Dans une lettre datée du 30 septembre 1695,
L’Hopital écrit & Leibniz pour lui demander a propos d’une notation particuliére, il avait
utilisé dans ses publications pour le nieme dérivé de la fonction linéaire f(z) = = x %ff).
L’Hopital posa la question a Leibniz, que serait le résultat soit si n = % La réponse de
Leibniz : "Un paradoxe apparent, dont un jour utile conséquences seront tirées". Dans ces
mots, le calcul fractionnel est né.

Apres la premiére inquisition de L’Hopital et de Liebniz, le calcul fractionnaire était
principalement une étude réservée aux meilleurs esprits en mathématiques. Fourier, Euler,
Laplace sont parmi les nombreux qui ont trempé avec le calcul fractionnaire et les consé-
quences mathématiques.

Beaucoup ont trouvé, en utilisant leur propre notation et méthodologie, des définitions
qui correspondent au concept d’un entier ou d’une dérivée d’un ordre non entier. La plus
célebre de ces définitions qui ont été popularisé dans le monde du calcul fractionnaire (pas
encore le monde dans son ensemble) sont les définition de Riemann-Liouville et Grunwald-
Letnikov. Bien que le nombre de définitions réelles soit sans doute aussi élevé que celui des

hommes et des femmes qui étudient ce rendement, ils sont pour la plupart des variations sur

les thémes de ces deux et sont donc abordés en détail dans cette thése.

La partie majeure de la théorie mathématique applicable & I’étude du calcul fractionnaire
a été développée avant le début du 20éme siécle. Cependant, c’est au cours des 100 derniéres

années que les progres les plus intrigants dans I'ingénierie et ’application scientifique ont été
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trouvés. Dans certains cas, les mathématiques ont da changer pour répondre aux exigences
de la réalité physique. Caputo a reformulé la définition plus « classique » de la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville afin d’utiliser des conditions initiales d’ordre entier pour
résoudre ses équations différentielles d’ordre fractionnaire. En 1996 encore, Kolowankar re-
formulé, le Riemann-Liouville dérivé fractionnaire afin de différencier les fonctions fractales
sans différenciation. La réponse de Leibniz, basée sur des études au cours des 300 derniéres
années, a prouvé au moins la moitié droite. Il est clair que dans le 20 siécle en particu-
lier de nombreuses applications et physique des manifestations du calcul fractionnaire ont
été trouvées. Cependant, ces applications et Le contexte mathématique entourant le calcul
fractionnaire est loin d’étre paradoxal. Tandis que la signification physique est difficile (sans
doute impossible) a saisir, les définitions elles-mémes ne sont pas plus rigoureux que ceux de
leurs contreparties d’ordre entier.

La compréhension des définitions et 'utilisation du calcul fractionnaire seront plus claires
discuter rapidement des définitions mathématiques nécessaires mais relativement simples qui

se poser dans I’étude de ces concepts.

A.2 Terminologie

Les mathématiques sont ’art de donner des choses trompantes des noms. La belle et
mystérieuse appellation (& premiére vue) "le calcul fractionnaire" est juste un de ces termes
mal appropriés qui sont ’essence des mathématiques.

Par exemple, nous connaissons de telles noms comme les nombres naturels et les nombres
réels que nous utilisons trés souvent ; réfléchissons un moment & ces noms. La notion d’un
nombre naturel est une abstraction naturelle, mais est-ce que le nombre est lui-méme naturel ?

La notion d’un nombre réel est une généralisation de la notion d’un nombre naturel. Le
mot réel accentue qu’on prétend & ce qu’il reflete des quantités réelles. Les nombres réels
refletent de vraies quantités, mais ceci ne peut changer le fait qu’elles n’existent pas. Tout
est en ordre dans I’analyse mathématique, et la notion d’un nombre réel la facilite, mais si on
veut calculer quelque chose, on se rend compte immédiatement qu’il n’y a aucune place pour
les nombres réels dans le vrai monde ; de nos jours, des calculs sont exécutés la plupart du
temps sur les calculateurs numériques, qui peuvent fonctionner seulement avec les ensembles
finis de fractions finies, qui servent & approcher d’irréels nombres réels.

Retournons a I’appellation "calcul fractionnaire". Il ne signifie pas le calcul des fractions.

Il ne signifie pas non plus une fraction de n’importe quel calcul différentiel, intégral ou calcul
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de variations. Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie d’intégrales et de dérivées
d’ordre arbitraire, qui unifient et généralisent les notions de différentiation d’ordre entier

et d’intégration répétées n-fois. Considérons la suite infinie d’intégrales et dérivées répétées

...,/dm,/f(rl)drl,f(t),w,d2f<t>,... (A1)

n-fois :

dt dt?

La dérivée d’ordre réel quelconque peut étre considérée comme une interpolation de cette
suite d’opérateurs; pour laquelle on utilisera la notation suggérée et utilisée par Davis, a

savoir

D7 f (1) (A.2)

La courte appellation des dérivées d’ordre a réel quelconque est dérivées fractionnaires.
Les indices a et t désignent les deux bornes liées & 'opération de différentiation fractionnaire ;
comme Ross nous les appellerons les bornes de la différentiation fractionnaire. La présence
des bornes danse symbole de la différentiation partielle est essentielle. Ceci permet d’éviter
des ambiguités dans les applications des dérivés fractionnaires aux problémes réels.

Les mots intégrales fractionnaires signifient, dans cet annexe, intégrales fractionnaires
d’ordre arbitraire et correspondant aux valeurs négatives de «. Nous n’utiliserons pas une
notation différente pour les intégrales fractionnaires; nous noterons 'intégrale fractionnaire

d’ordre 5 > 0, par :

D7 () (A.3)

Une équation différentielle fractionnaire est une équation contenant des dérivées frac-
tionnaires; une équation intégrale fractionnaire est une équation intégrale contenant des
intégrales fractionnaires. Un systéme d’ordre fractionnaire est un systéme décrit par une
équation différentielle fractionnaire ou une équation intégrale fractionnaire ou un systéme de

telles équations.

A.3 Transformées de Laplace des dérivées fractionnaires

A.3.1 OQOutils de base de la transformée de Laplace

Rappelons quelques outils de base de la transformée de Laplace.

La fonction F' de la variable complexe s, définie par :
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M@:war:/f@a%u (A4)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f(¢), laquelle est appelée I'originale.
Pour existence de U'intégrale (A.4]) la fonction f(t), doit étre d’ordre exponentiel «, ce qui

veut dire qu’il existe deux constantes positives M, et T' telles que :

|f(t)|e ™ < M,pour toutt > T (A.5)

En d’autres termes, la fonction f(t), ne doit "croitre ou décroitre" plus vite qu’une
certaine fonction exponentielle quand ¢ — oo.

On notera les transformées de Laplace par des lettres majuscules et les originales par des
lettres minuscules.

L’originale f(t), peut étre reconstituée a partir de sa transformée de Laplace F'(s), a

I’aide de la transformée de Laplace inverse :

o+ico
f(t) =L [F(s)] = / F(s)e''ds, o = R{s} > ¢ (A.6)
ol 0y, réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de 'intégrale de Laplace
A,
Le calcul direct de la transformée de Laplace inverse en utilisant la formule (A.5]) est "sou-
vent compliqué" ; cependant, parfois elle donne une information utile sur le comportement
de Iinconnue originale f(¢) qu’on cherche.

La transformée de Laplace de la convolution :

f@*mwz/}@—ﬂmﬂm (A7)

de deux fonctions f(t), et g(t), qui sont égale a zéro pour t < 0, est égale au produit de

leurs transformées de Laplace :

Lf(t) x g(t)] = F(s)G(s) (A.8)

sous I’hypothése que F(s), et G(s) existent. On utilisera la propriété (A.8)) pour calculer

la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann- Liouville.
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Une autre propriété utile dont on aura besoin est la formule de la transformée de Laplace

de la dérivée fractionnaire d’ordre entier n de la fonction f(¢) :

LI (1) = s"F(s) — 3 s"~+=1f¥)(0)
n—1 h=0 (Ag)

= s"F(s) — 32 s* f"+1(0)

k=0
qui peut étre obtenue de la définition (A.4) par intégration par parties sous I’hypothése
que les intégrales correspondantes existent.
Dans les sections qui suivent sur les transformées de Laplace des dérivées fractionnaires,

nous supposerons que la borne inférieure a = 0.

A.3.2 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire d’ordre
p > 0 de Riemann-Liouville et de Griinwald-Letnikov définie précédemment, laquelle peut

s’écrire comme une convolution de deux fonctions g(t) =t~ et f(t) :

WD f(t) = ﬁ / (t — 7y f(r)dr = 2V (1) (A.10)

La transformée de Laplace de la fonction g(t) est :

G(s)=L[t"'] =T(p)s” (A.11)

g(t) = oD, " () = 7 [ (=) f(r)dr

(n—1<p<n)

(A.12)

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution (A.8), nous obtenons
la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et de Griinwald-

Letnikov :

L[oD;Pf(t)] = F(s)s™? (A.13)

Nous nous intéressons maintenant au calcul de la transformée de Laplace de la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville, qui pour cela nous I’écrivons sous la forme :
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oD} f(t) = g™ (t) (A.14)

9(t) = oD; "V f (1) = w5k [t =y f(rydr

(n—1<p<n)

(A.15)

L’utilisation de la formule (A.13) de la transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre

entier, donne :

LoD} f(1)] Zs gt (A.16)

La transformée de Laplace de la fonction est déterminée par (A.13)) :

G(s) = s~ P) F(s) (A.17)
En résumé, de la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, il vient :

dnkl

gFI(t) = WOD P f(t) = o DI () (A.18)

En substituant (A.17) et (A.18) dans (A.16]), nous obtenons I'expression finale suivante

pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

p>0:

—_

LIDEf(6)] = s"F(s) = > s [0 1 (1) (A.19)

t=0
0

3

B
Il

Cette transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville est bien
connue. Cependant, son application pratique est limitée par 1’absence de l'interprétation
physique des valeurs limites des dérivées fractionnaires en la borne inférieure a = 0. A notre

connaissance, une telle interprétation n’existe pas encore.

A.3.3 La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

Afin d’établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de

Caputo, écrivons la dérivée de Caputo, sous la forme :

SDLf(t) = oDy " g(t), g(t) = f(1) (A.20)
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n—1<p<n (A.21)
En utilisant la formule (A.13)) de la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville, on aura :
L[§DEf(t)] = s P .G(s) (A.22)

grace a (A.9),

3
—

G(s) = s".F(s) — s"hL g®(0) = 5" F(s) — i s*. g k=1 (0) (A.23)

B
Il

En introduisant (A.23) dans (A.22)), on arrive & la formule de la transformée de Laplace

de la dérivée fractionnaire de Caputo :

LI[§DIf(t)] = sP.F(s) — ;Lz_ésp_k_l.f(k)(O)

(n—1<p<n)

(A.24)

Comme cette formule de la transformée de Laplace de la dérivée de Caputo induit les
valeurs de la fonction f(¢) et ses dérivées en la borne inférieure a = 0, pour laquelle une
certaine interprétation physique existe (par exemple, f(0) est la position initiale, f'(0) est
la vitesse initiale, et f”(O) est 'accélération initiale), on peut espérer qu'’il pourrait étre
utile pour la résolution des problémes appliqués conduisant aux équations différentielles
fractionnaires a coefficients constants accompagnées de conditions initiales dans leur forme

traditionnelle.

A.3.4 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Griinwald-Letnikov
Tout d’abord, considérons le cas 0 < p < 1, quand la dérivée fractionnaire de Griinwald-

Letnikov avec la borne inférieure a = 0 de la fonction f(t), qui est bornée en t = 0, peut

s’écrire sous la forme suivante :

oDy f(t) = I{”((l())_t_; + F(ll—p) /(t — 1) P f(T)dr (A.25)
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Annexe A : Les transferts d’ordre non entier

En utilisant la transformée de Laplace de la fonction polynome (A.11]) de la transformée
de Laplace de la convolution (A.8) et de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre

entier (A.9) on obtient :

Lioopr) =29

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov d’ordre

_|_
—p gl-p

(s.F(s) — f(0)) = sP.F(s) (A.26)

n’existe pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des fonctions non-intégrables
dans la somme de la formule de Griinwald-Letnikov. Les transformées de Laplace de telles
fonctions sont données par des intégrales divergentes. Cependant, la transformée de Laplace
de la fonction polynéme exige une continuation analytique par rapport au parameétre
p. Cette approche est équivalente a ’approche de fonctions généralisées (distributions).

Les intégrales divergentes dans un certain sens sont appelées des "intégrales a partie-
finies". Dans ce sens, en supposant que m < p < m + 1, et en utilisant la transformée
de Laplace de la fonction polynéme , la formule de la transformée de Laplace de la
convolution et celle de la dérivée entiere , nous obtenons :

LIDEA®) = 3 FOOL [

L [ £ 0]

= 3 0 (0)sr1 (A.27)
k=0
Sp—m—l g™ 1 s) — . (k) Sm_k

n ( F(s) = 35 90 )

= sPF(s).

On est arrivé a la méme formule que .

Dans les applications, il est nécessaire de garder en téte que la formule a lieu
au sens classique seulement pour 0 < p < 1; pour p > 1 elle a lieu au sens des fonctions
généralisées (distributions) et donc, la formulation d’un probléme appliqué doit étre faite
aussi en langage de fonctions généralisées, aussi bien que les interprétations des résultats

obtenus dans ce sens.
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