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Introduction

Les problémes de contact définis par l'interaction de deux milieux de caractéristiques

physiques différentes nécessitent une étude particuliére en statique comme en dynamique.
Les méthodes de calcul de ces problémes sont compliquées vu leur liaison a des difficultés
mathématiques majeures. Ces méthodes de calcul se basent sur la fonction de Green afin
d'étudier l'interaction, et cette derniére aboutit au calcul global. Les différentes études faites
dans ce domaine se basent sur les méthodes numériques avec l'introduction de beaucoup
d'hypothéses simplifiantes et l'arrivée a l'élaboration d'une méthode de calcul précise et
universelle n'est pas atteinte & nos jours.

Le calcul statique ou dynamique de la plaque reposant sur milieu élastique, faisant
partie des problémes de contact, intéressa beaucoup de spécialistes du domaine. Dans ce
contexte, la fonction de Green, représentant l'interaction entre deux milieux différents, se
formule sur la base du type du milieu élastique considéré. Le type ou le modele du milieu
élastique le plus simplifié¢ a été considéré par Winkler en XIX siécle [81], dans lequel la
rigidité du milieu élastique définie par K est identique a celle d'un ressort, en outre la surface
du milieu élastique se déforme uniquement au niveau du point d'application de la charge
extérieure. Boussinesq [28] proposa son modele apres, et dans lequel le milieu €lastique est

considéré comme étant un semi-infini élastique de module d'€lasticité E, et de coefficient de

Poisson v, et la déformation de la surface du semi-infini élastique est inversement

proportionnelle avec 1'éloignement du point d'application de la charge extérieure. Ces deux
modeles classiques ne reflétent pas exactement la réalité, la raison pour laquelle d'autres
modéles viennent d'apparaitre aprés. Ceci implique que la nécessité de développer et
d'améliorer les méthodes de calcul existantes de telles structures ou de proposer de nouvelles
méthodes de calcul plus efficace est un sujet d'actualité.

On présente dans ce travail une approche pour le calcul dynamique d'une plaque
rectangulaire reposant sur milieu élastique. L'approche proposée, permet de déterminer les
forces de réaction dans la zone de contact, les fréquences et déformées propres de la plaque,
sa réponse & des charges dynamiques harmoniques, ainsi que la localisation des fréquences
d'excitation. On néglige l'inertie du milieu élastique, 1'amortissement et les forces de
frottement dans la zone de contact plaque-milieu élastique.

Le systéme étudié se discrétise par la division de la plaque en un nombre d'éléments
rectangulaires identiques, et au centre de chaque élément on met des liaisons rigides, a travers

lesquelles le contact plaque milieu élastique s'accomplit, cela veut dire que le contact continu
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de la plaque avec le milieu €élastique est remplacé par un contact partiel au niveau des points
situés aux centres des éléments. L'approche formulée se base sur la méthode de Gemochkin
[37] et introduisant la fonction de Green pour l'interaction [86], la solution de Clebsch et la
méthode énergétique de Ritz pour la déformation de la plaque [25] est présentée sous la forme
matricielle:
[KJu}={F}.
ou:
[K ] — matrice caractérisant le systéme étudié (plaque rectangulaire reposant sur milieu
élastique),
{u} — vecteur des inconnues (qui peuvent étre des forces de réaction dans la zone de contact
ou déformation de la surface du milieu élastique),
{F} — vecteur sollicitations.
Ce systéme matricicl final permet d'étudier la plaque rectangulaire reposant sur milieu

élastique en dynamique.

Le travail apporté dans ce mémoire est structuré en cinq chapitres:

Le premier chapitre est consacré aux généralités sur les problémes de contact, ainsi
qu'a I'étude bibliographique des travaux faits dans ce domaine;

Le deuxiéme chapitre est consacré a la détermination des déflexions de la plaque de
forme rectangulaire par I'utilisation de la solution de Clebsch;

Le troisiéme chapitre est consacré a l'exposée de la méthode de Gemochkin utilisée
pour la formulation de I'approche de calcul;

Le quatriéme chapitre consacré au calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur milieu élastique de type de Winkler;

Le cinquiéme chapitre consacré¢ au calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur semi-infini élastique;

En outre, le mémoire comporte aussi une introduction, conclusion générale, références

bibliographiques et des annexes.
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Chapitre [ Généralités sur les problémes de contact

I.1. Définition

Les probleémes de contact se définissent par l'interaction (contact) de deux ou de
plusieurs milieux de caractéristiques physiques différentes. Exemple: poutres et plaques
reposant sur sol, ouvrages sous-terrains, constructions hydrauliques, certaines piéces d'une

méme machine etc.

L.2. Apercu général des travaux dans le domaine du calcul des plaques

reposant sur milieux élastiques

Etudier n'importe quelle structure reposant sur milieu élastique sans connaitre ou sans
référer aux théories de calcul existantes n'est pas possible. Les difficultés mathématiques lices
a ce type de calcul, la diversité d'hypothéses, ainsi que la diversité des paramétres entrant dans
le calcul comme: les propriétés mécaniques des matériaux, les conditions aux limites,
problémes d'interaction etc. nécessite une lecture approfondie de la littérature. Ce que nous
avons su, d'aprés la littératurc luc dans ce domaine, que beaucoup de questions relalives 4 ce
probléme (calcul des structures reposant sur milieux élastiques) ont été traitées de facon
approfondie, mais reste aussi beaucoup sans réponse.

Les travaux relatifs au calcul des structures reposant sur milicux €lastiques sont cités
dans [55]. Popov .G.Y. a donné un apergu des travaux concernant les plaques déformables
reposant sur milieu élastique [62]. L'auteur du livre [65] exposait quelques méthodes de calcul
des plaques ayant la forme d'ellipse ou d'anneau reposant sur milieux élastiques. Aleksandrov
V.M. a donné la solution analytique de l'intégrale de la fonction de Green exprimant
l'interaction des plaques de forme d'anneau rigide avec le semi-infini élastique [3]. Dans le
travail [21] une solution approchée de la forme intégrale des déplacements et contraintes dans
le semi-infini élastique engendré par des plaques rigides de forme circulaire et annulaire. La
question li€e a l'action d'une plaque de forme annulaire ou circulaire reposant sur couche,
cette derniére repose sur semi-infini €lastique a été vu dans le travail [41] et résolu par la
méthode variationelle. L'auteur du travail [68] a traité la question liée a l'interaction entre
plaque circulaire et semi-infini élastique isotrope. Les problémes d'interaction entre un
systeme de plaques circulaires reposant sur semi-infini élastique sont vus dans [54, 64]. Les
auteurs du travail [63], aprés I'analyse des questions liées aux problémes de contact des
plaques avec les milieux é€lastiques sans adhérence, ont conclu que la théorie classique du
calcul entrant dans les problémes de contact et plus efficace que la théorie d'€lasticité en 3D

sur laquelle se base la méthode des éléments finis. L'auteur des travaux [79, 80] a déterminé la
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zone d'influence de la plaque en contact avec milieu €lastique. L'auteur du travail [8] a élaboré
la solution de I'équation différentielle des déflexions d'une plaque rectangulaire reposant sur
sol élastique. Dans le travail [24], l'auteur a traité la question relative au calcul de la plaque
rectangulaire reposant sur sol élastique de n'importe quel type et soumise & n'importe quel
type de charge extérieure.

Les problémes de contact en plan (2D) ou en espace (3D) relatifs au calcul des
plaques, poutres ou autre structure reposant sur milieu élastique avec ou sans la prise en
compte des forces de frottement dans la zone de contact avec le milieu élastique de n'importe
quel type ont été étudiés par de nombreux chercheurs. Les solutions apportées les plus connus
dans ce domaine sont valorisées dans [1, 4, 5, 9, 10, 16, 29, 31, 33, 32, 39, 47, 56, 57, 59, 60,
71, 76]. Les problemes de contact concernant le calcul des structures reposant sur milieux
élastiques de type de multicouches sont donnés dans [61, 73]. En utilisant la solution de
Clebsch concernant la résolution de I'équation différentielle des déflexions d'une plaque,
l'auteur du travail [75] a trouvé une méthode approchée pour I'évaluation des contraintes et
déformations des plaques de forme compliquée. Dans e travail [85], l'auteur a trouvé les
tassements du sol, les forces de réactions dans la zone de contact, ainsi que les efforts internes
dans la plaque et a fait comparaison avec des résultats obtenus par Gorbounov-Posadov [43].

Les problémes de contact des structures avec des milieux élastiques précontraints sont
étudiés dans les travaux [6, 7, 46]. Les problémes de contact, dans lesquels le module
d'élasticité du milieu élastique est variable avec la profondeur sont examinés dans les travaux
[78, 86, 87]. Les problémes de contact en tenant compte des forces de frottement sont vus
dans [40, 42, 58]. L'étude des plaques épaisses reposant sur milieu élastique est faite dans [69,
70]. Les problémes de contact dans lesquels le coefficient de Poisson du milieu élastique est
variable avec la profondeur sont traités dans [12, 38].

Les taches concernant le calcul dynamique des poutres et plaques reposant sur milieux
¢lastiques sont examinées dans [51]. Le travail [52] donne I'étude générale concernant les
vibrations des poutres et plaques reposant sur milieu élastique avec la négligence de
I'amortissement et ['inertie du milieu élastique. L'action d'une charge harmonique sur une
plaque reposante sur milieu élastique en tenant compte de son inertie est étudiée dans les
travaux [82, 83]. En tenant compte de l'inertic du milieu élastique et que les propriétés
mécanique de la plaque sont non-linéaires, I'auteur du travail [74] a pu étudier ce probléme.
Les déplacements verticaux et horizontaux issus de la vibration d'une plaque reposant sur

milieu élastique sont donnés dans [17, 20]. Les différentes méthodes de calcul utilisées pour
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résoudre les problémes de contact en dynamique sont données dans [17, 18, 19, 36, 67]. La
théorie des problémes de contact s'agissant des vibrations des corps solides ou déformables
reposant sur des milieux élastiques en tenant compte de leur inertie et du caractére ondulatoire

des déplacements horizontaux et verticaux est élaboré par Lamb [53].

1.3. Mod¢les des milieux élastiques
1.3.1. Mod¢le de Winkler

La premiére hypothése concernant les problémes de contact en calcul statique est celle
de la proportionnalité entre la déformation de la surface du milieu élastique dans la zone de
contact et la charge extérieure appliquée sur la structure reposant sur ce milieu élastique.
Le calcul de la structure déformable reposant sur milieu élastique nécessite la connaissance de
la distribution des forces de réaction dans la zone de contact (fig. 1.1). Selon le modéle de
Winkler, la relation entre les forces de réaction agissant sur la surface du milieu élastique et la
déformation de cette derniére est exprimée par:

w, (v, ) = (e, )/ K (a1
avec:
K — coefficient de proportionnalité qui dépend uniquement des caractéristiques physiques du
milieu élastique;

p(x,y) —réaction du milieu élastique due a I'action de la charge extérieure g(x, y);

w, (x, y) — déformation de la surface du milieu élastique au point d'application de la charge

q(x,y).

Y VYV VVVYY

\4

AAAAAAAAA A AAA AR g

Fig. L.1 Poutre reposant sur un milieu élastique



Chapitre | Généralités sur les problémes de contact

Le calcul d'une poutre déformable reposant sur milieu €lastique de type de Winkler se base
sur la résolution de I'équation différentielle suivante:

a9 p( = BT L)

1 (1.2)

avec:

p(x) — force de réaction;

g(x) —charge extérieure;

E,J —rigidité de la poutre;

x — abscisses des points de I'axe neutre de la poutre;

b — largeur de la poutre.
Remplacant dans (1.2) I'expression de p(x) obtenue de (I.1), on aura:

bq(x)
EJ’ S

4
S= 41/—3{1. (L4)

La résolution de I'équation différentielle (I.3) est donnée par [43] :

4
e W L

avec:

W, (x,) =C,e° cos¢ +C,ef sind +C,e™ cosé +C,e ™ sind + %x)! (L.5)

avec:
L=Rls (1.6)
Les coefficients C,, C,, C; et C, se déterminent des conditions aux limites.
Le calcul de la plaque reposant sur milieu élastique de type de Winkler est beaucoup plus
compliqué que celui de la poutre. Dans ce cas l'expression (I.2) prend la forme suivante:
DNw(x, y) = q(x, y) - w(x, »)K, (L.7)
avec:
D —rigidité cylindrique de la plaque et donnée par:
b= E(;E—f;z")‘ : (1.8)
ol

E, v — module d'¢lasticité et coefficient de Poisson du matériau de la plaque;
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w(x, y) — déflexion de la plaque.
Remarque

Le coefficient de proportionnalit¢ X ne dépend pas des dimensions de la zone de
contact. Donc, selon ce principe les ouvrages soumis aux mémes charges et ayant des
fondations de dimensions différentes auront comme conséquence le méme tassement ce qui

n'est pas vrai réellement, alors ceci explique le défaut de ce principe.

1.3.2. Modéle du semi-infini élastique

Ce modele vient d'apparaitre comme conséquence de celui de Winkler qui ne refléte
pas la réalité dans certains cas (fig. 1.2). Ce modele admet que le milieu élastique est

considéré comme étant un semi-infini élastique de module d'élasticité E, et de coefficient de

Poisson v, et se base sur les formules de la théorie d'élasticité.

a)

b) I 7777777
i

Fig. .2 Déformation de la surface du milieu élastique:
a —modeéle de Winkler;
b — modéle du semi-infini élastique

Le calcul d'une plaque reposant sur semi-infini élastique se base sur la résolution de I'intégrale

suivante [86]:

E

0f q(«:,?)de“dv _ =" f(xy), (my)eQ (1.9)
o -0+ 1-v

avec:

f(x,y) —fonction déterminant la déformation de la surface du semi-infini élastique dans la

zone de contact Q. ;
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q(£,n) —fonction déterminant la distribution des forces de réaction.
La résolution exacte de l'intégrale de l'expression (1.9) n'est pas obtenue, sauf pour les Q de
forme elliptique, circulaire ou rectangulaire. Donc la résolution numérique de cette intégrale

pour les autres formes de Q c'est inévitable.

1.3.3. Modéle d'une couche élastique déformable reposant sur milieu non déformable

Son modele défini par l'expression suivante [26, 38, 45, 92]:

HK[%] p(P)dP = hd f(x,p), (1.10)
9]

ou:

5 €@ R=yx=) +(y-1)’;

P=(¢,n);

0=E,I(1-v2);
K@) = uj'L(u)J{,(ut)du.

Ici:
J,(u) — fonction de Bessel [44];

L(u) — fonction déterminée par [78, 86]:

a — Si la couche est adhérée complétement avec le milieu non-déformable:
B 2ysinh2u —4u
2ycosh2u+ y* +4u+1

L) X =3—4v,; (L11)

b — Si la couche repose sur le milieu non-déformable.

h2u —1
. (1.12)
u(sinh 2u + 2u)
La fonction L(u) est donnée sous forme approchée dans [26] comme suit:
2 BZ
Eahyagt? 5 (1.13)

w'+C
ot:

B et C des constantes;

danslecasa: B=1.037, C=2.540;

danslecasb: B=1, C=2.

10



Chapitre [ Généralités sur les problémes de contact

1.3.4. Modéle du quart-infini élastique
Ce modele est utilis€ dans le cas des constructions reposant sur les talus.
D'aprés [22], ce modéle est exprimé par:

o

. [[[F v, 00exp(-oacosht)cos(rt) cos(a 2)K,, (or)didodr,  (114)
000

>
T E
avec:

P — force extérieure;

K, (z) — fonction de Bessel modifiée [44];
F(v,,7,t) = 4cosh®(zz /21 + f(v,,7.0)];

i
Fomt) = cosh’(7r/2) ]
1—(1—2va)7r+(1—2v(,)27r—2
f(ve) == o
”7—1+(1-2;/0);1-—(1—21/0)2’TT

L'auteur du travail [22] sur la base de [28] a obtenu 'expression des déflexions de la surface

de ce type de milieu €lastique:

(1—-v,2)P 1 L 1+270) }

)R —
o mEqh J(r—a)l—z2 \/(rwa)z—z2

(1.15)

I.3.5. Modé¢le du semi-infini élastique de propriétés inertielles
D'aprés [35], les tassements de la surface du semi-infini élastique en tenant compte de

sa masse dus a la force extérieure P sont donnés par :

P o
w(R) = 472G, JL(u)JO (uR)du. (1.16)
La fonction Z(u) dans ce cas vaut:
2u
L(u) = " L17
(u) ey (1.17)

en tenant compte de (1.17), I'expression (I.16) devient:

__ P 1 o (rR)_, (¥R
w(R)_%G0 {R = [Hﬂ[ = ] Yﬂ[ 5 H} (1.18)

avec:

11



Chapitre 1 Généralités sur les problémes de contact

7y =%/Gy3
7, — poids du semi-infini €lastique influencé par I'effet de la force extérieure;
G, —module d'€lasticité transversal;

H,(Z), Y,(Z) —fonction de Bessel [44].

L.3.6. Principe de Lamb
Ce principe est appliqué uniquement dans le cas du calcul dynamique des structures
reposant sur milieu €lastique. Ce principe tient compte de l'inertie du milieu élastique, ainsi
que du caractére ondulatoire des déplacements a travers la surface du milieu élastique causés
par une charge harmonique extérieure.
Ce principe est exprimé par [53, 66]:
— Pe'
2t Gy,

W= 1, +izy KT, (x7)], (1.19)
ol

I, = X2 1 ende;

FFiE)
_ 2k, 2" k)
~-Fnf)

P — amplitude de l'excitation harmonique;

@ — fréquence d'excitation;

r — distance entre le point d'application de la force dynamique et le point ol se détermine
le déplacement;

F(§)=(28" k) -4¢%aB;  f({)=(28" ~k")* +4{%ap,

¥ —est la racine de I'équation F(y)=0;

a:.\/§2_h2; IJhZ_;Z

ﬁ:\/é—zﬁkz; i‘/kz mgz

a, et S, sont données par les mémes expressions de « et S avec £ = y.
o’p
/1+ZG

— est la densité du milieu élastique, 4 et G, coefficients de Lamé:

avec £ <k,h ou {2k, h;

12



Chapitre | Généralités sur les problémes de contact

G - oA _/1:2G0v0‘
20 +vy)’ 1-2v,

E, et v, module d'élasticité et coefficient de Poisson du milieu élastique.

Enfin, d'aprés [33, 60], les forces de frottements issues de la compression de la
structure sur la surface du milieu élastique dans la zone de contact n'ayant pas beaucoup
d'influence sur les forces de pression et sur la déformation de la structure. L'auteur du travail
[9] a fait une conclusion dans laquelle l'effet des forces de frottement dans la zone de contact
n'a pas d'impact sur les forces de pression, et sur la profondeur d'influence des forces

extérieures sur le milieu élastique.

L.4. Conclusion du chapitre I

Dans les bouquins et les guides d'ingénieur il n’y a pas de méthodes universelles
permettant de calculer les plaques de n'importe quelle forme reposant sur milieu élastique de
n'importe quel type et soumises & n'importe quel type de charges extérieures. Ceci est
expliqué par les difficultés mathématiques liées a ce probléme de contact, c'est pourquoi dans
la plupart des cas, ce probléme se résout numériquement dont on ignore le taux de précision

vu I'absence des solutions analytiques.
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Chapitre 11 Détermination des déflexions
de la plaque de forme rectangulaire

I1.1. Définition

On appelle plaque tout corps cylindrique ou prismatique de hauteur (€paisseur) plus
petit en comparaison avec le reste des autres dimensions. En fonction de la configuration du
plan, les plaques se distinguent en: Rectangulaire, circulaire, annulaire, triangulaire etc.
Si le matériau constituant la plaque ayant les mémes proprié€tés mécaniques dans toutes les
directions, alors la plaque est dite isotrope. Par contre, si les caractéristiques mécaniques des
matériaux constituant les plaques sont différentes dans I'une des directions, alors la plaque est

dite anisotrope (orthotrope).

I1.2. Type de plaques

En général, on distingue trois types de plaques selon le rapport de son épaisseur par
rapport & la petite dimension de son contour [2]. On peut distinguer donc

1 — Plaque épaisse;

2 — Plaque mince rigide;

3 — Plague mine déformable.
On considere que la plaque est de type épais si le rapport entre son épaisseur et la plus petite
dimension de sa configuration dépasse 1/5. L'état de contraintes des plaques épaisses est
donné par les équations générales de la théorie d'¢lasticité. Les plaques rigides minces leur
rapport moins de 1/5, mais les déflexions sont trés petites en comparaison avec son épaisseur.
L'état de déformation de ce type de plaque est décrit par la théorie des déflexions. Plaque
mince déformables se caractérise du faite que le rapport est trés petit et ses déflexions ne sont
pas petites par rapport 4 son épaisseur et ces caractéristiques favorisent I'application d'effort
interne important, ce qui influe considérablement sur I'état de contraintes de ce type de
plaque. Cette distinction est faite pour simplifier I'étude de la plaque en général. Par exemple,
si I'on s'occupe de I'étude des vibrations libre de la plaque, c'est & dire la détermination de ses
fréquences et déformées propres on se repére a la théorie des déflexions; si l'on s'occupe de la
détermination de I'état de contraintes de la plaque on utilise les équations de la théorie

d'élasticité.

I1.3. Les déflexions de la plaque
Si une plaque est sollicitée par une charge extérieure g = g(x, y), la plaque se déforme

et son plan moyen se détermine apreés déformation par la fonction w = w(x, y).

13



Chapitre II Détermination des déflexions
de la plaque de forme rectangulaire

Coupons de la plaque un élément de dimension AxAyd (fig. I1.1).

Fig. I1.1 Les déformations d'un point situé sur le plan moyen de la plaque

D'aprés 1'hypothése du plan neutre [2, 34, 72], le plan moyen ne subit pas de déformations
latérales, le point o se déplace uniquement dans le sens vertical par une entité qui définit la

déflexion w, et la normale mn fait une rotation (fig. II.1). D'aprés fig. II.1, la normale mn
ow ow ; .
tourne par un angle ¢, =— et un angle ¢ =—. Donc les déplacements et les contraintes,
X ax E
que se soient, de chaque point du plan moyen de la plaque se déterminent & partir de la

déflexion w =w(x,y) et des angles de rotation €, = %:— et 6, = %}3 Les angles de rotation

de la normale mn, 6, et 6, nous permettent de déterminer »# et v des points de cette

normale mn par les expressions suivantes (fig. 11.2) :

=l = —za—w-;

o (IL1)
v=—20, =-z—.

Oy

Fig. I1.2 Les angles de rotation du plan moyen de Ia plaque

16



Chapitre 11 Détermination des déflexions
de la plaque de forme rectangulaire

Utilisons les expressions de # et v (1l.1), qui représentent les déplacements des points de la

normale de coordonnées z pour déterminer les déformations dans le plan moyen, soient:

_Ou alw.
R

ov d*w

— i : (11.2)
Yy

ou ov 0w

¥, =—+—==2z

Yooy ox oxoy

La déformation de chaque plan horizontal de la plaque est une fonction linéaire par apport a

l'axe z et dépend des trois paramétres suivants :

b 82w_
Zx—z—“azx,
2
i (IL.3)
py, Oy
B 9w
=

Pour les petites déformations z, et y, représentent les courbes des €léments dxdy et y leur

rotation (fig. I1.3).

Fig. I1.3 Les paramétres du plan moyen

I1.4. Contraintes et efforts internes dans la plaque
D'aprés I'hypothése du calcul des plaques [2, 34, 72], la contrainte o_ =0, et les
contraintes 0,0, et 7 (fig. IL.4) se déterminent par l'application de la loi de Hooke comme
suit :
o,=E(e, +ue)=E(x, +1r,)z

o, =E(s, +ps.)=E (¥, +px,)z (IL4)
t=Gy,, = E(1- y)xz,

17
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4 — Coefficient de Poisson du matériau de la plaque;

E —Module d'élasticité du matériau de la plaque.

dx
Ad,; 3 ‘Ay
R 4
%W%di\f —M?;j —€
S Y A4 = w
=y a:1 A 9 |wax
G AR

Fig. 11.4 Représentation des contraintes dans les sections de la plaque

Les contraintes o, au bout de I'élément dAy aménent au moment de flexion suivant:

5/2 al2
[ (o.det)z = W (2, +1z,) [z =M Ay, (IL.5)
812 -512
3
ou: M, = El'g (e + 252,

Analogiquement on détermine les expressions de M, et du moment de torsion H :

8w o*w
MX=D(;rx+#2:y)=—D( + I J;

axZ a}}Z
0w 8*w
M,=D(y,+px.)= —D( . S J; (IL.6)
e B gl D
H axay,
.5 ES?
oli; D=""—= s'appelle rigidité cylindrique de la plague.
12 12(1*#2) pp g Y q plaq

Pour une plaque de section rectangulaire AxAy et d’épaisseurd , tel que:

Ax = Ay =1, les expressions des contraintes peuvent prendre les formes suivantes :

18
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de la plaque de forme rectangulaire

12M,

o, =——=2;
53

12M,
0, ==z (IL.7)

12H
T= =

53

IL.5. Equation différentielle des déflexions de la plaque
Comme nous avons indiqué, précédemment, qu'il y a une seule fonction inconnue w,
donc l'équation différentielle des déflexions de la plaque ne fait intervenir qu'une seule
variable w. D'aprés les lois fondamentales des résistances des matériaux [2, 50], les équations
d'équilibre d'un élément de la plaque sont données par :
an I aQ} =
x Oy
oM
= +§£ =17 (11.8)
ox Oy
oM, oH
+— =
oy ox

3

Q}J >
ou:
Q.. O, — les efforts tranchants dans les sections de la plaque.

Du systéme (I1.8), on considére la premiére équation :

3 0

% + % =g (IL.9)
o oy

qui doit contenir uniquement les inconnues w. Pour déterminer Q. nous devons utiliser la

deuxiéme et la troisiéme équation du systeme (I1.8)

6M 2 2 2
Q, = x-f-ra—-fi:—DE— a?-uzav: +i (lw,u)a—w 1 (IL10)
ox Oy ox\ ox* oy oy Ox0y
Apres simplification, 'expression de (J, prend la forme suivante:
0, =-D 2 (v2w); (IL.11.a)
X a]: 2 . .
Analogiquement pour O, on trouve :
9 (o2
0, =AD5(V w), (IL.11.b)
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de la plaque de forme rectangulaire

Reportons I'équation (I1.11.a) et (I1.11.b) dans 1'équation (I1.9), on obtient I'équation (11.12)

viviw=2, (IL.12)
D

ou

o*w &7 o'w  d'w _q(x,y)

8x4 axzayz 5))4 - D (11'13)

Cette équation a €té obtenue en 1811.

L'équation différentielle des déflexions des plaques en coordonnées polaires est donnée par
l'expression suivante :

2 1 2 2 2
A2, 10 Yo St 18w sl (IT.14)
or ror r° 06 or: ror r°or D

T1.6. Solution de Clehsch
La solution générale de Clebsch [23, 45, 84] de l'équation différentielle (I1.14) des

déflexions de la plaque en coordonnées polaires est présentée sous la forme suivante:
w(r,8)=w, (r)+ Z [w,c (r)cos k@ +w, (r)sin k9]+ Wy, (L1z)
k=1

ou:
w,, — solution particuliére appropriée a l'action de la force concentrée sur la plaque.

Selon [23, 72], son expression est la suivante :

Pb? | a® —2arcos@ +r® . a®-2arcosf+r’
w,, (r.0)= In +

162D b? b’
(1L.16)
4arcosB (., ar a>. a* r*, r?
+ﬁ~—*—“2-+—* ln~—;+1 —‘ﬁ:)“ln*?—'";lnﬁ; 5
b b+ b b b® b

ou:
b — certaine entité caractéristique qui sert a obtenir la dimension de la déflexion;

En coordonnées cartésiennes, I'expression (I11.16) prend la forme:
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de la plaque de forme rectangulaire
o (. y)= T fmi)z . z_zf o (5_1)2 J{z_zjz .
M’y16:rDaa b b a a b b
¥ 20 2
+ x—§+y—f 1+In V3 +5 . (L.17)
b~ ab
2 2 2 2 2 2 "2 2
—L‘; z—zl t—7+z—,—£,—+%— ln—x—,+z? =
a b i a b = &
ou:
(x,y) — coordonnées du point ol se détermine la déflexion;
(¢,z) —coordonnées du point d'application de la charge.
w,(r)= 4, + A4, + A, Inr + 4,7* In#?, k=0;
w,(r)= B,,r + Byr’ + Byr™ + B, rinr, k=1
wi(r)=C, 7 +Cyr’ +Cyr™ +Cyrinr, kel (I1.18)
w, (r): Rur" + B’urk“z + Bnr"‘ + B“r‘m ksl

b}

! ~ 1 2 = - 2l —k+2
w:‘(r)z(_.lkrk [ L.zkr'“ 1 Cyt o Cutr W Bl

Ces solutions doivent vérifier deux types de conditions:

1 - conditions géométriques: Ce type de conditions impose que: la déflexion w(r,é’) de la

plaque et sa rotation

ow(r,0)
OF

I1.5) doivent étre égales & zéro, clest a dire: w(r,0) _ = il A)

or

r=0

v

21

Fig. I1.5 Plaque de dimensions infinies soumise a une charge concentrée P
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2 - conditions statiques aux limites: Ce type de conditions impose que le moment radial M,

et l'effort normal radial 7, doivent étre égaux a zéro au contour de la plaque, c'est & dire:

r—wm %

M

r

Aprés vérification, les seuls termes de la solution (I1.18) qui satisfont ces deux types de
conditions, sont :
w(r,0)=w, (r.0)+w,(r.8)+ > w,(.0), (IL.19)
J=2
ou:

W, (r,@) — est donnée par (11.16);
w,(r,6)+> w,(r,0) — parties de solution de Clebsch [23, 45, 72] représentant les fonctions
J=2

de correction de la solution de 'équation différentielle (II.14). Leurs expressions sont:
3 ]
: . 3
w,(,0) = B,y ——cos6 +C;, Ssin g;
AP A S P
w,(r,0)=B, Fcos;@ +Cy, 57Sin jO+B,, Wcos;éﬂ 29 G sin jo:

Iei By et C;, I=1,2; j=1n — coefficients & déterminer par l'utilisation du principe de

i
I'énergie de déformation de la plaque [23, 45].
Le systéme (11.19), en coordonnées cartésiennes vaut :
w(x,y)= Wy, (x,y)+ZAij (x,y), (1I1.20)
=1
avec

Wy, (x,y) — est donnée par (11.17);

2 2
i y)= -3

2
wz(x,y):T?;

_x[(x
w,(x, )= a[az t5 J (1L.21)
2 2

w2 S 22
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La détermination des coefficients 4, se fait par l'application de la méthode énergétique de

Ritz [25].

I1.7. Détermination des coefficients de fonctions de correction

La détermination des coefficients de fonctions de correction nécessite I'utilisation du
principe de I'énergie de déformation de la plaque. Nous allons appliquer la méthode la plus
utilisée dans ce domaine qu'est la méthode de Ritz. Le principe de cette méthode est le suivant
2,23, 12}

L'énergie de déformation de la plaque U est donnée par :
D
U == [[llx, ) e, (11.22)
Q

ol
Q — surface de la plaque;

¥ - opérateur donn€ par:

[ 62 62 )7 E':al 82 ( 62 ]2:|
P —p—aet =~ 3 Al >
o’ oy ox” oy” | oxdy
B=201-v);

V — coefficient de Poisson de la plaque.

Le travail IT de la force concentrée P effectué sur la plaque lors de son passage de I'état
déformé 4 I'état initial est donné par:
I=—Pwlt, z) (I1.23)
w,, (¢, z) est donnée par (I1.20) oli: t=x et z=y.
L'énergie totale de la déformation de la plaque 3 est donnée par
I=U+IL (1L24)

Les coefficients 4, j =1,...,n se déterminent par le systéme suivant:

9
—=0; j=l..,n 11.25
{aAj J n (11.25)

La précision de la solution (I1.20) dépend du nombre de terme & prendre.
D'aprés [23], une solution de précision jugée suffisante est obtenue si on tient compte

uniquement de quatre fonctions de correction.
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C'est-a-dire :

2 2
w(x y) wM(x y)+A ZCT y—2)+A2(2—ny+

2 2 2 2
X| X y y| X y
a2 a3 5)

La prise en compte uniquement de quatre fonctions de correction, dont la précision de la

(11.26)

solution est jugée suffisante, correspond 4 la détermination des coefficients 4,, 4,, 4, et 4,.

L'application du systéme (I1.25), pour ce cas et apres simplification, nous conduit au systeme

matriciel suivant:

b oa 2 2 ]
z
- -P dxdy + Pl ———
R I s )
“ [ 4 ¥ 2Ptz
0 -16Dg 0 o 41 PJ’ i
ol 3208 ;1 =9 bh " /2 2\ [ (1L.27)
0 0 — 0 | |-P [ [0y +_[_+”"—2J
A, e a b
0 0 0 32Dﬁ i b a 2 Z2
3ab P_HQ dxafy+—( : +b—21
Aprés résolution du systeme (I1.27), on trouve les expressions de chaque coefficient;
Pab | %" 7
dxdy S L
a= 16Dﬁ[HQ‘ ( bﬂ
Pab | %4
“=16Dp [ J; sy - }
s b"a T Y (11.28)
—P3a “ z
= dx —|—=+—=1{k
> 32DB ”Q3 - a[ > h }
~Pab] %e (2 )]
= dx —|—=+—=1}
‘" 32Dp HQ“ = b( "b ]
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de la plague de forme rectangulaire

avec:
0,06, 3) = (@t - x) X’ (- y)x+y)+a* (x=p)y° (x+ y)Ny—2) 2 +
+a®hry-t° (22 +3y) + (P (@ +2x%) + (2 + 8+ XDy +y )z -
—y(2(x2 +y2)2 +t(x3 +3xy2))zz @A~ + 3 225790327 +y2)z+
+1‘2(2x(31:2 +y2)2 +ng(3x2 +yz)z)—txz(x4 +J¢:2(y2 -i—8yz—z2)—fyz(Zy2 +z2)))+
+4'b (—sty2 (;!c2 +3y2) +ty2 (2x5 +3x3y2 +3xy4)—1'x(x2 erz)zz2 +
+t2y(2(x~y)y3 (x+y)+(x2 —i—yz)lz) +xzz(—2y5 +ysz2 +x4(—3y+22) -
+ 12 y(—3* 72yz+3zz)))ﬁ)/4aab3:r(x2 PP e +a2y2)(bz(r—x)+a2(y—z)2);

Qz<x,y>=[y[’(’§'i”(xl"?+ et ] M) +"(“i‘+3”("fi’)zjﬂ/2m
a(x*+y) bx" +ay b*(t—-x)"+a (y-2)° b (x"+y°)
0,6 1) =(BEP 1t —x)* X’ (x=)(x+)) 3" X(x—Y)(x+y)(y—2) 2+

+a’b* (t((t-—x)lxd' +x° (52‘2 —10x+8x* )y2 7(21‘2 —4+5x%° )y4)+

+"I,xi},(xtﬂ(ql & —?Jx:+qx.l )—{—-(Il + x.)')).'z)z +3[.12 (.x‘ —)/)(.;.+J/);:l)+

+a' b o=+ )z 412y  (y—2)z+x* By” +2pz+2°)+x"y 9y —20pz+527))+

+0(V° (y=32)y—2)+x* (Sy+22) + x> W8y* —14yz+92°)))-2a"b*x(x* +y* )2 (B* (1 —x)* +

+a(y—2)° )(lo%x—i +J’_2}1o{b =) :’“Z(y"z)z }))/(Mbsn(xz +12)2B2 (1 -x) +
: :

2 2
3 ab_

+a’(y-2)"));

0, (x, ) =—(B3b°1(t —x)* x(—x" + y*) +3a° (x - y)y* (x + )y —2)* 2 +
+a'? B (x— Y)Y (x+ )z +2(—y* (v - 2)* +x* Y (-8y* +10yz—52") +
+x*(5y? —4yz+22)) - 30(x* (0 +22) + 2 By —8yz+ 322+
+ @b (30 +397) =327y Bx® + Y )z + 2 (x* Y (14y —52) + 2x* Ry + 2) -
Y@y + )+ (=" (Y +22) + X y(-8y* +20pz—32*) + ) (5y* —2yz+32° )+
+2a22 (3 + Y (B2t - %) +a2(y—z)2)(]0{2—z +’Z—z}—lo{b 2(’_");;“;0"_2)2 D})/

(@a’b*z(x* + y* )’ (t —x)* +a* (y-2)%)).
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I1.8. Exemple d’application

Prenons les données géomeétriques et physiques suivantes:
a=2m; b=1m; h=02m; E=3x10° N/m*;v=1/6 . Pour une charge concentrée
unitaire P =1N appliquée au point de coordonnées =0, z=0.8, alors selon (IL.26) la

plaque se déforme comme suit (fig. I1.6).

=2 =1 0 1 2

Fig. I1.7 Champs d'influence de la charge concentrée P sur la plaque

26



Chapitre II Détermination des déflexions
de la plague de forme rectangulaire

I1.9. Conclusion du chapitre II

Les expressions des déflexions de la plaque obtenues dans ce chapitre par l'utilisation
de la solution de Clebsch et la méthode énergétique de Ritz vont &tre utilisées dans l'étude
dynamique de la plaque déformable reposant sur milieu €lastique qui sera fraitée dans les

chapitres suivants.
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Principe de la méthode de Gemochkin dans
le calcul dynamique des plaques reposant

sur milieu €lastique



Chapitre 111 Principe de la méthode de Gemochkin dans le calcul
dynamique des plaques reposant sur milieu élastique

IIL.1. Prélude

Le professeur Gemochkin a proposé sa méthode pour la premiere fois en 1937. Cette
méthode a fait succeés dans le domaine de la mécanique des structures, notamment en calcul
statique ou dynamique des poutres et plaques reposant sur milieux élastiques (fig. IIL.1). La
méthode de Gemochkin est congue pour le calcul numérique d'ingénieur, c'est pourquoi elle a
trouvé une large application [37]. L'avantage de cette méthode réside dans le fait qu'elle
permet de tenir en compte de plusieurs facteurs influant sur I'état de contraintes ou de
déformations de la structure et du milieu élastique comme le modele du milieu élastique,
variation de la rigidité de la structure, présence des efforts de frottement dans la zone de
contact, type de la charge extérieure agissant sur la structure, la forme géométrique de la
structure etc. L'introduction de ces effets aboutit, généralement, & la non-réalisation de la

solution de ce probléme par d'autres méthodes [43].

Fig. ITL.1 Plaque reposant sur milieu élastique

La méthode de Gemochkin est une méthode numérique dont la précision est proportionnelle
au nombre d'éléments par lesquels la structure est discrétisée. Le calcul des structures
reposant sur milieu élastique qui intéresse l'ingénieur est de déterminer les efforts internes
dans les sections de la structure. L'arrivée a la détermination des efforts internes dans les
sections des structures en interaction avec des milieux élastiques nécessite la connaissance des
forces de réaction dans la zone de contact. L'application de la méthode de Gemochkin permet
de déterminer les forces de réaction dans la zone de contact, puis par I'application des
formules de la théorie d'élasticité, faisant relation entre les forces de réaction et les différents

efforts internes, ces derniers se déterminent.
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dynamique des plaques reposant sur milieu élastique

II1.2. Discrétisation du systéme (plaque-milieu élastique)

Le principe de la méthode de Gemochkin concernant le calcul des structures reposant
sur milieu élastique est le suivant [37]:
Diviser la structure (plaque ou poutre) en plusieurs éléments identiques dont le nombre est
proportionnel au taux de précision désiré (fig. IIL2). La répartition des forces de réaction a
l'intérieur du domaine de chaque élément est considérée uniformément répartie (fig. 111.3). Le
contact continu entre la structure et le milieu €élastique est remplacé par un contact partiel au
niveau des points situés aux centres de gravité de chaque élément (fig. I11.2). Ce contact
partiel entre la structure et le milieu élastique est assuré par des liaisons rigides au niveau
desquelles se déterminent les efforts de liaison (fig. I11.4). La liaison horizontale indiquée sur

la fig. I11.4 est faite pour équilibrer la structure et ne joue aucun role dans le calcul.

Fig. III.2 Discrétisation du systeme plaque-milieu élastique

Donc le calcul de la plaque reposant sur milieu élastique par la méthode de Gemochkin

revient au calcul d'une plaque hyperstatique en liaison avec un milieu élastique par des appuis

o

< 777

aux points bien déterminés (fig. I11.5).

Fig. IT1.3 Répartition des forces de réaction a l'intérieur du domaine de chaque élément
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P,

Fig. I11.4 Représentation des liaisons entre la structure et le milieu élastique

Pour résoudre ce nouveau systéme résultant de la discrétisation de la plaque reposant sur
milieu élastique (fig. 1IL.5), on utilise I'une des méthodes connues de la mécanique des
structures (méthode des forces, méthode des déplaeéments ou méthode mixte) ou les
inconnues du calcul sont :

— Les efforts de liaison X, qui sont appliqués au niveau des liaisons situées dans les centres
de gravité des éléments (fig. I11.5);

Déplacement verlical initial u, de la plague toute enticre (fig. H1.5);

— Deux angles de rotation de la plaque ¢, et ¢, par rapport aux axes de coordonnées ox et

oy (fig. IIL.5).

X l‘ Xal)  Xalt A(t)

i i

2 A

Fig. II1.5 Représentation des efforts agissant sur le systéme discrétisé

I11.3. Formulation du systéme d'équations canoniques de la méthode de
Gemochkin

Soit une plaque rectangulaire de dimensions finies (2ax2b), de masse M, et
d'épaisseur h, caractérisée par son module d'élasticité £ et son coefficient de Poisson v se

trouve en contact avec un milieu €lastique caractérisé par son module d'élasticité E; et son

coefficient de Poisson v, (fig. II1.1).
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Chapitre 111 Principe de la méthode de Gemochkin dans le calcul
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La considération que les déflexions de la plaque et les déplacements verticaux de la surface du
milieu élastique dans la zone de contact sont identiques, nous permet de formuler le systeme
d'équations canoniques de la méthode de Gemochkin auxquelles s'ajoutent les équations

d'équilibre [37]:

D8 X ()= Wy () +£,00, () +£,00, ) +ug () +A, =0, i=1,-,n;
k=1 k=1

n

X O~ T 0], =T, 0, 0);
- (IIL1)

i[Xi(t)_Ji(t)]f,y =on ;f;oy(t);
Z”:[Xs(f)"J;(t)]=M;0(f)-

i=l

T&i:

n —nombre d'éléments, par lesquels la plaque est discrétisée.

I11.4. Définition des paramétres du syst¢me d'équations canoniques

La définition de chaque paramétre figurant dans le systeéme d'équations (I1I.1) est la
suivante:
5, — représente la fonction de Green caractérisant les déflexions de la plaque et les
déplacements verticaux de la surface du milieu élastique dans la zone de contact. Son
expression est la suivante:

O =Vy +Wys (111.2)

ou:
w, — fonction représentant les déflexions de la plaque. Elle est définie dans le chapitre II;

v, — fonction représentant les déplacements verticaux (tassements) de la surface du milieu

¢lastique dans la zone de contact. Cette fonction définit le type ou le modele du milieu
¢lastique (semi-infini élastique, type de Winkler...) et elle est définie dans les chapitres L, IV

etV.

Pour éviter les grands tassements de la surface du milieu élastique, dus aux efforts de liaison

concentrés X,, ces derniers se transforment aux charges uniformément réparties sur la surface

de I'élément (fig. 11L.6).
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Chapitre 111
dynamique des plaques reposant sur milieu élastique

'Q(r,ﬂ)

Fig. I11.6 Epures de déformation de la surface du milieu élastique:
1 — sous charge concentrée;
2 — sous charge uniformément repartie

A,, —fonction caractérisant les déflexions de la plaque dues aux charges extérieures P, . Son

expression est la suivante:

A, =Y w,P,. (111.3)

k=

Cette fonction peut étre égale a zéro dans le cas des plaques rigides (w, =0) ou lors de
I'absence des charges extérieures P, =0 (cas des vibrations libres),

X, (1) — efforts de liaison appliqués sur la plaque et sur le milieu élastique (fig. I11.5),

(inconnus);
J,(t) —forces d'inertie appliquées uniquement sur la plaque (fig. II1.5), seront définies dans

les chapitres suivants;

@, () —angle de rotation de la plaque par rapport a I'axe xx (inconnu);
@, (1) — angle de rotation de la plaque par rapport & I'axe yy' (inconnu);
u, (1) —déplacement vertical initial de la plaque toute entiére (inconnu);
¢ .. —distance (bras de levier) du centre de gravité de 1'élément i a l'axe xx ;
¢, —distance (bras de levier) du centre de gravit¢ de I'€lément 7 a l'axe yy';

M —masse totale de la plaque discrétisée;
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I, —moment d'inertie angulaire par rapport a l'axe xx , sera défini dans les chapitres

suivants;

I, —moment d'inertie angulaire par rapport a 'axe yy', sera défini dans les chapitres

suivants;

;o {0 ;;M (s ;t;oy () — dérivées secondes par rapport au temps de: u, (1), 0, (1), @, (1) .

IT1.5. Conclusion du chapitre ITI

Ce chapitre est consacré a la présentation de la méthode de Gemochkin utilisée dans la
formulation de I'approche pour I'étude dynamique de la plaque reposant sur milieu élastique.
Comme nous I'avons indiqué précédemment, que calculer une structure en interaction avec un
milieu de caractéristiques mécaniques différentes nécessite la détermination des forces de
réaction dans la zone de contact. Cela dicte que la connaissance de la fonction de Green
définissant les forces de réaction nécessite une modélisation particuliere vu la différence des
propriétés physiques des deux milieux qui pose un probléme. C'est pourquoi les méthodes de
calcul de ces systémes se concentrent toujours sur ce point et dés que les forces de réaction
sont déterminées le reste des inconnues (efforts internes, contraintes, déformations...) se
déterminent facilement par I'application des formules de la théorie d'élasticité faisant relation
entre les forces de réaction et le reste des inconnues. La méthode de Gemochkin, présentée
dans ce chapitre, permet la détermination des forces de réaction dans la zone de contact entre

la structure et le milieu élastique et par conséquent son calcul statique ou dynamique.
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Chapitre 1V Calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur milieu élastique de type de Winkler

IV.1. Introduction

L'approche €laborée pour le calcul dynamique des plaques reposant sur milieux
élastiques présentée dans les chapitres précédents peut étre appliquée aux différents types des
milieux élastiques connus. Le type le plus simple est celui des ressorts, c'est-a-dire la
déformation de la surface du milieu élastique est proportionnelle a la charge extérieure, qui est
connu comme type de Winkler (nom de son fondateur). Ce chapitre est consacré au calcul
dynamique d'une plaque rectangulaire reposant sur milieu élastique de type de Winkler par
I'application de 'approche formulée. Cela permet de déterminer les fréquences et déformées
propres de la plaque, sa réponse a des charges dynamiques, ainsi que la localisation des

fréquences d'excitation.

IV.2. Principe de Winkler
Les hypotheses du calcul des plaques reposant sur milieu élastique sont données par
Winkler, dans lesquelles la relation entre la pression effectuée sur la surface du milieu

élastique et ses tassements (fig. IV1) est donnée par:

P(x,y)
—g (IV.1)

wy(x, ) =
ol
P(x,y) — force de pression agissant sur la surface du milieu élastique au point de
coordonnées (x, y), due aux charges extérieures;

K —coefficient de proportionnalité du milieu élastique;

w, (x, y) —tassement de la surface du milieu élastique au méme point.

Fig. IV.1 Plaque reposant sur un milieu élastique
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Chapitre IV Calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur milieu élastique de type de Winkler

IV.3. Modélisation du systéme, plaque-milieu élastique, selon la

méthode de Gemochkin

La discrétisation de la plaque rectangulaire reposant sur milieu élastique de type de
Winkler se fait par la division de cette derniére en un nombre d'¢léments rectangulaires
identiques (fig. IV.2). On considére que la masse de chaque élément est concentrée en son
centre de gravité. Le contact continu plaque-milieu élastique est remplacé par un contact
partiel au niveau des points représentant les centres de gravité des éléments. Ce contact partiel
entre la plaque et le milieu €lastique est assuré par des liaisons rigides au niveau desquelles se

déterminent les efforts de liaison X (¢) (fig. IV.2).

Fig. 1V.2 Discrétisation de la plaque reposant sur milieu élastique de type de Winkler

IV.4. Probléme posé
Le probléme posé est de déterminer les déflexions de la plaque, les forces de réaction
dans la zone de contact plaque-milieu €lastique, fréquences et déformées propres de la plaque,

ainsi que sa réponse aux charges dynamiques extérieures.

IV.5. Hypotheses du calcul

Les suppositions suivantes sont prises en considération:
« L'inertie du milieu élastique et les forces de frottement dans la zone de contact sont négligés;
* Les forces d'inertie J(#) sont uniquement appliquées sur la plaque et les efforts de liaison
X (r) sont appliqués sur la plaque et sur le milieu €lastique fig. IV.2;

* Absence des sollicitations extérieures en dehors de la zone de contact;

» La plaque se calcule conformément aux hypothéses de la théorie des déflexions des plaques

minces.
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Chapitre IV Calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur milieu élastique de type de Winkler

IV.6. Formulation du systéme d'équations canoniques
Le systeéme d'équations canoniques pour le calcul dynamique de la plaque reposant sur

milieu élastique de type de Winkler vaut [37]:
Z&kX, ®) —Zw,,kJi O +L,0, D)+ L0, )+, (D) +A, =0, i=l...,n;
k=1 k=1

307,010, =1, 0.0
o (1V.2)

SO -J,0]¢, =15, 0,0

i=1

S LX)~ 7, (0] = My 0).

L=l
Ou:

0, — fonction de Green déterminant les déflexions de la plaque, ainsi que les tassements de la

surface du milieu élastique, elle donnée par [45]: &, =v, +w,;

v. - déplacement vertical de la surface du milieu élastique au point 7 di a I'effort

ik
X, appliqué au point k£ de la surface du milieu €lastique;

w, — déflexion de la plaque au point / dii a I'effort X, appliqué au point & de la plaque

(définie dans le chapitre II);

A, — fonction caractérisant les déflexions de la plaque dues aux charges extérieures P, ;

o, (t) —angle de rotation de la plaque par rapport 4 l'axe xx ;

@,, (1) —angle de rotation de la plaque par rapport a I'axe y)';

u, () — déplacement vertical initial de la plaque;

¢, — distance entre le centre de gravité de I'élément i & I'axe xx';

¢, — distance entre le centre de gravité de I'élément / & l'axe yy';

M —masse totale de la plaque discrétisée;

I, — moment d'inertie angulaire par rapport a l'axe xx ;

I,, —moment d'inertie angulaire par rapport a I'axe yy';

X, (1) — efforts de liaison appliqués sur la plaque et sur la surface du milieu élastique;

J.(t) — forces d'inertie appliquées uniquement sur la plaque;

uo(t), ¢, (1), ¢, (t) — dérivées secondes par rapport au temps de: u,(t), ¢, (1), ¢, (t).
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Les deux avant derniéres équations représentent les équations d'équilibre des moments par

rapport aux axes xx et yy'; la derni¢re équation représente I'équation d'équilibre des forces

verticales agissant sur la structure et constatons que le systéme (IV.2) est de taille

(n+3)x(n+3).

Pour les vibrations libres on pourra écrire [27, 49]:

X=X 8™

J i =J2";

i =neg""

P (1) =@,
10,1 = 9,2
figdty =™

0o (t) =07,

@, (N=-0’p, e

iot
(4

uo(t) = - u,

En tenant compte de (IV.3), le systéme (IV.2) devient :

k=1
n

Z[Xa —Ji]gir = —-szOngax;

i=1

Z[Xi' _JJ]BJy :_w210y¢ay;
i=1

X, - J,]= —0*Mu,.
Z[ i r] 0

=

Pour un milieu élastique de type de Winkler, on pourra écrire :

X 1

L= , Si i=k,
v, =| a;p K  ab K
0; Siizk
X, =abKv;
2 2
; : {r .
JiB)y=J e =M, d;:‘z(t)=—M,. da;‘z( )=M,.wzv,.e'“” = J =Mu"y,

39
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ol

ay,, by, —dimensions (longueur et largeur) de I'élément £, par lesquels la plaque est
discrétisée (fig. I11.2).

Du fait que le déplacement de la surface du milieu élastique v, est égal 4 la déflexion de la

plaque w,, et que la plaque vibre librement, alors le systéme (IV.4), en tenant compte de

(IV.5), devient:

¢

W, (alblK - M!wz)v, + [1 +w, (a,.ij - Ivfimz)]v, R
+wm(anan-—Mna)2)v,, +L, 00, + 1,00, +uy=0; (1v.6)

i [aibr‘K ~ Mr'mz]vxfjx = "wzlu:g%x;

i=1

z": [ajbe -M ,.a)Z]v,.f,.y =-@1,,0,;

=1

Li la,b,& - M0y, =-0*Mu,.

Iei:

M, —masse de I'élément i.

Le systéme (IV.6) pourra s'écrire sous la forme matricielle suivante:
[4}v}= {0} av.n

avec:

2 2

o fapk-M?) wifopka?) o wfabk-Me?) n, 4,
2

Wzl(aiblK_MI”"z) 1+“22(%K*M20) “zn(ﬂnan~Mnf=’2) by by 1

=] wiatcMe?)  wolapk-tg?] 1ok M) b

tylabk-Me?)  iplapR-tp?] - W—W‘} loe? 0
by latk M) lapKMp’] o tnahK-Me?) 0 gt
aE-Mo®  abK-Mp® o ahK-Mal 0 0 Mo

SV VIV Ly W 3P 0, 30 )

o O

I, =~ Mb%;
3
1y g2
on nga "
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Notons que la matrice [A] peut devenir symétrique avec la considération des expressions

suivantes [30]:
3 J, =0 Mu,; 24&. - 0’lp, IV.8)
i=1 i=

La prise en compte de (IV.8) permet de rendre la matrice [4] comme suit:

-1+W1 1("1”1*‘5 ‘Mif"z) ”iz("zsz "Mzﬂ’z) " ‘ﬁn(‘%an ‘Mnf”z) i 1y I
ok ) tonloprned) - wlohkd) b n,
an("lblé"Mla’z) an("zbzk‘%“’z) - 1+Wnn("nb;aK‘Mn“’2) f;u fr;y I

[4]= s by, . M 0
3abk
2MPP
iy fa by 3apK
1 1 1 0 E;f
avec—: ab =ab,=...=ab,. _

Les fréquences propres de la plaque rectangulaire reposant sur milieu élastique, de type de

Winkler, représentent les racines de 1’équation issue du déterminant de la matrice [A]

suivante:
det[4]=0, (IV.9)

qui admet une seule variable ©.

IV.7. Détermination des fréquences propres de la plaque reposant sur
milieu élastique
Considérons une plaque de dimensions finies (2ax2b), de masse M, et d'épaisseur
h, caractérisée par son module d'élasticité E et son coefficient de Poisson v reposant sur
milieu élastique de type Winkler caractérisé par son coefficient de proportionnalité K. La
plaque est divisée en n €léments rectangulaires identiques. La discrétisation de la plaque est
faite de fagcon que l'encastrement fictif, qui sert a 1’équilibre de la plaque supposée libre de

tout appui, est considéré au niveau de son centre (fig. IV.2).
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IV.7.1. Application numérique
Considérons les données physiques et géométriques de la plaque et du milieu élastique

suivantes :

a=2m;b=1m; p ., =2500Kg/m’; E=3x10°N/m*; h=03m;v =1/6;

K =50x10°N/m’.
L’introduction de ces données dans la matrice du systeme (IV.7), puis par I’application de
Pexpression (IV.9) nous permet de déterminer les fréquences propres de la plaque.

Le tableau suivant donne les valeurs des fréquences propres en (/{z) pour trois cas de

discrétisation de la plaque (n =9,n =16, n =25).

Valeurs des fréquences propres @ en (Hz)
i plaque discrétisée en plaque discrétisée en | plaque discrétisée en
9 éléments 16 éléments 25 éléments
1 157.77 160.38 160.92

7 167.60 170.50 171.48
3 172.04 17139 172.39
4 498.38 455.16 438.32
5 537.65 532.00 526.77
6 636.72 596.58 573.20
7 1564.60 1514.99 1490.85
8 2465.64 2405.03
9 2719.17 2855.92
10 - 3100.00 3363.16
11 - 3568.74 4151.52
- 4112.80 4262.87
13 s 4235.02 4320.16
14 - 4601.10
15 - 4708.12
16 - 5452.08
17 - = 5813.70
18 - - 5971.00
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19 - = 6404.07
20 = = 6742.09
21 = - 7384.89
22 s - 7528.94
23 = - :

Tableau IV.1 Valeurs des fréquences propres de la plaque rectangulaire reposant sur milieu

élastique de type de Winkler

IV.7 2. Convergence des valeurs des fréquences propres

Les valeurs des fréquences propres en (/z) obtenues (tableau IV.1) indiquent une

bonne convergence entre les trois cas de discrétisation de la plaque. Cette convergence est

illustrée graphiquement sur le schéma suivant:

A
| |
B %
= 400 +
Z x
g [ ]
o 0| * I3 9 élémats
[=5 |
e +*
Y '
D P
gm * 16e1erraiis‘
= /
g b
i
1000 ¢ B 25 élémats

; o ot

LN B

I |

2 4 6 8 10

Nombre de fréquences propres

Fig. IV.3 Convergence des valeurs des fréquences propres de la plaque

IV.8. Détermination des déformées propres de la plaque reposant sur

milieu élastique de type de Winkler

Examinons dans ce paragraphe le probléme li€¢ & la détermination des déformées
propre de la plaque reposant sur milieu €lastique de type de Winkler. D'aprés [11, 27, 49],
pour déterminer la déformée propre relative a une fréquence propre, on fixe I'une des valeurs
des inconnues du vecteur {v} a 1 dans le systétme (IV.7), puis on supprime son équation
correspondante. Le systéme résultant devient de taille (n+2)x(n+2) aprés avoir considéré

que la colonne correspondante & la variable exclue devient vecteur libre. La résolution du
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systéme résultant donne la déformée propre. La prise en compte des données géométriques et
physiques définies dans le paragraphe IV.7.1., pour n =16 et par l'application de ce principe

on aura les déformées propres suivantes:

w2=170.507637556
1

W=1T71.533067637 w4=455.169334044021
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wll1=3568.742679775182 wl2=4112.8039247258325

Fig. IV.4 Déformées propres de la plaque rectangulaire reposant sur milieu €lastique de type de
Winkler
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On remarque, d'apres fig. IV.4 que les déformées propres correspondant aux fréquences

propres @,, @, et o, représentent les phénomenes du pompage et du tangage.

IV.9. Vibration forcée de la plaque reposantaéur milieu élastique due aux

différents types de charges externes

Dans ce paragraphe on étudie la réponse d'une plaque rectangulaire reposant sur
milieu élastique de type de Winkler a des charges extérieures harmoniques engendrant dans la
plaque des contraintes, des déformations et des déplacements qui varient avec le temps
d'excitation. Afin de s'assurer de la fiabilité de I'approche élaborée pour I'étude dynamique de
la plaque rectangulaire reposant sur milieu élastique de type de Winkler, on procéde aux cas

de chargements harmoniques suivants:

Cas 1. Réponse de la plaque a une excitation harmonique appliquée 2 un point

Soit unc plaque rectangulaire de dimensions finies (2ax2b), de masse M, et
d'épaisseur h, caractérisée par son module d'€lasticité £ et son coefficient de Poisson v
reposant sur milieu élastique de type de Winkler de coefficient de proportionnalité X .
Le systéme étudié, plaque-milieu élastique, est discrétisé en un nombre d'éléments
rectangulaires identiques et la plaque soumise & une charge harmonique, perpendiculaire a son
plan, appliquée en un point (fig. IV.5).

La charge harmonique est exprimée par:

P =P, cos(2x 7w xmxt), (IV.10)

ou:
F, —amplitude en (N);
® — fréquence d'excitation en (Hz);
t —temps d'excitation en (s).
L'application de l'approche élaborée pour I'étude dynamique de la plaque reposant sur milieu
élastique impose que les forces externes agissant sur la plaque doivent étre appliquées au
niveau des centres de gravités des éléments (fig. IV.5). Ces derniers représentent aussi les
points ol se déterminent les déplacements recherchés de la plaque étudiée. Donc la

détermination de la réponse de la plaque reposant sur milieu élastique de type de Winkler,
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c'est-a-dire ses déflexions dans le temps de son excitation par la charge harmonique consiste a

résoudre le systéme d'équations suivant:

[4)v} = {F}, @Iv.11)
ou:
la matrice [A] et le vecteur {v}, sont définis précédemment;

{F'} — vecteur sollicitations, défini comme suit :

<F>=<A1P;AZP;A3P;--- ;Anp >

n
avec: A, =ZwﬂPk; A -
k=1

/ 59 6 04
9® 10° .

Aze e s
T H : i

i

Fig. IV.5 Plaque reposant sur milieu élastique discrétisée en 16 éléments rectangulaires identiques et

soumise & une charge harmonique

Remarque
La prise en compte que la charge harmonique extérieure est appliquée au niveau du
point k =4, c'est a dire:
0, Si k=4,
£ {Pﬂ cosxmxwxt), Sik=4, doncA,=w,P,,

ainsi que l'introduction des données physiques et géométriques de la structure étudice

suivantes:

a=2m;b=1m; p,,.. =2500Kg/m*; E=3x10"N/m*; h=03m;v=1/6; K =50x10°N/m’;
P, =5000N; @ =400Hz dans le systeéme (IV.11), pour n» =16, conduit 4 la détermination de

la réponse de la plaque. Cette réponse est illustrée sur la fig. IV.6 aux instants:

t, =0.001s, ¢, =0.002s, ...
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Point 4

t; =0.005s te = 0.006s

Fig. IV.6 Réponse de la plaque 4 une charge harmonique aux moments f,, 75, ..., i
Les résultats numériques obtenus sont donnés dans l'annexe 1.
Cas 2. Réponse de la plaque 2 des excitations harmoniques de mémes ou de différentes

fréquences appliquées a plusieurs points

Ce cas comporte plusieurs variantes de chargement :
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a — Plaque sollicitée par deux charges sinusoidales de méme amplitude et méme

fréquence d'excitation appliquées en deux points
Considérons les mémes données géométriques et physiques prises dans le premier cas,
sauf que la plaque est soumise & deux charges sinusoidales de méme amplitude et de méme

fréquence d'excitation appliquées en deux points. Les deux charges s'expriment par:

{PI = P, cos(2xwx @ x1); (IV.12)

P, = Pycos(2xmxmxt).

Considérons que les deux charges extérieures sont appliquées aux points 4 et 14 (fig. IV.5),

alors la réponse de la plaque dans ce cas se détermine de la méme fagon que dans le cas

précédent, sauf que:
A, =wy P +wy, P,

La figure suivante illustre la réponse de la plaque a ce type de chargement en considérant les

mémes données prises dans le cas précédent aux instants /;,/,, ..., 4.
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t, =0.005s t, =0.006s

Fig. IV.7 Réponse de la plaque a deux charges harmoniques de méme amplitude et fréquence
d'excitation aux moments f;,1,,...,

b — Plaque sollicitée par deux charges sinusoidales de méme amplitude et de
différentes fréquences d'excitation appliquées en deux points
Dans ce cas, la fréquence d'excitation & introduire dans la matrice du systéme

d'équation (TV.12) est définie par la relation suivante [27, 49]:

o=+\o+0,. (IV.13)

Pour les valeurs des fréquences d'excitation suivantes : @, = 400Hz, w, =500Hz, avec

toujours les mémes autres données prises dans le cas précédent on obtient la réponse de la
plaque en fonction du temps de son excitation. Cette réponse, a ce type de chargement, est

illustrée sur la figure suivante:

Point 4

Point 14

t, =0.001s t, =0.002s
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t, =0.005s t, — 0.006s

Fig. IV.8 Réponse de la plaque & deux charges harmoniques de méme amplitude et de différentes
fréquences d'excitation aux moments 7, f,, ..., I,

D'une fagon générale, si la plaque est soumise a un ensemble de charge sinusoidale P, avec:
P =P, cos(2xzxm,xt), i=1,-,n; aV.14)

alors la fréquence d'excitation & introduire dans la matrice [4] est définie comme suit [49]:

= }iwﬁ ; (IV.15)

IV.10. Vérification de I'orthogonalité

Le calcul de l'orthogonalité sert & la vérification de 1'authenticité des résultats du calcul

obtenus. D'aprés [27, 49], l'orthogonalité pourra se vérifier par la formule suivante :

> M, ww, =0, (IV.16)

k=1
ol
M, —estla masse de I'élément & de la plaque discrétisée;

w,; — est la valeur de la déformée propre i de la plaque au point £ ;

i

wy,; — est la valeur de la déformée propre j de la plaque au point %,
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avec i toujours différent de ;.
Exemple: Si la plaque discrétisée en 25 éléments rectangulaires identiques (n=25),
avec les mémes données géométriques et physiques prises dans ce chapitre, donc dans ce cas

M, =240Kg et pour o, =@, =438.32461697Hz et v, =w, =573.201506186Hz , alors

on aura les valeurs des déformées propres w,, et w,,, k =1,...,25 suivantes:

Valeurs des déformées propres
Déformée propre Déformée propre
correspondant a @, correspondant & @,

w, 1 1
w, 0.3127484231937039 | 0.5178047968046189
W, 8.947335613270x107 | 0.2198165251669678
W, -0.312784423170893 | 0.5178047968093215
W -0.999999999927533 | 0.9999999999954509
W, 0.7740600312527691 | 0.40575250912693267
w, 0.1709295111206631 | 0.11432579332001513
W, 2.145549112903x107 | -0.1918317014322351
Wy -0.170929511110570 | 0.11432579332240823
Wi -0.774060031236417 | 0.4057525091379249
W, 0.6989744601026605 | _9 470935150x10-12
Wy, 0.1161461850907476 | _3 933052391x10-12
Wis 1.097791965958x10™ | _5 364506627x10-13
Wy, -0.116146185086052 | » 088111859%10-'2
Wi -0.696897446019221 | 4 718063686101
Wi 0.7740600312471285 | -0.4057525091489988
Wy, 0.1709295111185587 | -0.1143257933309913
Wig 3.773223925294x107* | 0.19183170142525377
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Wi -0.170929511114129 | -0.1143257933297483
Wi -0.774060031245118 | -0.4057525091403864
Wy, 0.9999999999442285 | -1.0000000000108213
Wy, 0.3127484231851669 | -0.5178047968250807
W, 3.281522742321x10™7 | -0.2198165251832320
Wi -0.312748423182489 | -0.5178047968227567
Was -0.999999999948148 | -1.0000000000010358

Tableau IV.2 Valeurs des déformées propres

D'aprés (IV.16), on trouve :

25
> M,w,w, =6.50808x107" x M, =1.56194x107° ~ 0.

k-1
L'orthogonalité est bien vérifiée ce qui indique la fiabilité de la l'approche utilisée, ainsi que

l'authenticité des résultats obtenus.

IV.11. Réponse fréquentielle

A partir de la réponse de structure connue due & une excitation extérieure de fréquence
supposée inconnue on localise cette fréquence d'excitation. Pour cela, on utilise la transformée
de Fourrier. Les figures, ci-dessous, montrent la localisation des fréquences d'excitation pour
les trois types de chargement suivants:

Premier type: sur la plaque agit une seule excitation de fréquence @ =100Hz.

Deuxiéme type: sur la plaque agit deux excitations de différentes fréquences
o, =100Hz, @, = 200Hz .
Troisitme type: sur la plaque agit trois excitations de différentes fréquences

w, =100Hz, @, = 200Hz, @, =300Hz .
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6 |
|
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Magnitide de la FFT
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Fig. IV.9 Localisation de la fréquence d'excitation de la charge harmonique agissant sur la

plaque

Magnitide de la FFT
N
wn

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Fréquence [Hz]

Fig. IV.10 Localisation des fréquences d'excitation de deux charges harmoniques agissant sur

la plaque
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Magnitide de la FFT

I;. .l
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Fréquence [Hz]

Fig. IV.11 Localisation des fréquences d'excitation de trois charges harmoniques agissant sur

la plaque

IV.12. Conclusion du chapitre IV

Dans les chapitres précédents on a exposé l'approche de calcul élaborée pour I'étude
dynamique des structures reposant sur milieux €lastiques d'une maniére générale. Dans ce
chapitre, on a appliqué cette approche pour étudier une plaque rectangulaire reposant sur
milieu élastique de type de Winkler en dynamique. Cette étude comporte la détermination des
fréquences et déformées propres de la plaque, ainsi que sa réponse a des charges harmoniques
extérieures. Les résultats obtenus certifiés par les différentes vérifications faites montrent la

fiabilité de I'approche utilisée.
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Chapitre V Calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur semi-infini élastique

V.1. Principe de Boussinesq

Le modéle de Winkler a fait son application a la fin du XIX siécle et dans la méme
période son inadéquation a la réalité a fait apparition, ce qui conduit les spééialistes a
envisager d'autres modeéles plus proches a la réalité. Dans ce contexte Boussinesq [28] a

considéré que le milieu élastique sur lequel repose la structure comme étant un semi-infini
élastique caractérisé par un module d'élasticité E, et un coefficient de Poisson v, et le calcul
se base sur les formules de la théorie d'¢lasticité. Donc le principe de Boussinesq remplace
celui de Winkler, exprimant la relation entre les forces de pression et le tassement de la

surface du milieu élastique uniquement au point d'application de la force, par un principe

exprimant la relation entre les forces de pression et le tassement de la surface du milieu

élastique a n'importe quel point.

V.2. Déplacements de la surface du semi-infini élastique dus a I'action d'une

force unitaire

V.2.1. Cas de la force unitaire
La fonction de Green concernant la détermination du déplacement du point M (x,y)

situé sur la surface du semi-infini élastique sous l'action d'une force unitaire uniformément

répartie sur un élément de surface Q2 est donnée par I'expression suivante [86]:

1-v2 1 déd
gdn V.1

7E, ﬁy\/(x—r:)ucy—n)z ’

WM(an’)z

ou:
v, — coefficient de Poisson du semi-infini élastique ;
E, —module d'¢lasticité du semi-infini élastique ;

Q — domaine de I'élément de surface du semi-infini élastique.

V.2.2. Forme rectangulaire de I'élément de surface Q
Puisque nos calculs vont concerner uniquement les plaques rectangulaires, alors on

tient compte uniquement de la forme rectangulaire des éléments de surface Q, (fig. V.1).
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¥ *M(x,y)
d 4 | Pt. 2)=1 3

)

Fig. V.1 élément de surface Q ayant la forme rectangulaire

Le résultat de I'évaluation de l'intégrale définie par 'expression (V.1) lorsque I'élément de

surface Q ayant la forme rectangulaire (fig. V.1), §|: et n

d
c

, est donné par l'expression

suivante [23]:

1-v; 1|y-d, =Bt (=BT 2 ()’ )
S n
nEy A | A, x—a+.(x—a)+(y-d)’

Wir (xa y) =

+

y_clnx—a+J(x—a)2 +(y—c)’ .
A, x—b*l—\/(x—b)zJr(y—c)2

_ _ A2 . 2
JEoh ymd G -bP+(y-d)’

A, y—ctq(x=b)+(y—c)’

_ _ 2 _ 2
L x-a, c+(x—a) +(y—c)

Ay, y-d+fx-a) +(y-d)* |

(V.2)

ou:
A =b-a,;
A}_:d—-c.

Le rectangle 1234 représentant Q (fig. V.1), est le domaine d'application de la charge
unitaire;

(x,y) — coordonnées du point M .
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L'expression (V.2) est la fonction de Green servant & déterminer les déplacements verticaux

de la surface du semi-infini élastique en contact avec la plaque rectangulaire dus aux charges
extérieures transmises par la plaque. Cette expression rentre dans le systéme d'équations
canoniques général, défini dans le chapitre III, formulé pour le calcul dynamique de la plaque

reposant sur milieu élastique.

V.3. Méthode de calcul
Le principe de I'approche de calcul utilisée est la méthode de Gemochkin, définie dans
le chapitre III, avec l'utilisation du méme principe de modélisation et mémes hypothéses

prises dans le chapitre IV.

V.4. Probléme posé
Le probléme posé est de déterminer les forces de réactions dans la zone de contact
entre la plaque et le semi-infini élastique, les fréquences et déformées propres de la plaque,

ainsi que sa réponse a des charges harmoniques extérieures.

V.5. Formulation du systéme d'équations canoniques
Le systeme d'équations canoniques de l'approche proposée permettant le calcul de la

plaque reposant sur semi-infini élastique en dynamique vaut [37]:
(i + Wi O = D Wa T (O + L, 00, (D +L,00, () + () + A, =05 i=1,-,m
k=1 k=1

Ji[X,(r)—J,w]ek -
i=1 (V.3)

n ae

YIX.O-J.0l, =1, 0,,0):

i=l

=

[X, ()~ J,(0)]=Mus(0).

L=l
Le parametre v, représente le déplacement de la surface du semi-infini élastique au point i
du a l'effort X, appliqué au point k et donnée par l'expression suivante [23, 45]:

1-v¢ 1
v, = —F,, (V.4
ik ﬁ'EG A ik )

X
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F y-— dl x— b+.fx b)) +(y-d)? 2 _clnx a+J(x a)® -y~ c)

LA, x—arfa-a+=d) B, x-b+x-b)’+(-c)
N d++(x-b)* +(y—d)’* alny—c+.J(x—a)2+(y—c)2

A, y—cHx-b) +(y—c) Ay y—d+(x—a)? +(y—d)’

avec x et y: coordonnées du point M ot se détermine le déplacement;

(b—a)/2 et (d—c)/2: coordonnées du centre de I'élément sollicité par la charge unitaire
supposée uniformément répartie sur I'élément de surface Q ;

Le paramétre J, représente la force d'inertie appliquée uniquement sur la plaque (puisque la
masse du semi-infini élastique est négligée) et donnée par 'expression suivante [49]:

2 2
SWO 00
dr dt?

J,(t)=J.e” =-M, =Mo’ve™ = J =Mooy, (V.5)

dans ce cas:
g j Jg.r -" -6

Le reste des paramétres du systéme (V.3) sont définis dans les chapitres 11 et [V.
Tenons compte des expressions (V.4), (V.5) et (V.6), le systéme (V.3) pour les vibrations
libres prend la forme matricielle suivante:

[4]x}={o}, (V.7)
ol

X > X3 Kol sl X 000,58 >

K, == K, £, A £,,4 A

Kn,l o Kn,n en,x/?’ gn,yﬁ' ’1
[44]= K"+L1 e Kn+1,n _;_Mb?.wl/l 0 0 . (V.S)

Kn+21 Kn+2 n 0 lMaza)ziﬂb 0

| ' 3

KJH-3] e K;x+3,:1 O 0 Ma)zﬂv
avec.
A = ﬁEOAEX :

I—¥,
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Les expressions des termes K, de la matrice [4] sont données dans l'annexe 2 vu leur

complexité.

V.6. Détermination des fréquences propres de la plaque rectangulaire
reposant sur semi-infini élastique

Considérons une plaque rectangulaire de dimensions finies (2ax 2b), de masse M, et
d'épaisseur #, caractérisée par son module d'élasticité £ et son coefficient de Poisson v
reposant sur semi-infini élastique caractérisé par son module d'élasticité E, et son coefficient
de Poisson v, . La discrétisation de la plaque en »n éléments rectangulaires identiques est faite
de telle fagon que I'encastrement fictif soit au niveau de son centre (fig. V.2). Le contact
continu entre la plaque et le semi-infini élastique est remplacé par un contact partiel au niveau
des points représentant les centres de gravités des éléments (fig. V.2). Les efforts de liaisons
X (1) sont appliqués sur la plaque et sur le semi-infini élastique, tandis que les forces

d'inertie J,(r) sont appliquées uniquement sur la plaque, du fait que la masse du milieu

élastique n'est pas tenue en considération.

In(® Jia1)

@22&

Z%/ ‘f’ ? “"’% ’% “”"r

X x,—,(l Xilt) xﬂ,i(: m Xt m

O O O O

Usl)

Fig. V.2 Discrétisation du systéme plaque reposant sur semi-infini élastique

Les fréquences propres de la plaque rectangulaire reposant sur semi-infini élastique
représentent les racines de 1'équation suivante admettant une seule variable o :

det[4]=0, (V.9)

[4] — matrice donnée par (V.8).
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V.6.1. Application numérique

Considérons les données géométriques et physiques de la plaque et du semi-infini

élastique suivantes: a=2m;b=1m; p,,,. =2500Kg/m*; E=3x10"N/m*;h=03m;

v=1/6;E, =40x10°N/m*;v, =1/3.
La détermination des valeurs des fréquences propres de la plaque se fait par l'introduction de
ces données dans le systéme matriciel (V.7), puis par la résolution de ['équation (V.9)
admettant une seule variable @ . Les racines de I'équation (V.9) trouvées représentent les
valeurs des fréquences propres de la plaque rectangulaire reposant sur semi-infini élastique.

Les valeurs trouvées sont données dans ce tableau avec la considération de trois cas de

maillage de la plaque (n =9, n=16, n=25).

Valeurs des fréquences propres @ en (Hz)

i Plaque disorétisée en Plaque discréticée en | Plaque discréticée en

9 ¢éléments 16 éléments 25 éléments
1 105.06 106.04 106.68
2 139.40 143.28 145.43
3 172.24 177.20 180.33
4 635.15 576.66 558.48
5 683.40 675.46 671.19
6 766.03 739.18 712.52
7 1303.83 1546.42
8 1912.88 2505,52
9 2871.84
10 - 3372.20
11 - 4159.67
12 - 4275.75
13 - 4360.70
14 - 4487.09
15 - 4659.45
16 - 5459.10
17 - -

Tableau V.1 Valeurs des fréquences propres de la plaque en (Hz)
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Remarque
D'apres le tableau V.1, on constate une bonne convergence des valeurs des fréquences

propres de la plaque reposant sur semi-infini élastique pour les trois cas de maillage de la

plaque. Cette convergence est illustrée graphiquement dans le schéma suivant:

S
ja sy A
= i
= [ "
(]
2 = .
Q_' = e L e
e * 1
?,' 200 . v 9elamis
Q
=
3 1w & - |
g g |+ 16 demts
= | ;
4 _ 4 (] 5 elamts ;
50 ¢ |
-8
- - = = S _“ri'f'i;i-gb
2 4 6 8

Nombre de fréquences propres

Fig. V.3 Convergence des valeurs des fréquences propres selon le maillage de la plaque

V.6.2. Comparaison des valeurs des fréquences propres des modéles

D’aprés les valeurs des fréquences propres obtenues par 1’application du modéle de
Winkler dans le chapitre IV et celles obtenues par I’application du modéle du semi-infini
élastique dans ce chapitre, on constate un rapprochement des résultats. Cette comparaison des

valeurs obtenues par les deux différents modéles est illustrée dans la figure suivante :

A
4000 | &

~ x 1 '} '
= ; ot
5 |
0 |
o 0
o, ¥
= —
(=5 | ¥ |

| |
3 200 | ¢ i * Wirkler
=2
~0
=

| H ' |

1000 - x  Bosssiresy
|
L3 |
¢ ]

2 4 6 8 10 2 14 Nombre de fréquences propres

Fig. V.4 Comparaison des valeurs des fréquences propres obtenues par des deux modéles
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V.7. Détermination des déformées propres de la plaque reposant sur semi-

infini élastique
Les déformées propres de la plaque rectangulaire reposant sur semi-infini élastique se
déterminent aprés avoir calculé les valeurs des fréquences propres. D'aprés [11, 27, 49], pour
déterminer la déformée propre i de la plaque rectangulaire on doit remplacer la valeur de
fréquence propre correspondante @, dans le systéme (V.7) et le systtme obtenu sera réduit
d'une ligne et d'une colonne, cette dernicre devient le vecteur libre du nouveau systéme
d'équations. La résolution de ce nouveau systtme donne les valeurs des inconnues

X, @,..9,, €t u, et les déformées propres de la plaque rectangulaire se déterminent par

l'expression suivante:

1-v] .
. FXG d=lpw, 10
r JT.E Atkzl ik I n (V )

I’ar cxcmplc, pour 7 =16, la premiére déformée a ét¢ déterminée comme suitc :
— Remplagons dans (V.7) la valeur de @ par @, =106.045795 Hz, obtenons une matrice

purement numeérique;
— Egalons l'une des inconnues du vecteur {X } a 1, puis supprimons sa ligne correspondante et

par conséquent sa colonne correspondante devient le vecteur libre du nouveau systéme
matriciel. Aprés résolution de ce nouveau systéme on obtient les valeurs des inconnues

restantes suivantes:

X, =1N X, =0.7291N X,=0.7286N X, =09947N
X,=07167N  X,=05084N X, =05091N  X,=0.7198N
X,=07163N  X,,=05081N X, =05083N  X,=07176N

X;=09972N X, =07270N  X,,=07276N X, =0.9999N

Les valeurs de la déformée propre de la plaque sont déterminées comme suit:

l—Vg 16 1—‘/5 )
T ZE, ;F”‘X’ T 7EA, (Fu X, +. Fye X ) =8.3349%10° m
1—V2 16 1—V2 -
= Jz'Eoz;x gFZkX‘ TUX(FZ,:XI +...+F2,16X16)=8.3987><10 *m

64



Chapitre V Calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur semi-infini élastique

gt 8 bge?
w,=——9 N'F X, =——9 (F, X, +...+ F, ,,X,s ) =8.3973x10" m
TEA, S YAV ’
l—pf X {—3 }
W, = EEGXI ;EMXI, :ﬁ(ﬁ;’,x, +oot Fy Xy )= 832312107 m
- 2 1—w; g
- JrEoAD, ;Fsti zﬂE—@Gx(Fs,lXt +"'+‘F5,16X16)=8‘6091X10 *m
1-v & 1-v¢
Wy =——L N F X, =——2 (F, X, +...4+ F, X, )=8.8047x10" m
TEA S mEAN, " ’
L=y, 42 1-v} .
w,=—2 N F X, =— (F,, X, +..4 F,,sX,,)=8.8072x10% m
T EA, S mEA, " ’
1-vy & 1-v,
W=V NP X, =0 (F X, +...4 F, X,;)=8.6165x10"m
mEGA, i3 TEA, T ’
—2 16 ] i
W=V S x = LY (B X 4 Fy X )= 8.6063%10°m
ﬂEOA_x k=1 0= x
5 1-v;
Wy, = = —0 (B X, +...+ Fg 16 X6 )= 8.8023%10% m
x k=l 0 x
W, = ZchX -1 Vo (FmX *s +F]“6X15)=8.8051><10'5m
nE AI o nEA, ’
Iy 28 1-v? :
wu=”E0£”zzlﬂz,(x,.=m(ﬁuxl+. 4 Fpy 16 X,5) = 8.6148 %10 m
f—g B 1-¢2 ;
Wiy = JrEoAOx ;1713ka :m(ﬁ]m){] oot Fy 1o Xy ) =8.3259%10°m
Jespl 16 I-v 3
Mo =g X —;EU—“:(%XI oot Fy X )=83913x10% m
2 16 , I 2
Wys = i Fis X, " (ES,EXI+"'+'F;5,16X16)=8‘3946x10~5m
rEA, S AW
v? }
Wy, = EE A; > FiuX _;I;DX—I(ES’]X!+...+F}6,16X16)=8.3364><105m

avec: E, =40x10°N/m?,v,=1/3,A_=1m, et les valeurs de F, ,i=1,---,n;k=1,--,n;

sont données dans le tableau suivant:
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1 2

3

8

9

10

11

12 13

14

15 16

4.81 1.08

0.50

0.33 1.85

0.93

0.49

0.33

0.97

0.7%1

0.

0.31 0.66

O.Sﬁ

0.40 0.29

1.08 4.81

1.08

0.50 0.93

1.85

0.49

0.71

0.97

0.71

0.45 0.55 o.sa‘

O.Sﬁ 0.40

0.50 1.0

4.81

1. 0.49

0.9

O.Qﬁ

0.

0.71

0.97

0.71 0.40

0.55

sq 0.5

0.33 0.50

1.08

4.81 0.33

0.49

0.93 1.8

0.31

0.45

0.71

0.97 0.29

0.40

0.
o.sﬂ 0.66

1.85 0.93

0.49

0.33 4.81

1.08

0.50 0.33

1.85

0.93

0.48

0.33 0.97

0.71

0.45 0.31

0.93 1.85

0.93

0.49 1.08

4.81

0.50

0.93

1.85

0.83

0.49 0.71

0.97

0.71 0.45

0.49 0.9

1.85

0.9% 0.50

1.08

1.08

0.49

0.9

l.Sﬂ

0.93 0.45

0.71

0.97 0.71

0. 0.49

0.93

1.85 0.33

0.50

4.81

0.33

0.49

0.9

1.85 0.31

o.ﬁ

0.71 0.97

O el =t | W] B W] N

0.97 0.71

0.45

0.31 1.85

0.93

0.33

4.81

1.08

0.50

0.33 1.8ﬂ

0.93

0.49 0.

bt
o

0.71 0.97

0.71

0.45 0.93

1.85

0.49 1.08 4.81

1.08

0.50 0.93

1.85

0.93 0.49

Pt
[y

0.45 0.71

0.97

0.71 0.49

0.93

1.85 0.93

0.50

1.08

4.81

1.0% 0.49

0.93

1.85 0.93

o

0.31 0.45

0.71

0.97 0.33

0.49

1.85

0.33

0.50

1.0

4.81 0.

0.49

0.93 1.8

5

O.Gﬁ 0.5

0.40

0.2% 0.97

0.71

0.45 0,31

1.85

0.93

0.4%

0.33 4.81

1.08

0.50 0.3%

14

0.55 0.66

0.55

0.40 0.71

0.97

0.71

0.45

0.93

1.85

0.93

0.49 1.08§

4.81

1.0% 0.50

15

0.40 0.55

0.66

0.55 0.45

0.71

0.97 0.71

0.4¢9

0.93

1.85

0.93 0.50

1.0%

4.81 1.08

16

0.29 0.40

0.55

0.661 0.31

0.45

0.7

0.97

0.33

0.49

0.93

1.8% 0.3%

0.50

1.0% 4.81

Tableau V.2 Valeurs de la fonction F),

Ces valeurs de w, trouvées nous permettent de tracer la premiére déformée propre de la

plaque rectangulaire reposant sur semi-infini €lastique. De la méme fagon on trouve les autres

déformées propres qui sont présentées dans la figure suivante:

=143.2876701
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Fig. V.5 Déformées propres de la plaque rectangulaire reposant sur semi-infini élastique
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V.8. Vibration forcée de la plaque reposant sur semi-infini élastique due

aux différents types de charges externes
On traite dans ce paragraphe la réponse d'une plaque rectangulaire reposant sur semi-
infini élastique a des charges harmoniques extérieures. Pour ce faire, on applique notre
approche permettant de déterminer, non pas seulement, la déflexion de la plaque causée par
des excitations externes, mais aussi les efforts internes dans ses sections et par conséquent son

état de contraintes.

V.8.1. Réponse de la plaque a une excitation harmonique appliquée a un point

Soit une plaque rectangulaire de dimensions finies (2ax2b), de masse M,
caractérisée par sa rigidité cylindrique D reposant sur semi-infini élastique défini par son
module d'élasticité E, et son coefficient de Poisson v, . Le systéme étudié, plaque reposant
sur semi-infini élastique, est discrétisé en un nombre d'€éléments rectangulaires identiques (fig.
V.6). La plaque est soumise a une charge harmonique perpendiculaire a son plan appliquée en
un point.

La charge harmonique est exprimée par:

P =P, cos(2x 7z x wxt) (V.11)
ou:
P, —amplitude en (N);
@ — fréquence d'excitation en (Hz);
t —temps d'excitation en (s).
La réponse de la plaque reposant sur semi-infini élastique, c'est-a-dire ses déflexions dans le

temps de son excitation par la charge harmonique, se détermine par la résolution du systéme

d'équations suivant:

4]ix} =17}, (V.12)
ou:
[4] — matrice définie par (V.8);
{X} - vecteur des inconnues représentant les forces de réaction dans la zone de contact;
{F} — vecteur sollicitations, défini comme suit :

wff el K 3 Ay 3 B v (R B
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K, = WP .

ip
k=1
L'introduction des données physiques et géométriques de la structure étudiée suivantes:
a=2m; b=1m; p .. =2500Kg/m*; E=3x10"N/m*; h=03m; v=1/6; v, =1/3; A, =1m,
E, =40x10°N/m’;v, =1/3; B, =5000 N; @ = 400 Hz , dans le systéme (V.12) nous permet
d'obtenir les valeurs des forces de réaction X, dans la zone de contact a chaque instant .
#P

5. 6 LV 7 [ ] 8 [ ]

g e 1 0® j £ 12.
Aze <148 150 16®

Eo, vo

Fig. V.6 Plaque discrétisée en 16 éléments rectangulaires identiques et soumise a une charge

Harmonique

La détermination des valeurs des efforts X,,i=1,...,16 permet de déterminer la réponse de la

plaque & chaque instant d'excitation par la méme facon expliquée dans le cas de la

détermination des déformées propres.
La figure suivante illustre la réponse de la plaque aux instants: ¢, = 0.001s, 7, = 0.002s, ... en

considérant que l'excitation harmonique est appliquée au point 4 (fig. V.6).

Point 4

t, =0.002s

69



Chapitre V Calcul dynamique d'une plaque rectangulaire
reposant sur semi-infini élastique

t; =0.005s t, =0.006s

Fig. V.7 Réponse de la plaque a une charge harmonique aux moments £, f,, ..., f,

V.8.2. Réponse de la plaque & des excitations harmoniques appliquées a plusieurs points
de mémes ou de différentes fréquences
Ce cas comporte plusieurs variantes de chargement :
Prenons le cas ou la plaque est sollicitée par deux charges sinusoidales de méme amplitude et
de différentes fréquences d'excitation. Considérons les mémes données géométriques et
physiques prises dans le paragraphe précédent, sauf que la plaque est soumise a deux
excitations de méme amplitude et de différentes fréquences d'excitation appliquées en deux
points. Les deux charges s'expriment par:
P =F, cos(2emsal %),
{Pz =P cos(2x rxw, xt).

(V.13)

A noter dans ce cas deux points:

* Le premier point c'est que la fréquence d'excitation a introduire dans la matrice du systeme

d'équation (V.12) est définie par la relation suivante [27,49] : @ = 1/::012 - a)z2 :

* Le deuxiéme point c'est que:
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A, =w, B +w, P, .ici k, et k, sont les points ou les excitations sont appliquées.

La figure suivante illustre la réponse de la plaque a ce type de chargement avec la

considération que @, =400 Hz, w, =500Hz et les deux excitations sont appliquées aux

points 4 et 14.

Point 14 Point 4

t, =0.005s t, =0.006s

Fig. V.8 Réponse de la plaque a deux charges harmoniques de méme amplitude et de différentes
fréquences d'excitation
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Chapitre V

V.9. Vérification de l'orthogonalité
La vérification de 1'orthogonalité pour ce type du milieu élastique se fait de la méme
fagon définie dans le chapitre précédent. Par exemple, si la plaque est discrétisée en 16

éléments identiques (n=16), avec toujours les mémes données géométriques et physiques

prises dans ce chapitre, on trouve que M, =375Kg. Pour o, =@, =576.661253 Hz et

®; =w; =675.466482Hz on aura les valeurs des w,, et w, suivantes:

Valeurs des déformées propres
Déformée propre Déformée propre

correspondant & @, correspondant & @,
W, 3.416375213797549x10° | 3.939970417497923x10°°
W; 1.7042192771136875x107° | 3.1225975403878776x107°
W3 -1.49997861356608x10"° | 3.15523175844874x10~°
Wy -3.22782034122754x107° 3.9159543162172416x107
Ws 1.812664374269701x10° | 1.4049185838746973%107°
We -7.105343474848693x10° | -4.824340725318758x107¢
w; 6.868830010227415x10™° | -4.55056566376855x10~°
W -1.797266601350464x10~° | 1.2627501867813819x10*
Wo 1.8001666946011944x10° | 1.3307332110168863x107
Wi -6.990023713333789x10° | -4.179704546265121x107¢
L 7.0170401311795165x107° | -3.804806156034639x10°
Wi -1.80042832968234x107° 1.2208283376770601x10~°
Yig 3.352159855767053%x10° | 3.65019439066084 %10~
Wi 1.7137497451960885x10~° | 3.111028859320556x10°
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Wis

-1.366393128852175%107° | 3.114262681888091x10~°

Wi

-3.365788632983405x10™° | 3.4742345961621366x107

Tableau V.3 Valeurs des déformées propres

D'apres (IV.16), on trouve :

16
3 M, w, W, =2.05949x10" x M, =7.72307x107* ~ 0.
k=1

On constate une bonne vérification de l'orthogonalité, ce qui indique 1'authenticité des

résultats obtenus par cette approche pour ce type de milieu élastique.

V.10. Réponse fréquentielle

La localisation des fréquences d'excitation s'est faite par la transformée de Fourier, en

utilisant le programme Matlab, pour les types de chargement suivants:

Premier type: sur la plaque agit une seule excitation de fréquence @ =100Hz;

Deuxiéme type: sur la plaque agit deux excitations de différentes fréquences
», =100Hz, w, =200Hz .

Magpnitide de la FFT

WA A A A A A A A AL 1

150 200 250 300 350 400 450 500
Fréquence [Hz]

Fig. V.9 Localisation de la fréquence d'excitation de la charge harmonique agissant sur la plaque
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Fig, V.10 Looalisation der. fréquencee d'excitation de deux charges harmoniques agissant sur la

Plaque

V.11. Comparaison des résultats

Dans le but de savoir la fiabilité¢ de I'approche utilisée pour I'étude dynamique de la
plaque reposant sur milieu élastique, nous avons procédé a la comparaison suivante:
Une étude similaire est faite par BORODASHEV [15], dans laquelle il traite une plaque
carrée rigide reposant sur semi-infini élastique en dynamique. L'auteur a déterminé le

déplacement maximal u,, ainsi que l'angle de rotation maximal ¢ du bloc rigide lors de sa

vibration par les expressions suivantes:

by = K ;b3 (V.14)
sin(&)
tan(p) = ————. 15
(#) - (V.15)
Avec:
-—2 16
“ " 8(l-£7)pR, S
O — charge ponctuelle appliquée sur la plaque rigide;
, 1-2v
g = : i)
2-2v (V-17)
R =pF'"”. (V.18)
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4 et v —module d'élasticité et coefficient de Poisson du semi-infini €lastique;

F —surface de la plaque;

/3 —est donné par le tableau suivant [13]:

Surface Q o B

Cercle 0.5642 0.5642
Carrée 0.5902 0.5772
Ellipse 0.5984 0.5813

Tableau V.4 Valeursde & et f

K, = :
y \/I —2ycos(d) + z°
P
T M
k=oR, JE "
Y7,
M — masse totale de la plaque;
p — masse volumique du semi-infini élastique.
S et y, sont donnés par le tableau suivant [14]:
Yo )
. 0.00 0.25 0.38 0.00 0.25 0.38
0.00 1.0000 | 1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.25 1.0139 | 1.0121 1.0037 0.2135 0.1968 0.2079
0.50 1.0579 | 1.0498 1.0402 0.4235 0.3908 0.4441
0.75 1.1380 | 1.1177 1.0848 0.6243 0.5774 0.8152
1.00 1.2608 | 1.2186 1.1776 0.8072 0.7526 0.8061
125 1.4319 1.3646 1.2917 0.9627 0.9005 0.9812
1.50 1.6487 | 1.5469 1.4515 1.0885 1.0239 1.1166

Tableaun V.5 Tableau donnant les valeurs de & et y,

(V.19)

(V.20)

(V.21)
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L'auteur de ce travail a pris les données géométriques et physiques suivantes:
w=60Hz; a=2m; p=1600kg/m’; M =1800kg; P =1600kg; v =0.37; u=120kg/m>,
puis les a introduit dans les expressions (V.14) 4 (V.21) et il a trouvé les résultats suivants:

b, =0.264mm; @ =135rad .

Si on adopte les mémes données et on refait le méme calcul par notre approche, on trouve que
la plaque vibre comme un bloc rigide avec un déplacement maximal : u, = 0.221mm.

La différence entre les deux approches presque négligeable avec une l'erreur de:
&=b, —u, =0.043mm . Cette comparaison montre la certitude et la précision des résultats de
calcul de notre approche congue pour l'étude dynamique des structures reposant sur milieu

élastique.

V.12. Conclusion du chapitre V

Dans ce chapitre comportant I'étude dynamique d'une plaque reposant sur milieu
élastique de modéle plus compliqué par rapport & celui pris dans le chapitre IV. La complicité
de ce modele réside dans le fait qu'il tient en compte de plusieurs facteurs essentiels que
néglige le premier. Donc, l'introduction de ces facteurs dans le calcul rend les résultats
obtenus plus fiables et plus proches a la réalité. Certaines vérifications de base sont faites, a
noter l'orthogonalité, la localisation des fréquences d'excitation, ainsi que la comparaison des
résultats avec ceux obtenus par d'autres approches. Toutes ces vérifications montrent la

certitude des résultats obtenus et par conséquent la fiabilité de I'approche proposée.
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Conclusion générale

L’étude apportée dans ce travail concernant le calcul dynamique des plaques de forme
rectangulaire de dimensions et de rigidité finies reposant sur milieu élastique de n'importe
quel type est faite par une approche semi analytique. Cette étude comporte la détermination
des fréquences et déformées propres de la plaque, ainsi que sa réponse & des charges externe
harmoniques appliquées normalement a son plan moyen.

La discrétisation du systéme étudié (plaque rectangulaire reposant sur milieu
élastique) se fait par la division de la plaque en un nombre d'éléments rectangulaires
identiques dont le nombre est proportionnel au degré de précision désirée. On considére que
la masse de chaque élément est concentrée en son centre de gravité et que le contact continu
plaque milieu élastique est remplacé par un contact partiel au niveau des points représentant
les centres de gravité des éléments. Ce contact partiel entre les deux milieux différents (plaque
et le milieu élastique) est assuré par des liaisons rigides situant au niveau des centres de
gravités des éléments, ou nivenu desquels se déterminent les efforts de liaison.

La formulation du modéle mathématique du probléme étudié est générée par des
expressions analytiques connues de la théorie d'élasticité et par des algorithmes numériques
qui sont accomplis a ’aide des programmes « Mathématica », « Fortran» et « Matlab ».
L’étude faite est tellement liée & des grandes difficultés mathématique, ce qui nous a obligé a
la simplifier par la non tenue en compte de certaines considérations comme la masse du
milieu élastique, I'amortissement et les forces de frottements dans la zone de contact. A noter
que l'application de l'approche formulée pour étudier ce probléme concerne n'importe quel
type du milieu élastique. Pour cela, on a pris deux modéles; le premier c'est le modéle le plus
simple connu par le modéle de Winkler (principe des ressorts) et le second c'est le modéle de
Boussinesq (principe du semi-infini élastique).

Les résultats du calcul sont obtenus par l'introduction des données géométriques et
physiques de la plaque et du milieu élastique dans le systéme matriciel final. La vérification
de l'authenticité des résultats est indispensable, a cet égard elle est accomplie par la
comparaison des résultats avec ceux obtenus par d'autres approches et par les différentes
vérifications de base connues de la théorie d'élasticité comme 1'orthogonalité et la résonance.
Toutes ces vérifications témoignent la certitude des résultats et par conséquent la fiabilité de
l'approche utilisée.

Enfin, I'é¢tude apportée dans ce travail peut étre utilisée comme base pour traiter des

cas plus compliqués comme; la prise en compte de la masse du milieu élastique, le caractére
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ondulatoire des déplacements, les formes compliquées des plaques ou leur remplacement par

les coques, le matériau orthotrope de la plaque etc.
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Annexe 1

2. Les éléments du vecteur /' a l'instant # = 0.001s sont :
019 .025 .028 .075 -.007 .005 .000 .041 -.032 .005 .007 .038 -.072 -.004 .021 .057 .000 .000 .000

2.1. La réponse de la plaque en mm a cet instant est :

w( 1)=-0.0718818403
w( 2)=0.0321687916
w( 3)=0.0853056641
w( 4)= 02568820344
w( 5)=-0.0868385511
w( 6)=0.0102142573
w( 7)= 0.0189556306
w( 8)=0.1652868519
w( 9)=-0.1221361914
w(10)=0.0091111672
w(11)=0.0236528494
w(12)= 0.1489858369
w(13)=-0.1995790145
w(14)=-0.0169323175
w(15)=0.0561791407
w(16)=0.1889113156

3. Les éléements du vecleur £ a l'mstant ( = 0.002s sont :
012 .015 .017 .046 -.004 .003 .000 .025 -.020 .003 .004 .023 -.044 -.003 .013 .035 -.008 -.019 -.006
3.1. La réponse de la plaque en mm & cet instant est

w( 1)=-0.0442231492
w( 2)= 0.0208211637
w( 3)= 0.0541200755
w( 4)=0.1605393111
w( 5)=-0.0532786644
w( 6)= 0.0071594730
w( 7)=0.0129331958
w( 8)=0.1039517105
w( 9)=-0.0748021810
w(10)= 0.0065198122
w(11)=0.0158401116
w(12)= 0.0940433943
w(13)=-0.1221109891
w(14)=-0.0090947965
w(15)= 0.0364522979
w(16)=0.1191702351

4. Les eléments du vecteur F 3 l'instant 7 = 0.003s sont :

.001 .002 .002 .005 -.001 .000 .000 .003 -.002 .000 .000 .003 -.005 .000 .002 .004 -.005 -.012 -.005

4.1. La réponse de la plaque en mm a cet instant est :

w( 1)=-0.0057067428
w( 2)= 0.0024232026
w( 3)= 0.0066396984
w( 4)=0.0197417917
w( 5)=-0.0067924548
w( 6)=0.0007765580
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w( 7)=0.0016202266
w( 8)= 0.0128256062
w( 9)=-0.0094561589
w(10)= 0.0006208902
w(11)=0.0018801630
w(12)=0.0115230281
w(13)=-0.0152955137
w(14)=-0.0014175508
w(15)= 0.0042337385
w(16)=0.0144324693
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Annexe 2

Les expressions des ¢léments de la matrice [4] du systéme matriciel final de la plaque

rectangulaire reposant sur semi-infini élastique sont :

A1 =
(v *Fy,1+W1,3) -
M= wz* Yr(Wi1xFr1+wWioxFo 1+ Wi, 3xF31 +WL a%xFg1+wW 5+F571+ Wi,6* Fs’g_ + W, 7 * F';r’l +
wi,g*xFg1+W 0% Fg 1+ W 10%«Fi01+Wi 11%F13,1+W,10%F2,1+ W, 13%F13 1+ Wy 1a% Fig,1+

wi,15% F15,1 + Wi, 16 % Fig,1)

Ao =
(¥*Fy 2+ W ,2) -

M %y # (Wia*Fio+wW2¢Foo+wW 3xF30+W g2 Fyo+ W 5+F52+w gxFgo+tw 72F7 0+
wi,g*Fg2+wW oxFoo+wW 10%Fioo+W n1#F11,20+W 12%F10 0+ W1, 13%F13 2+ wWi,14% Fig 2+
wi,15%* F15,2 + W1,16 * Fi6,2)

By3 =
(¥ *F1,3+wW,3) -

Maw?sy * (Wwi,1*F1 3+ W 2xFo 3+ W 3xF33+W a%xFy3+wWi5+F53+wW e%Fg3+wW,7xF73+
Wi,g*xFg3+Wi,o0%xFo3+W 10%Fi0,3+ W1, 11%#F11,3+wW 12%F12 3+ W1 13%F13 3+ W 14% Fig,3+
w115+ Fi5 3 + W1, 16 * Fig,3)

Pygy =
(¥ * Fig,14 + Wig,14) -
Mew’ kg % (Wig,1% F1 10+ Wigo% Fo 14 + Wig, 3% F3 14 + Wig g% Fy 14+ Wig,5% F5 14+ Wig 6% Fg 14+
Wig,7% F7,14 + Wig g * Fg 14 + Wig,0 % Fg 14 + Wig 10 * F10,14 + Wig 11 * F1q 14 + Wig 10 # Fip 14 + Wig 13% Fig 14+
Wig,14* F1g,14 + Wag,15 * Fi5,14 + Wig,16 * Fig,14)
Bie1s =
(¥ * F16,15 + Wi6,15) -
Mx ey * (Wig,1% F1,15 + Wi, 2% F2,15 + W16,3* F3,15 + Wi6,4 * F4,15 + Wig,5 * Fs5,15 + wis,6 * F,15 +
wie,7* F7,15 + Wi6,8 * Fg,15 + Wi, 9 * Fg,15 + Wi6,10 * F10,15 + Wis,11 * F11,15 + Wi6, 12 * Fi2,15 + Wis,13*% F13,15+
Wi6,14 * F14,15 + Wi6,15 * Fi5,15 + Wi6,16 * F1g,15)
Big16 =
(¥ * F1g,16 + Wi6,16) —
Mo’ %y * (wi6,1* F1,16+ Wi6,2% F2,16 + Wig,3* F3,16 + Wig,4 * Fg,16 + Wi6,5 * F5,16 + Wis,6 * F5,16 +
wi6,7* F7,16 + Wi6,8 * F8,16 + Wi6,9 * Fo,16 + Wi16,10 * F10,16 + Wi6,11 * F11,16 + Wie, 12 * Fi2,16 + Wis,13*% F13,16 +
wWig,14* F14,16 + Wi6,15 * Fi5,16 + Wi6,16 * Fi6,16)

Big7=-1.5+xbl
BAigig=1.5%al

Pigio=1
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Bgg1q =
1-
Myg#w® 2y (F1,14 +F2 14 + F3,24+ Fy 14+ F5,14 + Fg,14 + F7,14 + Fg,14 + Fo,14 + F19,24 + F11,14 + F12,14 +
Fi3,14 + F14,14 + Fi5,14 + F16,14)
Bygis =
1-
Mis#w” %y % (Fy,15 + Fo,15 + F3,15+ Fy,15+ Fs 15 + Fo,15+ F7,15+ F 15 + Fo 15 + Fi0,15 + Fi1,15 + F12,15 +
Fi3,15 + Fig,15 + Fis 15 + Fig,15)
Ao =
1~
Mg+ xy (F1,16 + F2,16 + F3,16+ Fa,16 + F5,16+ F5,16 + F7,16 + F,16 + Fo,16 * F10,16 + F11,16 + Fiz, 16+
Fi3,16 + F14,16 + F15,16 + F15,16)
Bjg17=0
Rigg=0
Big1g = M o2
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Annexe 3

2. Les éléments du vecteur F al'instant £ =0.001s sont :

-.017419795 -.023012267 -.025581776 -.069651134 .006525061 -.005058249 -.000351354
-.037440243 029742715 -.004720048 -.006357474 -.035229188 .066357725 .004058276
-.019517832 -.052498847 .000000000 .000000000 .000000000

2.1. La réponse de la plaque en mm a cet instant est :

w( 1)=-0.008349771483
w( 2)=-0.019593856599
w( 3)=-0.017456969491

w( 4)=-0.076596440927
w( 5)= 0.009310770847

w( 6)=-0.004079424352
w( 7)= 0.015239046542

w( 8)=-0.032116704992
w( 9)= 0029822308775

w(10)=-0.009349887527
w(11)= 0.004447450091
w(12)=-0.029666994678
w(13)= 0.069027868443
w(14)=-0.003595544710
w(15)=-0.019313795442
w(16)=-0.055799530986

3. Les éléments du vecteur F 4 l'instant = 0.002s sont :

006653772 .008789907 .009771373 .026604376 -.002492353 .001932080 .000134206
.014300906 -.011360711 .001802899 .002428340 .013456358 -.025346405 -.001550124
.007455151 .020052783 -.008553923 -.013627156 -.007571381

3.1 La réponse de la plaque en mm 4 cet instant est :

w( 1)=0.003189330126
w( 2)= 0.007484190108
w( 3)= 0006667971560
w( 4)=0.029257248167
w( 5)=-0.003556399356
w( 6)= 0.001558202045
w( 7)=-0.005820800024
w( 8)= 0012267494383
w( 9)=-0.011391112669
w(10)= 0.003571340600
w(11)=-0.001698775414
w(12)= 0.011331787940
w(13)=-0.026366309613
w(14)= 0.001373376383
w(15)= 0.007377216205
w(16)=0.021313532380

4. Les éléments du vecteur F 3 l'instant 7 = 0.003s sont :

006653765 .008789898 .009771362 .026604347 -.002492350 .001932078 .000134205
.014300890 -.011360698 .001802897 .002428337 .013456343 -.025346378 -.001550122
.007455143  .020052761 .003267309 .005205113 .002892011
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4.1. La réponse de la plaque en mm a cet instant est :

w( 1)=0.003189326684
w( 2)= 0.007484182031
w( 3)= 0.006667964351
w( 4)=0.029257216622
w( 5)=-0.003556395524
w( 6)=0.001558200360
w( 7)=-0.005820793772
w( 8)=0.012267481146
w( 9)=-0.011391100389
w(10)= 0.003571336757
w(11)=-0.001698773589
w(12)=0.011331775724
w(13)=-0.026366281198
w(14)= 0.001373374918
w(15)= 0.007377208269
w(16)= 0.021313509431




Résumé

Résumé

Les problémes de contact comme le cas des poutres et plaques reposant sur milieux
élastiques, les constructions hydrauliques et certaines piéces de machines nécessitent une
étude dynamique vu leur exposition aux vibrations. Ce probléme a été examiné sérieusement
dés la fin du XIX siecle, vu les conséquences désastreuses que causent les catastrophes
naturelles, comme le séisme, ou ’activité humaine sur les constructions. C’est pourquoi une
étude vibratoire des différentes constructions soumises aux effets dynamiques devient
indispensable. Toutes les études faites dans ce domaine sont basées sur les méthodes
numériques vu les difficultés mathématiques liées a ce probléme et souvent donnent des
résultats non précis. Le probléme se complique encore lors de la prise en compte de tous les
facteurs entrant dans les calculs de ce probléme, par conséquent des simplifications et des
négligences de certains facteurs sont inévitables & ce jour. C'est pourquoi le besoin
d’améliorer les méthodes de calcul existantes de telles structures ou de proposer de nouvelles
méthodes de calcul plus efficaces s'impose.

L’objective du travail apporté dans ce mémoire est de formuler une approche semi
analytique basant sur la méthode de Gemochkin permettant de calculer les poutres ou les
plaques reposant sur milieu élastique en dynamique. Vu que Le travail ne présente qu’un
début d’une étude plus étendue et plus approfondie sur ce probléme, alors certaines
hypothéses, rentrant dans le but de simplifier la tiche, sont prises en compte comme: la
considération uniquement du stade élastique du matériau, ’absence de 1’amortissement, la
négligence de la masse du milieu élastique. La formulation de I’approche faisant relation entre
les forces de réaction dans la zone de contact et le reste des inconnues comme: déflexions,
efforts internes, contraintes etc. nécessite I’étude de la fonction de Green représentant
I'interaction entre les deux différents milieux; la plaque et le milieu élastique, sur lequel cette
derniére repose. Cette procédure permet de déterminer les forces d’interaction dans la zone de
contact et le reste des inconnues se déterminent par ["application des formules de la théorie
d’élasticité. L’application de I’approche pour deux modeles différents du milieu élastique a
permis de déterminer les fréquences et déformées propres de la plaque, ainsi que sa réponse a

des excitations externes et les résultats obtenus sont trés satisfaisants.

Mots clés

Plaque, Problémes de contact, Milieu élastique, Forces de réaction, Fréquences et Déformées

propres, Charge harmonique.



Abstract

Abstract

The problems of contact as: beams and plates resting on an elastic media, hydraulic
constructions and certain parts of machine require a dynamic study considering their exposure
to the vibrations. This problem was examined seriously since XIX century regarding the
disastrous consequences causing by the natural catastrophes, like the seism, or by the human
activity. Therefore, a vibratory study of constructions subjected to the dynamic effects
becomes essential.

All the studies made in this field are based on the numerical methods regarding the
mathematical difficulties related to this problem and often give no precise results. The
problem becomes complicated when taking into account of all the factors entering in the
calculation of this problem, consequently a simplifications and negligence of certain factors
are inevitable till now. This is why, the need to improve the existing methods of calculation or
to propose new more effective methods of calculation is essential.

The objective of this work is to formulate a semi-analytical approach basing on the
method of Gemochkin to calculate the beams or the plates resting on an elastic media in
dynamics. Considering that the work presents only beginning of a wider and thorough study
on this problem, certain assumptions for simplifying the task are taken into account like: the
consideration only of the elastic stage of material, the absence of damping, negligence of the
elastic medium mass. The formulation of the approach, making relation between the forces of
reaction in the zone of contact and the remainder of the unknown factors like: deflections,
internal efforts etc. requires the study of the Green’s function representing the interaction
between two different solids (plate and elastic media). This procedure allows determining the
forces of reaction in the contact’s zone and the remainder of the unknown factors is
determined by application of the theory of elasticity’s formulas. The application of the
approach for two different models of elastic medium allows determining of the frequencies

and eigen modes of the plate, its response to external excitations and the results obtained are

very satisfactory.

Key words

Plate, Problems of contact, Elastic solid, Reaction forces, Frequencies and eigen modes,

Harmonic load.
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