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Résumé: Cette étude porte sur I'apport des méthodes sequentielles de Monte Carlo ou
encore filtres particulaires pour la poursuite non linéaire multi-cibles. Dans le cas d'une
cible unique, le probléeme de poursuite se résout classiquement par un filtre de Kalman
lorsque les modeles sont linéaires et gaussiens. Des versions étendues de ce filtre
peuvent également traiter des modeles linéarisables mais ces algorithmes sont mis en
défaut dés que les linéarités sont trop fortes ou que la loi a posteriori a estimer est
multimodale. Les méthodes séquentielles de Monte Carlo, intensivement utilisées ces
dernieres années, proposent une approximation de cette loi par une somme de lois de
Dirac centrées en des points dénommeés particules et pondérées par la vraisemblance
des mesures conditionnellement a ces points. Contrairement aux algorithmes évoqués
jusque-la de nature déterministe, les méthodes séquentielles de Monte Carlo sont des
algorithmes stochastiques, reposant sur le principe de Monte Carlo. Lors de la présence
des cibles multiples, le probleme d'association des mesures aux objets cibles doit étre
résolu pour résoudre celui de I'estimation des objets. Nous proposons dans cette thése
un algorithme de poursuite non linéaire, dénoté NMMPF en anglais, fondé sur la
combinaison de I’approche modeles multiples avec une structure particulaire (méthodes
séquentielles de Monte Carlo). Nous supposons que les associations des mesures aux
cibles sont réalisées de maniére indépendante d'une mesure a l'autre. Une seconde
contribution apportée par nos travaux est la mise en application de cet algorithme en
traitement du signal pour suivre la position 2D de cibles supposées observees par des
mesures sonar ou radar de gisement. On parle alors de la poursuite mono ou multi-
cibles.

Mots-clés: méthodes séquentielles de Monte Carlo, filtres particulaires, approche

modeles multiples, pousuite multi-cibles, poursuite par mesures d’angles.




Abstract: This thesis is concerned to non linear multiple targets tracking by particle
filtering. For only one target, the Kalman filter analytically solves this problem when
the model is linear and gaussian. Extended Kalman filters have also been proposed
with linearization of the models. However, these filters diverge when the models are
highly non linear and when the posteriori law is multimodal. The sequential Monte
Carlo methods give an approximation of the posterior law based on a finite sum of
Dirac laws centered on points named particles and weighted proportionally to the
likelihood of the measures. They are based on the Monte Carlo principle. When
dealing with multiple targets, the association problem between the measurements and
the targets must be solved to estimate the states. We propose in this work a non linear
multiple model particle filter algorithm NMMPF for multiple targets tracking, this
algorithm is based on the combination between sequential Monte Carlo methods and
multiple model approach and assuming the independence of the association variables.
Our second contribution consists of applying this algorithm to bearings-only tracking.
Key-words: sequential Monte Carlo methods, particle filter, multiple model approach,
multiple targets tracking, bearings-only tracking
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Nomenclature

Tout au long de cette thése, les variables aléatoires sont représentées par des lettres
majuscules et leurs réalisations par des lettres minuscules.

Les acronymes suivants sont précédés de leur équivalent francais lorsqu’ils sont issus de la
langue anglaise :

KF Filtre de Kalman, Kalman filter.

EKF Filtre de Kalman étendu, extended Kalman filter.

uT Tronsformé unscented, unscented tronsform

UKF Filtre de Kalman « Unscented », unscented Kalman filter.

MM: Approche modeles multiples, multiple model approach.

PF Filtre particulaire, particle filter.

MSMC  Méthodes séquentielles de Monte Carlo.

SIS Echantillonnage pondéré séquentiel, sequential importance sampling.

SIR Echantillonnage pondéré séquentiel avec rééchantillonnage, sequential

importance resampling.
FBO Filtre bayésien optimal.
PDAF Filtre & association de données probabilistes, probabilistic data association filter.

JPDAF  Filtre a association de données probabilistes jointes, joint probabilistic data
association filter.

MHT Filtre & hypotheses multiples, multiple hypothesis tracker.

PMHT  Filtre a hypothéses multiples probabilistes, probabilistic multiple hypothesis
tracker.

EM Algorithme d’espérance-maximisation, expectation-maximisation algorithm.

NMMPF  Algorithme modéles multiples non linéaire & base des filtres particulaires,
nonlinear multiple model particle filter algorithm.

RMSE Racine de I’erreur quadratique moyenne, root mean square error.
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Notations Utilisées

Ensemble des entiers naturels.

Ensemble des nombres réels.

Egal par définition.

Espace probabilisé sur lequel sont définis les variables aléatoires utilisées.
Loi de densité d’une variable aléatoire.

Espérance calculée par rapport a la loi de densité p.

Probabilité d’une variable aléatoire.

Lettre utilisé pour désigner le pas du temps.

Lettre utilisé pour désigner un des M objets.

Lettre utilisé pour désigner une des mesures m; a I’instant k.
Lettre utilisé pour désigner une des N particules.

Processus d’état Markovien a estimer.

Dimension de I’espace d’état.

Noyau de transition de X,.

Fonction d’évolution du vecteur d’état.

Bruit d’état.

Matrice de covariance du bruit d’état.

Vecteur de mesures.

Concaténation de (Y3, ..., Y3).

Taille du vecteur de mesures.

Fonction de mesure reliant une mesure a I’état associé.

bruit de mesure.

Matrice de covariance du bruit de mesure.

Parametre de la loi de poisson modélisant le nombre des fausses alarmes.
VVolume d’observation.

Vecteur désignant I’association des mesures aux objets.
Vecteur aléatoire des probabilités des associations des mesures aux objets.
Loi conditionnelle de X, sachantY.;.

Nuage de N particules a I’instant k.

Loi discréte associée au nuage de particules.

Particule n du nuage S .

Poids normalisé de la particule s;.
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Introduction générale

Introduction générale

Nous nous intéressons dans ce document de these, au probleme de filtrage. Il consiste,
de facon générale, a estimer au cours du temps un processus d'état a partir de mesures
bruitées. Bien que ce systéme évolue en réalité en temps continu, nous considérons un
modele a temps discret. Nous entendons ici une définition plus précise du filtrage qui se
situe dans le triplet de traitements : filtrage, lissage et prédiction. Le filtrage consiste alors
a estimer le processus d'état en sappuyant uniquement sur les mesures passées et
présentes. On |'oppose au lissage qui utilise en plus les mesures futures. La prédiction enfin
cherche a estimer e processus aux instants futurs a l'aide des mesures passées et présentes.

On peut illustrer ces trois traitements par des opérations effectuées inconsciemment par
notre cerveaLl:

¢ le nouveau-né procede par filtrage lorsqu'il cherche a suivre I'objet que I'on déplace
devant lui alors qu'il ne le voit pas encore nettement;

o lelissage est I'opération intellectuelle que nous faisons en lisant un texte dont un
mot nous est inconnu et dont nous devinons le sens al'aide des mots le précédant et
le suivant;

e enfin, tout joueur de tennis doit prédire la trgjectoire de la bale sil souhaite la
renvoyer a son adversaire.

Le probleme de filtrage, ains que ceux de prédiction et de lissage, sont motiveés par un
grand nombre dapplications réelles parmi lesquelles la poursuite de cibles, le suivi
dentités dans des séquences dimages, la déconvolution de signaux numériques,
I'estimation de risque en mathématiques financieres et la localisation d'objets en robotique.
La modélisation de tels problémes se fait en général en se donnant un a priori sur la loi
d'évolution du modele a estimer. Dans ce cadre bayésien, la recongtitution optimale du
processus d'état consiste a l'estimation de sa loi a posteriori, i.e., la loi de ce processus
conditionnellement aux mesures acquises depuis 'instant initial jusgu'al'instant présent.

Limités par la mémoire finie des ordinateurs, nous sommes contraints de choisir une

représentation finie de cette loi. Dans le cas de moddes d'état et de mesures linéaires et de
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bruits additifs gaussiens, la loi a pogeriori présente I'énorme avantage d'étre une
gaussienne. Elle peut donc étre entiérement caractérisée par sa moyenne et sa covariance.
L'étude des modeéles linéaires gaussiens a pour cette raison suscité un vif intérét, donnant
naissance au filtre de Kalman [11], [7], qui fournit une expression récursive analytique des
deux premiers moments de la loi a posteriori. Des extensions ont également été apportées
au filtre de Kalman pour permettre son application a des modéles linéarisables. Les filtres
de Kaman étendus obtenus [35], bien gu'encore largement utilisés, sont cependant
rapidement mis en défaut lors de non linéarités trop fortes. Outre les non linéarités, le
probléme de filtrage est souvent perturbé par la présence de mesures non issues des objets,
dénommées fausses alarmes et qui conduisent a la multi-modalité de la loi a posteriori. Il
est alors vain de vouloir représenter cette loi multimodale par sa moyenne et sa covariance.
Les non linéarités des modéles rencontrés, la complexité de leur dynamique ainsi que la
gestion de fausses alarmes... sont cependant des obstacles qui nous empéchent de
résoudre, dans le cas général le filtre bayésien optimal donnant une expression récursive de
laloi aposteriori. Les méthodes séquentielles de Monte Carlo [68], intensivement utilisées
pour le filtrage, la prédiction et le lissage mono-cible ces dernieres années, proposent une
approximation de cette loi par une somme de lois de Dirac centrées en des points
dénommeés particules et pondérées par la vraisemblance des mesures conditionnellement a
ces points. Contrairement, aux agorithmes évoqués jusque-la de nature déterministe, les
méthodes séquentielles de Monte Carlo sont des algorithmes stochastiques, reposant sur le
principe de Monte Carlo qui consiste & smuler un grand nombre de réalisations d'une
variable aéatoire pour en approcher sa loi. Si ce concept est apparu des le milieu du XX
siecle, il a falu attendre I'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs pour
pouvoir les mettre en ceuvre dans le cadre du probleme de I'estimation séquentielle.

Dans ce contexte d'essor des méthodes particulaires dans de nombreux domaines
applicatifs, nous nous sommes penchés dans ce travail de thése sur le difficile probleme du
filtrage multi-cibles. Les algorithmes déerministes existants se distinguent selon quils
supposent la dépendance ou l'indépendance du processus d'association d'une mesure
donnée par rapport a l'association des autres mesures, ces algorithmes sont basés sur le
filtre de Kalman, a savoir le filtre bayésien optimal (FBO), le filtre & association de
données probabilistes (PDAF), le filtre joint a association de données probabilistes
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(JPDAF) et le filtre a hypothéses multiples (MHT) [13], [83], estiment de fagons plus ou
moins optimale la loi de I’ensemble des cibles conditionnellement aux mesures, sous
I” hypothése de dépendance des associ ations des données, par contre, le filtre probabiliste a
hypothese multiples (PMHT), [83], consiste a relacher cette hypothése d’ association a fin
d éviter I’énumération exhaustive de ces associations. Nous nous sommes naturellement
tournés vers les méthodes séquentielles de Monte Carlo et nous avons étudié leur apport
possible dans le cadre du filtrage non linéaire multi-cibles. Notre contribution consiste plus
particulierement a I'élaboration d’ un algorithme non linéaire multi-cibles, résultant de la
combinaison de I'approche modéles multiples avec des filtres particulaires, dénommé
nolinear multiple model particle filter et dénoté NMMPF en anglais. Nous supposons que
les associations des mesures aux cibles sont réalisées de maniére indépendante d'une
mesure al'autre.

Une seconde contribution apportée par nos travaux est la mise en application de cet
algorithme en traitement du signa pour suivre la position 2D de cibles supposées
observées par des mesures sonar ou radar de gisement. On parle alors de la poursuite mono
ou multi-cibles.

La thése est organisée en cing chapitres encadrés par une introduction et une conclusion
générales:

Le premier chapitre décrit un état de I’ art des filtres de poursuite pour une cible unique. Il
débute par lefiltre de Kalman et se poursuit par son extension a des modéles linéarisables a
savoir lefiltre de Kalman étendu et se termine par le filtre de Kalman unscented.

Les méthodes séquentielles de Monte Carlo, ou filtres particulaires, sont ensuite présentées
en détail au deuxiéme chapitre, une structure générique commune a de nombreuses
variantes de ces méthodes est notamment dégagée. Une mise en ocauvre de filtres
particulaires pour la poursuite mono-cible clét ce chapitre.

Le troixiéme chapitre étudie I’ approche modeles multiples sans et avec changement de
modéle.

Le probleme de poursuite a la présence des cibles multiples et de fausses alarmes est étudié
dans le quatrieme chapitre. Nous exposons les agorithmes déterministes proposés jusgue-
la supposant, soit la dépendance, soit I'indépendance des associations d’ une mesure a

|" autre.
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Le cingiéme chapitre est réservé au probléme de la poursuite non linéaire multi-cibles,
pour laquelle nous proposons un agorithme de poursuite que nous avons dénoté NMM PF
(en anglais). Nous terminons ce chapitre par des applications en traitement du signal ou le

NMMPF est mis en cauvre pour traiter des scénarions simulés de poursuite par mesures
d  angles uniquement.




Chapitre 1 Filtres de poursuite : Etat del’art

Chapitre 1

Filtres de poursuite : Etat de |’ art

Nous exposons dans ce premier chapitre les algorithmes traitant du probléme de filtrage
pour une cible unique. Nous verrons tout d'abord la solution théorique fournie par le filtre
optimal bayésien. Dans le cas simple ou le probleme est linéaire et gaussien, le filtre de
Kaman fournit une expression analytique de ce filtre. Dans le cas non linéaire, le filtre
optimal bayésien n'est, en général, pas accessible et nous présenterons les algorithmes sous
optimaux les plus courants, a savair le filtre de Kalman étendu et le filtre de Kalman sans

odeur, dénommé unscented Kalman filter et dénoté UKF en anglais.

1.1 Filtresde poursuite
1.1.1 Introduction

Le traitement de données incluant des variables aléatoires date du début du XIX*™
siecle apartir des apports théoriques de Gauss, qui a notamment mis en ocauvre la méthode
des moindres carrées déterministes. La théorie de |’ estimation progresse un siécle plus tard
avec Fisher [1] qui, atravers la notion de densité de probabilité, introduit |’ approche du
maximum de vraisemblance. Wiener [3] met au point, dans les années quarante, un filtre
optimal en utilisant la théorie des processus aéatoires. Kolmogorov [2] dans la méme
période traite le probleme numérique que Wiener avait résolu dans le cas continu. Les
travaux de Wiener ont par la suite été étendus pour des systemes non linéaires, et Kalman
[7] adéveloppé un filtre optimal récursif base sur |a représentation d’ état et parfaitement
adapté a une implémentation sur calculateurs. Ce filtre, qu'un observateur au sens de
I"automatique, est parfaitement intégré dans lathéorie de |’ estimation.
1.1.2 Techniques ad hoc

Le concept qui a débuté la révolution dans les performances du radar de surveillance
était d'incorporer les modéles dynamiques dans les systémes de poursuite. Par |'utilisation
des éguations de la dynamique newtonienne, tels modéles permettent de prédire la future

position de la cible, libérant le radar d’exécuter d autre taches entre mises a jour. Les
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modeles dynamiques peuvent étre basés sur des hypotheses simples de vitesse congtante,
tel que:

x(k) =x(k—1)+v(k —1).[t, —ty_1]

v(k) =v(k—-1) 1.1
Ou x est lapositiondelacible, v savitesse et [t;, — t,_;] ladifférence de temps entre les
instantsk et (k —1). Si la vitesse de la cible n'est pas constante, alors des modéles

d'accélération constante peuvent étre utiliséstel que:
1
x(k) =x(k—1) +vlk —1).[t, — tp_q] + Ea(k — D). [tx — teq]%

v(k) =v(k—1)+alk —1).[t, — tr_1]

a(k) =a(k—1) (1.2
Ou a(k) est I'accélération delacible al’instant k, les méthodes de poursuite basées sur ces
modéles estiment la position, la vitesse et, en cas de besoin, |'accélération de la cible
connaissant la mesure courante et la mesure prédite en utilisant les éguations (1.1) et (1.2).
Le filtre de poursuite fondé sur I'hypothese de vitesse constante est désigné sous le nom du
traqueur ¢ — [ et fonctionne comme suit [73]:

x(klk) = x(klk — 1) + alz(k) — x(k|k — 1)]

D(klk) = D(klk — 1) +L
e — tk—1

[z(k) — 2(k|k — 1)] (1.3)

Ou z(k) est lamesure al’instant k de la position delacible. Le nom tragueur a — 8 est du
aux coefficients a et 8, qui sont utilisés comme facteurs pondérés pour faire les mises a
jour. S a et B sont nulles, alorsle systéme se fonde purement sur les prédictions fournies
par le modéle dynamique inclus dans le systeme. Réciproguement, sl a et § sont égaux a
un, alors le systeme ignore le modéle dynamique du systéme et prend en compte
uniquement la derniere mesure. Aing, en gjustant a et 3, le concepteur a une compensation
entre le poids que le systeme place sur les mesures passées, propagées par le modéle
dynamique, et le poids que le systéme place sur la mesure nouvellement présentée.

Le tragueur a — f —y opére de facon similaire, en goutant un facteur de poids
additionnel pour faciliter I'estimation de I'accél ération (qui est supposée constante) [21] :

X(klk) = x(klk — 1) + alz(k) — x(k|k — 1)]

v(klk) = D(klk — 1) +L[z(k) —x(klk — 1)]
b — tr—1
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(tk—VW [z(k) — 2(k|k — 1)] (1.4)

Ces équations fonctionnent selon le traqueur « — 8 (1.3), avec la prédiction entre les

a(klk) =aklk —1) +

intervalles de mesures exécutées en utilisant le modele d'accélération constante (1.2), ou y
représente le coefficient de pondération employé pour mettre a jour |'estimation
d'accél ération du modéle.
1.1.3 Modélisation du probleme et filtre bayésien optimal
Soit (D,F,P) un espace probabilisé sur lequel on définit le systéme dynamique
composé des deux processus (Xi)ien €t (Vi)ren:- Le processus(Xy)reny @ valeurs
dansR™~, appel é processus d’ état, est inconnu et suppose markovien de distribution initiale
Xo~po(dxy) et de noyau de transition Ty:
PXie|Xo -1 = Xo—1) = PXpe| X1 = x—1) = T(xe—1)  VXg—1 € (R™)* (1.5)
Il est observé via un second processus (Y )ien+ @ valeurs dansR™, dit processus
dobservation ou de mesures. Les variablesY, sont supposées indépendantes
conditionnellement au processus détat et leur distribution dépend uniquement de I'état
courant:
p(YelXy = x) = h(yilx,)  Vx € R™ (1.6)
Les propriétés dindépendance conditionnelle des mesures et |a structure markovienne
du processus d'état conduisent a une structure de chaine de Markov cachée, illustrée en
figure 1.1. On désignera par X, ., €t Y;., la suite des variables (X, ..., X;) respectivement

(Y1, ..., Y3) et par y;., unerédisation de cette derniére suite.

B O— e

X
O
0
Fig. 1.1 : Graphe de dépendance de la chaine de Markov cachée constituée par les processus X, et Y,
a Casdesmesuresadensité

S I'on suppose que le noyau de transition et la distribution de mesure admettent des

densités alors le systeme dynamique (1.5), (1.6) devient:
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{XkIXk_1~p(Xlek_1): (1.7)

Yie [ Xie~hie O | ).
b Casde bruits additifs
En pratique, les systémes étudiés sont souvent modélisés comme des systémes bruités
additivement avec éventuellement la présence d'une suite de commandes connues Uy, :

{Xk = F(Xg—1) + Vi + Ug;
Yk = Hk(Xk) + Wk'

ou les fonctions Fj, et H;, sont non linéaires. Afin d'assurer le caractére markovien du

(1.8)

processus d'état, le bruit V,e R" est supposé étre un bruit blanc et I'indépendance
conditionnelle des observations est assurée par le fait que W, e R™v soit également un bruit
blanc, indépendant de (V;),.n- La distribution initiale est également supposée
indépendante des bruits d'état et de mesure. S les processus de bruit d'état et de mesure
admettent des densités respectives notées p, et p,, le systeme précédent est donc
caractérise par les densités du noyau et de laloi de mesure :
Ty (-1, %) = Pt — Fie (xi—1));
{hk Wielxi) = pw (i = Hie(xi)).
En adoptant classiquement une approche bayésienne, I'étude du champ de Markov

(1.9)

caché (X, ) ren» (Vi) ren+ Suggere plusieurs problémes d'estimation:
e |e probléme de filtrage classique, i.e., I’ estimation de la distribution conditionnelle
Ly () = p(Xi [Y1.0 = y1.) qui contient I’ensemble de I'information que I"on
peut tirer deX; a partir des réalisations collectées y;., de Y;.,. Ayant résolu le
probléeme de filtrage précédent, on peut alors calculer toute quantité de la forme
[ELk|k(¢(xk)) ou ¢ est une fonction intégrable de R™x.
o le filtrage des trgectoires, i.e, I'estimation de la distribution conditionnelle
Lok (X0.1) 2 pXoke Y1k = Y1:6)-
e |eprobleme de prédiction ac pas, i.e., |I'estimation de la distribution conditionnelle
Litee ) 2 pXqelY1 = 1) avecc € N™.
e le probléeme de lissage, i.e, l'estimation de la distribution conditionndle
Lir () £ p(XpelYige = y14) avec T > k.
On se concentrera dans ce manuscrit sur le premier probleme de filtrage, les problémes de

prédiction et de lissage étant généralement résolus par simple extension de ce dernier. Il est
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intéressant, aussi, d'établir I'expression récursive suivante pour Ly, qui constitue le filtre
bayeésien optimal. Supposons que Ly _|,—; Soit connue. Par prédiction de cette distribution,
on obtient:
Lijk—1(dxy,) =f Ty (-1, dxp ) Ligj—1(dxj_1) (1.10)
R"x
Cette prédiction est alors mise a jour par la donnée de I'observation Y, en utilisant la regle
de Bayes:
PV = vl Xk = xp, o1 = Y1a— )P X = x5 Vi1 = y1i-1)
P = yielYig—1 = Y1x-1)

h Xp )Ly -1 (dx
_ Wi | %) L1 (dx.) . (111)

e R0 Liejje—1 (d )

On notera que le dénominateur de cette derniére expression est une congtante de

Ly (dxy) =

normalisation obtenue par intégration. Remarquons également que les hypotheses de
Markov et dindépendance conditionnelle des mesures permettent I'écriture de (1.10) et
(1.11). Cependant, ces formules contiennent des intégrales qui sont rarement accessibles en
pratique. Le cas particulier du filtrage linéaire avec bruits additifs gaussiens constitue une
exception pour laquelle on dispose alors d'équations anal ytiques qui sont celles du filtre du
Kalman, que nous rappelons dans la prochaine section. Benes présente également une
classe particuliére de filtres pour laguelle on dispose d'une solution analytique [17]. Dans
le cas général, des approximations sont nécessaires et seront effectuées selon les
algorithmes, soit pour approximer laloi L, par une gaussienne, soit pour approximer les
intégrales impliquées.
1.1.4 FiltredeKalman

Le probleme du filtrage consiste a estimer I'état d’un systéme dynamique aux vues
d’ observations bruitées des états passés du systéme. Ce probléme est suffisasmment général
pour trouver de nombreuses applications variées telles que la poursuite trajectoire, la
commande optimale...etc. ¢’ est ce contexte applicatif riche qui motive pour |’ essentiel la
recherche dans ce domaine. Dans ce travail, nous avons chois de considérer le cas
particulier du filtrage en temps discret. Précisément, nous cherchons a estimer a chaque
instant d’ observation, la valeur d’un processus aléatoire Markovien(x; ) >1,. Ce processus
d état est indirectement lié & un processus d' observation (y,),>; dont on connéit une

réalisation. Le but est alors de calculer (de maniére approchée) a chague instant

9
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d observation k, la distribution de probabilité conditionnelle p, de |’ état al’instant courant
connaissant |es observations passees.

Le filtre de Kalman permet, en effet, le calcul exact et rapide du filtre optimal lorsque
les modéles d'état et d observation ne font intervenir que des fonctions linéaires et des
bruits additifs Gaussiens.
1.1.4.1 Espaced’ état

Considérant le filtre de Kalman, on suppose d une part que les observations sont
probabilistes et d'autre part que la connaissance de I'évolution entre |'observation k et
I'observationk + 1 est celle dun modele dynamique régissant I'évolution d'un vecteur
d'état entre ces deux instants. L’ étude la plus compléte sur ce type de filtres se trouve dans
[11].

Un modéle linéaire gaussien est un modele ol le processus suit une évolution linéaire
avec un bruit additif gaussien et ou I'observation est une fonction linéaire de I'état,
entaché d'un bruit additif gaussien. Ce modéle est mathématiquement décrit par le systeme
suivant:

X(k+1)=Fk)X(k)+ G(k)U(k) + D(k)V (k) (1.12)
Y(k) = H(k)X (k) + W (k) (1.13)
Dans les expressions (1.12) et (1.13), X (k) € R" représente |'état du processus, Y (k) €
RPest I'observation disponible al'instant k, U(k) est une entrée de forcage et V(k) € R et
W (k) € RP représentent respectivement un bruit de modélisation et un bruit de mesure.
Ces bruits, qui traduisent I'incertitude que I'on a sur le modele et sur le capteur, sont blancs,
gaussiens et de covariances respectives Q € R**S et R € RP*P, Ils sont mutuellement
indépendants et indépendants de la condition initidle X (0). Cette condition initiale de |'état
du processus est de moyenne E[X(0)] = X(0) et les matricesF (k) € R™", G(k) € R™",
D(k) € R™et H(k) € RP*" sont déerministes. La matrice F(k)est la matrice de
transition de I'état de l'instant k a l'ingtantk + 1, G(k) est la matrice de commande,
H(k) est la matrice d'observation et D(k) est la matrice qui permet de lier le bruit de
modélisation V (k) au vecteur d'état.

10
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1.1.4.2 Formulation récursive

Lorsque les conditions initiales du filtre sont données par X(0) = X(0) et P(0), les
grandeurs X (k) et P(k) sont estimées par |es étapes de prédiction et de correction suivant
les équations :

e Equationsde prédiction

Xk +11k) = F(k)X(k) + G(k)U(k) (1.14)
P(k+ 1lk) = F(k)P(K)FT (k) + D(k)Q(k)DT (k (1.15)
e Equations de correction (mise ajour)
X(k+1) =Xk +1lk) + K(k+ 1Y (k + 1|k) (1.16)
K(k+1) =Pk +1|k)H (k + 1)S™Y(k + 1) (1.17)
P(k+1) = (I —K(k+1H(k + 1))P(k + 1|k) (1.18)

Avec S(k + 1) est lacovariance del’innovation Y (k + 1|k).
S(k+1)=H(k+ 1Pk +1|k)H (k +1) + R(k) (1.19)

La premiére étape d'évolution du filtre optimal utilise la connaissance a priori du systeme.
En effet, elle permet la prédiction de I'état du systeme X(k+1lk) e de sa
précision P(k + 1|k) (matrice de covariance de I'erreur a priori) a partir de l'état X (k) et du
modele d'évolution du systéme. P(k + 1]k) est la matrice de covariance associée a
I"état X (k + 1|k).
La deuxiéme étape utilise la connaissance a posteriori fournie par I'observation. La mesure
Y(k + 1) permet de calculer une erreur de prédiction de I’ observation Y (k + 1|k). Cette
erreur est un terme dinnovation Y'(k + 1|k):

Y(k+1lk) =Y(k+1)—H(k+ DX(k+1lk) =Y(k+1) = Y(k + 1|k) (1.20)
Elle sert a pondérer le gain K(k + 1) du filtre. Ce gain est généralement appelé gain de
Kalman et sert a déduire l'estimation de I'état X(k + 1) et sa matrice de covariance

associéeP(k + 1). En fait, la matrice K(k + 1) minimise la matrice de covariance de
I'erreur aposteriori P(k) = E ([X(k) - X()][Xx ) - )?(k)]T).
Si la covariance de I'erreur de mesure R sapproche de zéro, aors:

limp(yso K (k+1) = H '(k + 1) (1.22)

11
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Cela veut dire que plus I'erreur de mesure diminue, plus le filtre fait confiance a la
véritable mesure y(k)au détriment deH(k)X(k|k —1). Inversement, lorsque la
covariance de l'erreur a priori tend vers zéro, le gain K (k + 1) diminue également :

plim K (k+1)=0 (1.22)
On remarque que le filtre maintient les deux premiers moments de la distribution sur les
états et que la variance de cette distribution est bien:

E(X (k) = X(k) (1.23)
E([x (k) - X(0)][x (k) = X()]") = P (k) (1.24)
p(X(K)IY (k) ~ N{X (k); X (k), (k) } (1.25)

Le principe de fonctionnement du filtre est entierement représenté sur lafigure 1.2.

Y
Xk XAk
Uk_’ Gk Z » Hk Kk Z >
Xi—1 W,
Ve—s| D, F, ld z ’ H, le—L F, l¢ 27
klk—1 Xk|k—1 Xk—l
Modéle d’ état Modéle d'observation Prédiction delamesure Prédiction de I'état

Filtre de Kalman discret
Fig. 1.2: Principe du filtre de Kalman.

1.1.5 Estimation dans des systémesnon linéaires
1.1.5.1 Formulation du probleme
Nous souhaitons appliquer le filtre de Kalman sur un modele non linéaire discret de la
forme:
X(k+1)=fX(k),U(k),V(k)) (1.26)
Y(k) = h(X(k),U(k)) + W(k) (1.27)
Ou X (k) est le vecteur d'état du systéme al'instant k de dimensionn, U(k) est e vecteur
dentré, V(k) est le vecteur de bruit du processus de dimensions, Y (k) est le vecteur
d'observation et W (k) est le bruit de mesure. 1 est supposé que les vecteurs de bruits V (k)

et W (k) ont des moyennesnulles et de covariances:

EV@OVT()) =6, 0(0)

12
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EW@OW' () = 8;R(0)
EV@OWT(G) =0 Vij (1.28)
Ou §; =1pouri=j.

Le filtre de Kalman propage les deux premiers moments de la distribution de X (k)
périodiquement et possede une structure "prédicteur-estimateur” distinctive. Supposons
que X(i|j) est I'estimation de X(j), en utilisant l'information d'observation Y/ comprise
entre I'instant 1 et j, Y/ = (y(1), ..., y(j)). La covariance de cette estimation est P(i|j).
Etant donné I'estimé X (k| k), le filtre prédit d'abord I'état futur du systéme. 1déalement, les

guantités prédites sont données par |es espérances suivantes.

Rk + 11k) = E((FX (), UCK), V(k))IYY)) (1.29)

P(k + 11k) = E([X(k + 1) — X(k + LR)][X (e + 1) = £k + 110] I¥*)  (1.30)
Lorsque f(.) et h(.) sont non linéaires, les valeurs précises de ces statistiques peuvent
seulement étre calculées s la distribution deX(k), condition sur Y* est connue.
Cependant, nous n'avons aucune forme générale et un nombre potentiellement illimité de
paramétres sont exigés. Dans plusieurs applications, la distribution de X (k) est approchée
de sorte que seulement un nombre fini et tractable de paramétres doivent étre propagé. Par
convention, on suppose que la distribution de X(k) est gaussienne pour deux raisons.
D'abord, la distribution est complétement paramétrée par la moyenne et la covariance. En
second lieu, étant donné que seulement les deux premiers moments sont connus, le vecteur
estimé X(k + 1|k + 1) est donné par la correction du vecteur prédit X(k + 1|k) en
présence de lamesure courante Y (k + 1).

Dans le filtre de Kalman, une regle linéaire de correction ou de mise a jour est indiquée.

Laregle de mise ajour est:

Xk+1k+1D)=Xk+1k)+Kk+1DY(k+1) (1.31)
P(k+1lk+1) =Pk +1|k) — K(k + 1Py (k + DKT(k + 1) (1.32)
Yk+1)=Yk+1)—-Y(k+1lk) (1.33)
Kk +1) = Pyy(k + 1|k)Prt (k + 1) (1.34)

Il est important de noter que ces équations sont seulement en fonction de valeurs

prédites des deux premiers moments de X (k) et Y (k). Donc, le probléeme d'appliquer le

13
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filtre de Kalman a un systeme non linéaire est la capacité de prédire les deux premiers
moments de X (k) et Y (k).
1.1.5.2 Transformation d'incertitude
Le probléme de prédiction du futur état ou de |'observation du systéme peut étre
exprimeé sous laforme suivante :
Supposons que X est une variable aléatoire avec moyenne X et covariancePyy. Une
deuxieme variable aléatoire Z est liée a X par lafonction non linéaire
Z = f(X) (1.35)
Nous souhaitons calculer la moyenne Z et la covariance P;; deZ. Pour calculer les
statistiques de Z nous devons:
e déterminer lafonction de densité de la distribution transformée,
e évaluer les statistiques de cette distribution.
Dans quelques cas spéciaux (par exemple, lorsque f(.) est linéaire) des solutions exactes
existent. Cependant, de telles solutions n'existent pas en généra et des méthodes
approximatives doivent étre employées. Nous préconisons que la méhode devrait
rapporter des statistiques consistantes. |déalement, ceux-ci devraient étre efficaces et non
biaisées. Les statistiques transformées sont consistantes si I'inégalité :
P, =E(Z-Z1[Z-Z]1") =0 (1.36)
Cette condition est extrémement importante pour la validité de la méthode de
transformation. S les statistiques ne sont pas consistantes, la valeur deP;; est sous-
estimée. S le filtre de Kalman utilise un ensemble inconsistant de statistiques, il y a la
possibilité que le filtre diverge. Pour que la transformation soit plus efficace, la valeur P,
de I'équation (1.36) devrait étre réduite au minimum. En conclusion, il est souhaitable que
I'estimation soit non biaisée ou Z ~ E(Z).
Le probleme de développer une procédure consistante, efficace et non biaisée de
transformation peut ére examiné en consdérant le développement en séries de Taylor de
I'équation (1.35) au voisinage de X. Cette série peut S exprimer par:

fOO =fX+ 6X)

_ 1 1 1
= f(X) + Vf.6X +§V2f. 5X? +§v3f. 5X3 +Zv4f' SX*t + - (1.37)
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Ou 6X est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de covariance Pyy et
Vi f.8X™ est le terme approprié d'ordren dans les séries de Taylor multidimensionnelles.
En prenant les espérances, on peut montrer que la moyenne et la covariance transformeées

sont :

Z=fX+ %sz. Pyy + %v‘*f.uz(ax‘*) + .- (1.38)

2
P, = Vf. Py . VFT + mvzf(IE(c?x“) — E(8x%.Pyy) — E(Pyy.6x%) + P2y ) (V2T

+ 3 VBT + (139)

En d'autres termes, le terme d'ordre n dans la série pour Z est en fonction de moments
de X d'ordre n multiplié par les dérivées d'ordre n de f(.), évaluées au voisinage de X =
iéme

X. S les moments et les dérivés peuvent étre évalués correctement jusqu'au n'*™ ordre, la

moyenne est aussi correcte jusguau n®™ ordre. Des commentaires également semblables
se retiennent pour I'équation de covariance, bien que la structure de chague terme soit plus
compliquée. Puisque chagque terme dans la série est mesuré par un terme graduel plus petit,
les termes d'ordre inférieur dans les séries sont susceptibles d'avoir le plus grand impact.
Donc, la marche a suivre de prédiction devrait étre concentrée en évaluant les termes
d'ordre inférieur. La linéarisation suppose que le deuxiéme terme et les termes d'ordre
supérieur de X dans|'équation (1.37) peuvent étre négligés. Sous cette supposition :
Z=fX) (1.40)
Prz = VfPex (V)T (1.41)
En comparant ces expressions avec les équations (1.38) et (1.39), il est clair que ces
approximations sont précises seulement s le deuxieme terme et les termes dordres
supérieurs dans la moyenne et |le quatriéme terme et les termes d'ordres supérieurs dans la
covariance sont négligeables. Cependant, dans plusieurs situations pratiques la
linéarisation introduit des biais ou des erreurs significatives.
1.1.6 FiltredeKalman étendu
La formulation récursive du filtre de Kalman permet atout instant d’estimer |’ état d’un
systeme dynamique linéaire. Dans un contexte plus général, des |'apparition des non
linéarités, la représentation d’'état d’'un systéme dynamique peut s écrire a I'aide des

équations suivantes :
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X(k+1)=fX(k),k) +G.UKk)+D.V(k) (1.42)

Y(k) = h(X(k), k) + W(k) (1.43)

Les hypothéses faites sur les grandeurs des lois linéaires d'évolution (1.12) et

d’ observation (1.13) sont toujours considérées comme valables pour les expressions (1.42)

et (1.43). Seules les matrices congtantes F et H sont, dans le cadre de la non linéarité,
remplacées par des fonctions dépendant essentiellement du temps et du vecteur d’ état.

Connaissant les moments d’ordre 1 et 2 du vecteur d état, X(k) =~ N(X(k),P(k)), la

formulation récursive du filtre de Kalman étendu est donnée par les équations suivantes :

Xk +11k) = f(X(k), k) + G.U(k) (1.44)
P(k + 11k) = F (£(k + 11K) ) Pkl k) FT (R0 + 11k)) + DQ)DT (1.45)
K(k +1) = PCk + 1k)HT (X (k + 11k)) S~k + 1) (1.46)

SCk+1) = H (R + 11k) ) P(k + 1k)HT (X + 11k)) + RGe + 1) (1.47)

Rk +1) = Rk + 11k) + K(k + 1) (Y(k +1) —h(RG+ 1|k))) (1.48)

P(k+1) = (1 — K(k + DH (£ (k + 1|k))> P(k + 1]k) (1.49)
avec les deux définitions suivantes :
. af (X(k))
F(R(k+1lk)) = 2 (1.50)
( ) 0X (k) X(k)=X (k)
N on(X (k
H (X (k +11k)) = % (1.51)

X (k)=R (k+1]k)

Les termesF ()?(k + 1|k)) et H ()?(k + 1|k)) des expressions (1.50) et (1.51) sont
respectivement les matrices jacobiennes de la fonction du systeme et de la fonction de
mesure.

Pour qu’ on puisse appliquer le filtre de Kalman sur de tels modéles on doit donc, faire
une linéarisation des équations de transition et de mesure autour de X (k) et X(k + 1|k).
Cette linéarisation est obtenue par le développement en série de Taylor du premier ordre
des deux fonctions f(X(k)) et h(X(k)) et Le filtre obtenu est appelé filtre de Kalman
étendu (FKE). Une étude du comportement du filtre étendu se trouve dans[35]. Cependant,

en pratique, le FKE possede deux inconvénients bien connus, d'abord, la linéarisation des
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modeles non linéaires peut produire des filtres fortement instables s les suppositions de
linéarités locales sont violées. En second lieu, la dérivation de la matrice jacobienne est
non triviale dans la plupart des applications et introduit ensuite souvent des difficultés
significatives d'exécution.
1.1.7 Filtrede Kalman sans odeur (unscented Kalman filter)
1.1.7.1 Unscented transfor mation

Unscented transformation (UT) est une nouvelle méthode pour calculer les statistiques
d’'une variable aléatoire qui subit une transformation non linéaire. Elle est fondée sur
I'intuition quiil est plus facile d’ approximer une distribution gaussienne que d’ approximer
une fonction non linéaire ou une transformation arbitraire [41]. Cette approche est illustrée
dans la figure 1.3. Un ensemble de points (ou sigma points) sont choisis de sorte que leur

moyenne et leur covariance soient X et Pyy.

Transformation non
linéaire

Fig. 1.3: Principe de unscented transformation

La fonction non linéaire est appliquée a chaque point alternativement pour rapporter un
nuage de points transformés ou Z et P,; sont leurs statistiques. Bien que cette méthode ait
une ressemblance superficielle a des méthodes de type Monte Carlo, il y a une différence
extrémement importante et fondamentale. Les échantillons ne sont pas choisis au hasard
mais plutét selon un agorithme spécifique et déterministe. Des informations d'ordre
supérieur sur la distribution peuvent étre capturées en utilisant seulement un nombre trés
petit de points.

Une variable aléatoire X de dimensionn, de moyenne X et de covariance Pyy est

approximee par 2n + 1 points pondérés donnés par:
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— K
Xo=X =

0 0= Tk

_ 1

Xi=X+ (\/ (n+ K)PXX)L' w; = m
_ 1
Xign =X — (\/ (n+ K)PXX)i Diin =50 0
Pour i=1..,n (1.52)

Ouk € R, (w/(n + K)PXX)' est [ai®™ ligne ou colonne de la racine carrée de la matrice
l

(n + K)Pyy et w; est le poids associé avec le i*™ point, tel que ¥2%, w; = 1. La procédure
de transformation est comme suit:
% lafonction non linéaire f est appliquée a chaque point X; pour I’ ensemble de points
transformés sigma(Z;);—o . 2n-
Z; =f(X) (1.53)

% lamoyenne est donnée par |a somme pondérée des points transformés,

2n
i=0

R/

% la covariance est donnée par,

2n
Prz=) o~ 7% -2) (1.55)
i=0

Les propriétés de cet algorithme ont été étudiées en détail dans[47] et [51].

Puisque la moyenne et la covariance de X sont capturées avec précision jusgu'au
deuxieme ordre, les valeurs calculées de la moyenne et de la covariance de Z sont aussi
bien correctes au deuxieme ordre. Ceci signifie que la moyenne est calculée a un ordre plus
supérieur d'exactitude ou de précision que le filtre de Kalman éendu (FKE), tandis que la
covariance est calculée au méme ordre d'exactitude. Cependant, il y a d'autres avantages
d'exécution ; puisque c'est la distribution de X qui est approchée plutét que f(.), son
développement en séries n'est pas tronqué a un ordre particulier. Il est possible de montrer
gue |’agorithme de cette transformation peut incorporer partiellement I'information des
ordres plus élevés [82], menant a une plus grande précision.

La moyenne et |a covariance sont calculées en utilisant des opérations standard de

vecteurs et de matrices. Cela signifie que I'algorithme convient a nimporte quel choix du

18



Chapitre 1 Filtres de poursuite : Etat del’art

modéle de processus et l'implémentation est extrémement rapide parce quil n'est pas

nécessaire d'évaluer lajacobienne, contrairement au FKE.

1.1.7.2 Filtre sans odeur (unscented Filter)

Les processus de transformation qui se produisent dans un filtre de Kaman
comprennent |es étapes suivantes:

° la prédiction d’'un nouvel éat du systéme X(k+1|k) et sa covariance
associéeP(k + 1|k). Cette prédiction doit tenir compte des effets de bruit du
processus.

° la prédiction de I’'observation prévue Y(k + 1|k) et la covariance d’innovation
Pyy(k + 1). Cette prédiction devrait inclure des effets de bruit d'observation.

®  Finalement, on prédit lamatrice de corrélation Pyy (k + 1).

Ces étapes peuvent étre facilement adaptées en restructurant |égérement le vecteur d'état et

les modeles du processus et d'observation. D'abord, le vecteur d'état est augmenté avec les

termes de processus et de bruit pour donner un vecteur d’ordre n* = n + q.

1. l'application de I’équation (1.52) au systeme augmenté indiqué par |’ équation (1.65)

pour créer |I’ensemble de points sigma.

2. l'ensemble transformé de points est donné en subgtituant chagque point a travers le

model e de processus,
X;(k + 11k) = f(X2(klk), U(k)) (1.56)
3. lamoyenne prédite est calculée comme suiit :
2n®
Rk + 11K =Zwi x,(k + 1K) (1.57)
i=0

4. lacovariance prédite est calculée comme suit :

2nt

R R T

P(k + 1|k) = Z w; (X (k + 11k) = R0k + 116)) (X (k + 11k) — Rk + 11k)) (1.58)

i=0
5. la fonction non linéaire d observationh(.) est appliquée a chaque point prédit

X;(k + 1|k) pour obtenir les pointsY; (k + 1|k) :
Y;(k + 11k) = h(X,(k + 1]k), U(k)) (1.59)

6. |’observation prédite est calculée par :
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2n¢

Pk + 11k) =Zwi Y,(k + 11) (1.60)
i=0

7. puisque le bruit d’ observation est additif et indépendant, la covariance de l’innovation et :
2n®

Pry(k+1) = Z w; (Y (k + 11k = Pk + 1K) ) (¥; (k + 11k) — Pk + 1|k))T (1.61)
i=0

8. finalement, lamatrice de corrélation est déterminée par :
2n%

Pyy (k + 1) = z w; (% (k + 1K) = Xk + 11k ) (i (ke + 11k) = P (e + 1|k))T (1.62)
i=0

Ou le vecteur augmenté est :

X (k)) (1.63)

X0 0k) = (V(k)
Le modéle du processus est récrit en fonction de X (k) par :

X(k) = f(x*(k), U(k)) (1.64)
et latransformation sans odeur utilise 2n® 4+ 1 sigma points qui sont tiré de :

X(klk) P(klk) PXV(ka))
0

£ = (7! Pu(klk) Q)

) et Paklk) = ( (1.65)
1.1.7.3 Scaled unscented Kalman filter (SUKF)

Julier et Uhlmann ont décrit « Unscented Transformation » (UT) qui approxime une
distribution de probabilité en utilisant un nombre restreint de points [51], [70]. Ces points
sont propageés a travers le véritable systéme non linéaire et permettent I'estimation précise
de la moyenne et la covariance postérieure au deuxiéme et au troisiéme ordre, pour
nimporte quelle non linéarité [82].

Comme décrit précédemment, UT approxime une variable aléatoire X de dimensionn,
de moyenne X et de covariance P par 2n + 1 points ou échantillons.

Comme la dimension de |'espace d'état augmente, le rayon de la sphéere qui borne tout
les points augmente également. Pour commander ceci, nous utilisons la méthode de Julier
pour mesurer les points [82]. Les nouveaux points et les poids utilisés pour trouver la
moyenne sont:

X, = Xy + a(X; — X,) (1.66)
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w
|t i=0
w =1 a (1.67)
L . 0
= i #

la covariance est trouvée en utilisant I ensemble modifié de poids :

w 1
w =1 a (1.68)
i ,
? i#0

Ou f est un autre paramétre réglable. La moyenne et la covariance sont données par :

Z; = f(x) (1.69)
2n
7 = Z w7, (1.70)
i=0
2n
I n I Al 1A Al T
P, = Z w; (2,-2)z,-2) (1.71)
i=0

Il ne reste que de placer les paramétres réglablesk, a et 8. Nous suivons les
recommandations de Julier de prendre 8 = 2, pour capturer une partie du terme du
quatrieme ordre dans le développement en sérié de Taylor de la covariance. Nous

choisissons :

a=—

Vn

pour rendre le diamétre de points indépendant de la taille du vecteur d'état. UT estime
efficacement la moyenne et |a covariance transformées [49], ains nous nous attendons a ce
gue I’estimation soit plus précise s la distribution antérieure est approximativement
uniformément prélevée. La matrice de covariance estimée P,, est garantie d'ére semi
définie positive s tous les poids non transformés soient non négatifs, qui établit la
conditionk > 0. Nous voulons également que les poids transformés soient non négatifs
pour la robustesse (s un point a un poids essentiellement négatif, alors une non linéarité
peut mener & une moyenne estimée biaisée et covariance gonflée), ce qui établit la
condition dtricte :

k>n?—n (1.72)
Nous choisissons réellement de rendre tous les poids transformés égaux, de sorte que :
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n
Kk =n%— > (1.73)

Le filtre de Kalman sans odeur [46], [56], dénoté UKF en anglais, emploie I'UT pour
les deux transformations (modéle de processus et fonction d'observation) exigées par le
filtre de Kalman. Il fournit une estimation minimum de |'erreur quadratique moyenne
(MMSE) del'état d'un systeme discret non linéaire.

Xk+1)=fXk),U(k),V(k)) (1.74)
Y(k) = h(X(k),U(k)) + W (k) (1.75)
ou X (k) est I'état du systeme al’instant k, f(.) et h(.) sont des fonctions non linéaires du
modéle d'état et de I'observation, U(k) est le vecteur d'entré, V (k) est le bruit de
processus, Y (k) est I’ observation et W (k) est un bruit additif de mesure, avecV et W sont
supposes de moyennes nulles et de covariances :
E(V (VT (7)) = 8 Q(k)
EW (W' () = 81 R(k)
EVEKWT() =0 Vk,j (1.76)
Oudy; =1 pourk = j.
Une matrice augmentée de covariance est construite avec P, Q, et R sur la diagonae. Les
équations (1.40) et (1.52) fournissent alors les points échantillonnés X; (k + 1|k) qui
indiquent non seulement X mais également Vet W.

L’ état prédit X(k + 1|k) et sacovariance P(k + 1|k) sont estimés comme suit :

X; (e + 11k) = £(3; (klk), U()) (1.77)
2n

R0k +1]k) = Z w, X, (k + 1]k (1.78)
i=0

2n

P(k + 1]k) = Z w; (20 + 11k) — Rk + 11k)) (2, (k + 11k) — Rk + 1|k))T (1.79)
i=0

L’ observation prédite Y, sa covariance Pyy et lacorrélation Py, sont estimées comme:
Y,(k + 11k) = h(X; (k + 11k), U(K)) (1.80)
2n
Pk + 1]k) =zw;yi(k+1|k) (1.81)
i=0
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2n

Py (k+1) = Z w; (YU + 1lk) = Pk + 1]k) ) (Yi(k +1)k) — P(k + 1|k))T (1.82)
i=0
2n

Pey (k + 1) = Z w; (2,0 + 11k) = Xk + 11)) (¥; G + 11k) — Pk + 1|k))T (1.83)
i=0

L’ état estimé X (k|j) al’instant k et sa covariance P(k|j), donnant toutes les observations
jusgue I’instant j, sont mis ajour comme suit :

Pry(k+1)=Py(k+1D)+RKk+1) (1.84)

K(k+1) = Pyy(k+ DPR (k + 1) (1.85)

Rk +1lk+1) = X+ 1lk) + K + 1) (Y(k +1) = P(k + 11k))  (1.86)

P(k+1lk+1) =Pk +1lk) = K(k + DP(k + DKT(k + 1) (1.87)

ou K est le gain du filtre de Kalman.
Pour les fonctions linéaires, UKF est équivalent au filtre de Kalman (FK). La
complexité informatique de UKF est identique au FKE, mais elle est plus précise et n'exige

pas la dérivation de nimporte quelle Jacobienne.

1.2 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a I'estimation bayésienne du processus
d'état markovien (x;)ren Observé a travers le processus de mesures (yi)rens- Plus
particulierement, I'objectif était de fournir une estimation de la loi conditionnelle Ly, =
p(X, Yy, ..., Y). Si lefiltre optima fournit une expression récursive de cette lai, il n'est
en pratique calculable que dans des cas tres restreints tels que le cas linéaire avec bruits
additifs gaussiens, i.e., celui du filtre de Kaiman dont nous avons rappelé les équations.
Pour traiter le cas général, nous avons exposé dans un premier temps les méthodes
déterministes dével oppées depuis les années 70. Les filtres de Kalman étendus et le filtre
de Kalman unscented reposent sur |'approximation de la loi Ly, par une gaussienne. lls
proposent d'en approximer ses deux premiers moments respectivement par linéarisation
locale du modéle d'état et de mesure et par approximation delaloi gaussienne par un nuage
déterministe de points. Si les filtres de Kalman étendus restent la méthode la plus utilisée
par les ingénieurs a notre époque, il faut cependant souligner qu'aucun résultat de

convergence n'est prouvé dans le cas général. Ils sont de toute fagon un mauvais choix
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lorsque laloi Ly, est multimodale, ce qui nous oblige de chercher un autre filtre capable
de résoudre ce probléme de non gaussienneté et de multimodalité. La solution est donc
sans doute le filtre particulaire ou encore les méthodes séquentielles de Monte Carlo sur

lesquelles nousinsisterons plus particulierement dans le deuxieme chapitre.
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Chapitre 2

Filtrage particulaire et la poursuite mono cible

Dans ce chapitre, nous exposons |'agorithme du filtrage particulaire ou encore
méthodes séquentielles de Monte-Carlo. Nous présentons tout d'abord le filtre originel
bootstrap. Puis, nous exposons une structure générigue de MSMC comprenant les
principal es variantes des méthodes particulaires. Elle comporte deux étapes.

e un échantillonnage pondéré séquentiel selon une loi de proposition générique,
dénommé sequential importance sampling et dénoté SIS en anglais. Nous
étudierons le choix optimal malheureusement souvent inaccessible et les choix
courants réalisés pour déterminer la fonction de proposition.

e un rééchantillonnage des particules pour lequel nous verrons plusieurs techniques.

Pour clore ce chapitre, nous montrerons |’ application de cet algorithme réalisé pour la

poursuite dans |e cadre de cette thése.

2.1 Méthodes séquentielles de Monte-Carlo: filtres particulaires
Les méthodes particulaires sont fondées sur e principe de Monte-Carlo pour estimer et
prédire en ligne des systemes dynamiques.
Reprenons | e probléme de filtrage non linéaire suivant d'une chaine de Markov cachée [18] :
Xo ~ Lo(dxo)
Xie | Xpe—1 ~ X1 X 1) (2.1)
Yien hi(y, |xi)
Par exemple, les processus d'état et de mesure pourront étre définis par :
Xy = Fe(Xie—1, Vi) (2.2)
Y = H (Xy., W) (2.3)
ou lesfonctions Fj, et H,, sont non linéaires et V;, et W, sont des bruits blancs indépendants.
On se concentre sur |'estimation de la loi L, (X)) = p(X,|Y1.,) . Etant donné que cette |oi
évolue au cours du temps, des méthodes de Monte-Carlo classiques par chaine de Markov

telles que celles exposees dans |’ annexe sont peu performantes. En effet, elles nécessitent

25



Chapitre 2 Filtrage particulaire et la poursuite mono cible

la smulation entiere dune chaine a chaque pas de temps. Une nouvelle classe de
méthodes, dénommée "méthodes séquentielles de Monte-Carlo", MSMC, "filtres de
Monte-Carlo" ou encore "filtres particulaires’ a été abondamment utilisée et étudiée ces
dernieres années. Ces méthodes permettent de representer laloi conditionnelle L, par une
mesure discréte égale a une somme finie de mesures de Dirac concentrées en des points
dénommeés "particules’ et pondérées par des coefficients appelés "poids des particules’.
Elles consistent a faire évoluer au cours du temps ce systeme de particules ains que leur
poids et reposent sur:

1. l'usage récursif du principe d'échantillonnage pondéré;

2. une sélection par rééchantillonnage.
Les particules assorties de leurs poids permettront notamment d'accéder a tous les
moments de laloi conditionnelle Ly, et plus géneralement atoute fonction de celle-ci. Ces
particules constituent ici un maillage al éatoire évol utif de |'espace d'état.

On peut attribuer la premiere MSMC au filtre de Monte-Carlo pondéré introduit dés les
années 70 [65], voire dés les années 50 ou I'idée d'un tel filtre est émise dans [6]. Les
particules évoluent alors indépendamment les unes des autres au cours du temps, guidées
par la loi dévolution du processus d'état et pondérées par la vraisemblance de la mesure
courante. Cette méthode était alors trop novatrice par rapport aux moyens informatiques de
I'époque, dans la mesure ou le nombre de particules se doit d'étre élevé et I'absence de
sélection par rééchantillonnage conduisait en pratique a une dégénérescence rapide des
poids des particules. Ce principe fut indépendamment repris au début des années 90 en y
ajoutant |'étape cruciale de sélection par Del Moral et d dans[3], Gordon et al dans [67],
Kitagawa dans [29] et Isard et Blake dans [59]. Les appellations respectives données par
leurs auteurs sont alors le filtre particulaire avec interaction ou interacting particle filter, le
filtre bootstrap ou bootstrap filter, |le Monte-Carlo filter et ['algorithme dit de Condensation
pour Conditional Density Propagation. Nous conserverons arbitrairement la dénomination
de filtre bootstrap pour désigner cette classe initiae de filtres particulaires, pour laguelle
les particules sont propagées selon laloi d'évolution de I'état et rééchantillonnées a chague
étape selon un schéma classique que nous verrons ultérieurement. Reprenons le principe de
I'échantillonnage pondéré sequentiel, ce filtre fut généralisé al'utilisation d'une fonction de

proposition quelconque et fut depuis appliqué dans de nombreux domaines: en traitement
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du signal radar [37],[60] et [67] pour les calculs bayésiens classiques [40], pour la
déconvolution de signaux numeériques [44], en analyse d'image [50], pour la modélisation
en finance et I'éude des séries temporelles [49], [66], pour le diagnostic médical [52], pour
lalocalisation de robots mobiles [63], pour la sélection de modeles [61] et en traitement de
la parole [78]. Notons gqu'en dehors du cadre bayésien supposé dans les applications ci-
dessus, ces méthodes sont également appliquées sous des formes et des appellations
|égerement différentes dans des domaines tels que la science des polymeres ou la physique
quantique, comme le souligne Iba dans [74] dont e but est de développer les liens entre
ces différentes disciplines afin qu'elles senrichissent mutuellement.

Les deux principaux écueils des méhodes particulaires sont la dégénérescence des
poids, lorsque seuls quelques poids sont significatifs, ainsg que I'appauvrissement des états,
lorsgue toutes les particules sont quasiment égales. De nombreuses améliorations et
extensions ont été proposees parmi lesguelles les travaux suivants: [58], [59], [66], [68] et
[76]. Ces éudes portent principalement sur la recherche de fonctions de proposition
performantes pour |'échantillonnage pondéré afin de limiter la dégénérescence des poids et
des états, aind que sur l'utilisation de techniques de rééchantillonnage limitant la
dégénérescence inutile des poids [83].

Pour une premiére approche des méthodes séquentielles de Monte-Carlo, nous
conseillons la lecture du tutoriel d'Arulampalam et al. [80] et de celui de Crisan et Doucet
[77] en ce qui concerne les questions de convergence. Enfin, I'ouvrage édité par Doucet et
al [72] présente ces méthodes ; des aspects théoriques a leurs nombreuses applications, en
détaillant un grand nombre de variantes et d'améliorations possibles de |'al gorithme.
Notations: une méthode particulaire sera caractérisée par |'évolution d'un ensemble de N
particules (s™),-;, _y € R™ et de leurs poids(w™),-1 n € R, appelé le nuage de
particules et noté S¥ = (s™, w™), -1 .y - Lamesure LV associée a ce nuage est la mesure
discréte IV 2 YN_ o™ 5, ol &, désigne lamesure de Dirac centrée au point s.

2.1.1 Filtrede Monte-Carlo et filtre bootstrap

Le filtre dit de Monte Carlo [83],[8] introduit I'utilisation d'un nuage de particules pour
approximer la loi Ly, par une mesure discrete pondérée. L'approximation consiste a
discrétiser les équations du filtre optimal. Il faut pour cela étre en mesure de:

e geéneérer des échantillonsselon laloi initiale Ly (x);
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e générer des échantillons selon la loi d'évolution p(x; |x,_1) pour tout x,_; de
I'espace d'état.
e ¢évaluer la fonction I, (y;; x;,) €gale a une constante de normalisation prés a la
fonction de vraisemblance des mesures hy, (v; | x;).
Supposons alors que I'on dispose du nuage 511<V—1|k—1 tel que la loi discréte associée
L’,\{’_“k_1 congtitue une approximation de la loi Ly_;j,—1. En remplagant Lj_q;,—; par
LY 1)1 dans|'équation de prédiction du filtre optimal (1.10), on obtient une discrétisation
de l'intégrale que I'on approxime ensuite par la loi dénotée L’,‘(’| w—1 € égale & une somme

discrete de lois de Dirac centrées en des particules prédites a partir des particules sj;_; :

N N
[ pCabon Y ofos 8, ) = . oy pOxelsf)
Rhx n=1 n=1

N
~ L’,\('|k_1(xk) = Z wi—1 65p (x1) (2.4)
n=1

ou si; désigne une particule prédite obtenue par propagation selon la loi d'évolution de la
chaine: sp ~ p(xlxr_1 = sp—1) -

Le nuage prédit S,ﬂ"|k_1 = (S, Wi_1)n=1,..y CONgtitue ains une approximation de la loi
prédite Ly ,—1. L'équation de mise a jour du filtre optimal (1.11) énonce ensuite que laloi
Ly (x;) est égale a une constante de normalisation prés au produit p (v [xx ) L -1 (k).
Suivant le principe d'échantillonnage pondéré exposé dans I’ annexe au paragraphe A.2.3

[83], on affecte aux ééments s; de I'échantillon les poids non normalises @y =

~n

0?1 L (Vi; sP) que l'on normalise en définissant wl 2 ZA’w—lk&‘)}Z . Le nuage S =
n=

(sknwkn)n=1,..,//V congitue alors une approximation de la loi Z4#. On peut ensuite
poursuivre de méme I'estimation de L 41)x+1 récursivement. Les étapes de cet algorithme
sont résumées dans I’ algorithme 2.1.
Composé uniquement de ces deux étapes de propagation des particules et de mise ajour de
leur poids, ce filtre dit filtre de Monte-Carlo n'est pas viable en pratique car il savére que
la majorité des poids dégénére tres rapidement vers zéro. Vous pouvez voir en effet dans
I’annexe paragraphe A.2.4 que la talle efficace dun échantillon issue de la méthode
d'échantillonnage pondéré était inversement proportionnelle a la variance des poids selon
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Algorithme 2.1 : Filtre de Monte-Carlo

- Initialisation :
o Pourn=1,..,N,générer si selon Ly(x) et poser wy = 1/N
- Pourk =1,..,fin:
o Pourn=1,.., N,générer s; selon p(xlx,_1 = sp_1)
o Miseajour despoids:
- Pour n=1,...,N,calculer lespoidsnon normalisés: @y = wi_1l Vi si)
B

Sh_1 B}

- Pourn=1,...,N, normaliser lespoids: w} =

o Sortiedel’algorithme : le nuage de particules issues de leur poids SV =
(g, wi)n=1,. v Permet d approcher laloi a posteriori par :

N
p(xlyra) = Z wp Ggp (k)
n=1

et pour toute fonction ¢ intégrable par rapport a p(xy, v1.x) :

N
E[G0i0)] = ) @l ¢(sT)
n=1

I’ équation (A.16). Or, il est montré dans [40] que les poids issus d'un échantillonnage
pondéré séquentiel forment une martingale et que par conséquent leur variance augmente
inévitablement avec le temps. Ce filtre ne devient en pratique utilisable que lorsque les
moyens informatiques sont suffisants et surtout lorsque I'étape de rééchantillonnage permet
de limiter cette dégénérescence des poids. Le filtre alors obtenu est connu sous le nom de
filtre bootstrap [83]. A la différence du filtre de Monte-Carlo que I'on vient d'exposer, les

lois Ly, propagées par le filtre bootstrap sont des lois équipondérées, i.e., wi = 1/N pour
toutn = 1,..., N. Supposons ains que la loi Ly_yj;—1 = %Zﬁﬂ §gn . Les particules sont

propagées comme précédemment selon laloi p (x; |x,_1 = sp_1)-

Les particules prédites sont alors notées §;}. Les nouveaux poids non normalisés sont
@y

PR

L’ étape cruciae de rééchantillonnage consiste alors atirer avec remise N éléments notés

égaux awy = U, (y; S¢) et lespoids normalisés wj; =

(Sin=1,..n Parmi(3}),=1 .y €t cela proportionnellement aux poids (w}),=1,. . ON
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définit alors le nouveau nuage par S 2 (sp,1/N),—1 . n. On dispose bien ains dune
mesure discrete équipondérée distribuée approximativement selonLy .

La dégénérescence des poids est ains limitée car les particules de plus faible poids ne sont
pas sélectionnées durant le rééchantillonnage. Celles de plus fort poids sont en revanche
dupliquées plusieurs fois dans le nuage S .

L'algorithme du filtre bootstrap est résumeé dans |’ algorithme 2.2. Cette méthode a connu
un vif succeés durant les derniéres décennies. Cependant, |a réussite d'un tel algorithme est
intimement liée a la capacité de la loi d'évolution a prédire les particul es dans des régions

de forte vraisemblance.

Algorithme 2.2 : Filtre particulaire de type bootstrap.

- Initialisation :
o Pourn=1,.., N, générer sg selon Ly(x) et poser wg =1/N
- Pourk=1,..,fin:
o Pourn=1,..,N,géné&er §; selonp(xylxx_1 =5sp_1);
o Miseajour despoids:
- Pour n=1,..,N, calculer lespoids non normalisés: @y = I (yy; 5;) ;
B

SO}

- Pourn =1,.., N, normaliser lespoids: wj =

o Reééchantillonnage:
Pourn =1,..., N, tirer avec remise si; parmi (5}),,=1 ..y proportionnellement
aux poids (w}),=1,..y puis affecter aux poids wj lavaleur 1/N.
o Sortiedel’algorithme : le nuage de particules issues de leur poids S =
(sg,1/N)p=1,. .y permet d approcher laloi a posteriori par :
N

1
pCilyia) = 7 ) 8 ()
n=1

et pour toute fonction ¢ intégrable par rapport ap(xg, i) -

El¢Cr)] = Z Bt

Dans la section suivante, nous exposons de facon générique I'échantillonnage pondéré
sequentiel. Nous avons volontairement introduit les méthodes particulaires par le filtre

bootstrap qui déclencha de nombreuses recherches sur ces méthodes [83]. Notons
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cependant que ce filtre peut plus généralement étre défini non pas sur les états x;, mais sur
les trgjectoires x;., en formant chague particule s, comme la concaténation (sg.,_1, Si)-
Le nuage obtenu (sg, 1/N),—;.n congtitue alors une approximatiion de la
loi p(xg.xly1..) . D'autre part, le principe déchantillonnage pondéré peut étre plus
largement appliqué au cas ou les particules sont propagées selon une fonction quelconque
autre gue la loi d'évolution. Une telle propagation permet de mieux guider les particules
lors de leur propagation en tenant compte des observations a travers une fonction de
proposition. L'algorithme plus général obtenu est |'échantillonnage pondéré séquentiel avec
rééchantillonnage (SIR).
2.1.2 Echantillonnage pondér é séquentiel avec r ééchantillonnage

Nous nous concentrons tout dabord sur la représentation de la loi compléte
p(xo.x, ¥1..) [83], € non pas uniquement de la loi marginale p(x;, y1..) tel que cela est
réalisé dans[57]. On suppose pour cela que |I'on est en mesure de :

e générer des échantillons selon laloi initiale Ly (x).

e générer des échantillons x. selon une loi de proposition gg., (Xo:k; V1:k)-

e d'évaluer lafonction de proposition ainsi que lafonction [, (x;; y,) €égale a
une constante de normalisation prés a la fonction de vraisemblance des
mesures.

La notation gg., (xo.1; V1.1) Signifie que gy, est une fonction de x,., qui dépend des
paramétresy;.,.. Cette notation est ssimilaire a celle utilisée pour désigner laloi normale de
moyenne m et de covariance Xy par N (x; m, Xy ).

_Poklyia)

Afin que le ratio
a 9o:k (X0:45Y 1:k)

soit bien défini pour tout x, on suppose que le support de

Jo:1 () contient le support dep(.). Reprenons le principe de I'échantillonnage pondéré,
EXpose en annexe, pour obtenir un échantillon distribué approximativement selon la
loi pCxoue[y1:4)-

S I'on tire (s )n=1...n Selon la fonction de proposition gg., (xo.x; ¥1.x) € qu'on leur

p(s(r)l:k |y1!k)

associe les poids w(sf.,) o« ,
p ( O'k) gO:k(s(r]L;k;yl:k)

alors la loi discréte Y._; w(sg, )8, est une

approximation dep (xo. [y1.1)-
Bien que cette technique d'échantillonnage pondéré soit théoriquement viable, elle

contraint a recalculer a chagque pas de temps k les composantes des instants précédents
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0,..,k—1 de I'état. Afin de disposer d'une formulation récursive de I'expression des
particules et de leurs poids ne nécessitant pas de recalculer si.,,_; pour obtenir sj,;, Nous
imposons maintenant alaloi de propostion g,., d'étre de laforme suivante:
9o:k X005 V1) = Goik—1Kok—15 YV1:k—1) * Gk (s Xoske—1, Y1) (2.5)
Le rééchantillonnage séquentiel consiste dlors atirer s;; selon g, (s; so.xc—1; y1.1)- Le caleul
des poids associés sexprime alors également récursivement. En effet, par indépendance
des mesures conditionnellement aux états, on peut écrire:
Pl xox) = POl )P (1ge-11%0:4-1) (2.6)
et larelation markovienne sur I'état implique:
p(x0:x) = p(xic [ —1)P (X020 -1) (2.7)
Les poids non normalisés sexpriment aors:

P Y1k %04 )P Cxo.1)
9o:k—1 X0k —1; Y1:e—1) Gk (k5 X0:k—1, Y1:)
_ P i |x)p (V1 —1 10— 1) P (X0:1)

9ok —1(X0:k—15 Y1:k-1) Gk (ie5 X0:k—1, V1:k)
_ wi—1(xo:k—1) PWilx)p(xo.1)
P(xo:k—1) Gk (ks Xo:k—1, Y1:k)
p i |xi )p (I xi 1)
i (X Xoik—1, Y1)

Cette formulation récursive permet de propager les particules et de mettre a jour leurs

@y (x0.1) =

= wy—1(X0:k—1) (2.8)

poids séquentiellement. L'algorithme générique séquentiel a échantillonnage pondéré, ou
sequential importance sampling en anglais, est décrit dans I'agorithme 2.3. Lorsgu'une
étape de rééchantillonnage est introduite, on obtient I'algorithme générique séquentiel a
échantillonnage pondéré et rééchantillonnage, dénommeé sequential importance resampling
et dénoté SIR en anglais. Ce dernier algorithme est résumé en agorithme 2.4. Du point de
vue des notations, les filtres particulaires avec réechantillonnage différent des filtres sans
rééchantillonnage par I'utilisation de la notation §;} pour décrire les particules prédites et de
sy pour décrire les particules aprés le réechantillonnage. Dans les algorithmes sans
réechantillonnage, I'unique notation s;} est utilisee.

On peut egalement obtenir de fagon plus intuitive une récursion sur laloi Ly, : supposons
que I'on dispose du nuage S,’c\’_“k_l, telle que la loi discréte associéeLI,Y_llk_l, congtitue

une approximation de la loi L, _q;,—1. Si 'on propage les particules du nuage S,f’_uk_l
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selon une loi de proposition g (s; s,_1, &), I'échantillon obtenu sera distribue selon Ly, S
I'on affecte a ses é émentsles poids:

- p (i |s)p (83 |sp_1)
Ot o Wl ; 2.9
k o g (spsp_1vi) (2.9)

Algorithme 2.3 : Filtre particulaire a échantillonnage pondéré séquentiel (95

- Initialisation :
o Pourn=1,..,N, générer si selon Ly(x) et poser wi = 1/N
- Pourk=1,..,fin:
o Pourn=1,..,N,générer s;} selon g, (xx; Sti—1, V1:k) €t poser
Sg:k = (S(T)l:k—l'slr(l) ;
o Miseajour despoids:
-Pour n=1,...,N, calculer lespoids non normalises:

p(sklsi—1) U ki)

D) = wp_
k =1 g (Tt 1Y 14)
: . @}
- Pourn=1,...,N,normaliser lespoids: w} = s5—— -
Yn=13F

o Sortiedel’algorithme: le nuage de particulesissues de leur poids Sy, =
(S8, WM )n=1,..n PErmMet d approcher laloi a posteriori par :

N
P (Xox|y1a) = Z wﬁ@,’g (x0:x)
n=1

et pour toutefonction ¢ intégrable par rapport & p (xg.x|y1.x) :

N
ElpCroi)] = ) @l d(sh)
n=1

En particulier, p(xly1.) = Zn=1 w}t&en ().

Le numérateur est la probabilité d'obtenir la particule 53} sous I'hypothése qu'elle est
distribuée selon Ly ;.. Le dénominateur est la probabilite d'obtenir une telle particule sous
I'nypothese qu'elle ait été tirée selon laloi de proposition.

L'utilisation d'une loi de proposition g, différente du noyau de transition T, du modéle
peut étre vue comme |'adoption d'un modéle dynamique autre que le modée dont sont
issus les processus d'état et d'observation mais permettant toutefois datteindre la

loi p(xy |y1.). Comme exposeé dans[71], on peut définir le modéle dynamique dit virtuel:
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Xo~ Lo(xp)
X~ Ty (Xp; Xk—1, Vie—1) (2.10)
Yie ~ by (Vi I xi)

Algorithme. 2.4 : Filtre particulaire a échantillonnage pondéré séquentiel avec rééchantillonnage (SR)

- Initialisation :
o Pourn=1,..,N,générer sg selon Ly(x) et poser wg =1/N
- Pourk =1,..,fin:
o Pourn=1,..,N,générer s selon g, (xi;SGr—1,V1:x) €t poser 53, =
(So:k—15k)
o Miseajour despoids:

p (S Isk—1 )l 035

-Pourn =1,...,N, calculer les poids non normalisés: @jp = e
gk(skisk_lr)’hk)

=3

- Pourn =1,...,N, normaliser lespoids: wjy =

TNo @
o Rééchantillonnage :

Pourn =1,...,N, tirer avec remise sy, parmi (3¢, )n=1,...n Proportionnellement
aux poids (wy),=1,..n PUisSdonner aux poids wy lavaleur 1/N.

o Sortiedel’algorithme: le nuage de particulesissues de leur poids Sy., =
(524, 1/N)p—1,..y permet d approcher laloi a posteriori par :

1
p(oxlyia) = Nz 8gn (X0.x)
n=1
et pour toute fonction ¢ intégrable par rapport ap(xoslyie) :
El Grou)] = Z e

En particulier, p(xk |y1:k) = Nanl 65? (xk)
ou le noyau de transition T), est associé a la fonction de proposition g et ol lafonction A,
est telle que pour tout x;, _1, y,_1, On ait

Ry il ) T G X1, Vie1) ¢ Ry gl ) Tie (% 15 X1, Vie—1) (2.11)

Le filtre optimal appliqué au modéle virtuel défini en (2.10) permet destimer
récursivement la loi notée L, du modele. Les lois prédites Lyj;—; €t Lyx—1 ne

coincident certes pas, en revanche, du fait de la relation (2.11), les lois Ly et
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Ly, coincident. Nous verrons ultérieurement que l'utilisation de tels modéles virtuels est
particulierement intéressante car la convergence des méthodes particulaires dépend des
propriétés du modele utilise pour la propagation des particules, i.e.,, soit le modele
générateur des processus d'état et de mesures, soit le modéle virtud ci-dessus.

Bien que cet algorithme soit théoriquement viable pour toute fonction g, telle que les
poids soient bien définis, la qualité de I'estimation sera d'autant meilleure que la fonction
g seraproche dep(xg.,|v1.x). Nous détaillons maintenant les principaux choix effectués
pour lafonction de proposition g, .

Utilisation del’a priori :

Le choix le plus répandu [37], [49] et [50] consiste a propager les particules selon laloi
d'évolution a priori du systeme g (Sk; S¢k—1,Y1:k) = P(Sklsi_1). On retrouve bien
alors I'expression des poids du filtre bootstrap : @7 = 1, (yi; sit). Ne tenant pas compte
de la mesure courante lors de la propagation, le risque est alors que les particules ne
couvrent pas de facon optimale les régions de forte vraisemblance. Ce choix rend
I'al gorithme relativement sensible aux points aberrants [83].

Pour limiter I'augmentation de la variance inconditionnelle des poids, il est intéressant
de rechercher une fonction de proposition qui minimise la variance conditionnellement aux
mesures et al'état précédent. La proposition suivante [1] exhibe unetelle fonction.
Proposition : La fonction de proposition g(si; Sg.x—1,V1:k) = P(Sk|Sk—1, Yix) minimise
la variance des poids @} conditionnellement aux sg., _; €t yy.k-

Preuve:
Eg[@}] = [ &R 1pOrlsip(siIsi-dsk = @p_ipOilsi-1). (2.12)
D’ autre part,

PrlsiHp(sisg—1)
i (SE3 SG.4—1) Y1:k)

E, [(@)?] = (@} _,)? ds}. (2.13)

Par conséquent :

P i lsi)p(siIsk—1)
n n d
i (SE3 S04 —1> Y1:k)

Sk —(p(ykls;?_l)f)- (2.14)

var, &} = (az_m(

Si I'on chois g, (s; S§-k—1, YV1:x) = P(s|sit_1, Vi), On obtient alors par lareégle de Bayes:

pilsk, sk—)p(siIsi—1)  prlsidp(siIsi_1)
P |si_y) pie|si_1)

p(Si|ye,sk—1) = (2.15)
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En insérant (2.15) dans (2.14), on obtient finalement :

var )62 =0 (2.16)

p(slyrsk—1
On peut également obtenir ce résultat plusintuitivement: en utilisant (2.15), on obtient que
les poids correspondants a ce choix vaillent :

D = Bp—1P Yk |Sk-1)- (3.17)
Ainsi, pour une valeur donnée desj}_;, le poids @} prend la méme valeur quelque soit la
particule tirée selon g(si; V1.6, SGk—1) = P(Sk Yk, sSk—1). La variance des poids est
donc nulle conditionnellement a sg.j, 1 -

L'expression (2.17) est particulierement intéressante dans la mesure ou, étant
indépendants des}, les poids peuvent étre calculés en paralléle du calcul des nouvelles
particules. Cependant, I'utilisation de la loi conditionndle p(s|y,, s;p_;) nécessite, dune
part de savoir générer des échantillons selon cette loi, et d'autre part de savoir évaluer les
poids des particules a une constante de normalisation prés. Cette évaluation requiert celle

de p(yiIsii_1) par l'intermédiaire de I’intégralefSkp(yklsk)p(sklsg_l)dsk. Dans le cas

gpécifique ou le modéle de mesures est linéaire et ou les bruits d'état et de mesure sont
additifs et gaussiens, la fonction de proposition g, est alors gaussienne, ce qui permet le
calcul anaytique de cette intégrale. Cependant, dans le cas général, on ne sait pas I'évaluer
directement. Selon les caractéristiques du systéme dynamique, plusieurs stratégies ont, en
pratique, éé adoptées pour étre en mesure de tirer des échantillons selon une
approximation de cette fonction optimale. En voici les principales:

Les deux variantes suivantes consistent a émettre I'hypothése approximative que la loi
de proposition g est gaussienne et a en estimer |les parameétres.

Filtre particulaire de Kalman étendu:
Cet algorithme, dénommé extended Kalman particle filter en anglais, consiste, pour chague
particule, a appliquer un filtre de Kalman étendu par linéarisation autour de la particule
[57]. On approxime aors la fonction g, conditionnellement a cette particule et aux mesures
par la loi gaussienne de moyenne et de covariance égales a celles fournies par le filtre de
Kaman étendu pour donner une meilleure approximation de g, .

Filtre particulaire de Kalman unscented:
En remplacant dans l'algorithme précédent le filtre de Kalman étendu par le filtre de

Kaman unscented, on obtient le filtre particulaire de Kalman unscented [69]. Celui-ci est
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cense bénéficier de la supériorité du filtre de Kalman unscented sur le filtre de Kalman
étendu.

Utilisation de méthodes de Monte-Carlo:

On peut également utiliser un algorithme d'acceptation/rejet ou d'échantillonnage pondéré
pour approcher la fonction de proposition. Ces méthodes étant colteuses en temps de
calcul, elles ne sont pas forcément les plus avantageuses.

Utilisation de variables auxiliair es:

Lorsgue I'on souhaite tirer des échantillons selon une loi de mélange, l'introduction de
variables auxiliaires représentant la composante du mélange est classique [36].

Cette idée a été couplée avec le principe d'échantillonnage pondéré séquentiel dans le
filtre particulaire auxiliaire (auxiliary particle filter dénoté ASIR en anglais) proposeé dans
[66]. La variable auxiliairen désigne un indice de particules. La premiere éape consiste
alorsatirer R couples (s;,n) selonlaloi conditionnélle:

i (S Y1) < f il ) (siclsig—1) (2.18)
ou uj est par exemple la moyenne ou tout autre caractéristique statistique de la loi
conditionnelle p(sy |s¢_1). Ce tirage sSeffectue en tirant tout d'abord un indice n selon
f e lui) puis a propager selon la loi de propagation a priori la particule dindice
sélectionné. Les poids de telles particules sont ensuite misajour selon laformule:

op = p (Vi Is;?n)
feluy)

ou l'indice p™ est l'indice de la particule ancétre de si}. Une fois un tel échantillon obtenu,

(2.19)

on entire N particules qui seront approximativement distribuées selon laloi a posteriori.

L'intervention dindices auxiliaires permet ains de propager les particules dont la
vraisemblance prédite est élevée. L'ASIR peut donner de meilleurs résultats que le SIR
lorsgue les pics de laloi de vraisemblance coincide avec des zones ou |'a priori est faible.
En revanche, s les deux distributions coincident, le SIR peut donner de meilleurs résultats
dans la mesure ou l'introduction des variables auxiliaires augmente inévitablement la
covariance de |'échantillon.

Remarqguons que I'utilisation de variables auxiliaires est un principe général qui peut
étre couplé a dautres méthodes de Monte-Carlo. Par exemple, les travaux de [52]

proposent un échantillonneur de Gibbs a la place de I'échantillonnage pondéré.
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Ce principe expose cependant au risgque que toutes les composantes du mélange ne
soient pas représentées, i.e., que certaines particules soient éiminées lors de I'étape de
proposition.

Nous avons donc passé en revue différents choix possibles pour la fonction de proposition
dans I'échantillonnage séquentiel pondéré qui dépendent du systéme dynamique que I'on
souhaite estimer. Nous exposons maintenant diverses techniques de rééchantillonnage en
sintéressant plus particuliérement a la variance introduite dans I'échantillon lors de cette
étape.

2.1.3 Techniques de r é&chantillonnage

Comme on |'a vu dans la section précédente, la suite des poids congtituant une

martingale, leur dégénérescence est inévitable du fait de la croissance de leur variance. De
plus en plus de particules deviennent ains inefficaces. Introduit initialement dans [26] et
[31] pour I'échantillonnage pondéré et dans [37] pour |'échantillonnage pondéré séquentiel,
le rééchantillonnage permet de limiter cette dégénérescence. Il consiste a supprimer les
particules de trop faible poids et a dupliquer celles de poids devé. Soit N} pour n =
1,...,N le nombre de descendants affectés a chaque particule 5} lors de ce
rééchantillonnage. Plusieurs techniques de ssimulation peuvent étre mises en pratique. Les
suivantes assurent qu'en moyenne le nombre de descendants d'une particule est
proportionnel & son poids, i.e, E[N;}] = Nw}. Elles sont tels que les poids sont tous
égaux a 1/N apres rééchantillonnage. En revanche, la variance de N} différe dune
méthode al'autre.

Rééchantillonnage multinomial classique:

Dans [44], les entiers N;} sont obtenus par tirage selon la loi multinomiale de parametres
N et (w})p=1,.. n Lavarianceestaorsvar(N) = Nwi (1 — wy). Celarevient atirer
avec remise des réalisations (si), =1y Selon laloi discréte (5}),,—1 .y pondérée par
les poids (wi )n=1,..~ [37], [83].

Rééchantillonnage résiduel:

De variance moindre, le rééchantillonnage résiduel est partiellement déterministe [58]:
e Dans un premier temps, N;*“ = [Nw}] descendants sont attribués a la
particule 5}

e Afin de conserver un nombre de particules constant, les N — YN_, N;*¢
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particules restantes sont dans un second temps tirées proportionnellement a:

Nwj =N
N-XN_ N}

La variance dune telle procédure est alors::

Nwj} — N Nwj} — N
varNj} = ( zN£a> 1Nna 1_N—Z§:1N,?'“

inférieure ala variance de la méthode précédente.

M éthodes de variance minimale:

Ces méthodes assurent que les entiers N; ne difféerent pas de leur valeur moyenne de plus
de un. Il en et ains du rééchantillonnage stratifié préconisé en annexe dans [49] et dans
[65]. Cette technique consiste a tirer N points espacés de 1/N de l'intervale [0 1]. Puis,
en assimilant les poids a des intervalles contigus de [0, 1], les quantités Nj sont choisies
égal es au nombre de ces points contenus dansI'intervalle [Y4 24 wk, Th—4 wk].

Un algorithme de variance équivalente peut étre obtenu par un mécanisme de
branchement fondé sur I'utilisation d'un arbre binaire, tree-based branching mecanism en
anglais [62], [83]. Cette derniére référence expose d'autres méthodes de branchement
utilisables pour le rééchantillonnage sans forcément assurer un nombre constant de
particules au cours du temps.

S I'étape de rééchantillonnage permet de "rafraichir" le nuage de particules, elle
introduit des erreurs dés que la méthode est stochastique. Elle peut également appauvrir le
nuage s elle est pratiquée a outrance. L'idéal est alors de ne rééchantillonner le nuage que
lorsgue nécessaire, afin de permettre aux particules d'explorer I'espace d'état sur plusieurs
pas de temps avant d'étre éventuellement supprimeées. Pour cela, le critere heuristique de la
taille efficace du nuage, introduit dans le premier chapitre et noté N, (¢, est préconisé dans
[57],[44]. Rappelons que I'approximation obtenue pour N, en annexe, eéquation (A.16),

est lasuivante:

N
1+ vary (@(x))

Neff = (220)

Pour N éleve, I'approximation de var, (@(x)) a l'aide du coefficient de variation des

poids C (w),) est proposée dans [44] :
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N N
1
CPw) 25 ) (Nwf —1)° = Nz wl* —1 (2.21)
n=1 n=1
Cette approximation repose sur la convergence suivante:

N ~n
n=1 W L
On obtient dlors:

1

N = . 2.23
eff 71’\[:1((‘)]7(1)2 ( )

Intuitivement, s un échantillon de taille N comprend M particules de poids 1/M et
N — M particules de poids nul, aors le nombre de particules efficaces est égal aM. Or, le

coefficient de variation des poids vaut dans ce cas :

N
C*(w) = i 1 (2.24)
On adonc bien dans ce caslardation :
N
T 1+ C2(w)

Les poids w} étant normalisés, ils appartiennent a I'hyperplan de [0 1]V défini

Neff ES M (225)

par YN 0l =1. La quantité ¥N_,(w})? représente donc la distance d'un point de
I'hyperplan au centre du repere. Elle est donc minimale et vaut alors 1/ N pour le projeté
orthogonal du centre du repére sur I'hyperplan, c'est-a-dire pour le point tel que w} =
w};' vn,n €1,..,N. Laquantité N,sr est donc majorée par N.

L'échantillonnage adaptatif consiste alors a ne rééchantillonner les particules que lorsque
Ns¢ est inférieur a un certain seuil fixé N,,,;; , I'algorithme du filtrage particulaire avec
rééchantillonnage adaptative est montré dans la figure 2.5, le nombre de particules
efficaces est défini pour I'estimation de E,, [¢ (X, )], ou ¢ est une fonction de X.. Le
principa avantage de I'approximation dans I’ annexe, équation (A.16), et reprise en (2.20)
est quelle est indépendante de la fonction ¢p. Cependant, comme il est remarqué dans

[60], [65] cette approximation peut facilement étre mise en défaut.
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Algorithme 2.5 : Filtre particulaire avec rééchantillonnage adaptatif
- Initialisation :
o Pourn=1,..,N, générer si selon Ly(x) et poser wg = 1/N
- Pourk=1,..,fin:
o Pourn=1,..,N,générer 5 selon f(xylxe_1 = Si_1, Y1) ;
o Miseajour despoids:
-Pour n=1,...,N, calculer les poids nhon normalisés :

PG |sk—) i 5F)
i GP sty vi)

~Nn o n
W) = Wi_q

- Pourn =1,...,N, normaliser lespoids: wj} =

- retourner E[¢(x)] = IV_; 0l
- Calculer Nosp = 1/%0_1(w})?

o Rééchantillonnage :
> S Neff < Nseuil alors
- Pourn=1,..,N,tirer avecremises; parmi (5}),=1 ..y proportionnellement

aux poids (wy),=1,..n Puisdonner aux poids wy lavaleur1/N.
- Sortiedel’algorithme: le nuage de particulesissues de leur poids
Sk = (i, 1/N)p=1,.n
permet d' approcher la loi a posteriori par :

N
1
paly) ~ % ) 8 ()
n=1
et pour toute fonction ¢ intégrable par rapport ap(xlye) :
El$Gro] = Z D)
> Snonsp =37 et E[@()] = Xh_; wfp(sp)

2.2 Application ala poursuite mono-cible par mesure d’angle seul
Pour illustrer |'algorithme de filtrage particulaire, nous alons étudier le probleme

classique d’ estimation de la position d' une cible aérienne par mesure d'angle seul [87].
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2.2.1 Modélisation mathématique

Dans le contrdle du trafic aérien, dénommé air trafic control et dénoté ATC en anglais,
la cible aérienne a deux types de mouvements ou deux modes de vols:
o Mouvement uniforme : pour un vol rectiligne a vitesse quasi-constante ;
o Mouvement curviligne (Manoauvre) : lorsgue la cible (avion) tourne, monte ou
faire | atterrissage.

Les modéles de mouvement horizontal et vertical de la cible aérienne peuvent
typiquement étre découplés [75]. Dans la littérature, il existe beaucoup d’estimateurs qui
ont discuté les mouvements de cette cible dans le plan horizontal. Les modes de vol de la
cible dans e plan horizontal peuvent étre modélisés par :

o Un modéle de mouvement rectiligne a vitesse quasi-constante pour un
mouvement uniforme

o Un modéle mancauvrant qui peut étre implémenté comme un mouvement
curviligne.

Le model e de mouvement rectiligne a vitesse quasi-constante est donné par :

1 T 0 0 0.5T2 0

_[0o 1 0 0 T 0
fenn=lo o 1 7)%*| o 0.572 |k (2:26)

00 0 1 0 T

Avec T I'intervalle d échantillonnage ; X est le vecteur d’état de la cible aérienne, défini
comme:
X=[¢ & n 7l (2.27)

Avec ¢ et n qui désignent les coordonnées cartésiennes du plan horizontal et V) est un

ox
0 of

petites accél érations de turbulence et de changement de vent.

bruit blanc gaussien centré de covariance Q = ( ) utilisé pour modéliser des

Le mancauvre de la cible aérienne généralement, suit un modéle constant qui est le
mouvement curviligne, caractérisé par des vitesses angulaire et rectiligne constantes.
En augmentant le vecteur d'éat de I’équation (2.27) par un autre paramétre qui est la

vitesse angulaire 2, on obtient le vecteur d’ état augmenté suivant :
X=[ & n 7 0 (2.28)
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Le modele de mouvement curviligne or «the coordinated turn model » est donc, donné

par :
sin{2, T 1—cos, T
(1 o 0 ——0, O\’ /o.ST2 0 0\
0 cos, T 0 —sin, T 0 T 0 0
Xiy1 = | o Locoso T singyT . | Xe+| o o572 0 |Vi
-Qk 'Qk 0 T 0
0  sin@,T 0 cos, T 0 0 0 T
0 0 0 0 1
(2.29)

En tenant compte que les bruits V, de I’équation (2.26) et de I'équation (2.29) ont des
dimensions différentes.
Les observations sont disponibles a chague pas de temps k selon |’ éguation de mesure

d’ angle suivante :
X=¢

Avec W, un bruit gaussien centré de covariance oy, indépendant deV,, (X,Y) est la

Y, = tan™! ( ) + Wy (2.30)

position de la cible aérienne dans le plan horizontal.

Dans cette section, nous faisons quel ques simulations pour évaluer |’ algorithme du filtrage
particulaire, nous considérons que la cible est un point dans le plan(X,Y), pour cela deux
model es cinématiques sont utilisés afin de traquer cette cible.

2.2.2 Diversscénarios

Scénario 1 : mouvement rectiligne a vitesse quasi-constante

Pour e mouvement rectiligne, la position initiale delacible est :

1500

10
1500

5

La covariance de bruit du modéle dynamique a éé fixée a oy = oy = 0.05ms 2, les

X0=

mesures d’'angles sont simulées avec un bruit de mesure gaussien de variance oy, =
0.02 radians, soit environ 1.5 degrés, toutes les 5 secondes. Les mesures d’'angles de la
cible sont présentées sur lafigure 2.1.

Dans tous les scénarios, nous avons mis en oauvre des filtres sequentiels de type bootstrap,

c'est-a-dire que nous avons choisis une fonction de proposition égale a la loi d évolution,

43
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avec un rééchantillonnage adaptatif, le nombre de particules utilisé est N = 500 et le seuil
de rééchantillonnage a été fixé a 0.8 N dansles 100 réalisations.
L'initialisation du filtre a éé faite selon une loi gaussienne dont sa moyenne et sa

covariance sont :

1600
[ 11
Xo =1 1200
3
2.10%2 0 0 0
_ 0 1073 0 0
et Xeov 0 0 2.10%2 0
0 0 0 1073
0.8

simulated beanngs in radians

0 20 a0 =N a0 100

Time step k

Fig. 2.1: Mesures d' angles simulées du modele rectiligne

Les résultats obtenus par |'application du filtre particulaire a rééchantillonnage adaptatif
sont représentés dans les figures de 2.2 & 2.4. Nous avons pris comme mesure de
performance de cet algorithme, la Racine de I’ Erreur Quadratiqgue Moyenne, dénommé

Root Mean Square Error et dénoté RM SE en anglais, donnée par cette éguation :

I (Xrsotie (6) = Xostim 60 (K))
RMSE(X]-) =\/Zk_1( reelle( ) estlmee( )) pour : j= 1,...,fin

J
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Chapitre 2
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Scenario 2: mouvement curviligne ou coor dinated turn

/ 2000 \
10
Xo=| 1500 |

5
0.00223

Lapositioninitialedelacibleest :

Le bruit dynamique de ce mouvement est le méme que le premier, les mesures d angles
sont auss simulées avec des bruits gaussien de déviation ¢y, = 0.02 radians. Les mesures

d’ angles utilisées de cette cible sont présentées dans la figure 2.5.

07

062
0.658
0.67
0.66
0.65
0.64
0.63

simulated bearings in radians

0.62

0.61

06 : . : :
0 z0 40 g0 &0 100
time step

Fig. 2.5: Mesures d’ angles simulées du modéle curviligne

Le vecteur d’initialisation et la matrice de covariance du filtre sont :

/2100\ /2.10+2 0 0 0 0 \
10 0 5.10~% 0 0 0
Xo=| 1400 [, X0 =| 0 0 2.10%2 0 0 |
5 0 0 0 5.10~4 0 /
0.0523 0 0 0 0 5.107*

Les figures 2.2 et 2.6, démontrent gque les trajectoires estimeées et réelles sont superposées
et presgue identiques. Les figures 2.3, 2.4, 2.7, 2.8 et 2.9 présentent I’ évolution dans le
temps des racines des erreurs quadrati ques moyennes (RM SE) de position et de vitesse des
mouvements rectiligne et curviligne, il apparait clairement que les différentes RMSE de
position ou de vitesse pour les deux mouvements sont faibles, ce qui montre que
I"algorithme a bien traqué la dynamique de la cible et donc, converge vers la vraie
trajectoire. D’aprés ces RMSE faibles, nous pouvons dire que le traqueur a savoir
I’ algorithme du filtrage particulaire, traque ou dépiste précisément des cibles dont les

modéles d’ état et /ou de mesure sont non linéaires.
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Fig. 2.6 : Trajectoire réelle et estimée
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Fig. 2.7 : RMSE de position (X et Y)

En ce qui concerne le temps de calcul, lors de I'utilisation d'un filtre particulaire a
rééchantillonnage adaptatif avec N = 500 particules pour 200 itérations est de 12
secondes, donc pour une seule itération, le temps est de 60 ms sur une machine de type
Pentium IV de fréquence dhorloge égale a 340 GHz. On constate ainsi

expérimentalement que |’ étape de rééchantillonnage est tres colteuse et ce d autant plus
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gue le nombre de particules est élevé ce qui donne un autre argument en faveur du

rééchantillonnage adaptatif aux dépends du rééchantillonnage systématique.

RMS X velocity error (m/s)

! | '
20 40 B0 80
Timestep k

100

RMS Y velocity eror {m/s)

1

=
]

=
=]

=
~

=
m

=
in

=
T
[}

20 40 0 80 100
Timestep k

Fig. 2.8 : RMSE de vitesse dans le plan horizontal (X, Y)
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Fig. 2. 9: RMSE de vitesse angulaire Q

Cette étude montre donc que dans la pratique, le rééchantillonnage systématique peut

S avérer dangereux dans la mesure ou il conduit a un appauvrissement des états. Enfin

I”économie du temps en ne procédant que s nécessaire au rééchantillonnage est non

négligeable.

2.

3 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a I'estimation bayésienne du processus

d'état markovien (X;),en Observé a travers le processus de mesures(Yy),en+. Plus

particulierement, I'objectif était de fournir une estimation de la loi conditionnelle Ly, =
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p(X Yy, ...,Y,) . Les méthodes dites de Monte-Carlo ont permis de développer
notamment dans le cadre du filtrage une classe de méthodes tres performantes, dénommees
méthodes séquentielles de Monte-Carlo ou encore filtres particulaires. A chaque instant, la
loi Ly, est approximée par une somme pondéerée de lois de Dirac centrées en des
particules. Ces particules et leur poids évoluent au cours du temps selon un
échantillonnage pondéré ségquentiel et sont rééchantillonnées afin de n'en conserver que les
meilleures au sens de la vraisemblance des observations. Devant la profusion d'études les
concernant durant les dernieres décennies, nous avons proposé un état de l'art présentant
tout d'abord le filtre bootstrap qui est le filtre le plus utilisé puis une classe générique
englobant la plupart de ses variantes. Plusieurs choix de fonctions de proposition servant a
guider au mieux les particules dans les régions de forte vraisemblance ont été décrites aing
gue plusieurs choix de techniques de rééchantillonnage limitant I'augmentation inutile de la
variance des poids des particul es.

Nous avons enfin présenté une application du filtre particulaire que nous avons menée
pour le suivi d'une cible unique observée a travers des mesures d'angle uniquement dont
lesquels nous avons démontré deux scénarios. Nous avons en particulier montré I'avantage
pratigue du rééchantillonnage adaptatif retardant la dégénérescence des poids par rapport

au rééchantillonnage systématique.
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Chapitre 3

Approche modeles multiples

La discipline de la poursuite de cibles occupe une grande place dans la littérature,
incorporant l'estimation d'état, les techniques d'estimations modeles multiples, les
méthodes d'associations des données. Presque tous les systemes de poursuite modernes
utilisent le filtre de Kalman comme un outil central pour I'estimation d'état. Cependant, si
la cible est manceuvrante, le succes du filtre de Kalman standard peut étre limité. Les
structures alternatives utilisant plusieurs filtres de Kalman en paralléle ont montrées un
succes dans ce probleme. Nous exposons dans ce chapitre deux approches modeles
multiples ; la premiére considére que le modele en vigueur ne change pas avec le temps,
par contre la deuxiéme suppose que le modele de la cible peut changer a n’importe quel

instant.

3.1 Estimation a modéles multiples

Les techniques décrites dans le chapitre 1 sont extrémement efficaces pour poursuivre
les objets mobiles quand les suppositions de l'algorithme sont satisfaites. Cependant, une
prétention inhérente a ces méthodes est que le modele dynamique de la cible est connu
pour tout le temps.

Dans l'application de la poursuite de cibles, il y a deux classes fondamentales de
modeles: manceuvrant et non manceuvrant [64],[75],[84]. Les modeles non manceuvrants
sont employés pour exploiter le fait que la plupart des avions volent le long de chemins
droits (trajectoires rectilignes) plus du temps; une telle connaissance introduit la certitude
intrinseque dans le probléeme d'estimation, qui peut étre employée pour réduire la largeur
de bande du filtre de poursuite et pour augmenter considérablement la précision des états
estimés.

Les modeles manceuvrants sont nécessaires dans un systéme d'estimation pour décrire le

mouvement de la cible quand elle n'est pas «non manceuvrante ». La variété des

50



Chapitre 3 Approche modéles multiples

manceuvres d'une cible peut (en particulier dans un arrangement militaire) élever le niveau
d'incertitude dans le systeme.

Fondamentalement, les traqueurs de cibles peuvent utiliser deux stratégies pour
s'adapter aux changements des modeles dynamiques. La premiére approche [75] est
d'utiliser la mesure pour estimer les paramétres inconnus des manceuvres (des méthodes
employant souvent des fenétres de type glissant) et corriger alors les états estimés en
utilisant ces parameétres. L'inconvénient de cette méthode est qu'elle est lente pour s'adapter
au changement; elle prend plusieurs périodes d'échantillonnages apres le début d'une
manceuvre pour pouvoir estimer les paramétres des manceuvres avec n'importe quel niveau
d'exactitude.

La deuxiéme approche pour s'adapter aux changements de la dynamique de cible est
d'utiliser une banque parallele d’estimateurs, chacun accordé a une condition de
fonctionnement différente, et de combiner les sorties dans une estimation moyenne
pondérée basée sur l'exécution apparente de chaque filtre élémentaire. Cette derniére
architecture a un avantage important par rapport a l'ancienne concernant la vitesse
d'adaptation. Pratiqguement toutes les techniques a modéles multiples, partagent cette méme
architecture de base et different seulement de la facon avec laquelle les poids des modeles
sont calculés et dans le mélange des estimations des modéles conditionnés entre les cycles

de traitement.

3.1.1 Approche M odéles M ultiples (cas de non changement de modéle)

La forme de base de I'estimateur adaptatif modele multiple (EAMM) [79] est obtenue
quand on suppose que le modele en vigueur ne change pas dans le temps.
3.1.1.1 Calcul des probabilités des modéles.

L'événement M; (mode j) est défini pour représenter la condition que le modele j est en
vigueur. Aucun argument du temps n'est exigé, car on assume que le modele ne change pas
dans le temps. La probabilité a posteriori que le modeéle j étant correcte, donnant I'histoire
de mesures jusqu’a l'instant k est représentée par :

w (k) = P(M;|z*) (3.1)

En développant Z* de I’équation (3.1) en fonction de I’histoire de mesures précédentes

Z*=1 combinée avec la mesure courante z(k) et en utilisant la régle de Bayes a z(k) et M; :
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wi () = P(M; |24, 2(k))
_ (M, z(0)|2)
p(z(k)|Zzk1)
p(z(k)|M;, z*1)P(M; |2+ 1)
B P02
Ou la notation P(.) se rapporte a la probabilité d'un événement discret, tandis que p(.) se

(3.2)

rapporte a la fonction de densité de probabilité d'une variable continue. Le dénominateur
dans (3.2) peut étre augmenté en utilisant le développement de probabilité totale au-dessus

de tous les modéles:
pGOIZE ) = ) p(0IM, 2 DP(M; 124 (33)
i=1

Ou r est le nombre de modéles présupposés (et ainsi le nombre de filtres élémentaires dans
la structure). Ceci donne I'équation récursive suivante pour les probabilités des modéles
(k)

p(z()|M;, Z¥ V) ; (k — 1)
=1 p(z(k)|M;, ZF=Dp; (k — 1)
La représentation de l'espace des parameétres par un certain nombre de modeles discrets est

1 (k) = (3.4)

un emploi efficace du théoréme de probabilité totale, représentant la pdf de la nouvelle
mesure comme une somme pondérée au-dessus de chaque modéle possible.

Le calcul de p(z(k)|M-, Z"‘l) est un probleme facile pour le cas de modéles fixes (non
switching); cette fonction de densité représente la relation entre la mesure entrante
(courante) et I'histoire des mesures précédentes. En considérant le modele de mesure du
filtre de Kalman linéaire standard, ceci est évalué comme:

p(z(k)|M;, Z%71) = N{z(k); H;% (k|lk — 1), H;B (klk — DH" + R;} (3.5)
Ou % (k|k — 1) et B (k[k — 1) sont I’état et la covariance estimés du filtre du modele j et
H; et R; sont respectivement la matrice et la covariance de mesure du modele j.
3.1.1.2 Calcul desestimations combinées

Les sorties de chaque filtre sont I’état estimé du modele conditionné x;, la covariance
associée P

)
initialisés, ils fonctionnent récursivement sur leurs propres estimeés. Leurs fonctions de

et la fonction de vraisemblance du modele 4;. Apres que les filtres soient
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vraisemblances sont employées pour faire la mise a jour des probabilités des modéles ; ces
probabilités sont utilisées pour combiner les états estimés des modeles conditionnés et
leurs covariances.

Sous les suppositions ci-dessus la pdf de I'état du systéme est une mixture gaussienne [32]

avec r termes.
pG(RIZY) = )y (0 Nx(K); % (kIKO), B (IO} (3:6)
j=1

ou

N{.} = (2m. detigB (k) exp (—05[x(k) — % (0] B W[x() - 5 ®)])  (37)

L'estimation de la moyenne conditionnelle est formée comme une moyenne pondérée des

estimes des filtres élémentaires en utilisant les probabilites des modeles u; (k)comme

poids:

2kl = ) () % (el ) (38)
j=1

La covariance de cette estimation peut egalement étre formée en utilisant une moyenne
pondérée, mais en ajoutant le terme de correction qui tient compte de la propagation

présentée par les différentes estimations:
T
POl = Y 11,(0) (B Cklk) + [ Cklk) = 21O [, Gell) - 2 (k1)) (3.9)
=1

La figure 3.1 montre la structure de I’algorithme « modéles multiples » pour des modéles
fixes (non switching). Les estimés des modéles conditionnés par chaque filtre élémentaire
a chaque cycle de traitement sont passés directement dans le méme filtre au cycle de
traitement suivant, car on suppose que le modele en vigueur ne change pas dans le temps.
L‘estimation globale combinée est calculée comme moyenne pondérée, comme il est
montré dans (3.8) et (3.9).
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£k —1lk = 1) X,k — 1]k — 1) 2 (k—1lk—1)
P (k—1lk—1) P(k—1lk—1) .. P(k—-1lk-1)

Propagation Propagation Propagation
avec lemodéle 1 avec lemodéle 2 avec lemodéler

%1 (klk — 1) %, (klk — 1) % (klk — 1)

P (klk — 1) P, (klk — 1) o P(klk—1)

zK) zK) ZK)

Miseajour

Miseajour Misea jour
I—P |—> avec lemodéle 2 I—P avec lemodéler

avec lemodéle 1

’ ’ ’

%1 (klk) %, (k|k) % (klk)
Py (k|k) P, (k|k) P (klk)
Poids de
combinaison
..... (k)
2 (f) Y
(K » >
v x(klk)
v v P(k|k)
Cycle detraitement suivant Estimés
combinés

Fig. 3.1 : Schéma fonctionnel de I'algorithme d'estimation modéles
multiples (cas de non changement de modéles)

3.1.2 Approche Modéles Multiples (cas de changement de modéles)
Pour tenir compte des changements du modéle, le modele en vigueur est autorisé de

changer a n'importe quel instant d'échantillonnage et des événements de I'histoire du

modele sont employés pour caractériser le comportement transitoire du systéme avec le

temps [64]. De tels événements prennent la forme :

M*E =M, My s M} 1=1,..,7" (3.10)

etl<i, <r q=1,..,k
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La notation est interprétée comme signification que cette histoire des [ modéles possibles a
I’instant k se compose de modeles iy ; a I’instant 1, de modeles i,; a I’instant 2, ...etc ou
chaque i, est I'index d’un nombre de modele entre 1 etr.

Si des transitions sont permises pour chaque r modeéles a n'importe quel instant, alors
chaque événement de I'histoire du modele a l'instant k provoquera r nouveaux événements
a I’instant k + 1, par conséquent le nombre d'histoires des modeles possibles augmente
exponentiellement avec le temps selon r*.

Par exemple, avec r = 2 a l'instant k = 2 on a r* = 4 séquences possibles (histoires) :

o~
o~
[aN
—~
o~
N
—

A OwWODN PR
NN PP
NEFEDN P

Il sera suppose que le processus de saut du modeéle est un processus de Markov (chaine

de Markov) avec des probabilités de transitions des modéles connues :

my; 2 P(M(k) = M;[M(k — 1) = M;) (3.11)

Ces probabilités de transitions des modéles seront supposées invariantes dans le temps et
indépendantes de I'état de base ; en d’autres termes, une chaine de Markov homogéne. La
pdf de I'état conditionné de la cible sur les mesures doit alors étre calculée comme
développement de la probabilité totale au-dessus de tous les événements de I'histoire du

modéle :

pG()|Z9) = ) pe(i)IM¥!, ZE)P(M*11Z) (312)
=1

La probabilité de I’histoire du modele P(M*!|Z*) est développée comme suit :
P(M*HZK) = p(M*|z(k), Z+1)
p(M*z(k), ZF 1)
~ pGIZF
p(z(k)|M*L, ZF 1) p(M*| ZFT)
B p(z(k)1ZF1)
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p(Z(k)le,l’Zk—l)P(Mk’j,Mk—l,l' |Zk—1)
B p(z(k)1 2
p(z(k)IM"'l,Z"_l)P(Mk,j |Mk—1,z"Zk—1)P(Mk—1,z' |Zk—1)
B p(z2(k)1ZFT)
Ou [ est I’index de I’histoire du modéle courant (entre 1 et %), I est I’index de I’histoire

(3.13)

du modele précédent (entre 1 etr*~1) et j est I’index du modéle courant (entre 1 etr)
présumé par I’événement de I’histoire du modéle M*!. Le dénominateur est développé
comme I’expansion de la probabilité totale au-dessus de tous les évenements de I’histoire
du modéle comme dans (3.12).

La méthode généralement employée pour évaluer les probabilités de I'événement de
I'nistoire du modele est de supposer que le processus de transition du modele est un
processus de Markov [75], ou la probabilité de la transition dépend seulement du nombre
de modeles précédents i,_,, et pas sur I'histoire du modele anterieure ou les mesures

antérieures:

P(My,; ¥, Z471) = P(M ;[ M*21)
=P (Mk'j |Mi1,z' ’ Miz,t' r Mik—l.l’)

=P (Mk'j |Mik—1,l')
£ T[ik—l,l'j (k) (314‘)
oum; (k) estlaprobabilité de transition du modele index i, _;,” a I'instant k — 1 vers

le modele index j a I’instant k, dont chaque index est un nombre de modéles entre 1 et r.
Notons que I'hypothése de (3.14) fournit un mécanisme pour le calcul des probabilités de la
séquence de modeéle et le conditionnement dans (3.13) de probabilité de la nouvelle
mesure sur la séquence du modele produit toujours un nombre exponentiellement croissant
des hypothéses avec le temps.

La structure de I'estimateur bayésien de plein ordre (cas avec changement de modeles)
est montrée sur la figure 3.2. Le diagramme démontre l'augmentation du nombre des filtres
qui est exigé: la sortie de chaque filtre au cycle de traitement courant doit étre traitée dans
le cycle de traitement suivant en utilisant chaque modele, par conséquent le nombre

kiéme

d'opérations de filtrage au cycle est k.
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x(0]0)
P(0]0)

Propagation Propagation
avecle avec le
modele 1 modéler
%,(1]0) %,(1]0)
P;(110) P.(110)

z(1) l z(1) l

»| Miseajour p| Miseajour (1D Estimés
Avecle Avecle mixtes
N N P(1]1)
modéle 1 modéler
%1(111) % (111) b de
R (111) F-(111) Combinaison
Propagation Propagation Propagation Propagation
avec le avecle avecle avec le
modele 1 modéler modele 1 modéler
%11(2[1) %1, (211) %1(2]1) % (2[1)
P, (2]1) P, (2]1) P.1(2]1) P..(2]1)
z(2) l 2(2) l z(2) l z(2) l
|—> Miseajour |—> Miseajour |—> Miseajour |—> Miseajour
Avecle Avecle Avecle Avecle
modele 1 modeler modele 1 modeler
%, (212) 21, (212) £,1(212) 2, (212)
PL1(2I2) P, (22) P.1(212) B (212)
‘/\‘ K\ Estimés
mixtes
2 <X %(2[2) %(2|2)
>, P(2|2)
%1(2]2)
P (2]2) S ‘
Cycle detraitement suivant Poids de

Combinaison

Fig. 3.2 : Schéma de I'estimateur bayésien de plein ordre
(cas de changement de modéles)
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Les algorithmes les plus utilisés sont décrits dans les sections suivantes.
3.1.2.1 Estimateur pseudo-bayésien généralisé de premier ordre (GPB-1)

L'estimateur pseudo-bayésien généralisé de premier ordre (GPB-1) [75] limite la
mémoire des événements de [I'histoire ; la séquence des modeles, en combinant les
estimations de tous les modéles dans une estimation simple a la fin de chaque cycle de
traitement. Au début de chaque cycle de traitement, I'information reportée de l'intervalle de
mesure précédente est une estimation combinée simple: Par conséquent la pdf de

I'estimation (cas avec changement de modeles) (3.12) prend la version simplifiée :

T

p(x (k) Z*) = z p(x (k)| My, 2%)P(My.;|2¥) (3.15)

j=1
dont le développement de la probabilité totale au-dessus de I’événement de I’histoire du
modéle entier M*! est remplacé par le développement au-dessus de I’événement du modéle

simple le plus récent M, ;. En développant (3.15), il s’avere que I’histoire de mesures

précédente Z¥~1 est représentée par I’état estimé et sa covariance simples du cycle de
traitement précédent, {x(k — 1|k — 1), P(k — 1|k — 1)} :

p((0)|24) = ) p(x(0|My,;,24)P (M, |2*)
j=1

r

p(UOIZY) = D p(x() My, 200, 257 1)P (M | 2¥)

j=1

p(x(l)|z¥) = Z p (x()|My.j,2(K), 2k = 11k — 1), P(k — 1lk — 1)) P(M,,;|2*) (3.16)
=1

En effet, I’approximation de (3.15) et (3.16) signifie de dire que I’histoire des transitions
du modeéle entier et I’histoire des mesures sont représentables a travers I’estimation simple
du cycle de traitement précédent. Une fois la probabilité conditionnelle du modele dans
(3.16) a eté évaluée, en utilisant les développements de (3.13) et (3.14), I’estimation
combinée est donc calculée comme dans (3.8) et (3.9) et le cycle se répéte.

La structure de l'algorithme GPB-1 est montrée sur la figure 3.3, qui exige r filtres en
parallele.
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2k—-1k—-1)
P(k — 1]k — 1)

T,

Propagation Propagation Propagation
Avec Avec Avec
lemodéle 1 lemodéle 2 lemodeler
2 (klk— 1) 2,(klk —1) 2, (klk—1)
P, (klk — 1) P, (klk — 1) P.(klk — 1)
z (k) l z(k) l z(k) l
Miseajour Misea jour Miseajour
L» avec L» avec L» avec
Iemofélel > A (k) Iemoldélez |, Ay (k) Iemlodéler > A, (k)
%1 (klk) 2, (k|k) %, (k|k)
Py (klk) P, (k|k) P.(k|k)

Poids de combinaison

x(klk)
P(klk)

Estimés mixtes

Cycle de traitement suivant

Fig. 3.3 : Schéma descriptif de I'algorithme GPB-1

La sortie de chaque filtre est I’état estimé du modele conditionné %;, la covariance associée
P et le mode de la fonction de vraisemblance 4;, dénommeée likelihood function en anglais.
Les fonctions de vraisemblances sont utilisées pour faire la mise a jour des probabilités des
modeles. Les sorties de tous les filtres sont fusionnées dans une estimation simple x et P a
chaque cycle de traitement en utilisant les probabilités des modeles, qui est employée
comme entrée a chacun des filtres au prochain cycle de traitement, fournissant une
approximation trés brute du systéme optimal représenté sur la figure 3.3.

La structure de cet algorithme est :

59



Chapitre 3 Approche modéles multiples

(N,,N.,)=(1, r) (3.17)
ou N, est le nombre d’estimés au début du cycle de I’algorithme et N, est le nombre de

filtres dans I’algorithme.

% Algorithme GPB-1:
Un cycle de I’algorithme consiste a effectuer les opérations suivantes :
1. Filtrage
Commencant avec X(k — 1|k — 1), pour chaque filtre on calcule % (k|k) et sa

covariance associée B, (k|k), les fonctions de vraisemblances A; (k) selon les r filtres sont

évaluées comme suit :
A; (k) = p(z()|M; (), Z+)
8 =p (20| M (), 20 — 1k = 1), B (k= 1k = 1)) j=1,.,r (318)
2. Miseajour de probabilité
wj (k) = P(M; (k)|z¥)
= P(M; (k)| z(k), 2*7")
= Zp(a00 | 10, 241 )P ()| 247)

1 r
=—4 (k); P(M; ()|M; (k — 1), Z1)P(M; (k — D)|Z*1)

1 r
= ZAj (k) ; my pi(k — 1) (3.19)

ou c est la constante de normalisation :

¢ = Z 4;(k) Z 7y (ke — 1) (3.20)
=1 i=1

3. Combinaison des états estimés et covariances
L’état estimé combiné et sa covariance sont obtenus selon la sommation dans (3.15)

comme suit :

2(klk) = ) 1y (0% (k) (3:21)
j=1
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POl = ) 1) (B Cklk) + [5; Cklk) — 2k1IO][5 (el — 2k10]) (3.22)
j=1

3.1.2.2 Estimateur pseudo-bayésien genéralisé de deuxieme ordre (GPB-2)
L'estimateur pseudo-bayésien généralise de deuxiéme ordre (GBP-2) [75] opére sur des
principes semblables a la variante du premier ordre, sauf que la mémoire est permise de
prolonger un cycle de traitement additionnel. Encore, la pdf de l'estimation est modifiée
(cas avec changement de modeles de plein ordre) de (3.12) a la version simplifiée, que

cette fois incorpore le modele précédent M, _; ; en addition au modele courant M, ;:

T T
p(x(k)|Z*) = Zz p(x (k)| My j, My_1;, Z%)P(My j, My_y,;|Z¥) (3.23)

j=1i=1
Manipulant (3.23) et supposant que I’histoire {Mk_lli,Z"‘l} est représentée par les
estimés combinés du lieme modele dans le cycle de traitement précédent
{z;(k — 1|k — 1), P,(k — 1]k — 1)}, et que (selon le modele de Markov) la transition du

modele dépend seulement du modele précédent mais pas de I'histoire de mesure:

p(x(k)|ZF) = Z Z p(x(k)|Mk,j;Mk—l,i;Zk)P(Mk—l,i|Mk,j:Zk)P(Mk,j |Z*)
==

= > PG| M, 200, My, G = 11O () (3.24)

j=1i=1

Donc, a l'instant kK — 1 il y a r états estimés et covariances, chacun est prédit et mis a jour a
I'instant k sous r hypotheses, a savoir :

2 (klk) = 2{k|k; M; (k), 2;(k — 1|k = 1),P(k — 1k = 1D} {j=1,..,r (3.25)

P; (klk) = P{k|k; M; (k),P;(k — 1]k — 1)} i,j=1,..,m (3.26)
Apres la mise a jour, les estimés correspondant au méme modeéle sont combinés avec les
pondérations p;; (k — 1|k) resultant r estimésx; (k|k). En d'autres termes, les r?
hypotheses sont fusionnées dans r a la fin de chaque cycle d'estimation. Ceci est illustré a
la figure 3.4, qui montre la structure de l'algorithme. Comparé avec la structure de
I'algorithme GPB-1, représentée sur la figure 3.3, l'algorithme GPB-2 utilise r2filtres, ainsi
il peut maintenir r estimations et propage chaque estimation avec chacun de r filtres a

chaque intervalle de traitement.
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La structure de I’algorithme GPB-2 est :
(Ne,Nf) = (r,1?)

Ou N, est le nombre d’estimes au début du cycle de I’algorithme et Ny est le nombre de

(3.27)

filtres dans I’algorithme.

2,(k—1lk - 1) 20— 1lk—1)

P (k— 1]k — 1)

P.(k—1lk — 1)

Propagation Propagation Propagation Propagation
avec avec avec avec
lemodéle 1 lemodéler lemodéle 1 lemodéler
%11 (klk —1) %, (klk —1) 2,1 (klk — 1) %, (klk — 1)
P i (klk—1) P, (klk — 1) P 1(klk — 1) P, (klk —1)
z(k) l z(k) l z(k) l z(k) l
Miseajour Miseajour Miseajour Miseajour
|—> avecle |—> avecle |—> avec le |—> avecle
modéle 1 modéler modéle 1 modeéler
f1,1 (klk) 21; (klk) 2r,1 (klk) 2r,-r (klk)
P,1 (klk) P, (klk) P. 1 (klk) P. . (klk)
Poids
de
combinaison
%1 (k|k) %, (k)
P, (k|k) P, (klk)
Cycle de traitement suivant
Estimés mixtes £(k|k)
P(kl|k)

Fig. 3.4 : Schéma descriptif de I’algorithme GPB-2
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% Algorithme GPB-2:
Un cycle de I’algorithme consiste a effectuer les opérations suivantes :
1. Filtrage
Commengant avec X;(k—1lk—1) et P(k—1|lk—1)on calcule #£;(klk)et sa
covariance associée P;(k|k)a travers le filtre assorti de M;(k). Les fonctions de
vraisemblances correspondantes a ces 2 filtres sont :
Ay (k) = p(z(k) |M; (), M; (k — 1), Z%7) (3.28)
Elles sont évaluées comme suit:
4 () = p (2(0)|M; (), 2, (k — 11k = 1), Bk =1k = 1)) ij=1,..,7  (3.29)
2. Calcul de probabilités de fusionnement
La probabilité que le modele i avait, en effet, a I’instant k — 1 si le modéle j est, en effet,
a I’instant k conditionnée sur Z* est :
pip; (k — 1|k) & P(M; (k — 1)|M; (k), Z*)
= P(M;(k — 1)|z(k), M; (k), Z*71)

=~ p(20h0), M, )| Myl — 1), Z51)P (M (e — D))
)

= Clp(z(k)lle(k); M;(k — 1),Zk_1)P(]V[j (k)lMl(k _ 1),Zk_1)
]

P(M;(k— D]z (3.30)

donc les probabilités de fusionnement sont:
1
i)y (k — 1lk) = Ay Rmpk—1) ij=1,..,r (3.31)
j
Avec

r
G = z’“f Omjuk—1)  j=1.,r (332)
i=1

Les probabilités de transition des modeles ir;; sont supposées connues, leur choix fait

ij
partie du processus de conception de l'algorithme.
3. Fusionnement

L'état estime correspondant a M; (k) est obtenu en combinant les estimés de (3.25) selon la

sommation intérieure dans (3.24) comme suit:
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T
% (k) = ZQU klOuy (k= 1K) j=1,.,7
i=1

La covariance correspondante est :

(3.33)

B (klk) = zuiu (e — 11k) (Py Cklk) + [ Celke) — % (k)] [ ki) — 5 (klK)] )
i=1

j=1,..,r
4. Miseajour de probabilités des modéles

Ceci se fait comme suit :
w (k) 2 P(M; (1|2 (k), 241)

= %p(z(k),M- (k)|z*1)

= %Z p (Z(k), M. (k)lMl(k — 1)'Zk_1)P(Mi(k _ 1)|Zk_1)
i=1

1 r
= E;p (20D |M; (), M, (e — 1), Z5=V)P(M, (k) | M, (k — 1), Z*1)

P(M; (k —1)|z+1) j=1,..,7
donc les probabilités de mises a jour des modéles sont:

1% C
i=1

ou ¢; est décrit dans (3.32) et c est la constante de normalisation :

r

Y

=1
5. Combinaison des états estimés et covariances

L'état estimé combiné et sa covariance sont :

2kl = ) 1y (0% (k1K)
j=1

PO = ) gy () (B (ki) + [ Celk) = 2GKk1I0] [3 Gelle) — 2Ckli)])
j=1
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3.1.2.3 Estimateur modéles multiplesinteragissants (IMM)

L'estimateur modéle multiple interagissant [25],[75],[85] dénommé Interacting Multiple
Model en anglais et dénoté IMM, est une méthodologie qui réalise I'exécution comparable
a lestimateur GPB-2 a l'aide seulement de r filtres élémentaires mais pas de 2.
L'algorithme peut étre obtenu en considérant les limitations inhérentes au probleme: si
seulement r filtres élémentaires sont permis, alors I'entrée au j**™ filtre devrait étre la
meilleure estimation de I'état a l'instant k — 1, conditionnée sur I'événement que le modéle
j est en vigueur a l'instant k (le nouvel instant d'échantillonnage), p(x(k — 1)|My ;, Z*71).
En utilisant cette expression comme point de départ, nous suivons une itération simple de
I'algorithme a travers le calcul de la méme fonction a la période d'échantillonnage suivante.

Apres un cycle de mise a jour de la propagation du filtre de Kalman standard au keme
instant d’échantillonnage, la sortie du j*™ filtre élémentaire sera p(x(k)|My;,Z*). La
condition pour I’algorithme IMM est donc de combiner les estimés de r filtres
élémentaires pour calculer les entrées p(x(k) |Mk+1,l-, Z") de chaque filtre élémentaire pour
le prochain cycle de traitement.

La pdf globale formée en utilisant l'information de tous les r filtres représente

I'information totale contenue par le systéme a I’instant k :

-
pG(0)|Z9) = ) p(x(l) My, 2%) P(My ;|2) (3.40)
j=1
Le but de I'entremélement est ainsi de masser (3.40) dans l'expansion nécessaire a l'entrée
du prochain cycle de traitement:

T

PUOIZ) = D p(x(0)|Mir 2) P(Meynil2¥)  (3.41)
i=1

Le dernier facteur dans (3.41) est facilement évalué en utilisant I'nypothése de Markov
selon (3.14):

§
P(My41,|2%) = ZP(Mk+1,i|Mk.j’Zk)P(MkJ|Zk)

j=1

T

= Z P(Mis1,:|My.; )P(My ;| 25) (3.42)
j=1
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Notons que si (k + 1|k) est la matrice de transitions de Markov telle que:

(M) = P(Myy1,|My. ;)
Alors (3.42) est simplement une multiplication de la matrice m(k + 1|k) par le vecteur
dont ces éléments sont les probabilités P(Mk,]- |Z"), donnant le vecteur des composants qui
représentent les probabilités P (M., ;|Z").
Le facteur principal dans la somme de (3.41) est alors augmenté en utilisant le théoréme de

probabilité totale au-dessus du modéle précédent de l'index j:

r

p(x(k)| My 41, Z%) = Z p(x (k) |My 41,5, My ;, Z%) P(My | My 11,4, Z%) (3.43)
=

ou les probabilités en arriére de transition sont calculées par :
P(Myj, Mi41,1|2")
P(My11,4|2%)
_ P(Miy1i[ My, 2)P(My|2°)
P(My414|2%)

P(My j|My 41, 2%) =

_ P(Myy1,:|Myj, Z¥)P(My ;| Z*)
2;:1P(Mk+1,i|Mk,nJZk)P(Mk,n|Zk)
Selon I'nypothése de Markov, la probabilité de transition P(Mk+1’l- |Mk,j,Z") ne dépend pas

(3.44)

de I'histoire de mesure Z¥.
En supposant que lhistoire Z¥ de I'estimateur est convenablement modelée par les r
estimations du cycle de traitement précédent (chaque estimation conditionnée sur un

modele différent M, ;), (4.43) est alors approximée par une densité gaussienne simple:

r
p(x(k)| My 41, Z%) = z p (x(k)|Mk+1,i'52j (k|k), P (k|k)) P(Myj|My 41, 2%)
=1

~ N{x(k); 2! (k|k), Pi(k|k)} (3.45)

dont la moyenne et la covariance de la gaussienne sont données par:

T

#i(klk) = Z P(My ;| Mysr0 295, (KIK) i=1,..r (3.46)

j=1
Pi(klk) = ZP(MkJ [Micir2%) (B Celke) + [ Gelke) — x Gl )] [ Kl — xi (kl1R)] )
. (3.47)
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avec :
waj (klk) = P(Mk,lek+1,ier) (3.48)

Les probabilités a posteriori exigées des modeles P(M,;|z¥) pour (3.44), sont
récursivement calculées en utilisant les expressions :
P(My;|z*) = P(My.;|z(k), zF71)
B p(Mk,j,Z(k)|Zk_1)
p(z(k)|ZF1)
_p(z(0)|My ;, 21 )P(My
p(z(k)|Z¥1)

Comme discuté dans (3.42), P(Mk,j |Z"‘1) peut étre augmentée ou développée en utilisant

N 7k-1
1z (3.49)

le théoréme de la probabilité totale comme:

r
P(Myy|271) = 3" P(Myj My 1 257) P(My_y, ]2571)
i=1

r
= Z P(Mk,j |Mic_1;) P(My—1,1|2%71) (3.50)
i=1

ou I'hypothese que la probabilité de transition du modele ne dépend pas de l'histoire de

mesure est de nouveau rappelée.

Ainsi, la substitution dans (3.50) et en augmentant le dénominateur en utilisant le théoréme

de la probabilité totale, (3.49) devient:

p(2(0)| My, 2571) By P(My | Mic—1,0) P(Mi—1,1|2*7")
ne1 P(20) | My, ZK71) P(My | Z51)

Notons que le dénominateur est le facteur de normalisation nécessaire pour assurer que la

P(My;|z¥) = (3.51)

somme de probabilités des modeles conditionnels est égale a 1.

Selon les techniques modeles multiples précédentes, I'estimation combinée est calculée
a chaque cycle de traitement pour donner la sortie de I'estimateur. Un schéma fonctionnel
de l'algorithme IMM est montré dans la figure 3.5. La structure est tres semblable a la
structure des modeéles fixes (cas de non changement de modéles) représentée sur la figure
3.1: il y a r filtres, dont chacun est fourni avec une entrée différente. Cependant, plutét que
de passer la sortie de chaque filtre directement dans le méme filtre au prochain cycle de
traitement, lI'algorithme mélange les estimations selon le modéle de transition de Markov

afin de permettre au systeme de réagir aux changements du modele en vigueur. D’une
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autre facon, I’entrée au filtre assorti du modéle i est obtenue par une interaction de r filtres,

qui consiste a mélanger les estimes %; (k|k) avec les pondérations u;; (k|k), appelées

probabilités mixtes. Les détails de cet algorithme (IMM) peuvent étre trouvés dans [25],

[75] et [86].

La structure de I'algorithme IMM est :

(Ne, Nf) = (r,7)

(3.52)

ou N, est le nombre d'estimations au début du cycle de traitement et N¢ est le nombre de

filtres dans l'algorithme.

#lk—1lk—1)
Pl(k — 1]k — 1)

|

Propagation

}

22k —1lk—1)
P2(k — 1|k — 1)

Propagation

|

k—-1k—-1)
P"(k — 1|k — 1)

Propagation

avec avec avec
lemodéle 1 lemodéle2 | ..... lemodéler
Z1(klk — 1) 2,(klk—1) 2. (klk—1)
P, (klk — 1) P,(klk — 1) P.(klk — 1)
Zﬂ Miseajour z(k) Miseajour z(k) Miseajour
Ienf?;/deglel L4, (k) Ien?;/deglez |y A2(k) le n?Xdegler Ly A (k)
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W Ao el
|
> 2
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21(k|k) x22(klk) 2" (klk) P(k|k)
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mixtes

'

!

|

Cycle de traitement suivant

Fig. 3.5 : Schéma descriptif de I'algorithme IMM
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3.2 Conclusion

Les sections précédentes ont présenté les approches d'estimation modeles multiples
généralement utilisées. L’estimateur modele multiple traditionnel est fondé sur I'hypothese
que le modele en vigueur ne change pas avec le temps; mais, si on tient compte des
changements du modéle, c’est a dire le modéle en vigueur est autorisé de se changer a
n'importe quel instant. Donc, ces changements prolongent I’algorithme pour fournir des
performances adéquates dans un environnement avec changement de modeles (switching
model). Tous les estimateurs (cas avec changement de modeles) utilisent un modele de
Markov pour des probabilités de transition ; I'algorithme le plus utilisé est I’'IMM, qui
fournit une performance semblable au GPB-2 a une fraction du co(t de calcul.
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Chapitre 4

Poursuite linéaire multi-cibles

Le probleme de filtrage d'une cible unique est souvent perturbé par la présence de
mesures qui ne résultent pas de la détection de la cible considérée, soit parce qu'elles sont
issues d'une autre cible présente dans le volume d'observation, soit parce qu'elles ont été
générées par un processus d'élaboration de mesure, sans étre issues d'une cible. Ces
dernieres mesures sont généralement appelées des fausses darmes. A la réception du
vecteur de mesures, rien ne nous indique cependant leur origine, ce qui nécessite d'émettre
des hypothéses sur les associations entre les mesures et les cibles. Dans ce chapitre, nous
exposerons tout d'abord la modélisation du probléme de filtrage linéaire multi-cibles que
nous venons de décrire. Différents algorithmes déterministes permettent de résoudre ce
probléme. Nous les exposerons en distinguant pour cela deux classes de filtres, selon que
I'association d'une mesure a une cible est considérée de fagon dépendante ou pas de

|'association des autres mesures.

4.1 Formulation de la pour suite multi-cibles
Soit M le nombre de cibles suivies. Cet entier sera supposé connu et constant dans
certains agorithmes et inconnu et variable dans dautres. Nous utiliserons toujours

I'exposant i pour faire référence a l'indice d'une cible parmi les M présentes. Le vecteur

X, désigne maintenant la concaténation des états (X, ..., X;') o (X}), est & valeurs

dans R pour i = 1, ..., M. On supposera au minimum que le processus X, est markovien:
Xy = Fe(X—1, Vi) (4.1)
En pratique, les différentes cibles seront généralement modélisées selon des dynamiques
indépendantes. On adors [83]:
Xi =Fl(Xi_, Vi) vi=1,.., M. (4.2)
A chagueingtant k € N, on dispose d’ un vecteur de mesure de longueur m :

Y = vk 7). (4.3)
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La lettre j sera utilisée en exposant pour désigner un indice de mesures parmi les
m;, mesures présentes a I'instant k. Certaines mesures sont issues de cibles détectées et
d'autres sont des fausses alarmes. On suppose généralement que le nombre de fausses
alarmes suit une loi de Poisson de paramétre AV ou A désigne un nombre réel et V désigne
le volume d'observation et qu'elles sont uniformément réparties dans ce volume. 1l est
€galement possible qu'une cible ne soit pas détectée a un instant et qu'aucune mesure n'en
soit issue. Du fait de la présence de fausses alarmes et de la possibilité de non détection des
cibles, le nombre de mesures m;, n’est en général pas égal au nombre de cibles M.
L'incertitude sur I'origine des mesures est double [83]:

e la présence de fausses alarmes impligue quune mesure ne provient pas

obligatoirement d'une cible.
e la présence de plusieurs cibles implique qu'une mesure qui n'est pas une fausse
alarme peut a priori provenir de chacune des cibles.
Pour modéliser cette incertitude, on introduit la variable 6, qui indique I'association entre
les mesures et les cibles. Ainsi G{C = i dgnifie que la mesure y,{ provient de la cible
dindicei si=1,.., M et quelle est une fausse alarme s i vaut 0. Pour les mesures qui
ne sont pas de fausses alarmes, on suppose que le modéle suivant est vérifié :
Y] = Hi(xj, W) (4.4)

Aucun modele cinématique n'est associé au modéle des fausses alarmes, indicé par 0.
L’indexation des composantes du vecteur de mesure Y, étant arbitraire, on suppose que

toutes les mesures ont la méme probabilité a priori d’ étre issues d’ une cible donnée. Aing,

les variables aléatoires (65{)1 _1,...m, ONt supposées identiquement distribuées. Leur loi

commune est définie & I'aide des probabilités i, suivantes:

. 2 P(6), =i) Vj=1,..,my. (4.5)
La probabilité 7. du modéle i est ains la probabilité a priori qu'une mesure quelconque
soit associée au modélei. La dénomination de « modéle » recouvre celle de la cible s
i=1,..,Met le modéle des fausses dames s i =0. Intuitivement, la
probabilité rt représente |’ observabilité de la ciblei pouri = 1, ..., M. Le vecteur m;, =
(m, i, ..., m}) est consdé&é comme une rédisation du vecteur aléatoire IT, =

(R, mt, ..., m) ot I’ apriori suivant est mis sur laloi de I7,:
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p(IT) = p(lo)pUg, ..., Y| T) (4.6)

Oup(ITy,) = p(ITy)pUT}, ..., MY |11,) est uniforme sur I hyperplan [0, 1 — 12 1M vérifiant
M Ml =1-12. On suppose ainsi que chague mesure, S elle n'est pas une fausse
alarme, a la méme probabilité a priori d' étre associée a chacune des cibles. De plus, la
probabilité qu’une mesure soit associée au modée des fausses alarmes est calculable et

dépend du nombre de mesures m,, et de la densité des fausses alarmes AV , [83]:

my
) 2 P(6,=0) = ZP(@L =0|NS =) P(NY = 1)
=0

my

l V)
= Z m—kexp(AV) @v) (4.7)

l!
1=0

Ou Np est le nombre de mesures qui sont des fausses alarmes a I'instant k. Chaque terme
de la somme est calculé selon le raisonnement suivant : supposant que I mesures sur les

my, soient des fausses alarmes, aors la probabilité gu'une mesure quelcongue soit une

fausse alarme vaut mLk ie, P(6) = 0[N0 =1) =+

mi
Enfin, on suppose gu’ a chague instant les mesures sont indépendantes conditionnellement
alétat, i.e. :

pCrelx) = | [p( %) (48)
j=1

On s'intéresse au probléme de filtrage de laloi Ly, qui revient al’estimation des M lois
Li (dxy) 2 P(XL|Yy = y14) pour i =1,..,M. Du fait de la non connaissance des
associations entre les mesures et les objets, nous ne sommes pas en mesure de découpler
cette estimation en M estimations indépendantes. Le filtrage avec incertitude sur l'origine
des mesures nécessite ains la résolution de I'association de données. Nous verrons que

plusieurs hypothéeses d'indépendance peuvent étre émises conduisant a |'indépendance ou

non des composantes 6{6 de la variable d'association ©,. Nous nous contentons pour
I'instant de les énoncer et nous les éudierons dans | es sections suivantes.

Nous nous intéressons tout d'abord a la résolution du probléme de filtrage dans un
environnement bruité en supposant les hypotheses (H1) et (H2) qui induit la
dépendance des associations des différentes mesures.
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(H1) Une mesure peut provenir d'une cible ou étre une fausse alarme.

(H2) A un instant donné, une cible peut étre a l'origine d'aucune ou d'au plus une
mesure.

(H3) A uninstant donné, une cible peut étre a |'origine d'aucune ou de plusieurs

mesures.

4.2 Filtrage et association de données avec dépendance des associations

Les algorithmes suivants sont construits sous I'hypothese de modéles d'état et

de mesures linéaires avec des bruits additifs gaussiens. Les processus d'état sont
de plus supposés indépendants [83]:

X, =FX,_+V, Vi=1,..,.M

{Yf = Hljixlji :Lw,jk sio), =i (4.9)

ou (Vi) oour i=1,.. . Met(W/) ., pour j=1,..,m; sont des bruits blancs

gaussiens indépendantes de matrices de covariance respectives X, et Z{}V.
Les méthodes suivantes sont fondées sur |a représentation de laloi Ly, = P(X}|Yy..) par
une gaussienne et l'utilisation du filtre de Kalman. Etant donnée I'incertitude sur I'origine
des mesures, |a probabilité de chagque association est évaluée et utilisée pour pondérer les
estimations. Le vecteur d'association est soumis aux deux hypothéeses d'association (H1) et
(H2) détaillées dans le paragraphe suivant.
4.2.1 Hypothéses d’association
(H1) une mesure peut provenir d une cible ou étre une fausse alarme.

Cette hypothese traduit I'exclusivité et I'exhaustivité du processus d'association. En
pratique, cela nous permettra dutiliser le théoréeme des probabilités totales pour
décomposer un calcul de probabilité selon I'ensemble des réalisations possibles du vecteur

d'association. L'égalité suivante sera notamment vérifiée a chague pas de temps:
M

z P(e,=i)=1 Vj=1,..my (4.10)

i=0
L’ hypothese suivante énonce la dépendance des variables (65c )j iy entre-elles.

(H2) A uninstant donné, une cible peut étre al’ origine d’ aucune ou d’ au plus une mesure.

Cette dépendance S écrit :
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Vk=1,. finVi=1,.,M Vj,j €{l,..m} telque j#j, 6, =i >0l #i
(4.11)
4.2.2 Principe de validation des mesures
Pour limiter la complexité des calculs, une approximation consiste a ne considérer que

certaines mesures selon le test de validation ou fenétrage statistique suivant:

{ H, : lamesure y, ne provient pas de la cible x;, (412)

H; : lamesure y, provient de la cible x;
Seules les mesures pour lesquelles H; est acceptée sont sélectionnées. Ce test est fondé sur
les hypotheses suivantes. On suppose que la loi Ly,_,est une loi gaussienne
N(Xk;)?k|k_1,Pk|k_1). La mesure prédite, I’'innovation et la covariance de I'innovation

sont alors définies par

Yiele—1 = Hi Xijie—1, (4.13)
Vklk=1 = Yk — Yilk—1 (4.14)

et
Sk = HyPrje—1HY +Zy (4.15)

On suppose aors que la mesure associée a X, est distribuée selon la loi Gaussienne
centrée en la mesure préditey,,—; €t de covariance S,. On définit la distance de

Mahal anobis associée:

ex (i) 2 (v — Yk|k—1)T5k_1(J’k — Yipe—1) = Tupk—1Si Frepe-1- (4.16)
Lamesure y, est dlorsvalidée s ladistance €, (y,) est inférieure a un certain seuil y, soit:
{H1 acceptée si (Vi — Yie—1) Si* (Ve — Yip-1) S 7. (4.17)
H, acceptée sinon
Le seuil y est chois detel sorte que la probabilité que la mesure correcte se trouve dans la
région {yk/ek =y — yk|k_1)TSk_1(yk — Vie-1) < y}soit égale a B,. En pratique, la
probabilité F; est frequemment fixée a B, = 0.99.
4.2.3 Filtrage d’une cible unique dans un environnement bruité
On se restreint tout d'abord au cas ou le nombre d'objets M est égal a un mais ou
I'origine des mesures est incertaine du fait de la présence de fausses aarmes parmi les
mesures. Selon les hypothéses (H1) et (H2), il existe deux types d'associations [83]:

e Soit toutes les mesures validées sont supposees étre des fausses alarmes et les
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m,, composantes du vecteur 8, sont nulles. Une seule réalisation de O, est de ce
type.
e Soit, m;, — 1 composantes sont nulles et une composante vaut un. Selon le choix
de cette derniére composante, il y a m,, rédisationsde ©,, de ce type.
Il'y adonc p, = 1+ my, rédisations possibles pour ©,. On suppose que ces réalisations
sont ordonnées et I’ on désigne par 6! laliéme rédisation de ©,. Si celle-ci est du second
type, on désignera par j' I’indice de la mesure associée alacible. Nous convenons que le

symbole # alourdit I’ écriture mais sa présence permet de différencier une réalisation 6!
du vecteur 6, d unerédisation 8] delacomposante 6/, de 6.

Nous exposons en premier lieu le filtre bayésien optimal qui prend en compte I'ensemble
des associations de l'instant initial al'instant courant pour estimer |'état courant.

4.2.3.1 Filtre bayésien optimal (FBO)

Initialement proposé dans [69], le filtre bayésien optimal consiste a décomposer la loi
Ly, selon le theoreme des probabilités totales sur I'ensemble des réalisations possibles
pour O .

PXi Y1) = X Y1, my ) = Z PXi|O1., Y1k, M1 ) P(O1.4 Y1, myy)  (4.18)

01:k

La premiére égalité de |'équation précédente rappelle que le conditionnement par rapport a

m,, est implicite lors du conditionnement par rapport aY,, Une réalisation 85, du vecteur
il il
O, résume a la donnée dun vecteur de mesuresyil = (y{ s Vi ) avec

éventuellement aucune mesure a un instant donné, si elles sont toutes associées au modéle
des fausses alarmes. Elle sSexprime récursivement comme la concaténation d'une
réalisation 6% de ©,. Le nombre de réalisations possibles pour 6., vaut ains p;., =
P =T(1 +my) ol my est le nombre de mesures validées & I'instant k. La somme
précédente S écrit donc :
Pk

p(Xi Y1) = Z p(Xi |V = ¥y mig) P(O1 = 074 |Vimu)  (419)
=1

Leslois p(X|Y1. = y#L) ne présentent pas dincertitude sur I'origine des mesures. Pour
un modéle d'état et de mesure linéaire gaussien, ce sont donc des lois gaussiennes dont la

moyenne et la covariance peuvent sestimer par un filtre de Kalman. La loi Ly, est aing
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une somme de gaussiennes sur les réalisations possibles du vecteur O, et pondérées par

leur probabilités. On utilisera dans les équations & venir la décomposition de y{*, selon le

passé et le présent yil = (3’1k LY )

P1k
1
pPXilY1p) = z P(Xk Yiko1 =Yg Y% = ylk)P(Ql:k = 0f% | Y1k, mak )

=1

p1: il

' p ( Vi |Xk) p(X|V1gor = Yf:sk_l)

=) P(Orx = 01|V 140 mis) (420)
=1 (yk |y1k 1)

Lefiltre de Kalman fournit une estimation de la moyenne Xklk et la covariance P,f*llkde la
]
loi p (Xk|Y1:k—1 = yii—1 Y = 3’2)

il
Xt = Xl + K (y,ﬁ - Y/ffk—1) (4.21)
ou y,ffk | est lameure prédite a partir de la suite de mesures y{s,_, et K;*S le gain associé :
-1
Kfs = Pl He(SfFE) . (4.22)

En notant 1, & P(6,. = 65 |Y1. M1 ), lamoyenne de Ly, S écrit donc :
P1:k

Xk = EX Y1) = z Xt Bl (4.23)

Des cal culs menés dans [83] donnent I’ expression suivante de la covariance :

P1:k P1:k

Pr = Z BiaPi + Z Bl X Xk|k _XkaXka . (424)

Les probabilités a posteriori B}., s obtiennent récursivement par application de la régle de

Bayes:
1
Bix = zp(yklel:k = 0§, Vi1, Mg )p(Or = 0F Vi1, Or—1 = 0851, My ) Bl
(4.25)

oll ¢ est une congtante de normalisation telle que la somme /1% Bt vale un. Le calcul

explicite des facteurs du produit précédent donnent :

11 .
. TR, N(yk i SE) st jt#0
p(Yi |01 = 0fh, Vi, myy) = L (4.26)
T si jl=0
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et

p(Or = 0 Vi1, Or—1 = 051, m1) = p(6) = 6f'|my) =

L p,p
{WT‘” si jL#0
wp(mp) (4.27)
(1_PgPd)u (my-1) Coa
5 si j=0
avec au dénominateur
.uf(mk)

D=PP;+(1-EP,) (4.28)

ou us est la loi de densité des fausses alarmes, généralement une loi de Poisson de
paramétre AV. L'algorithme complet est résumé dans |’ algorithme 4.1.
Théoriquement ce filtre est optimal, cependant |a croissance exponentielle du nombre p;.
de réalisations possibles du vecteur d'association ©;., va de pair avec la croissance
exponentielle de la mémoire nécessaire ce qui empéche son utilisation pratique. 1l était
cependant intéressant de le présenter pour deux raisons.
Tout dabord, le filtre & hypotheses multiples, dénommé multiple hypothesis tracker et
dénoté MHT en anglais, est dans une certaine mesure une extension de ce filtre, comme
nous allons le voir dans la section suivante. D'autre part, la connaissance du filtre optimal
permet de mieux apprécier les approximations commises dans le filtre a association
probabiliste, probabilistic data association filter dénoté PDAF en anglais, qui en est
I'approximation la plus courante et que nous exposons maintenant.
4.2.3.2 Filtrea association de données probabilistes (PDAF)

Ce filtre est une approximation du filtre bayésien optimal ne tenant pas compte des
associations passées mais uniquement du vecteur d'association courant [10], [13]. Il
congtitue une extenson du filtre de Kalman dans lequel Iinnovation classique est
remplacée par une combinaison dinnovations associées a chaque hypothese d'association
et pondérées par leur probabilité d'occurrence. La loi Ly, est décomposée selon le
théoreme des probabilités totales sur les réalisations possibles de O, et non de©,,,. Le

nombre de cibles éant restreint a un, nous avons deux situations : soit toutes les mesures
sont des fausses alarmes, i.e,, ch =0Vj=1,..,my, soit lamesure dindice j provient

delacible i.e, 6} = 1:
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Algorithme 4.1 : Filtre bayésien optimal pour filtrage linéaire gaussien dans un environnement bruité.

- Initialisation : { Xo=E(Xo);
Py = E((Xo — Xo) (Xo — Xo)T).
-Pourk =1,..,fin:
e Prédiction:
(P(Xi|0F5 -1, Yie—1) = N(Xi; X1, PG 1

Xt =F XM
Pours—1,.. P1:k—14 klk—1 ::S 1lk—1 )
|P|k 1= Fi P2y Fie + 2y,

kYk|k 1= Hka|k 1-
e Association:
- SAection desm} mesures validées de volume VY.
- Calcul des probabilités d’ association :
Pour L =1,..., p et yff = (ylk Y )
_de Yk|k i #S)ﬁf:—1 sijt =1,..,mf
Bii = P01y = 0§ |Vi,miy) = J 1 1 (V)
| —v(l Pd)f+ﬁf:_1 sinon.
k Vi Hr Ve -1
e Miseajour:
Pourl=1,.., p et yfil = (yfjc_l,y,{l):
(p(Xi|O1h. Vi) = N(Xi; X PR
Ki = P51 Hi (H PG Hi + Zw)_l.
| Xk|k = Xk|k L+ Ki (yk - YIf|Sk—1)F
k |k = (I — K{H,)P} e lk—1-
Xy = X2 BLaXil

& pl sl T o 5 T
Pk = X225 BLaPel + 224 BLaXih Xite — XXk -

PXilV1k) = p(Xi V1, my ) = Z P X Y1, O, My) P(O | V1.4, My 1)

Ok

= 27 p (Xl V-1, 3) P(O) = 1]V 1)
2pl

+ p(Xe Y1) P(O) = 0V) = 1, .., my |V, my )

0
2B
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2. PO PO ia) ey g (429

= P, Y1e-1)
On commet alors |'approximation fondamental e suivante:
PXplY1k-1) = N(Xk;)_(klk—lipklk—l)- (4.30)

On considere ains que laloi prédite p(X; |Y1.,—1) est une gaussienne alors quelle est en
réalité égale a une somme de gaussiennes. Chague gaussienne correspond a une réalisation
des associations passées comme cela a été vu au paragraphe précédent via I'équation
(4.19). La moyenne et la covariance delL,, se calculent récursivement sous cette

hypothése selon les formul es suivantes:

mg

Xk = Z (Xklk—l + K} (J’;i - Hk)?klk—l)) ﬁ;{ + Xijk-18¢

= X1 ) BL+Ke ) LI (431)

ou on rappelle quey,{ = y,{ — Vkjk—1 €St I'innovation. Lamise ajour de la covariance se fait

selon I’ équation (non directe) suivante :

Prje = BePrk—1 + (1 — BY)PE + B, (4.32)
avec
P = (g — KiH )Py (4.33)
my
B = Ke| Y B, () 7 - viwi | K. (434)
=1

Les probabilités d'association [)’,{ sobtiennent a nouveau en utilisant larégle de Bayes :

B, = %P(Yklefc = 1,my, Yy4-1)P(O] = 1|my, Yikon) pourj=1,..,my
(= . . | | (4.35)
.Bk = Zp(yk|6;c =0 Vvj,my, Yl:k—l)IP(egc =0 v]|mk’ Yl:k—l)'

ou ¢ est une congtante de normalisation telle que la somme Z;”Z"O B7. vale un. Sous

I'hypothese (4.30), on suppose que les mesures associées a X, sont distribuées selon une

gaussienne autour de la mesure prédite y,, |, 1 €t de covariance S, . On obtient ainsi:
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p(Yi|6) = 1,V 4e1my, ) = leTp_lgN(f’j? 0,5,) pourj =1, ..., my;

' (4.36)
p(Yilop =0 ), Y14 1,m) = V%k
et
r . j Lp,p
i P(O) = Y 1se-1.my) = P(O] = 1fmy) = mk; - pour j = 1,..,my;
| (1-PyP4) A (437)
(P(6] = 0 V)Y 14y, my) = ——20D
avec au dénominateur :
D=PRP;+(1-PBP,) pr(my) w3

L'algorithme complet est résumé dans |’ algorithme 4.2. L'approximation (4.30) permet
d'assimiler la loi prédite p(X; |Y1.x—1) @ une loi gaussienne. L'information du passé est
donc résumée par sa moyenne et covariance prédites et mises ajour par un unique filtre de
Kaman dont I'innovation est une somme pondérée des innovations selon |'association
courante. La complexité du PDAF est donc similaire a celle du filtre de Kalman.
L'algorithme bayésien optimal met en oauvre quant a lui autant de filtres de Kalman que de
réalisations possibles du vecteur dassociation©;., et les combine entre-eux
proportionnellement a la probabilité de chaque association. Dans le cas ou la somme de
gaussiennes mises en cavre dans le FBO contient des composantes de moyennes trés
distinctes, la structure de cette somme est détruite par I'hypothese (4.30) du PDAF. Pour y
remédier, des filtres intermédiaires entre le PDAF et le FBO ont été proposés, que nous
nous contenterons de citer:

e Lesfiltresa mémoire de taillek,, qui sont construits sur le méme principe que le
FBO en ne tenant compte cependant que des réalisations de Oy . au lieu de
cellesde 6., [12].

e Des technigues de réduction de mélange, qui permettent de réduire le nombre de
composantes issues d'un FBO ou d'un filtre a mémoire de taillem,,. Dans [28], la
réduction est effectuée soit en fusionnant les couples de composantes les plus
similaires, soit en assimilant aux composantes de plus forte probabilité leurs

composantes voisines.
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Algorithme 4.2 : Filtre a association de données probabilistes pour filtrage linéaire gaussien dans un
environnement bruité.

- Initialisation : { Xo = E(Xo);
" Po = E((Xo — Xo)(Xo — Xo)T).
-Pourk =1, .., fin:

(DXl Y1k—1) = N(Xii; Xy i1 Pre—t);
Xik—1 = FiXp_qji-15
Peik—1 = FiPe_yjr Fi + v,

k7k|k—1 = Hi Xy jk-1-

e Prédiction:

e Association:

- Séection desm, mesures validées de volume V.
- Calcul des probabilités d association :

. . 1 .
B =P(6), = 1|Yip,miy) = m_ngN(YIiiymk—l'Sk) pour j=1,..,mg;

e Miseajour:
J. =yl = Vkpp—1 pourj =1,..,m{.

—1
Ki = Py Hi (Hi P Hi + Zw)

mp
Xk = X1 + Kkz B, ¥
=
P = (Iqg — KeHi )Py -1
Pe = Ki (7% B, (7)) 7~ 73 ) K

Pk = BePrk—1 + (1 — BP)PE + Py

Nous allons maintenant exposer les algorithmes traitant du filtrage de plusieurs objets dans
un environnement bruité, i.e., nous devons faire face a une double incertitude sur I'origine
des mesures.
4.2.4 Filtrage multi-cibles dans un environnement bruité
4.2.4.1 Filtrejoint a association de données probabilistes (JPDAF)

Nous supposons dans ce paragraphe que le nombre de cibles M est constant et connu.

Les composantes du vecteur d'association sont toujours supposees indépendantes selon
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(H2). Une premiére solution au filtrage multi-cibles consiste & mener un PDAF pour
chague cible. En pratique, les filtres se reportent alors en fait tous sur la méme trgjectoire
dés que I'ambiguité sur l'origine des mesures est trop importante. Le JPDAF est une
extension du PDAF pour le filtrage multi-cibles intégrant un principe d'exclusion, qui rend
les estimations des différentes cibles dépendantes via le vecteur d'association ;. On

décompose la loi L"k|k selon le théoreme des probabilités totales sur les réalisations

possibles de O, [83]:

P(Xi[¥ie) = D p(Xi] Ok, Y1) P(OLI¥10) (439
Ok

L'énumération des réalisations est maintenant plus complexe avec plusieurs cibles qu'avec
une seule. On regroupe d'une part celles qui associent une mesure a la cible i que I'on
notera©,, > i et d'autre part celles qui n'associent aucune mesure alacible i auquel cason
propage simplement I'état predit :
p(Xi Y1) = 2 p(Xk|6k, Y1) P(O4 = i| Y1)
O Dl

+p(XL|O, # i V), Yiu 1 )P(Of # i Vj|Vin 1)  (4.40)
Etant donné I'hypothése (H2), une mesure au plus peut étre associée a la ciblei. Par
conséquent la premiére somme de I'égalité précédente peut se réécrire comme une somme

sur I'indice de mesure.
my
p(XL[¥ie) = D p(Xk|Oh = i v1) P(O1/ O} = i[Y14)
j=1

+p(XE|O) # i V), Y )P(6) # i Vj|Yig—1) (4.41)
L'hypothése approximative (4.30) est a nouveau faite, supposant que la loi prédite de
chague cible est distribuée selon une gaussienne. L'estimation de chaque état se fait selon
un filtre de Kalman comme dans le PDAF. La seule différence réside dans I'évaluation des
probabilités des associations. Comme il existe plusieurs associations veérifiant la
contrainte &}, = i, le calcul de la probabilité P(6} = i|Y;., ) nécessite I'énumération
exhaustive de toutes ces associations.

P(G{( = ilyl:k) = Z IP)(leyl:k)

Qk i
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= z Z Z z P(6k, ..., Of = i, .., O Y1) (4.42)

oL oot ok

La probabilité d'une association se calcule comme précédemment a l'aide de laregle de

Bayes:
1
PO Y1) = EP(Yk 1Ok, Y1110 (O Y1 —1) (4.43)
Du fait de I'indépendance conditionnelle des mesures, on peut écrire:
my
p(Yi Ok, Yi—1) = HP(Y;{ |6}, Y1.k—1) (4.44)
j=1
avec
o N(Y(; Vi-1,Sk)  si6 #0;
(Y6, =i Y14-1) ={1 _ (4.45)
v sinon.

Ol yi—1 = Hi X} _, est la mesure prédite associée a la cible i selon I'équation de
mesure du systéme (4.9). On paramétre la probabilité des fausses alarmes par V;, le volume
total et non pas par les volumes V,i'” qui sont variablesd’ une cible al’ autre.

D’autre part, la probabilité a priori d’ une association dépend du nombre de mesures m;,, de
la probabilité de détection P;, du nombre de fausses darmes m, et de la densité yr des

fausses alarmes :

M
me! Ck (i Ck (i
PO |Y1.k—1) = p(O) = m_];,ﬂf(mf)l_[PdD ‘D1 —pHIDP*D  (4.46)
| i=1

Ou D (i) = {1,0} indique s lacible i est détectée ou pas.

L'estimation de la loi Liklk par le JPDAF est donc identique a celle proposée par PDAF
hormis le calcul des probabilités dassociations qui nécessite |'énumération des
associations.

Un inconvénient du JPDAF est que le nombre de cibles suivies est supposé connu et
congtant, or il peut étre intéressant de pouvoir initialiser de nouvelles pistes au cours du
scénario. Clest ce que propose le filtre a hypothéses multiples, dénommé multiple
hypothesis tracker et dénoté MHT.

4.2.4.2 Filtreahypotheses multiples(MHT)

Le nombre de cibles est supposé supérieur a un, mais non connu a priori et pouvant croitre
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au cours du temps. L'hypothése d'association (H1) signifie donc qu'une mesure peut
provenir d'une cible existante ou d'une nouvelle cible, ou étre une fausse alarme. Comme
le filtre bayésien optimal exposé en début de chapitre, le MHT décompose |'estimation de
laloi Ly, surl'ensemble des réalisations possibles de O .,. La possibilité dapparition
d'une nouvelle cible a chague instant est certes tres intéressante d'un point de vue applicatif
mais, cumulé a la prise en compte de tout I'historique des associations, le nombre de ces
réalisations croit exponentiellement et rend I'algorithme inutilisable tel qu'il est. La

probabilité de chague association se calcule toujours en utilisant la régle de Bayes [83]:

Bly = %P(Yk|91:k = 01, Yi—1, mia )p(Ok = 0 |Yiko1, Or—1 = 051, Mk ) Bii—a
(4.47)
On utilise & nouveau |’indépendance conditionnelle des associations pour calculer
p(Y |61 = 6%, Y1._1, 1) comme dans le FBO en gjoutant toutefois la loi de densité
des mesures associees a de nouvelles sources. Le second facteur
p(6 = 0 V11,6141 = 0f5_1,my,) Sécrit également comme pour le FBO en
intégrant une loi de densité sur le nombre de mesures issues de nouvelles cibles. On
trouvera les détails de ces calculs dans [15] et [27].
Le nombre d'associations a énumérer étant trop éleve, il est nécessaire dinsérer des
techniques heuristiques d'élagage des branches de I'arbre dont les probabilités sont trop
faibles. Le nombre de branches supprimées doit étre assez élevé pour que la complexité de
I'algorithme soit réduite. Toutefois, il peut étre fatal d'éiminer trop rapidement une
hypothese de probabilité faible a un instant donné qui se serait révélée intéressante apres
plusieurs pas de temps. On peut alors mettre en cauvre le principe de mémoire limité. Sans
rentrer dans les variations et optimisations nombreuses de cet algorithme, nous renvoyons
a[15] pour plus de détails.

Nous venons de présenter les principaux algorithmes déterministes prenant en compte
I'incertitude sur I'origine des mesures sous une hypothese de dépendance des associations.
Le filtre bayésien optimal et le PDAF traitent uniquement l'incertitude due aux fausses
alarmes. Le JPDAF et le MHT traitent quant a eux également l'incertitude due a la
présence de plusieurs objets. Tous ces algorithmes sappliquent dans le cas particulier de

modeles d'état et de mesure linéaires avec des bruits additifs gaussiens. L'hypothese (H2)
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de dépendance des associations impligue I'énumération exhaustive des associations. Cette
contrainte est plus ou moins forte selon la prise en compte du passe qui est moindre dansle
(JPDAF quedansle FBO et MHT.

e Tout d'abord, la technique de validation des mesures a permis de réduire le nombre
de mesures prises en compte et par conséquent le nombre d'associations possibles
entre les mesures et les cibles. L'estimation de la loi conditionnelle a toutes les
mesures Ly, = p(X}|¥1.,) est en fait approximée par celle de laloi conditionnelle
aux mesures validées p(X} | Y%, ).

e Dansle PDAF et son extension le JPDAF, laloi prédite Ly, 1 est approximee par
une gaussienne alors que dans la version bayésienne optimale il sagit en réalité
d'une somme pondérée de gaussiennes sur toutes les réalisations possibles des
associations. Cette approximation permet de saffranchir de I'énumération
exhaustive des réaisations du vecteur d'association O _ .

e Dans le MHT, un élagage de certaines branches de l'arbre des hypothéses est
nécessaire pour diminuer le nombre de branches qui croit exponentiellement avec
le temps.

Ces approximations cherchent toutes a lutter contre le nombre trop important
d'associations a énumérer. Or, comme on va le voir maintenant, cette énumération n'a pas
lieu détre s l'on reléache I'hypothése d'association (H2) au profit d'une hypothése

d'indépendance des associ ations que nous dénommerons (H3).

4.3 Filtrage et association de données avec indépendance des associations

On reprend un systéme dynamique général pour lequel les cibles évoluent
indépendamment, défini par les équations (4.2) et (4.4) :

XL =Fi(X._,Vi) Vi=1,..,M.

{ b= Fe(Xk1. Vi) | (4.48)
vl =H{(Xi, W)  sio, =i

ou (Vi) Pour i=1,..,M et (W) ., pour j=1,..,m sont des bruits blancs
gaussiens indépendants.

L'originalité de l'algorithme du PMHT que nous présentons maintenant est de relécher
I'nypothése de dépendance des composantes du vecteur d'association en remplacant

I'nypothése (H2) par I'hypothése (H3) :
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(H3) A un instant donné, une cible peut étre a l'origine d'aucune ou de plusieurs
mesures.

L'association peut donc se faire indépendamment d'une mesure a l'autre, ce qui se

traduit par l'indépendance des composantes du vecteur ©,. La loi a priori du vecteur

d'association sécrit donc:
my
p(6)) = 1_[ p(6,). (4.49)
j=1

L'hypothése (H3) est souvent remise en cause dans les applications en traitement du signal.
Le processus physique de génération des mesures ne permet en effet pas qu'une cible soit a
I'origine de plusieurs mesures. Cependant, si I'on se tourne vers des applications en analyse
dimages, il n'y a rien dartificiel a considérer qu'un objet puisse produire plusieurs
mesures, S les mesures sont des points caractéristiques de l'image vérifiant certaines
propriétés de luminance ou de mouvement. Nous alons voir de plus dans le paragraphe
suivant que le filtre probabiliste a hypothese multiples, dénommé probabilistic multiple
hypothesis tracker et dénoté PMHT en anglais, est optimal une fois cette hypothése
admise.

4.3.1 Filtre probabiliste & hypothéses multiples (PMHT)

Contrairement aux agorithmes précédents tels que le (J)PDAF et le MHT, le PMHT
considere les vecteurs d'association comme des vecteurs a éatoires a estimer, en plus des
vecteurs d'états. Aing, les mesures ne sont plus associées "en dur" a des cibles mais sont
associées a tous les cibles selon les probabilités de chaque association. Le PMHT a été
initialement proposé dans [43]. La présentation qui suit sinspire des travaux [53] et [54].
Une autre différence essentielle avec les algorithmes de filtrage précédents est que le
PMHT n'est pas un algorithme de filtrage mais de lissage. Il ne fournit en effet pas
d'estimation de la loi Ly, & chague instant mais procede, une fois que toutes les mesures
y1.7 Sont regues, a l'estimation de X,.r. Dans le domaine de la poursuite de cibles, on
parle alors d'algorithme de type "batch"”.

Afin daléger les notations, les lettres capitdes Y, X, 0 etIl désigneront dans ce
paragraphe les ensembles respectifs de vecteurs (Y3, ..., Y7), (Xo, ..., X71), (64, ...,07) €t
(I, ..., ;). On rappelle que la composante I1. de IT, est la variable aléatoire qui

représente la loi de probabilité du modée i, i.e., la probabilité qu'une mesure quelconque

86



Chapitre 4 Poursuite linéaire multi-cibles

soit associée alaciblei s i =1,..., M ou au modele des fausses dlarmes si i = 0. Le
point de vue adopté dans [53] et [54] consiste alors a voir la loi de vraisemblance des
mesures conditionnellement aux états et aux probabilités de chaque modéle comme une loi

de mélange en la décomposant de la fagon suivante :
T

p(Ylx, 1) = np(Ylek;Hk) = Zp(YkIXk,nk;ek)p(eklkank)
k=1 k=1 "o
I
= ZP(YHX/{,”k,Qk)P(@k) (4.50)
Akh=‘1h Oy
ou la notion Y, , désigne la somme Zlé’;:o g’mk_o. Le passage de la premiére a la
e

seconde ligne est obtenue en supposant I’ indépendance de 6, et X;,, hypothese que nous
N’ avions pas émise jusque-la.

Par indépendance conditionnelle des mesures d' une part et surtout par indépendance des
composantes du vecteur O, d’aprés (4.49), on peut ensuite décomposer ce produit sous la

forme:

p(ylxm) = HZ ]_[p(y [Xie, 1, 0)p(64). (4:51)

=1 Qk ]
On évite aing I’ énumération exhaustive des associations. Chague composante 61( décrivant

le méme ensemble 0, ..., M, on peut factoriser |la somme sur les associations et obtenir alors

|’ écriture :

2

M
[ D (1% 0)0(60)

=0

— 1~

p(Ylx,m) =

=
Il
[u=N
~.
Il
[

m

k‘

M

n,?uf(y,j) + Z p(v]|xi, 0} =) n;;> (4.52)

I
—

=
Il
N

ou us designe la loi de densité des fausses adarmes. La derniere expression pour la

vraisemblance dans (4.52) est bien celle d une loi de mélange de densités. Remarquons que
cette forme de loi de mélange ne peut étre atteinte s I’ on ne suppose pas I’ indépendance

de O, et X,. On recherche les valeurs optimales de X qui la maximisent. Cependant, ne

connaissant pas les parametres de pondération ((n,i)i_o M)k , Cette optimisation ne
=0,-.M/y=1,.T
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peut se faire directement. Le principe du PMHT consiste alors a utiliser I’agorithme
d’ espérance-maximisation, dénommeé expectation-maximisation en anglais et dénoté EM,

pour estimer le paramétre0=(11,‘2,(X,i,7r,i)i_1 M)k qui  maximise cette
=1L M /=,

vraisemblance. L’ algorithme EM a été initialement présenté dans [14] pour les problémes
aux données incomplétes. Avant de détailler I’application de I'agorithme EM dans le
cadre du PMHT, nous en rappelons le principe :
4.3.1.1 Algorithme d’ espérance-maximisation (EM)
Soit Y les mesures supposées étre des données incomplétes et dont la loi dépend du
parametre inconnu 0. Les données manguantes sont désignées par ©. On note alors 0"
I'estimateur du maximum de vraisemblance qui maximise la log-vraisemblance des
donnéesincompletes :

0" £ arg mag(LV(O) = arg mOaXlog p (Y|0) (4.53)

Du fait que les données © soient cachées, cet estimateur est rarement accessible
directement et I'on manipulera plutét |alog-vraisemblance des données compl étes:
LV.(0) =logp(Y,0|0). (4.54)
Le principe de I'algorithme EM consiste a estimer le maximum de vraisemblance associé
a LV, en maximisant itérativement |'espérance conditionnelle:
Q(0]0") 2 E(logp(Y,0]0)|Y,0") (4.55)
Une vaeur initidle 0y est tout dabord donnée au paramétre 0. Supposons qu'apres
I'itération T, nous disposions de I'estimée O,. On calcule alors l'estimée 0,4 selon le
schéma suivant en deux étapes:
e Al'éapeE, on calcule l'espérance:
Q(010,) = E(logp(Y,0/0) Y, 0,) (4.56)
e A l'étape M, on calcule lanouvelle estimée 0.1 qui maximise |'espérance calculée
al'étape E précédente:
0,41 % arg max Q(0|0,) (4.57)
En utilisant I'inégalité de Jensen, on peut montrer que:
e |'estimateur du maximum de la vraisemblance des données incomplétes LV(0) est

un point fixe delafonction 0" > arg max, Q(0|0").

e la log-vraisemblance LV(0.) croit avect, ce qui assure la convergence de la
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suite (0;).ey Vers des points stationnaires.

Les travaux de [18] montrent que I'estimateur fourni par I'algorithme EM converge vers un
maximum local de la vraisemblance des données incomplétes, sous des conditions
suffisantes de régularité. Cependant, il existe plusieurs limitations a cet algorithme:

e chacune des deux étapes peut ne pas étre cal culable ana ytiquement;

o |'estimée finale peut dépendre fortement de I'initialisation;

e laconvergence peut se révéler tréslente;

e il peut y avoir stagnation des estimées autour de points de selle ou de plateau de

vraisemblance.

Afin de contourner ces inconvénients, des extensions stochastiques de I'algorithme
EM ont été proposées comme les algorithmes Monte-Carlo EM, dénotés MCEM,
I'algorithme stochastique EM, dénoté SEM. Les MCEM [29], [30] utilisent des
méthodes de Monte-Carlo pour approximer I'espérance calculée a l'étape E. Quant
au SEM [19], il propose de simuler les données manquantes selon un
échantillonneur de Gibbs utilisant leur loi conditionnelle aux observations. On
pourra trouver une présentation de ces agorithmes stochastiques et une
comparaison dans le cas d'une loi de mélange dans [48].
Un large domaine d'études et dapplication de l'algorithme EM est celui de
I'estimation des parameétres d'une loi de mélange. Les travaux de [20] en sont a
['origine.
D'autre part, I'algorithme EM peut également étre utilisé pour maximiser non pas le
critere du maximum de vraisemblance mais celui du maximum a posteriori. Il est
montré dans [14] qu'il suffit pour cela d'gjouter la log-vraisemblance de la loi a
priori, i.e., de remplacer le terme Q(0|0) par Q(0|0") +1logp(0). Le PMHT
proposé dans [43] correspond a l'application de l'algorithme EM aux lois de
mélange en gjoutant la dimension temporelle et en utilisant e critere du maximum

aposteriori. On en détaille maintenant les équations.

Soit 0 = (X, 1) = (n,?, (X’i'”’i)i=1,...,m)k=0 . le vecteur a estimer est composé du

processus caché et des lois de probabilités I1. de chague modéle. Le vecteur de

mesures Y est le vecteur de données incomplétes a partir duquel on obtient le
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vecteur de données compl étes (Y, 0).
Etape E :
Soit 0, I'estimé de O obtenu a I’itération t. Des calculs menent a I’ expression

suivante de |’ espérance :
M(010,) = IE[logp(y,@IO)I’y, 0.1 +1og p(0)

T my

— Z Zwkﬁl log i, +22210g p(yk|xk)) wkr+1
=0k i=1k=1j=
M T
Z g(p(x)) + Zl g (p(xk|*i-1)) (4.58)

i=1 i=1k=1
ou w{;:i 41 €stun poids mesurant la probabilité a posteriori d affecter la mesure j au

modéle i:

) ) i J |40
W1 = P(ch=ilY’,Ok,T)ﬂk'Tp(.y"lx""). (4.59)

p(ylﬂok,r)

Etape M :
Les paramétres IT et X apparaissant dans des termes distincts de la somme obtenue a
la derniére égalité dans (4.58), on peut simplifier considérablement la maximisation
en la décomposant en deux maximisations indépendantes. La premiere s effectue
par rapport a Il et la seconde par rapport a X.

e Lestermes log . apparaissent linéairement et la maximisation sous la contrainte

Mo,ml =1pourtoutk =1,..,T s obtient pour :

- _ L JoL 4,60
kt+1 — i wk,‘r+1' ( . )

e Laseconde maximisation revient atrouver, pour i = 1,..., M, les états (x{, ..., x})
qui maximisent :

T mg

Zzlog p(yk|xk))wkr+1+log p(xo) Zlog p(xk|xk 1)) (4.61)

La solution dépend alors du modéle dynamique de I'application. Si aucune solution
analytique n'est disponible, on peut avoir recours a un agorithme numeérique

d'optimisation de type Gauss-Newton par exemple.
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Dans le cas linéaire gaussien, il est plus aisé de rechercher le maximum de
I'exponentielle de cette derniére expression :

T my i
. . . - . w T
pe) | [| pili-0 [ [ (o)™ ). (4:62)
k=1 j=1

En utilisant le caractére gaussien du bruit de mesures, on peut introduire une
mesure fictive ] et sa matrice de covariance ¥,,: définies ci-dessous pour faire

apparditre la densité d'une loi gaussienne:

mg ji my 1

i S\ W P . - -
np(y,i |xt) o 1_[1\/ (yli;HlixILc'(w;c:'lr+1) 2:Wi)
j=1 j=1

my
i ; -1
ocl_[N(yli;Hlixllc'(mknllc,‘r+1) 2:Wi) (4.63)
j=1
ou
m
5= o 2 i, (464
L i kt+1Yk .
mk”;c,rﬂj:l !

Il ne reste que d appliquer le filtre de Kalman en utilisant le centroide des mesures a
I'instant courant §; et de covariance ¥, définie par :

- Sy
WL' - .

(4.63)

mkn;c,r+1.

Les filtres peuvent donc étre menés indépendamment pour chaque objet.
L'algorithme du PMHT est résumé dans |’ algorithme 4.3 dans |e cas de modeles d'état et de
mesure linéaires avec des bruits gaussiens. Lorsque le modele dynamique ne vérifie pas
ces propriétés, |'étape de maximisation ne peut en général étre résolue analytiquement.
Cependant, I'algorithme du PMHT est toujours applicable en résolvant cette étape par des
algorithmes numériques adéquats. 1l peut de plus étre facilement étendu a la présence de
récepteurs de mesures multiples. En pratique, la mise en oauvre du PMHT peut cependant
poser plusieurs problémes, parmi lesquels :

e Llinitialisation de I'algorithme nécessite d'affecter une valeur initiale aux vecteurs

de paramétres X etIl, i.e.,, pour I'ensemble des instants de 0 a T, ce qui est
beaucoup plus complexe que d'affecter une valeur al'ingtant initial comme dans les

algorithmes précédents de filtrage. Pour initialiser X', on peut choisir une valeur a
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I'instant initial et la propager selon la loi d'évolution mais sans tenir compte des
mesures. Cependant, si la vraie trajectoire est tres différente de la trgjectoire ains
prédite, le PMHT risgue de converger seulement vers un maximum local. 1l savére
mal heureusement que le PMHT est tres sensible ala qualité de l'initialisation.

Le critere darrét de I'algorithme EM doit également étre fixé. On peut considérer
un nombre fixe d'itérations, de I'ordre d'une dizaine en général, ou utiliser un critére

d'arrét mesurant la différence entre deux estimées successives.

Malgré son élégance théorique, obtenue gréce a I'hypothese dindépendance des

associations, les performances du PMHT sont parfois décevantes comparées a celle du

JPDAF. Plusieurs comportements du PMHT peuvent en effet mettre en péril I'estimation :

Tout dabord, I'algorithme n'adapte pas sa zone de recherche en fonction des
données et de la qualité del'estimation.

S l'algorithme diverge de la vraie trgectoire, il peut se reporter sur une fausse
alarme pour améliorer son estimation sans réaliser la divergence.

La contrepartie de I'hypothése (H3) est que I'algorithme accepte autant de mesures
gu'il en existe et les intégre dans I'estimation méme s un nombre d'entre-elles sont

des fausses alarmes.

Algorithme 4.3 : Algorithme PMHT pour filtrage linéaire gaussien dans un environnement bruité.

0g = (X, )

- Initialisation : dvec Xo = (Xo,o. ---,Xr,o) et Xy o= (X%,o, ---,Xziv,lo);

"0 = (HO,OJ ""HT,O) et Hk,() = (H]i‘o, ,Hllgo)

-Pourt =1, .., T

e Miseajour de : calculer pour tout k =1, ..., T ettouti =1, ..., M:
_ mhop(vh]xh)

my il — RPNk kT
p(vi|ok:)

i _ 1 J i
M+l = o 221 W1 OU W p g
e Miseajour deXx:
o Calcul du centroide des mesures et de la matrice de covariance associée

pourtoutk =1,..,Tettouti =1,.., M:
1

~i my Jj,i
k mk”;c,r+1 j=1"kt+17k’
~ ZW‘
S = —2
mknk,r+1

o Calcul de x,,; par application de filtre de Kalman avec lissage, pour
i =1,..,M, utilisant les mesures 7, et les matrices de covariancel’
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Le lecteur intéressé trouvera plus de détails sur ces thémes, a savoir, les problémes de mise
en oauvre du PMHT, ses déficiences ains que quelques propositions pour y remédier dans
I’article de Willett et a [81] qui le compare avec |le PDAF.

Les deux sections précédentes ont permis d'exposer la structure des principaux
algorithmes déterministes pour le filtrage multi-cibles en environnement bruité. Dans la
premiére d'entre-elles, nous avons supposé la dépendance des associations conduisant aux
algorithmestels que le FBO, le (J)PDAF et le MHT. Cette hypothese a été relachée dans la
seconde, au profit de I'indépendance des associations d'ou |'algorithme du PMHT. Comme
on I'avu au chapitre 2, dans le cas de poursuite d'une cible unique, la structure d'estimation
par filtre de Kalman peut étre avantageusement remplacée dans le cas de modéles d'états
ou de mesures non linéaires par des méthodes particulaires. Nous abordons maintenant le
centre de ce travail de these a savoir I'apport des méthodes particulaires pour le filtrage

multi-cibles.

4.4 Conclusion

Il est rare que les algorithmes traitant du filtrage d'une cible unique puissent étre
appliqués sous leur forme initidle présentée aux chapitres 1 et 2. En effet, les mesures
acquises proviennent parfois, soit dune autre cible que la cible dintérét, soit sont des
fausses alarmes. Des extensions des algorithmes précédents doivent donc étre effectuées
pour tenir compte de I'incertitude sur I'origine des mesures. Cette incertitude est modélisée
par l'introduction d'une variable dassociation déterminant les associations entre les
mesures et les cibles. Selon les algorithmes, I'association d'une mesure est considérée
indépendamment ou pas des associations des autres mesures. Fondés sur |'utilisation du
filtre de Kalman, un premier ensemble de filtres, le FBO, le PDAF, le JPDAF et le MHT
estiment de fagon plus ou moins optimale la loi de I'ensemble des cibles
conditionnellement aux mesures, sous |'hypothese de dépendance des associations. Les
sous-optimalités introduites permettent de réduire le nombre de réalisations différentes du
vecteur d'association a considérer, qui croit exponentiellement avec le temps sous cette
hypothése de dépendance. L'originalité du PMHT consiste a relacher cette hypothése afin
d'éviter I'énumération exhaustive de ces associations. Les états et |es probabilités de chaque
model e sont estimés conjointement par un algorithme d'espérance-maximisation. Suite ala

mise en évidence de I'apport des méthodes particulaires pour le probleme de filtrage d'une

93



Chapitre 4 Poursuite linéaire multi-cibles

cible unique, il éait naturel de se demander quel pouvait étre I'apport de telles méthodes
pour le probleme de filtrage non linéaire multi-cibles.
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Chapitre 5
Poursuite non linéaire multi-cibles :

Application aux problemes par mesures d’ angles

Suite a I'émergence des méthodes particulaires décrites au chapitre 2, nous
étudions leur application a la poursuite non linéaire multi-cibles. Notre
contribution concernant ces méthodes consiste en I'éaboration d un algorithme
non linéaire résultant de la combinaison de I’ approche modéle multiple décrite au
chapitre 3 avec les filtres particulaires. Pour explorer la capacité de cet algorithme
a la poursuite multi-cibles, nous I’ appliquons sur divers scénarios. Les scénarios
considérés sont des scénarios simulés au préalable et les objets cibles sont des cibles

ponctuelles du plan 2D.

51 Le NMMPF: Algorithme non linéaire modéles multiples & base de filtrage
particulaire pour la pour suite multi-cibles
Soit M le nombre de cibles a suivre (suppose ici constant et connu). On considere le

modée dynamique général défini par un processus d’ état X, = (X1, ..., XM) markovien :

Xk = Fk (Xk—ll Vk)r (51)
ou les processus d’ états sont éventuellement indépendants :
X =Fi(Xi_, Vi) pouri=1,..,M (5.2)

Le vecteur d’ observation & I’instant k est désigné par y, = (y}, ..., y;™*), I’ observation y]
est alors une réalisation du processus :

v/ = Hi(xj,w}) (53)
Lesbruits (V}}), . pour i = 1,...,M et (W/) _, pour j =1, ..., my sont des bruits blancs
indépendants.
Nous supposons de plus que les fonctions H. sont telles qu'on peut leur associer des

fonctions I}, définies par 1 (y]; x}) o p(y]|x}).
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Nous supposons qu’ une mesure peut provenir de I’un des M objets cibles et qu’une cible
donnée peut produire une ou plusieurs mesures a chague instant.
5.1.1 Présentation del’algorithme NM M PF

L’ algorithme non linéaire modeles multiples a base de filtrage particulaire, dénommé
nonlinear multiple mode particle filter agorithm et dénoté NMMPF en anglais, consiste
alors a combiner I’approche modeles multiples décrite au chapitre 3 avec les filtres
particulaires. Pour se faire, nous devons construire un banc de filtre composé de M
modeles différents couvrant les probables mouvements observés, c'est-a-dire, nous mettons
un filtre particulaire pour chaque cible. Le réle de I’approche modele multiple [88]
intervient donc, apres I’ opération du filtrage particulaire, par interaction entre les filtres
pour affecter chaque mesure a la cible correspondante.

Nous rappelons que le nombre de cibles est constant et connu et égal a M, la solution
proposée par notre algorithme NMMPF consiste alors, a mettre un filtre particulaire pour

ieme

chague cible. Nous désignerons par s,’j'i la composante de la cible i de lan™"™" particule.
Les estimations des différentes cibles se font donc d’ une maniére indépendante et I’ espace
d état des particules n’est pas celui du vecteur concaténé X, = (X7, ..., X}) mais un filtre
particulaire est mené pour chaque cible.

Pendant I’ opération du filtrage, I'initialisation du nuage Sy = (sg,1/N), -1 n S effectue
en échantillonnant chague composantesy” pouri =1,..,M selon la loi p(X§) et
indépendamment des autres composantes. Supposons construit le nuage S,_q1 =
(SP_1, WF_Dn=1..n eC YN_jw}_; =1, la prédiction se fait alors pour chague sous
particule selon laloi d’évolution de lacible alaguelle elle est associée :

/ Sk— 1'”1(1)\

Pour n=1,..,N Skike—1 = | (5.4)
n,M
Fy (Sk vV )/
L’estimation par filtrage particulaire de laloi conditionnelle Ll}dk de chaque cible pour
i =1, ..., M pour chague mesure est donnée comme suit :
we=rXLlY)  i=1..m (5.5)
A partir de ceslois et al’aide de I’ approche modeéles multiples, nous pouvons estimer laloi

conditionnelle finale L, ;, de tous lesfiltres pour chague mesure par:
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M
p(Xe |V, Yiger) = Zp(X“Y,\f)u{ (k) pour j=1,..,m (5.6)
i=1

ol i/ est laprobabilité pour que lamesure j soit associée alaciblei, avec :

M
ZM{ (k)=1 pourj=1,..,m (5.7)
i=1

L’estimé final pour chague mesure dans |’ algorithme NMMPF [88] est donc |a somme des
estimés des différents filtres pondérés par leurs probabilités, i.e., probabilité pour gu’une
mesure j soit associée a la cible i. Sachant que ces probabilités a I’instant initial k = 0,

sont égales pour chaque mesure:
; 1
pour j =1,..,my, w(0) = y  pour i=1,..,M (5.8)

Une description générale de I’ algorithme NMMPF est présentée dans|’algorithme 5.1.

5.2 Application du NMM PF ala pour suite multi-cibles par mesure d’angles
5.2.1 Scénarios et parametres

Nous considérons a nouveau le scénario ssimulé de poursuite en utilisant uniquement des
mesures d’angles comme a la fin du chapitre 2. Le nombre de cibles est fixé a trois.
Chacune est assimilée aun point de |’ espace 2D et elle est paramétrée par ses coordonnées
cartésiennes et son vecteur de vitesse instantanée dans le repére cartésienest : X} =
X, vi Y. vp) pouri=12etX.=(X, vx Y. vy, 0L)pouri=3, 00 0
est lavitesse angulaire. Notons que les cibles 1 et 2 ont des mouvements rectilignes et elles
ont des lois évolutions identiques qui difféerent seulement de I'ajout du paramétre
d’'accédération a la cible 2,i.e., eles sont respectivement a vitesse et a accélération
constantes. Par contre la loi d’évolution de la cible 3 est totalement différente, elle a un
mouvement circulaire a vitesse de rotation constante.
Pour cela, nous avons considéré pour lescibles 1 et 2, une loi d évolution identique a celle
de (2.26) :

1 T 0 0 0.5T2 0
0100 T 0

fen=lo o 1 7|%*| o 0572 |k (>9)
00 0 1 0 T

97



Chapitre 5 Poursuite non linéaire multi-cibles : Application aux problémes par mesures d’ angles

Algorithme 5.1 : Algorithme non linéaire modéle multiple a base de filtrage particulaire (NMMPF) avec
rééchantillonnage adaptatif

- Initialisation de |’ état et sa covariance pour chaquefiltre: X5, P} pouri =1, ..., M.

pouri=1,..,M.

- Initialisation des probabilités des modéles : ,u{ 0) = %

-Fork =1, ..., fin
e Opération defiltrage (utilisant un banc defiltres particulaires)

Fori=1,.., M.

o (set=pxd
o Initialisation :

n n=1,..,N.
Wy =

2|3

o Forj=1,.. my
- Générer (sp') selon F(XE|XE_ = s7' Y =y])n=1,..,N.
- Miseajour despoids:

calcul des poids non normalisés:

n,i|.n, Jjo.n,i
~nj _  nj p(sk |Sk—1)lk(yk'sk owr n=1 . N
k= Yk-1 f( n,i| n,i ]) p = 4.
Sk 1Sk=12 Y
normalisation des poids:
~M,j
; o

wZ’] =k pour n=1,..,N

N ~nj

n=1 wk

- Retourner E(¢(X});) = Zh_1 wi” (X))

- Calculer N/ =;.2
eff Zﬁzl(wzd)

- Rééchantillonnagesi N, < Noeus -
e Miseajour des probabilités des modéles
o Forj=1,..,m.
- M) 2p(y ()|Y]_, M) =p(Y/ (k) =N/ (k); 0, S/ (k) i=1,..M

A (w] (k=1)
T AL (O] (k=1)

S AGE
e Combinaison des estimations

o Forj=1,...M

- X (klk) = XLy ] ()X} (kKD
- B(klk) = XM ud (k) (PiCKI) + [R] (ki) — B (kIK)][R! (ki) — % (kIK)]")
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Et pour lacible 3, uneloi d’évolution identique a celle de (2.29) :

1 sin{2, T 0 — 1—cos,T 0
o 2 /OBTZ 0 0\
0 cosQ,T 0 —sin, T 0 T 0 0
Xiy1 = | o Locos T sing,T o |5t o osr? o0V
-Qk 'Qk 0 T 0
0  sin@,T 0 cos, T 0 0 0 T
0 0 0 0 1
(5.10)
Ou 1}, est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance :
T = % 0 (5.11)
vt 0 O'Yzi .

Le pas de temps T est fixé a 4 secondes dans |es expérimentations suivantes et |’ écart-type
du bruit de dynamiques est identique pour toutes les cibles et vaut oy = oy = 0.05ms 2.

Lestrois cibles sont observées vialaloi de mesure d’ angle suivante :

4 (Y=n1
Y, = tan (X—=f> + W, (5.12)

avec W, un bruit gaussien centré de covariance o, indépendant deV, et (X,Y) est la
position de la cible aérienne dans |e plan horizontal .

Dans tous les scénarios, le nombre de mesures est supposé constant et égal a 3 a chaque
instant k.

Lespositionsinitiales destrois cibles ains que leurs vitesses sont :

3000 500 / 2(1’80 \
0={ 500 |° %0 =|3000]) A0 p
5 5 0.00223

Les tragjectoires des trois cibles sont présentées dans la figure 5.1. Nous supposons que
chague cible produit une mesure a chague pas de temps T = 4 secondes selon |’ équation
(5.12), les mesures d’ angles des trois cibles sont simulées avec un bruit de mesure gaussien
de variance gy, = 0.02 radians, soit environ 1.5 degrés, qui sont représentées dans la

figure 5.2.
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Dans ce cas, nous avons besoin d’un banc de filtres composé de trois filtres particulaires.
L'initialisation de ces filtres a éé faite suivant une loi gaussienne, dont les vecteurs

moyennes et leurs matrices de covariances sont données par :

15000 T T T T T T T
10000 - =
E
&
'E)
o
E
£ =000 - .
[
=l
=
[
]
[
-
|:| 1 1 1 1 1 1 1
1 2000 4000 BO00 2000 10000 12000 14000 18000
¥ position in metersim)
Fig. 5.1 : Trajectoires des 3 cibles
1 5 T T T T T T T T T
— target 1
---- target 2
— - target 3
w TF T
= _
E e
© TP
z A LT
= T T T T e s s
= -
E . -
= B —
E
sk -
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o 20 4n &0 0 1nn 170 140 160 180 200
Temps k

Fig. 5.2 : Mesures d angles simulées des 3 cibles en radians
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2800 450 2100
1 11 5 9 5 11
(XO)moy = 600 ; (XO)moy = 3200 ’ (XO)moy = 14400
4 4.5 0.00323

100 0 0 0 / 100 0 0 0 0 \

0 00l o 0 0 001 0 0 0

P} =P} = - ,P§=| 0 0 100 0 0

0 0 100 0
0 0 AP 0 0 0 0.01 0
' 0 0 0 0 0.0001

Les probabilitésinitiales des trois modé es de cibles pour chague mesure sont :

pO) =1 @O =3 @O)=1 =123
Ses probabilités signifient qu’au départ tous les modeles de cibles possedent les mémes
chances d’ étre choisis pour une mesure.
Pour évaluer les performances de I’ agorithme NMMPF présenté dans I’ algorithme 5.1,
nous avons fait 100 exécutions monte Carlo. Pour chaque filtre particulaire nous avons pris
N = 500 particules avec réechantillonnage adaptatif. Le seuil de rééchantillonnage dans
chaquefiltre particulaire a été fixé a Ng,,,;; = 0.8N.

13000 T T T T T T T

10000

Y position in meters(m)

5000

0 I I I 1 I I I
0 2000 4000 G000 3000 10000 12000 14000 16000

# position in metersim)

Fig. 5.3 : Trajectoires réelles et estimées des 3 cibles
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Nous avons chois comme mesure de performances de cet algorithme: les racines des
erreurs gquadratiques moyennes, dénommeé root mean square error et dénoté RMSE en

anglais, qui sont calculées selon (5.13).

R , e , i Py . . . . . .
. ::gi ; target 2
— - target 3 — - target 3
1 1 RN by -
08 i o 08 N
w 2 i
z = |
= 2
= = \
= 0§ _ R _
£ =
o @
[N =
g =]
=04 - =04 1
|
I
02 4 02 .
|
|
I
] l L L | L L L 1 L 1 D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 &0 a0 100 120 140 160 180 0 0 20 40 511] i) 100 120 140 160 180 200
Temps k Temps k
a) mesure 1 b) mesure 2
— target 1
target 2
— - target 3
L —
[
[
L, D& .
o |
2
T
2 06} b
o ,
N
i)
2 |
2
Z 4t .
02 .
i) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 80 100 120 140 B0 180 200
Temps k
c) mesure 3
Fig. 5.4 : Probabilités des modéles (pour qu’' une mesure j = 1,2, 3 soit associée au modelei = 1, 2,3)
Zizl(xréelle (k) - Xestim ée (k))z i i
RMSE(Xj) = - pour: j=1,..,fin (5.13)

J
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La figure 5.3 démontre que les trajectoires estimées et réelles (smulées) sont
superposables et presque identiques pour les trois cibles. La figure 5.4 montre que
I’ algorithme NMMPF affecte chague mesure (j = 1,2,3) a son propre objet cible et n'a

besoin que de 1 a 3 échantillons.

200 T T T T T T T 200 T T T T T T T T
— tfarget 1 — target 1
---- target 2
180 oo-target 2| L 1
— - farget 3 1e0 — - target 3
160 . i
‘Etd0fb —
z Enant ]
5 5
2 E120
c L J
2 g
2100 2
2 ) 100 -
é g = s
[0}
= =& i —
Eoenf g e
4 1
20t 1
0 1 Il 1 1 1 1 1 L 1 m 1 1 1 1 1 1 L 1 1
O 0 41 61 A1 400 10 140 160 180 200 o m 40 &) &0 100 120 140 180 180 200
Temps k Temps k
Fig. 5.5: Racine de I’ erreur quadratique moyenne (RMSE) de position (X, Y) pour les 3 cibles.
16 T T T T T T T T 11 T T T T T T T
— target 1 — target 1
---- target 2 ; ---- target 2
14l — - target 3 || 1 — - target3 o
09+
o 12r o
& oz
£ E
5 S08r
g 1 Z
= ! =
g 507
o o
2 oos @
>< = L
- - 08
= = ;
™o . xr
- i 0.5 ey
N .
04t A B
04+
02 L L L L L L L L L 03 L L L L L 1 L L I
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 0 40 &0 &0 im0 4m 140 480 dan 2o
Temps k Temps k

Fig. 5.6 : Racine de I'erreur quadratique moyenne (RMSE) de vitesse (v, vy) pour les 3 cibles.

Les figures 5.5, 5.6 et 5.7 présentent les évolutions dans le temps de la racine de I’ erreur
quadratique moyenne RMSE, des positions (X, Y), des vitesses (v, vy) €t de la vitesse
angulaire2. On peut remarquer que |'agorithme NMMPF dépiste précisément les
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dynamiques des cibles. Ces RMSE faibles confirment les résultats tracés dans la figure

5.3.
A partir de ces résultats nous pouvons conclure que notre estimateur converge et affecte

chagque mesure a son vrai modéle.

3

T T
— - target 3

121 ’ b B

RMS angular velocity error(rad/s)
R
e
]
1

0at -

085 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 &l i} 100 120 140 160 160 200

Temps k
Fig. 5.7 : Racine de I erreur quadratique moyenne (RMSE) de la vitesse angulaire (.

Concernant le temps de calcul, lorsque on exécute le NMMPF par un PC pentium 1V, 3.40
GHz avec N = 500 particules, il prend 420 milli secondes pour un pas de temps k ou
encore une itération..

5.2.2 Influence de |’augmentation du nombr e de particules

L’ augmentation du nombre de particules influe positivement sur I’erreur d estimation, en
d’ autres termes, a chague fois qu'on augmente le nombre de particules du filtre,
I’ estimation de la dynamique des cibles sera bonne, voir la figure 5.8 et 5.9. Par contre
cette augmentation influe négativement sur le temps de calcul. Le tableau 5.1 indique les

temps de calcul nécessaires pour une itération en fonction du nombre de particules.

Tab. 5.1 : Temps de calcul nécessaire pour une itération du NMMPF sur Pentium |V & 3.40 MHz

nombre de particules 500 1000 2000
une itération de NMMPF 420 ms 945 ms 23s

104



Chapitre 5 Poursuite non linéaire multi-cibles : Application aux problémes par mesures d’ angles
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Fig. 5.8 Trajectoires réelles et estimées des 3 ciblespour N = 1000 particules.
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Fig. 5.9: Trajectoires réelles et estimées des 3 cibles pour N = 2000 particules
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Le temps de calcul ne dépend pas seulement du nombre de particules utilisées, mais aussi
de I’ éape de rééchantillonnage car a chague itération nous devons calculer le nombre de
particules efficace N.sy. S ce dernier est inferieur a un seuil Ng,,; fixeé au preaable,
alors: nous devons effectuer une opération de rééchantillonnage a I'intérieur de cette
itération. De ce fait, le temps de calcul d une itération peut différer d’une itération a une
autre.

Le temps de calcul d une itération dans le tableau 5.1 est donc le temps moyen d une

itération, nous|’ avons calculé comme suit :

temps total de NMMPF
nombre d'itération

Temps moyen d’ une itération=

5.2.3 Influence del’initialisation
Nous avons également expérimenté des réalisations de notre I’ algorithme en biaisant
I"initialisation en position. Par exemple:

3500 1000 25;(1’0 \
9
(X(%)moy = 1580 ’ (XOZ)moy = 2500 H (Xg)moy = | 10400 |
4 4.5 0.00323
15000
) 10000 - i
£
= 5000 F i

D | | | | | | | |
a 2000 4000 BOOO 8000 10000 12000 14000 16000 13000
# position in meters(m)
Fig. 5.10: Trajectoires réelles et estimées des 3 cibles avec initialisation biaisée pour N = 500 particules
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La figure 5.10 montre que le NMMPF ne trouve pas les vraies tragjectoires de cibles
gu'apres plusieurs pas, i.e., ne converge pas rapidement vers les vraies modeles.
Cependant, des biais sur les vitesses donnent des résultats beaucoup moins satisfaisants.
Comme pour |es algorithmes déterministes classiques, |’ initialisation reste un probléme des
méthodes particulaires.

5.2.4 Remarque

Notons que, a hotre connaissance, il n’'existe pas dans la littérature des agorithmes qui
traitent la poursuite multi-cibles non linéaire multi-modeles pour pouvoir les comparer

avec le notre.

5.3 Conclusion

En ce qui concerne le NMMPF, plusieurs filtres particulaires regroupés dans un banc de
filtres permettent de représenter de maniére indépendante les états de cibles. L’ approche
modeles multiples permet de gérer I’ensemble des filtres particulaires et d affecter
I”’ensemble des mesures; chague mesure a sa cible correspondante. Le secret de cette
affectation repose sur |’ estimation de la probabilité pour qu’ une mesurej soit associée ala
ciblei. L’estimé final de NMMPF est la somme des estimés élémentaires pondérés par
leurs probabilités.
Notre étude a porté sur plusieurs scénarios simulés mettant en ceuvre des cibles faiblement
mancauvrantes. La confrontation du NMMPF a un scénario possedant des modeles
différents a permis de souligner le bon fonctionnement en ce qui concerne I’ estimation de
la probabilité a posteriori des associations. Nous avons choisi les RMSE comme mesure de
performances de cet agorithme. D’apres les RMSE tracées, nous pouvons dire que
I"algorithme NMMPF est une solution pertinente pour des problémes de poursuite multi-
cibles dont les modées d’ états et/ou de mesures sont non linéaires avec des bruits non

gaussiens.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail de thése, nous hous sommes intéressés a la poursuite non linéaire multi-
cibles par des méthodes séquentielles de Monte Carlo ou encore filtres particulaires,
motivées par de nombreuses applications. Dans le cadre Bayésien que nous nous sommes
fixé, le probleme de filtrage revient & l'estimation de la loi a pogteriori de I'état
conditionnellement aux mesures. Les approches classiques telles que les filtres de Kalman
étendus et les filtres de Kalman unscented sont mises en défaut lorsque la loi a posteriori
differe trop de la loi gaussienne dont ils estiment les moments. Dans ce contexte, les
méthodes particulaires fournissent une approximation discrete de la loi a posteriori
particulierement intéressante. Elle consiste en une somme pondéée de lois de Dirac
centrées en des points générés aléatoirement et dénommeés particules. La propagation des
particules au cours du temps seffectue selon le principe d'échantillonnage pondéré qui
permet de les guider dans les régions de forte vraisemblance. Ces méthodes ont fait I’ obj et
de nombreuses éudes depuis les années 90, sans pour autant avoir été étendues au cas de
cibles multiples qui congtituait le sujet de cette these.

Notre contribution sur ce sujet se décline en ces points:

e L'éaboration d'un algorithme non linéaire multi-cibles dénoté NMMPF, fondé sur
la combinaison de |’approche modeéles multiples et une structure particulaire
permettant I'estimation des associations a posteriori et la position decibles.

e Lamise en cauvre du NMMPF a la poursuite multi-cibles, fondée sur des mesures
de mouvement.

La modélisation du filtrage multi-cibles issue du traitement du signal se donne un vecteur
d'état résultant de la concaténation des éats des différents objets ains qu'un vecteur de
mesures dont chague composante est issue d'un des objets ou elle est une fausse alarme.
L'estimation des objets nécessite alors de résoudre le probléme crucial de |'association des
mesures aux objets. Un vecteur d'association est introduit pour modéliser cette association.
Deux approches se distinguent alors selon que I'on suppose que |'association d'une mesure

donnée dépend ou pas des associations des autres mesures. Sous I'hypothése de
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dépendance, les deux principaux algorithmes de poursuite multi-cibles sont le JPDAF et le
MHT. Ills nécessitent I'énumération exhaustive des associations. Le PMHT en revanche
suppose |'indépendance des associations et considére la vraisemblance comme une loi de
mélange dont les parametres sont estimés par un algorithme d'espérance-maximisation.
L'introduction de méthodes particulaires pour le filtrage multi-cibles permet de résumer les
associations passées dans le nuage a l'instant précédent. Cependant, la mise a jour des
poids nécessite |'évaluation de la vraisemblance du vecteur de mesures qui ne peut étre
atteinte que par sa décompostion selon les associations courantes possibles. La
vraisemblance sécrit alors comme une somme de vraisemblances selon |'association
considérée et pondérée par la probabilité de I'association conditionnelement a I'état.
L'algorithme NMMPF proposé se situe dans la catégorie des algorithmes supposant
I'indépendance des associations. Il consiste a tenter d'estimer au mieux la probabilité de
I'association conditionnellement a I'état par la probabilité de I'association
conditionnellement aux mesures. Cette probabilité est atteinte par |’approche modéle
multiple.

Le NMMPF a été validé dans le contexte de poursuite non linéaire multi-cibles. Les
scénarios simulés mettent en évidence le bon fonctionnement de I’algorithme tant au
niveau des probabilités des associations a posteriori que de I’ estimation de la position des
cibles. La souplesse des méthodes particulaires nous a permis de les combiner avec
I’ approche modé es multiples afin de pouvoir estimer |es probabilités d’ associations.

De nombreuses perspectives se dégagent de ces travaux. Tout d’ abord, la combinaison
des filtres particulaires avec |’ unscented Kalman filtre et de les mettre dans |’ algorithme
NMMPF a la place des filtres particulaires afin de poursuivre des cibles multiples
manoeuvrantes.

D’autre part, il serait intéressant d'utiliser cet algorithme en analyse d'images afin de
poursuivre des entités dans des séquences vidéos.
Enfin, d’un point de vue applicatif, une perspective naturelle de nos travaux en poursuite

serait donc de confronter nos algorithmes a des scénarios réels.
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Annexe Principe de Monte Carlo et génération de nombres aléatoires

Annexe

Principe de Monte Carlo et génération de nombres
aléatoires

Adopté pour la premiere fois dans les années 50 en physique statistique, |e principe de
Monte Carlo consste a utiliser un échantillon discret, obtenu par simulation, pour
approximer une distribution de probabilité que I'on ne sait pas calculer analytiquement.
Typiquement, cet échantillon pourra étre utilisé pour approximer des intégrales de grandes
dimensions.

Cette approximation repose sur la loi des grands nombres. En effet, soient (D, F, P), un
espace probabilisé, X une variable aléatoire définie sur cet espace, a valeurs dans R™x et

admettant une loi de densité p() et si, ..., s un échantillon indépendant et identiquement
distribué selonp(-). D'aprés laloi des grands nombres, laloi discréte SV = %Z;":l Sgn, OU
&, désigne la masse de Dirac centrée en s, converge vers laloi de densité p(+), i.e., pour

toute fonction ¢ continue bornée sur R~ :

N

1

5 $6M) = By [p(w) (A1)
n=1

Ou E, désigne I'esperance prise par rapport a la denstép(-). Si de plus la variance de
¢(x) est finie, aors le théoreme central limite nous assure que le terme de gauche dans
(A.1) est de variance proportionnellea1/ N.

Afin de mettre en ceuvre le principe de Monte Carlo, il est donc nécessaire de pouvoir
générer des nombres selon certaines lois. Au début du vingtiéme siécle, de tels nombres
étaient fournis par des méthodes analogiques. Les ordinateurs ont désormais pris la reléve
et fournissent des suites déterministes de nombres, dont les propriétés statistiques sont
similaires a celles des suites aléatoires visées. On les désigne par le terme de nombres
pseudo-aléatoires. Dans ce chapitre, nous présentons, tout d'abord, une classe primordiale
d'algorithmes permettant de ssimuler des nombres selon la loi uniforme sur l'intervalle
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[0 1]. Afin de générer des nombres selon d'autres lois, trois méthodes non itératives sont
ensuite exposées et illustrées. Nous décrivons enfin le principe des méthodes itératives de

Monte Carlo par chaine de Markov.

A.1 Génération de nombres pseudo-aléatoires selon la loi uniformesur [0 1]

La génération de nombres pseudo-aléatoires selon la loi uniforme sur [0 1] est
primordiae car elle constitue un outil pour générer ensuite des nombres pseudo-al éatoires
selon deslois plus complexes.

Définition 1

Soit X un ensemble fini discret, qui représente par exemple I’ ensemble fini des entiers-
machines représentable par un ordinateur. Soient T une application de X dans X, U : X
— [0 1] une application de normalisation et (x,),ey |a suite obtenue en appliquant
itérativement a partir d'une racine x, donnée, i.e., telleque x, = T(x,_1). Le systéme
dynamique discret (X, T, U) est un générateur de nombres pseudo-aléatoires sur [0 1] S
la suite (U(x,)),en @ le méme comportement statistique gqu'une suite de variables
indépendantes uniformément distribuées sur I'intervalle [0 1] .

Du fait que X soit discret, I'ensemble U(X) n'est qu'une partie finie discréte de [0 1]. Toute
suite (x, ), ey €St donc périodique. On caractérisera l'application T par cette période. Les
suites obtenues par un bon générateur algorithmique devront vérifier plusieurs propriétés
statistiques telles que l'uniformité, I'indépendance, la reproductibilité et posséder une
période élevée.

Lafonction T est généralement une application de laforme T, = (ax + ¢) mod m ou
I'entier m est tel que X ={1,...,m — 1}. Les générateurs associés sont dénommés
générateurs congruentiels affines. Afin de maximiser la période dun tel générateur, on
utilise la décomposition en facteurs premiers de m. Le générateur le plus utilisé est celui
correspondant aux choixc = 0, m = 231 — 1 eta = 7° = 16807. La période
obtenuevaut dlorsp = m — 1 = 231 — 2. On pourrase référer a[16] ou [23] pour la
description de tels générateurs et de tests dtatistiques permettant la vérification
indispensable de leurs bonnes propriétés statistiques. Ce choix est d'autant plus important
gue ces générateurs seront utilisés un tres grand nombre de fois et quil sest avéré que
certaines méthodes proposées fournissent en réalité des générateurs défaill ants.
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A.2 Méthodes non itérativesde génération d’autreslois
Pour obtenir des nombres distribués selon des lois autres que la loi uniforme sur [0 1],
il existe plusieurs méthodes qui dépendent des propriétés et de la connaissance que I'on a
delaloi de densité visée, dénotéep(-). Nous exposons dans un premier temps la méthode
d'inversion qui repose sur I'hypothese forte que la fonction de répartition soit inversible.
Dans un second temps, nous nous intéresserons a la génération de nombres selon une loi
de densité p(+) que I'on ne sait évaluer qua une constante de normalisation pres, ce que
réalisent la méthode d'acceptation rejet et la méthode d'échantillonnage pondéré.
A.2.1 Méthode d'inversion
La méthode la plus simple est la méhode dinversion de la fonction de répartition qui
n'est applicable que s la fonction de répartition de la loi visée est inversible. Elle repose
sur la proposition suivante:
Proposition 1
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fy inversible et U une variable
aléatoire de distribution uniforme sur [0 1]. La variable Fx'1(U) a alors la méme loi que
X.
Preuve:
En effet on a,
P(Fy (U< x)) = P(US Fy(x)) 2 Fy (%) (A.2)
Si laloi X est discréete, safonction de répartition présente une discontinuité en chaque point
de masse de la distribution. Aprés avoir smulé un nombre pseudo-al éatoire uniformément
sur [0 1], on affectea X lavaleur telle que, pour € > 0, on ait:
P(x —e€) <u< P(x) (A.3)
Ce principe est illustré dans la figure A.1 dans le cas d'une loi discrete et I'algorithme est
décrit en figure A.2. On y désigne par U [o j laloi uniforme sur [0 1], Cette méthode est
par exemple utilisee pour générer un échantillon selon la loi exponentielle selon
I'al gorithme décrit en figure A.3.
Il est cependant fréguent que la fonction de répartition de la loi dintérét p(-) soit non
inversible. On trouvera dans [22] un expose pour de nombreuses |ois des méthodes qui leur
sont applicables. Nous nous intéressons maintenant au cas ou laloi p(-) n'est connue qu'a

une constante de normalisation prés, ce qui est souvent le cas en analyse dimages par
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exemple. On écrit alors p(x) =Cyp(x) ou C, est la constante inconnue et ou |'on suppose
savoir évaluer p(x) pour tout x.

19

Pix)

o 1 1 | 1
] 1 2 3 4 5

Fig. A.1: Génération de nombre pseudo-aléatoires distribués selon une loi discréte par la
méthode d’ inversion de la fonction de répartition

Requiert : fonction de répartition F inversible, loi uniformesur [0 1].

Retourne : s distribué selon laloi p(-) de fonction de répartition F.

1. Générer uneréalisation u selon laloi uniforme sur I'intervalle [0 1], dénoté
Up 1-

2. Retourner s = F~1(u).

Fig. A.2 : Méhoded'inversion

Requiert ‘U [0 1-
Retourne : s distribué selon laloi p(x) = expifi—x).
1. Générer unerédlisationu selonU o 1.

2. Retourner s = — log(u).

Fig. A.3: Génération selon laloi exponentielle par la méthode d’inversion

Nous supposons dans |a suite de ce paragraphe que I'on sait tirer des échantillons selon
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une loi g(-) dont le support contient le support de p(-). Autrement dit, g(x) =0 =

p(x) = 0. On peut de laméme facon ne connaitre g(-) qu'a une constante de normalisation

prés et I'on note g(x) =Cgg(x). Le ratio des deux densitésq(x) = %, i.e., la dérivée de

Radon-Nikodym, est bien définie et l'on suppose savoir évaluer le ratio non

normalisé g(x) = % en tout x. Les méthodes non itératives suivantes permettent de

générer des réalisations indépendantes distribuées selon lalai p(+), a partir de réalisations
de g().
A.2.2 Algorithme d’ acceptation /r g et

Supposons dans un premier temps gue I'on soit en mesure de borner supérieurement le
ratio g(x) par une constante ¢ indépendante de x. L'algorithme d'acceptation/rejet consiste
alorsasuivre les étapes décritesen figure A.4 [5] :
Proposition 2

Laloi desréalisations s obtenues en sortie de I'algorithme d'acceptation/rejet est la loi
dedensité p(x).

Requiert : savoir échantillonner selon g(+) et U o, connaitre c tel que
c = p(x)/g(x) pour tout x.

Retourne : s distribué selon laloi p(+).

1. Générer uneréalisation s selon g(-).

2. Générer uneréalisation u selon laloi uniforme sur I'intervale [0 1].

3. S u<q(s)/c aorsaccepter larédisations, sinon lerejet et reprendreen 1

Fig. A.4: Algorithme d’ acceptation/rejet.

Preuve:
Soit § un Borélien de B(R"x) et S la variable aléatoire associée aux réalisations obtenues

par | algorithme d’ acceptation/rejet. On aalors:

. 1.
P(S€ S, Sacceptée) = [, [, g ()x, awW)duds

=] g(s)——ds (A.4)
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_1 f 5(s) d
=) p@)ds
ou y désigne lafonction indicatrice. De laméme facon on obtient que :
1 11
P( S acceptée) = —f p(s)ds = ——. (A.5)
C Jrnx cC,
Par conséquent:
P(S€ S| Sacceptée) = C, [P (s)ds = [;p(s)ds (A.6)

Et Sest bien distribuée selon laloi de densité p(.).

D'apres (1.5), la probabilité d'acceptation d'une réalisation selon g(.) vaut (cCp)‘1 donc
l'algorithme est dautant plus efficace que la fonction §(.) est proche de la loi
dintérép(.).
Exemple 1 Supposons que I’on ne connaisse pas la constante de normalisation de la loi
normale centrée réduite. Soit p(x) = expifi—x2/2) et G(x) = 1/(1 + x?). On peut
alorsmajorer leratio selon :
@ = (1 + x®)expif—x2/2) < 2/+/e (A.7)
g(x)
et utiliser I'algorithme d'acceptation/rejet correspondant pour générer des réalisations
selon laloi centrée réduite.
La probabilité d'acceptation de I'algorithme d'acceptation/rej et associé vaut alors 0.66
A.2.3 Echantillonnage pondéré
On relache maintenant I'hypothése sur la connaissance de la borne c. L'échantillonnage
pondéré, dénommé importance sampling et dénoté IS en anglais, consiste a suivre
I'al gorithme décrit en figure A.5. [24] et [26].

On aaorslaproposition suivante:

Requiert : savoir échantillonner selon g(-), savoir évaluer §(-) en tout point.
Retourne : un échantillon (s1, ..., sV) distribué selon p(*).
1. Générer N rédisations (s, ...,s") selon G (*).

qi")

2. Affecter a chacune de cesréalisations|e poids normalisé :q(s™) = TeD)
n=1

Fig. A.5: dgorithme d’' échantillonnage pondéré
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Proposition 3
S si,..,sY et ¢, ..,q¥ sont obtenus par échantillonnage pondéré, alors la loi
discréteY_, q(s™8,», ou 8, désignela loi de Dirac centrée en's, converge en loi versla
loi de densitép(.) lorsque N — co.
Preuve:
Soit § un borélien de B(R"*) et Sla variable aléatoire associée aux réalisations obtenus
par |’ agorithme d’ échantillonnage pondéré. On a alors d’ aprés la loi des grands nombres
(A1)

GGs™ yZheixs(™ae™)
RO NS T

£ (G5 0)

N—co0 ﬁ(s))
B (2
9\g(s)
A.2.4 Efficacitéet taille efficace de |’ échantillon

P(SES) = XN | x5 (s™)

= E, (£s(s)). (A.8)

Soit ¢ une fonction intégrable par rapport ap(.) et u = E,[¢(X)] laquantité que l'on
souhaite estimer. Supposons que |'on sache directement échantillonner selon laloi p(.) et
définissons ﬁé,vl (¢p) I'estimateur associé a un échantillon p?, ..., pM de taille N; distribué

selonp(.) :

Ny
1
CHORIWICH (A-9)
n=1

Soit /iy (¢) I'estimateur de E[¢(X)] fourni par un échantillon s, ...,s" de taille N issue

d'une autre méthode de Monte Carlo, par exemple I'une des deux méthodes précédentes.
On définit alors I'efficacité de cette méthode de simulation par leratio:

AN
var, (27 ()
Lavariance de |’ estimateur direct ﬁ;,v H(p)est:
var, (i, (9)) = W%N—":(’O. (A.11)

Des approximations seront souvent nécessaires pour évaluer la variance de |'estimateur

ag ().
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On définit ensuite la taille efficace de I'échantillon N, comme lataille que devrait avoir

@) ,
w soit égal & un. Intéressons-
vary () 1(@))

I'échantillon associé a ﬁé,v 1(¢) pour gue le ratio

nous a |'efficacité de la méthode d'échantillonnage pondéré. L'égalité suivante est montrée

dans[60] :

Eg[(9(X) — 1)?q(X)]
N

var (a2 () = +0(1/N3%/2). (A.12)

Cette égalité est obtenue par linéarisation selon la méthode delta du ratio suivant, ou X et Y

sont deux sommes de variables aléatoiresi.i.d. detaille N :

X\ _wvar(X) E[X]*var(Y) cov(X,Y)
var <_>_ EVIZ T B S B[P

Y
L 'approximation suivante est ensuite proposée dans [40] a condition que la fonction ¢ (x)

+0(1/N3/2). (A.13)

varie peu avec x :
Ey [(¢(X) — w2G(X)] = var, (X)) (1 + var, (§(X))) (A.14)

Le principal avantage de cette approximation est qu'elle ne dépend plus de la fonction ¢
considéree.

Par définition, la taille efficace N, de I'échantillon tiré par échantillonnage pondéré
utilisant I'approximation (A.14) est alorsla solution en N; de |'égquation:

var, ¢(x) (1 + var, (c’i(x))) _ var, ¢(x)
N B Ny

(A.15)

Soit :
_ N
1+ var, (G(x))

Nosf (A.16)

A.3 Méthodesitératives: chainesde Markov de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo itératives par chaines de Markov consistent a générer une
chaine de Markov (X;),eny Qui converge vers la loi dintérét p(.). Contrairement aux
méthodes non itératives précédentes, les réalisations successives de telles méthodes sont

par nature dépendantes. Nous rappelons en premier lieu quelques définitions et propriétés
utiles des chaines de Markov a valeurs sur un espace d'état continu. Nous exposons ensuite
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un algorithme de Monte Carlo par chaine de Markov, a savoir |'algorithme de Metropolis
Hastings.
A.3.1 Rappel sur leschainesde Markov
Définition 2
Soit (X )ren Un processus défini sur |’ espace probabilisé (D, F, P) et a valeurs dans R™x.
Le processus (Xi)iey €t une chaine de Markov d'ordre 1 s pour tout k € N et tout
borélien S :
P(Xi41 € SIXo, -, Xi) = P(Xpe411X3) (A.17)

La distribution de la chaine est entiérement déterminée par la distribution initiale de X, et
par son noyau de transition P, (x,S) 2 P(X, 41 € S|X; = x) pour toutk € N, x € R™x et
tout borélien §. Le noyau de transition vérifie les deux propriétés suivantes :

- Pour tout k € N et tout x € R™x, P, (x,.) est une probabilité.

- Pour tout k € N et tout borélien §, la fonction P, (., §) est mesurable et bornée.
La chaine sera dite homogene si son noyau ne dépend pas de k
On suppose dans la suite que le noyau admet une densité et s écrit donc P, (X;, dx) =
P, (X, x)dx
Définition 3
Une chaine de Markov homogéne est de distribution invariante p(.) s son noyau de

trangition vérifie :
p(S) =f P(x,8)p(x)dx (A.18)
R x

Pour toute partie mesurable S de R™x
Définition 4
S I'on note P*(X,,S) 2 P(X, € S|X,) la probabilité conditionnelle de X, sachant X,
alors une distribution invariante p(.) est une distribution d'équilibre s elle vérifie pour
p(.) presguetout x :

lim Pk (x,8) = p(S). (A.19)
On dit aors que la chaine (X;),ey converge vers p(.). Les méthodes de Monte Carlo

itératives par chaines de Markov consistent a générer une chaine de Markov (X;) ey de

distribution invariante égale a p(.) et qui converge vers p(.) indépendamment de |'état
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initial X,. Il faut pour cela trouver le noyau de transition adéquat de telle sorte que la

chaine construite converge vers p(. ). Supposons que ce noyau sexprime sous laforme:
P(x,dy) = g(x,y)dy + r(x)6,(dy) (A.20)

Ou g(x,x) =0. La probabilité que la chaine reste en x vaut ains r(x) =1-—

Jgnx 9(x,¥)dy €t peut étre non nulle sif.,, g(x,y)dy < 1. On a dors la proposition

R"x
suivante [42] :
Proposition 4
S g(x,y) veérifiela propriété d’ eéquilibre détaillée :

p()gx,y) =p»gy, x) (A.21)
Alorsp(.) est une distribution invariante pour la chaine de Markov associée au noyau de
transition P(.,.).
Pour que la chaine converge vers p(.) sachant que p(.) est invariante pour P(.,.), il est
suffisant qu'elle vérifie les propriétés dirréductibilité et d'apériodicité suivantes:
Définition 5
Une chaine (X}, ), ey de distribution invariante p(.) est diteirréductible s elle admet une
probabilité positive d'accéder a toute partie S de probabilité positive pour p(.).
Définition 6
Une chaine (X;),ey €st dite périodique sil existe des parties de I'espace d'état qui ne
peuvent étre visitées qu'a des intervalles de temps périodiques. Snon, elle est dite
apériodique.
Une chaine irréductible et apériodique est donc une chaine telle que, s x et y sont de
probabilité positive pour p(.), aorsil existe une suite finie de mouvements de probabilité
positive permettant de passer de x ay. De plus, la longueur de cette suite ne peut étre
contrainte & étre un multiple d'un entier donné. Sous ces conditions de régularité, on aalors
la proposition suivante:
Proposition 5
S une chaine est homogéne (X ),en de distribution invariante p(.) est irréductible et
apériodique alors p(.) est l'unique distribution invariante. De plus p(.) est alors la
distribution d'équilibre de la chaine.
Pour une présentation détaillée des chaines de Markov, on pourra par exemple se référer a
[38], [55].
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A.3.2 Algorithme de Metropolis-Hastings

L'algorithme de Metropolis-Hastings, initialement proposeé dans [6] a été intensivement
utilisé en physique avant de devenir populaire dans le domaine de |a statistique, notamment
grace a la généraisation de [9]. La présentation suivante sinspire de I'exposé
remarquablement clair de l'algorithme qu'on trouvera dans [45]. On pourra également
consulter [42] pour des aspects plus théoriques.
L'algorithme repose sur la propriété suivante, introduite dans le paragraphe précédent Soit

Gaes (-, .) unedensitételle que

J 9des(x,y) dy =1 (A.22)

Si g4es (-, .) satisfait directement la propriété d'équilibre détaillé (A.21), aors la chaine de
Markov de noyau P défini en (A.20) converge vers p(.) sous les hypothéses
d'irréductibilité et d'apériodicité. Dans le cas général ou la propriété déquilibre détaillé
nest pas veérifiée, l'algorithme de Metropolis-Hastings effectue un rééquilibrage en
favorisant certains mouvements de x vers y et en défavorisant d'autres par le principe
d'acceptation-rejet. Supposons que pour un couple (x, y) on ait larelation:

P(X)Gaes (%, ) > p(¥) Gaes (v, ). (A.23)
Intuitivement, ce "déséquilibre" signifie que les mouvements de x vers y sont réalisés trop
souvent et ceux de y vers x trop rarement. On peut alors réduire les mouvements de x vers
y en ne les réalisant qu'avec la probabilité a(x,y). S le mouvement n'est pas accepté, la
chaine demeure enx. On pose ains geq = Gaes (x, y)a(x,y) et I'on va définir a(x,y) de
telle sorte que g., veérifie la propriété d'équilibre détaillée et puisse déeterminer le noyau de
transition adéquat selon (A.20). Afin d'encourager les mouvements de y vers x, nous avons
intérét a prendre a(y,x) aussi élevée que possible, soit égal a 1. L'équation d'équilibre

détaillé détermine alors uniquement a (x, y):

P(X)Gaes (X, ) a(x,¥) = p(¥)Gdes v, X)a(y, x) = p(¥) Gaes (¥, x) (A.24)
A _ () gdes (v.x)
doda(x,y) = P Gdes (x,¥)
_ P)gdes ¥X)

Si I'inégalité (A.23) est inversée alors on obtient de méme a(y, x) = 90 y)

1. Findement, en posant :

127



Annexe Principe de Monte Carlo et génération de nombres aléatoires

; P(y)Gdes (V%) ; )
a(x,y) ={ min {1, p(x)gdes(xw} SIpOX)Gues (%, y) > 0; (A.25)

1 sinon
on est assuré que g, verifie (A.21).
Le noyau de transition :

P(x,dy) = g,,.(x.y)a(e)dy + (1 = [on, 9406 ) alx, y)dy) 8, (dy) (1.26)
admet alors p(.) comme distribution invariante. On peut remarquer gque |'évaluation de
a(x,y) ne nécessite pas de connditre la constante de normalisation de p(.), éant donné
gue cette distribution est présente au numérateur et au dénominateur. On peut ici
remarquer une différence avec |'algorithme d'acceptation/rejet qui reconsidére un nouveau
couple (s*,u) lorsque le précédent s* est rejeté. La figure A.6 résume les étapes de
I'al gorithme générigque de Metropolis-Hastings.

Initialement, |'algorithme proposé dans [6] consistait a utiliser des fonctions gy, (x,y)
symétriques de telles sortes que la probabilité d’'acceptation a(x,y) soit alors réduite
ap)/p(x).

Dans le cas particulier ol gg.s (x,¥) = gaes V) [9], les candidats sont, en réalité, tirés
selon une loi indépendante de x. La probabilité d'acceptation est alors de laforme:
o

7 (1.27)

q(x,y) = min {1,

1. Choisir un point initial arbitraire X, et poser k = 0.

2. Générer un candidat X* selon g (Xi,.) €t une réalisation u selon laloi uniforme
sur [0 1].

3. Poser Xjpq=X" 8 u<alX;,X) e X, =X, snon, ou la probabilité
d’ acceptation est donnée par :

a(xy) = { min{l, %} Si p(x)Gges (x, ) > 0; (A.28)
1 sinon
4. Poser k =k + 1 etreprendreen 2.

Fig. A.6 : Algorithme de Metropolis- Hastings

p(x)

OU q(X) - IGdes (x)

Cette fonction G(x) correspond ainsi a la fonction de poids intervenant

dans I'échantillonnage pondéré selon g, ().
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Comme toute méthode itérative de Monte Carlo, il est nécessaire de ne pas prendre en
compte les premieéres réalisations, trop dépendantes de la condition initiale et qui constitue
la période dite de trangition. La convergence de la chaine a lieu sous les hypothéses
dirréductibilité et dapériodicité [34], [42]. La vitesse de convergence dépend alors
intimement du choix de la fonction g,4.,(.). Pour autant, on ne sait pas de maniére
générale décider de la convergence effective de chaines produites par un algorithme de
type Metropolis-Hastings. Dans la pratique, plusieurs techniques sont envisageables. on
peut générer plusieurs chaines issues d'états initiaux différents et constituer un échantillon
a partir des réalisations finales obtenues pour chague chaine au bout d'un nombre
d'itérations fixé. Les réalisations obtenues sont alors censées étre décorrélées, au prix du
temps de calcul dépense pour toutes les phases de transition initiales. 1l est également
possible de ne générer qu'une seule chaine et de n'en conserver les réalisations que

périodiquement afin de diminuer leur auto-corrélation.
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