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Avant-propos

Ce polycopié de cours ‘Transmission en bande de base’ est destiné aux étudiants du Master
Télécommunications. La structure de ce polycopié est inspirée du livre ‘Introduction aux
communications numériques’ [1] que je vois qu’il est trés bien structurés en matiere de
présentation des cours, enchainement des idées et formalisme mathématique. On a résume le
cours avec une reformulation mathématique qui permet aux étudiants de comprendre
facilement les bases théoriques de cette partie. Les étudiants sont censés les bases en
traitement du signal et en processus stochastiques qui sont des pré-requis de la matiére
communications numériques et en particulier la transmission en bande de base. Cette derniere
est intéressante et indispensable avant d’entamer la transmission sur onde porteuse et méme
pour étudier les techniques avancées en communications numériques telles que le CDMA et
I’OFDM car I’évaluation des performances de n’importe quel systeme de transmission doit

étre faite en bande de base (calculer du BER, diagramme de I’ceil, .....).
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Chapitre 1

Chaine de transmission numérique



1.1 Introduction

Un systeme de communication numérique transporte de 1’information entre un émetteur et un
récepteur a travers un canal de transmission qui représente un lien physique comme 1’espace
libre entre deux antennes, un cable coaxial ou une fibre optique. Les signaux véhiculés
peuvent étre d’origine numérique comme dans les réseaux de données ou analogique (parole,

image...) convertis sous forme numérique.

1.2 La chaine de transmission numérique

Le schéma synoptique d’une chaine de transmission numérique est schématisé sur la

figure (1.1). Elle est composée de plusieurs éléments essentiels en partant de la source de

message jusqu’ au destinataire.

Source de | Codeurde .| Codeurde | Modulateur
> Ll >
message source canal
\ 4
Canal de
transmission
Destinataire Décodeur < Décodeur de < Détecteur <
source canal

Figure (1.1) : Schéma synoptique d’une chaine de transmission numeérique.

a. La source de message

Pour une transmission numérique, le message a transmettre doit étre sous forme
numerique. Si le signal a transmettre est analogique (parole ou image,...), il doit étre
numérisé. L’opération de numerisation d’un signal analogique est composée de trois étapes

principales: I’échantillonnage, la quantification et le codage.



b. Le codeur de source :

En transmission numérique, il est nécessaire que les messages a transmettre soient sous forme
numérique, ¢’est-a-dire constitués par une suite de symboles discrets prenant leur valeur dans
un alphabet fini. Si les messages sont analogiques, ils doivent étre numérisés. Dans le cas des
messages binaires, la source est a éléments binaires indépendants et identiquement distribués

(iid) sur I’alphabet {0,1} avec des probabilités p, et p,.
Le débit binaire D qui représente le nombre d’éléments binaires émis par unité de temps est
défini par :

_ 1.1
D—Tb(blt.s ) (1.1)

L’unité de débit binaire D est le bit par seconde.

La rapidité de modulation R (exprimée en Bauds) est definie comme le nombre de signaux

émis par le modulateur par unité de temps :
. (L2)
R = T (bauds)

Ou T représente la durée du signal. La rapidité de modulation R peut s’exprimer en fonction

du débit binaire D par la relation suivante :

R = D
~log, M

(1.3)



c¢. Lecodeurde canal :

Le codage canal consiste a jouter de la redondance dans le message binaire émis afin de le protéger
contre le bruit et les perturbateurs présents sur le canal de transmission par exemple : le codage

correcteur d’erreurs
d. Le modulateur :

Pour transmettre un message numérique sous forme d’une suite d’éléments binaires il est
donc nécessaire de lui associée une représentation physique, sous forme d’un signal

électrique. Cette opération est appelée généralement modulation.
e. Lecanal de transmission :

Le canal ou le milieu de transmission représente le lien physique entre I’émetteur et le
récepteur ; il est pratiquement constitué¢ par 1’un des supports suivants : cable de transmission,
un cable coaxial, une fibre optique ou I’espace libre. Le canal de transmission peut inclure
aussi le bruit dont les origines sont le milieu de transmission et les dispositifs électroniques
nécessaire pour la transmission. Ce bruit est modélisé par une source de bruit B(t) située en
amont du récepteur et est considéré comme un processus aléatoire gaussien, a moyenne nulle,
stationnaire, indépendant du signal émis et de densité spectrale de puissance bilatérale yz(f)

ve(F) =22 v (14)

f. Ledétecteur:

Le détecteur a pour fonction de reconstituer le message émis ou les valeurs des éléments
transmis sont identifiées a partir des échantillons regus. La décision est binaire ou M-aires et

cette opération est dite « détection ».



Les décodeurs canal et source font 1’opération inverse des codeurs canal et source.
1.3 Type des canaux de communication

La modélisation du canal de communication décrit le milieu de propagation, qui peut se
comporter comme un filtre linéaire, ou présenter des non linéarités; il peut étre aussi
stationnaire ou variable en fonction du temps.

1.3.1 Canal a bruit additif :

Le modéle mathématique le plus simple d’un canal de communication est le canal a bruit
additif ou le signal transmis est perturbé par un bruit blanc additif b(t) comme illustré sur la

figure (1.2).

x(t) =m r(t)

»

b(t)

Figure (1.2) : canal a bruit additif.

Le signal a la sortie du canal est donné par :

r(t) = x(t) + b(t) (1.5)

Une mesure de qualité de transmission est donnée par le rapport signal sur bruit :

E{|x(®)]*}
=7 - .6
M= o -
Ou en décibel :
SNRy, = 101 E{lx(O1) (1.6)

810 Fb(0)]7



1.3.2 Canal a filtre linéaire :

Le modele du canal a filtre lineaire avec un bruit blanc gaussien additif est représenté par la

figure (1.3).

Filtre
linéaire

Figure (1.3) : canal a filtre linéaire.

Le signal a la sortie du canal est donné par :
r(t) = x(t) * b(t) + b(t) (1.7)

h(t) est la réponse impulsionnelle du filtre et * dénote le produit de convolution:
r(t) = f h(t)x(t — )dt + b(t) (1.8)

1.3.3 Canal non linéaire

Dans les canaux de communication, la non linéarité est due essentiellement aux
amplificateurs de puissance dont les meilleurs rendements sont garantis dans la zone de

saturation ou l'information transportée par le signal risque d’étre dégradée.



Chapitre 2

Transmission en bande de base sur canal idéal



2.1 Introduction

Dans une transmission en bande de base, les symboles a émettre dans le canal de
transmission ne module pas une porteuse sinusoidale. Dans cette partie nous décrivons les
codes en ligne utilisés pour la transmission en bande de base, nous allons faire ensuite une
évaluation de la transmission sur un canal idéal dont la bande passante est infinie.
L’évaluation et le choix d’un code en ligne se font en fonction de la densité spectrale du code

et la résistance au bruit.

2.2 Les codes en ligne

Considérons la transmission d’un message constitué par une suite d’éléments binaires a;
émis aux instants kT;,, indépendants et identiquement distribués (i-i-d) sur I’alphabet {0,1},

avec :
po = P{ay, =0} et p;, =P{ax =1}, Vk (2.1)

L’objectif de codage en ligne est d’associer, a chaque élément binaire a; du message, un

signal s;(t) de durée T, choisi parmi un ensemble de deux signaux, en fonction de la valeur
de I’élément binaire ay:
sm(t) =0 Vt € [0,T,[; m=0,1 (2.2)
L’opération de codage en ligne est la suivante :
Si a; = 0 émission du signal sy(t — kT})
Si a; = 1 émission du signal s, (t — kT})

Ainsi, le codeur en ligne génére le signal e(t) ayant I’expression suivante :



e(t) = z Sm (t —KT,); m=0,1 (2.3)
k

Ou I’indice k varie de —co a 400 .
La valeur de I’indice m est définie en fonction de 1’¢lément binaire a, :
m=0Ssi a =0
m=1si a =1
Pour les codes en ligne, les signaux s, (t) et s;(t) peuvent s’exprimer a partir d’une forme

d’onde unique s(t) dont la durée est égale a T,:

e(D) =) Ans(t—kTy); m=0,1 (2.4)
k

Le signal e(t) s’écrit simplement sous la forme :

e(t) = ) ays(t — KTy) (2:5)

K

Ou ay, est un élément binaire prenant ses valeurs dans 1’alphabet {A,, A} avec:
a, =4, si a,=0
a, =4, si ap=1

Si on généralise en associant a chaque mot de n éléments binaires (n-alphabet) issu du
message, un signal s,,(t) de durée T = nT), choisi parmi M = 2™ signaux, en fonction de la

valeur du n-uplet, I’expression du signal e(t) en sortie du codeur est donnée par:
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e(t) = Z s, (& — kT) 2.6)
k

m=01.......(M-1)

Les signaux s,, (t) peuvent dans ce cas aussi s’exprimer en fonction d’une forme d’onde

unique :
sm(®) =Aps(®) ; m=01...(M—-1) (2.7)

Le signal e(t) peut encore s’écrire sous la forme simplifiée suivante :

e(®) = ) ays(t—kT) 2.8)

k

Ou les a; sont des symboles M-aires qui prennent leur valeur dans un alphabet a
M éléments {4, A4, ..., Ay—1}, L’utilisation de symboles M-aires permet de réduire la rapidité

de modulation R a la sortie du codeur en ligne :

D 2.9
. (29)
log, M

Ou D représente le débit binaire

Les symboles M-aires a; caractérisant le code en ligne sont également mutuellement

indépendants.

2.3 Densité spectrale de puissance d’un code en ligne

D’aprés 1’équation précédente (2.8), le signal e(t) peut étre considéré comme la sortie d’un
filtre dont la réponse impulsionnelle est égale a la forme d’onde s(t) et son entrée est le

signal a(t) (figure (2.1)).
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a(t) e(t)

——> s(t)

Figure (2.1) : Chronogramme du code NRZ binaire.
La sortie e(t) est donnée par e(t) = a(t) *s(t) et a(t) = Y, ax6(t — kT)

Le signe * désigne I’opération de convolution. Comme nous 1’avons su, la densité spectrale de

puissance, y, (f) du signal e(t) est donnée par I’expression suivante:

Ye(f) = va(OIS(OI? (2.10)

Ou S(f) = TF{s(t)} est la transformée fourrier de la forme d’onde s(t), et y,(f) est la
densité spectrale des symboles qui ne dépend que des propriétés statistiques des symboles a,,

et qui a I’expression suivante [1, 2, 3].

2

02 202 m2 ~ k
_ Ja 20 E a E _= 2.11
Vo) = +— klea (k) cos 2mkfT + = 5(f T) (2.11)

k=—o0

Ol myg, o et R, (k) désignent respectivement la moyenne, la variance et la fonction d’auto-
corrélation normalisée des symboles centrés a,. En tenant compte du fait que le message
numérique est constitué¢ par une suite stationnaire d’éléments binaires a;, les symboles a;

sont aussi stationnaires et nous avons :

mg = Elag| Vk, O_C%:El(ak_ma)zl
Ra(k) — E[(an_ma)a(zan—k_ma)] Vn, k

a

La densité spectrale de puissance du signal e(t) a deux parties, une partie continue y5(f) :
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02 202
Ye(f) = IS(OHI? =t z R, (k) cos(2mkfT) (2.12)
k=1
Et une partie discréte y&(f) avec une série de raies aux fréquences k /T :
ot 2
0=l o)
)/e(f)—Tzk_1 S T 5\ f 7

En fin, remarquons que si I’intégrale de la forme d’onde s(t) sur ’intervalle [0, T [est nulle :
T
js(t)dt =S50)=0

0

La densité spectrale de puissance du code en ligne s’annule a la fréquence zéro.

2.4 Quelques exemples des codes en ligne

2.4.1 Les code en ligne a symboles indépendants

Pour ces codes en ligne, les symboles a; sont indépendants et ainsi la fonction de corrélation

R, (k) est nulle quelque soit k différent de zéro

Rl = Pl =) G = )] _ Pl = mlFlen ~ma)]

Donc I’expression de la densité spectrale de puissance du signal e(t) se réduit a :

2 2 2
drey = 2a EZ| (E)
Ye(f) T+T2k_1S T

Voici quelques exemples de codes en ligne a symboles indépendants.

26(f—§) (2.14)
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e Code NRZ binaire (Non-Retour a Zéro)

Pour le code NRZ, on associe a chaque élément binaire a;, un symbole a; tel que :

La forme d’onde s(t) est une fonction rectangulaire d’amplitude V et de durée T, :

vt & [0, Tp[

_{v
s(®) = {O, ailleur

(2.15)

Un chronogramme du code NRZ binaire (0101100101101), pour V=1, est représenté sur la

figure (2.2) :

o
&l

Amplitude de e(t)
o

-0.5

0 2 4 6 8 10 12
temps

Figure (2.2) : Chronogramme du code NRZ binaire.

A partir du fait que les eléments binaires a;, sont equiprobables et i-i-d sur I’alphabet {0,1}, la
moyenne m, des symboles a, est nulle et leur variance o2 est égale a 1. Par conséquent la
densité spectrale de puissance d’un code NRZ est donnée par :

sin(7fTy)1°

vzl V2T, sin c?(fT)) (2.16)

ve®) = V71, |
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La densité spectrale de puissance d’un code NRZ, exprimé en dB, en fonction de la fréquence

normalisé T, est représenté sur la figure (2.3).

5
0
5 N\
o\
-15 \ /TN

DSP

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
fTb

Figure (2.3) : Densité spectrale de puissance d’un code NRZ binaire.
e Code RZ binaire (Retour a Zéro)
Pour le code RZ, on associe a chaque élément binaire a;, un symbole a; tel que :

ak:1 Si afk:l
ak=0 S| ak=0

La forme d’onde s(t) est un signal rectangulaire de durée AT, (0 < A < 1) et d’amplitude V.

V, Vt[0,AT,[

s = {0, Vt € [AT,, Ty

(2.17)

Un chronogramme de ce code de la suite binaire (0101100101101) est représenté sur la



15

figure (2.4) pour V=1et A = %

Amplitude de e(t)
o
[8)]

05 | | |
0

temps

Figure (2.4) : Chronogramme du code RZ binaire pour V=1 et A = %

Les éléments binaires a;, étant équiprobables, indépendants, de moyenne m, = 1/2 et de

variance o7 = 1/, .

La densité spectrale de puissance y, (f) de ce code est donnée par :

) = CAT I S VA K) e

=—00

(2k+1)

Si le parametre A est égale 0,5, seules les raies aux fréquences —— Y subsistent dans la densité

Tp
spectrale de puissance de ce code :
V2T, . fT 2k +1
re() = esine? (B0 4 5(f)+z—5(f— —) (2.19)

La partie continue de la densité spectrale de puissance d’un code RZ, exprimé en dB, pour

A= 1/2 et pour une puissance moyenne du code égale a 1 (pm=1), est représenté sur
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la figure (2.5), en fonction de la fréquence normalisé fT,,.

5

0

5 \\
N\
N~

DSP
Iy
T ——
o
~
e

-40
-45
-50
1 2 3 4 5 6
fTb

Figure (2.5) : partie continue da la densité spectrale de puissance du code RZ binaire pour 1 = 1/ 2
e Code biphasé binaire (ou code « Manchester »)
Ce code en ligne utilise la méme régle de codage que le code NRZ binaire :
ap = 1 Sl ai = 1
ap = -1 S' ai = 0
Mais la forme d’onde s(t) a pour expression :

{V vee [0,"2/,
SW=1_v vee [/, 1|

(2.20)
0 ailleurs

Un chronogramme du code biphasé de la suite binaire (0101100101101) est représenté sur la

figure (2.6)

15

05
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Figure (2.6) : Chronogramme du code biphasé (Manchester).

Les symboles a; sont équiprobables, indépendants, de valeur moyenne nulle et de variance

unitaire.

La densité spectrale de puissance du code biphasé est alors égale a :

Ye(f) = V2T sin? (@) sin ¢? (%) (2.21)

La densité spectrale de puissance de ce code, exprime en dB, est représentée sur la figure 65
en fonction de la fréquence normalisée, pour une puissance moyenne du code égale a 1
(Pm=1). L’intégrale de la forme d’onde s(t), calculée sur I’intervalle [0, T, [ étant égale a zéro,

la densité spectrale de puissance du code biphasé s’annule a la fréquence zéro.

La densité spectrale de puissance du code biphasé binaire (Manchecter), exprimé en dB, en

fonction de la fréquence normalisé fT,, est représenté sur la figure (2.7).
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DSP
RS
S~
/
N
/

fTb

Figure (2.7) : Densité spectrale de puissance du code biphasé binaire en fonction de la fréquence

normalisée fT,,.

2.4.2 Les code en ligne a symboles dépendants

Pour ce genre des codes, les symboles a; sont dépendants cette fois-ci mais ils sont toujours a
éléments binaires i-i-d. Nous présentons ici le code bipolaire (ou AMI « Alternate Marked

Inversion »).

e Le code bipolaire

Le codage des symboles a,, est effectué en affectant alternativement les valeurs +1 et -1 aux

symboles a; lorsque 1’élément binaire ;, est égale a 1.

La régle de codage est la suivante :
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La moyenne m, des symboles a, est nulle et leur o2 variance est égale 1/2 .

Le calcul de fonction d’autocorrélation normalisée R, (k) des symboles a,, se fait en premier

temps pour k=1, puis en généralisant a k quelconque.

Lorsque k=1, seuls les réalisations a,, = 1 eta,, = —1, apportent une contribution non nulle
dans le calcul de R,(1). En tenant compte du fait que la fonction d’autocorrélation est paire et

que :
1
Play =-1}=Fla =1} =7

1
Pr{ak =1/ay_q = -1} = Pr{ak =—-1/ay_, = 1} = E
Ona:
Elapang1] = (D.(-DP{an = 1, aps1 = =1} + (=1). (DP{ay = 1, apyy = 1}

Ce qui donne, en tenant compte du fait que o2 est égal a 1/2 :
Ry(1) = 2 (D)(~1) + 2 (~1)(1) = —
(D) =3 3 =-3
pour k différent de 1, il est facile de montre que :

R,(k) =0V |k| > 2

Onadonc:

1t 11 2.22
Ya(f) = o7, + Tb( 2) cos 2if Ty (2.22)
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Soit :
1 2.23
Va(f) = = sin2nfT, 229
b
La forme d’onde utilisée pour le code bipolaire est une forme d’onde de type RZ :
Tp
S = {V, Vvt € [0, /2[
0, ailleurs (2.24)

Un chronogramme de ce code de la suite binaire (0101100101101) est représenté sur la figure

(2.8)

1.5

0.5

Amplitude de e(t)
o

0.5

-1.5
0

2 4 6 8 10 12
temps

Figure (2.8) : Chronogramme du code bipolaire RZ.
La densité spectrale de puissance du code bipolaire RZ est donnée par :

2

Ye(f) = VTsin2 (nfT,) sin c? (%) (2.25)

Elle est représentée en dB sur la figure (2.9), en fonction de la fréquence normalisee fT;,, pour

une puissance moyenne du code égale a 1 (p,, = 1).
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Chapitre 3

Transmission, réception et détection en bande de

base sur un canal idéal

22



3.1 Transmission en bande de base sur un canal idéal

Nous allons présenter dans cette partie une étude sur la transmission en bande de base d’un

message numérique composé d’une suite d’éléments binaires @ , i-i-d sur 1’alphabet {0,1}

avec les probabilités a priori suivantes :

Un systeme de transmission d’un message numérique en bande de base est représenté sur la

figure (3.1).

Codeur

en ligne

e(t)

Pm = Pr{ak = m}

m=20,1

h(t) _,(:)_.X( Y

Filtre T
D’émission B(t)

Figure (3.1) : Chaine de transmission en bande de base.

t=to — la
gt) | —"—» JFS <3
y(t) !
Filtre de Détecteur
réception

Le signal e(t) en sortie du codeur en ligne a 1’expression suivante:

Ou sy(t) et s;(t) sont deux signaux quelconques de durée T. Selon la valeur de 1I’élément

binaire a; , sy(t) ou s,(t) va étre émis sur ’intervalle [kT, kT + 1].

3.2 Transmission d’un symbole binaire unique sur canal idéal

Nous supposons que le canal de transmission est équivalent a un filtre linéaire et invariant
dans le temps défini par sa réponse impulsionnelle h(t). Dans le cas idéal, le filtre est a bande

passante infinie et sa réponse impulsionnelle se simplifié a:

e(®) = ) smlt = kT,

k

h(t) = 8(t)

m=20,1

3.1)

3.2)

(3.3)
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Pour bien étudier la structure du récepteur et optimiser ses parametres, nous considérons la

transmission d’un élément binaire unique a, émis a I’instant k = 0.

Sur I’intervalle [0, T, le signal x(t) a I’entrée du récepteur est égale a :

x(t) = sp(t) + B(t), m=0,1 (3.4)

Ou s, (t) est la forme d’onde correspondant a «, et B(t) est un bruit blanc ; gaussien, centré

stationnaire, de densité spectrale de puissance yg (f).

N,

ve(f) == vf (3.5)

Pour détecter 1’élément binaire a, a partir du signal x(t), nous plagons un filtre au

niveau de la réception, appelé filtre de réception, de réponse impulsionnelle g(t), suivi d’un

échantillonneur et un comparateur a seuil ( figure (3.1) ).

A Tinstant t,, I’échantillon y(t,) est comparé a un seuil S et une décision sera prise pour

décoder la valeur de 1’élément binaire a, Selon la regle suivante :

y(ty) >S Alors @,=1
y(ty) <S Alors  @,=0
Ou a, représente le résultat de la décision au niveau du comparateur.
On peut commettre deux types de décision erronée : on décide @,=1 alors que @, = 0, ou

inversement. Soient respectivement P,, et P,,; les deux probabilités conditionnelles de

décision erronée :

Pyy = Pr{&o =1/ay = 0}
P, = Pr{&o = O/ao =1} (3.6)
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La probabilité d’erreur P, est alors égale a :

(3.7)
P.(t) = poPeo + P1Pe1

Avec Pm = B{ay, = m} m=0,1
3.3 Calcul de la probabilité d’erreur

L’échantillon y(t,) prélevé en sortie du filtre de réception est égal a :

y(to) = agnn(ty) + b(to)

Ou n,(t) est la réponse du filtre de réception au signal s,,(t) ou m = 0,1, et b(t) le bruit

filtré par le filtre de réception :

T () = s (8) * g (0)
b(t) = B(t) * g(¢) (3.8)

Conditionnellement a une valeur de 1’élément binaire ay(0 ou 1), y(t,), noté Y est une
variable aléatoire gaussienne, de moyenne r,,(t,) et de variance o2 :
o? = E[b*(to)] (3.9)

L’expression de la probabilité d’erreur P, peut s’écrire :

+oco S
3.10
P, =p, f Py /ay=0 )dy + pq f Py /a,=1(y)dy (3.10)
S —00

Ou Pyjq,.,(y) et Py,_,(y) représentent respectivement les densités de probabilité

conditionnelles de la variable aléatoire Y lorsque 1’élément binaire a, est égal a 1 ou & 0, soit :

PY/a=1(y) = ! exp <_ M)

1 _ 2
PY/a:O(y) = Sro? exp (— %)

Les deux densités de probabilité conditionnelles sont représentées sur la figure (3.2).

(3.11)
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Figure (3.2) : Représentation des densités de probabilité conditionnelles

Pour un seuil S quelconque, les deux probabilités conditionnelles de décision erronée P, et
P,, sont représentées respectivement par les surfaces délimitées par le seuil S et les deux
graphes de probabilités conditionnelles comme montré sur la figure (3.2).

La probabilité d’erreur P, a finalement pour expression :

\V2ro?

S 2
lpo j cxp (y —Zro(zto)) ) iy 4o f exp (_%) ay| 312

— 00

Nous allons maintenant chercher a minimiser la probabilité d’erreur en fonction du seuil S.
3.4 Le seuil optimal

Le seuil optimal est celui qui minimise la probabilité d’erreur, par conséquent la déerivée de la

probabilité d’erreur par rapport a S doit étre nulle :

dP,

— = (3.13)
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Ce qui conduit a résoudre 1’équation :

2 2
Poexp <— m) — pLexp (— M) =0 (3.14)

202 202

Le seuil optimale, noté S, , est alors égal a :

rlt) +r(t) 5, Po (3.15)

S =
opt 2 (&1

Ou In(.) désigne le logarithme népérien.
Le seuil optimal dépend de la distribution de probabilité {p,, p,}, c’est-a-dire des statistiques
du message ; si, par exemple, p; > p,, le seuil se déplace vers les valeurs négative, de

maniére a « favoriser » le décision @, =1.

Lorsque py = p; = % , le seuil optimal est égal a zéro, le circuit de décision vient donc tester
le signe de I’échantillon y(t,) pour décoder 1’élément binaire «,. Ce résultat est finalement
assez logique puisque, pour p, = p; = % , la valeur, moyenne de 1’échantillon y(t,) est nul et
son signe, en I’absence de bruit, dépend de la valeur de I’élément binaire « .

Dans le cas particulier ou p, = p; = % le seuil optimal égal la moyenne arithmétique des

deux signaux a la sortie de récepteur r,(t) et r;(t) al’instant de décision to:

_r(to) +7r(ty)

opt — 2 (3-16)
Et la probabilité d’erreur devient :
1 r(t) — r(to)>
P, =—erfc|———— 3.17

Ou erfc(x) est la fonction d’erreur complémentaire définie par :

(3.18)
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erfc(x) = \/Z_Ef exp(—u?)du
X

3.5 La réponse optimale du filtre de réception

Posons

r(ty) — r(to)
p=——"—"

> (3.19)
La probabilité d’erreur P, peut étre écrite sous la forme :
P == f ( - ) 3.20
=—erjc|\——= .
e 2 2\/7 ( )

Pour minimiser la probabilité d’erreur P,, il faut maximiser le rapport p.
Cherchons maintenant 1’expression du rapport p en fonction de la réponse impulsionnelle du

filtre de réception. On a d’une part :

[0e]

11 (o) —To(to) = j g(®)[s1(tg — t) — so(to — )] dt (3.21)

— 00

et d’autre part sachant que b(t) = B(t) * g(t), la variance o2 du bruit est alors égale a :

2 _No [ 2 3.22
o? == _fIG(f)I af (3.22)

En utilisant le théoréme de Perceval, la variance o2 du bruit peut étre exprimée en fonction de

la réponse impulsionnelle g(t) du filtre de réception :

N 0
0.2:70 fgz(t)dt (323)

Finalement I’expression du rapport p est donné par :



_ I, 9®si(to — 1) — so(to — D] dt

N, o 1/2
=2 (J%, g2(t)dt)
Pour maximiser ce rapport, on utilise I’inégalité de Schwarz:

[oe] 2 [0e] (0]

( f u(t)v(t)dt) < (_[o uz(t)dt>< j vz(t)dt>

— 00 — 00

L’¢galité est vérifiee lorsque u(t) = Kv(t) ou K est un coefficient réel quelconque.

En posant :

u(t) = g(t) et v(t) =s51(tg—t) —so(to —t)

Donc p est maximal si :

g(t) = K[s1(tg — t) — so(to — t)]
C'est-a-dire p est maximal si g(t) est adapté au signal [s;(t) — sy (t)]

Posons A%= r;(ty)—1,(to)

A partir de I’équation (3.21) on trouve que
A%= TFH[S1(f) = So (NG (f )} =,

Pour K=1 et en remplagant G (f) par sa valeur a partir de 1’équation (1.37), on trouve.

M=J&U%%UWW

Et la variance 2 du bruit aura I’expression suivante :

N,
ﬁ=§]5ﬂ%&ﬁWW

Finalement la valeur maximale de p est :

29

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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A
pmax \/m

La probabilité minimale se réduit alors a :

1 / A? (3.31)
P, = zerfc 4_No

On a aussi, d’apres le the le théoreme de Perceval.

A2= f|51(f)—50(f)|2df= f|51(t)—50(t)|2dt (3.32)

Donc A? represente le carré de la distance Euclidienne entre s, (t) et sq(t)
Cas particuliers

1. Le code NRZ

Pour le code NRZ, les signaux s, (t) et so(t) s’expriment a partir d’une forme d’onde unique

s(t) tel que s(t) = s1(t) = —sy(t) .

L’expression de A? devient :

A= J 2|s(®)|?dt = 4 j Is(t)|2dt (3.33)

Pour le code NRZ, on associe a 1’élément binaire a, le signal ays(t) et 1’énergie par élément

binaire transmis E;, est donnée par :

oo

E, = fa(z)s2 (H)dt (3.34)

— 00

Sachant que a,=%1, la probabilité d’erreur P, est alors égale a :
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1 ’Eb (3.35)
P, = > erfc N,

La probabilité d’erreur P, ne dépend donc pas de la forme d’onde s(t) mais uniquement de

son énergie.
2. Le code RZ.

Pour le code RZ, posons s(t) = s;(t) etsy(t) =0

L’expression de A devient :

AZ= f Is(t)|2dt (3.36)

Pour le code RZ, on définit 1’énergic moyenne par ¢élément binaire recue a I’entrée du

récepteur comme suit.

Emp = fE[ag]SZ (t)dt (3.37)

Sachant que E[aq]=1/2, la probabilité d’erreur P, est alors égale a :

1 / Ep (3.38)
P, = 2erfc 2N,



Chapitre 4

Transmission en bande de base sur canal a bande

limitée

32
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4.1 Transmission sur un canal a bande limitée

Le modeéle du canal idéal qu’on a étudié ou la bande passante est infinie est physiquement
irrealisable. Les canaux physiques utilisés sont toujours des canaux a bande limitée. Il se pose
alors le probléme de transmettre le débit le plus grand possible dans une bande de fréquence

donnée et sans perdre en performances par rapport a la transmission sur une bande illimitée.

4.2 Transmission d’un suit de symbole de symboles M-AIRES

Nous allons cette fois-ci étudier la transmission d’une suite de symbole M-aire sur un canal a
bande limitée. Nous constatons que la limitation de bande est due a la présence d’un filtre
démission, non idéal cette fois-ci, en sortie du codeur et due au canal de transmission lui-
méme. Le principe de transmission d’un message numérique en bande de base sur un canal a

bande limitée est représenté sur la figure (4.1) [1, 4].

Codeur e(t)= h(t) C x(t) g(t) t=to, ~|~_5—0Al£
en ligne y(t) _

Filtre Filtre de <
e B(t ) ' Détecteur
émission réception

Figure (4.1) : principe d’une chaine de transmission en bande de base a bande limitée

Le signal x(t) recu par le récepteur est égale a :

x(t) = Z s, (t — kT) + B(®) (4.1)
k
Ou s,(t) est la sortie du filtre d’émission.
se(t) = s(t) * h(t) (4.2)

Le récepteur constitué d’un filtre linéaire de réponse g(t), d’un échantillonneur et d’un

comparateur a seuil.
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La sortie y(t) du filtre de réception a I’instant t, + nt est donné par:

y(to +nT) = " ayr(ty + (n=IOT) + b(ty + ) (4.3)
k

Ou r(t) et b(t) résultent respectivement du filtrage du signal s, (t) et bruit B(t) par le filtre
de réception:

r(t) = s.(t) * g(¢t)
(4.4
b(t) = B(t) * g(¢t)
Pour un canal idéal, nous avons vu que chaque échantillon y(t, + nT) dépendait du seul
symbole a,, et du bruit. Ceci était du a la I’utilisation d’un filtre de réception adapter a la
forme d’onde s(t) de durée T. dans un canal a bande limitée, le signal r(t) n’est plus de

durée T. I’échantillon y(t, + nT) déponds du symbole a,,, mai aussi des symboles antérieurs

et méme postérieurs au symbole a,, si I’instant initiale de décision t, est supérieur a T.

Cette situation est illustrée sur la figure (4.3).

0.2¢ T T

0.15

a,rt—(n-9T1) a,rt—(n+1T)

0.05 -

-0.05 -

-0.15

]

-0.2°t
-10

Figure (4.3) : I'interférence entre symbole
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L’¢chantillon y(t, + nT) peut étre décomposé en une somme de trois termes :

y(ty + nT) = a,(ty,) + z Ap_m?(to + mT) + b(ty + nT) (4.5)

m#0

Le premier terme dépend du symbole a,,, le deuxiéme qui dépend des symboles a,,_,,(m #

0) est appelé terme d’Interférence Entre Symbole (IES) et le troisiéme représente le bruit.

4.3 Interférence entre symbole (IES) — Critere de Nyquist

L’absence d’IES aux instants de décision (t, + nT) impose que I’impulsion r(t) Vérifie

la condition suivante :
r(to + nT) = r(to)ao’n Vn (46)

Ou &y, représente le de Kronecker. L’impulsion r(t) peut étre de duree et de forme

quelconque, mais tous ses échantillons aux instants( t, + nT), doivent étre nuls.

Introduisons le signal échantillonné r, (t) défini par :
r(t) = () Z 5(t — ty — nT) 4.7)
n
Sa transformée de Fourier R, (f) égale a:

1 Ny _irppto
R.(f) = ?ZnR (f - ?) e /2T (4.8)
Le signal échantillonné ., (t) peut encore s’écrire :

r.(t) = Z r(ty +nT)é (t — ty — nT) (4.9)

n
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Et sa transforme de Fourier R, (f) peut maintenant s’exprime en fonction des

échantillons r(t, + nT).

R.(f) = z r(to + nT)e /2 to*nT) (4.10)

n

La condition d’absence d’IES est vérifiée si :

z R (f - %) /(7)o = . 7(to) (4.11)

n

En posant :

R (to) (f) — % el2rfto (4.12)

La condition d’absence d’IES peut s’exprimer comme sulit :

Z R (f - ;) =T (4.13)

n

Cette condition est appelé critére de Nyquist.

La fonction N,(,f")(f) de largeur de bande minimale, que nous noterons N,(,f(’)(f) qui assure

une IES nulle et donc égale a :

1
N () = {T. VIfI < Yo (4.14)
0, ailleurs

On peut déduire donc que la bande de fréquence minimale nécessaire a la transmission en

bande de base sans IES d’un signal numérique avec une rapidit¢ de modulation R = 1/T est

égale a 1/2T . Cette bande est appelé bande de Nyquist.

La fonction R(f) correspondant a pour expression :

R(f) = r(t) NS (f)e=I2mrto (4.15)
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Et le signal r(t) la transformée de Fourier inverse de R(f) est donné par :

r(t) = r(ty) sinc (t —Tto) (4.16)

La fonction N,(,f")(f) présente des discontinuités aux fréquences + 1/T (filtre passe-bas idéal

physiquement irréalisable).

Une solution retenue dans la transmission en bande de base est le filtre en cosinus surélevé
dont une réponse fréquentielle réelle et positive CS,(f) [1, 5]

. 1-«a
<=
si - Ifl S5

1+a

(T

T . T (1 . 1-«a

=] rmZG)] o« Fsis i wm
Ik 0 ailleurs

Ou « est le coefficient de retombeée (roll-off) 0 < a < 1.

-(1+a) (1+a)
2T ' 2T

Le filtre en cosinus suréléve occupe la bande de fréquence[ ] Sa réponse

impulsionnelle est la suivante :

€Sy (t) = Si“,gt/ ) cos(™/ z;) (4.18)
/T 1—4a? ﬁ

. . . . . - CS,
La reponse impulsionnelle cs,(t) et sa transformée de Fourier normalisée Lalf)

pour
différents valeurs du parametre a sont représentées sur la figure (4.4). On notera que pour

a = 0, la fonction CS,y(f) n’est autre que N,(nt")(f).

La bande de fréquence occupée par la fonction CS, (f) est égale a % (en raisonnant sur les

fréquences positives), soit une multiplication de la bande minimale (égale a %) par (1 + ).
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Figure (4.4) : Réponse impulsionnelle et réponse en fréquentielle d’un filtre en cosinus surélevé

pour différent valeurs du facteur de retombée a (1:a =1; 2:a =0,5; 3: 2 = 0,3)
Le filtre en cosinus surélevé n’est pas le seul filtre qui vérifie le critére de Nyquist.

La figure (4.5) représente un exemple ou une réponse fréquentielle de largeur de bande

supérieure a 1/T et vérifie le critere de Nyquist (une IES nulle aux instants de décision).
1 AR(f)

A ]
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Figure (4.5) : la réponse impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre vérifiant le critére de Nyquist

0 1 2 3 4

On peut conclure que 1’on peut tres bien trouver des filtres de bande supérieur a 1/T et
verifiant le critére de nyquist. Pour plus de détails sur I’utilité, I’amélioration et le domaine

d’application de ce genre de filtres vous pouvez consulter ces articles [6-11].



39

Bibliographie

[1] Joindot, M., & Glavieux, A. (2007). Introduction aux communications numériques.
Dunod.

[2] Guimaraes, D. A. (2010). Digital Transmission: A Simulation-Aided Introduction with
VisSim/Comm. Springer Science & Business Media.

[3] Bic, J. C., Duponteil, D., & Imbeaux, J. C. (1986). Eléments de communications
numériques (Vol. 9). Dunod.

[4] Benedetto, S., & Biglieri, E. (1999). Principles of digital transmission: with wireless
applications. Springer Science & Business Media.

[5] Madhow, U. (2008). Fundamentals of digital communication. Cambridge University
Press.

[6] Farhang-Boroujeny, B. (2008). A square-root Nyquist (M) filter design for digital
communication systems. IEEE Transactions on Signal Processing, 56(5), 2127-2132.

[7] Kisel, A. V. (1999). An extension of pulse shaping filter theory. IEEE transactions on
communications, 47(5), 645-647.

[8] Beaulieu, N. C., Tan, C. C., & Damen, M. O. (2001). A" better than™ Nyquist pulse. IEEE
Communications Letters, 5(9), 367-368.

[9] Beaulieu, N. C. (1991). The evaluation of error probabilities for intersymbol and
cochannel interference. IEEE Transactions on Communications, 39(12), 1740-1749.

[10] Assalini, A., & Tonello, A. M. (2004). Improved nyquist pulses. IEEE Communications
Letters, 8(2), 87-89.

[11] Xia, X. G. (1997). A family of pulse-shaping filters with ISI-free matched and
unmatched filter properties. IEEE Transactions on Communications, 45(10), 1157-1158.



