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Résumé

Dans la présente mémoire, onconsidére le systéme d’équations

décrivant la conservation de la masse de l’eau dans D’air dans la

température supérieure a celle de la fusion (c.a.d. dans le cas ol on a

condensation —évaporation).

Il s’agit d’un systtme de trois équations accouplées de type

transport : équations pour la densité de Iair secp, la densité de la vapeur

d’eau T, et la densité de ’eau liquide o. Ici la densité o est considérée

comme fonction, non seulement de x, t mais aussi de la masse m d’une

gouttelette.

On démontre que ce systtme admet une seule solution locale.
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Chapitre 1

Introduction

Soucieux de futur de notre planéte, le monde s’intéresse aux problémes
du climat et désire en connaitre le mécanisme et les conséquences. Pour reé-
pondre & des nombreuses questions qui se posent, la modélisation mathéma-
tique des phénomeénes atmosphérique et météorologique est aujourd’hui plus
nécessaire que jamais. Toutefois & cause de la complexité des phénomeénes
jusqu’a maintenant la majorité des scientifiques se contentait des modéles
pet Liels vu sunplilies.

Comme on le connait bien, I'atmosphére contient H,O en trois états :
gazeux, liquide et solide & la température normal de notre environnement.
L’eau en état liquide dans I'atmosphére se trouve sous la forme des goutte-
lettes; quand celles-ci sont petites, elles sont suspendues dans l'air, ce qui
forme des nuages; quand elles sont relativement grandes, elles descendent
avec de différentes vitesses, ce que nous appelons comménement la pluie.

La transition de phase de l’eau dans 'atmosphére, en faisant naitre des
nuages et on provoquant de la pluie, joue le role trés important dans I'études

des phénomeénes métiorologiques. L’étude mathématiques d’un systénie d'équa-
P 21q
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tions qui décrit d’une maniére suffisamment compléte les phénoménes atmo-
sphérique impliquant la transition de phase de ’eau est donc fort souhaitable.
11y au plusieurs tentative de modélisation mathématiques de ces phénoménes.
Mais jusqu’a présent la complixité des phénoménes nous a empéché d’éta-
blir un systéme d’équations assez complet et de l'analyser pour obtenir des
caractéristiques fondamentales.

Dans [6], sur la base de la description physique des phénoménes, a été
proposé un systéme d’équations qui modélise le movement de l'air y compris
la condensation et I'évaporation de 'eau et le mouvement des gouttelettes
et il a été déemontré que ce systéme d’équations est bien posé de sorte qu’il
admet au moins une seule solution local.

Dans notre travail, on va étudier le cas de la transition gaz- liquide en
considére seulement la composante verticale. Il s’agit des frois équations de
conservation de la masse de l'air sec, de la vapeur d’eau et de l'eau liquide
contenu dans les gouttelettes d’eau, et on étudie I’éxistance et I'unicité de la

solution locale.



Chapitre 2

Equations de continuité de 1’eau
dans l’air

Avant de rapppeler le systéme d’équation qui décrit les équations de conti-
nuité de 'eau dans 'air, nous devons décrire les processus de la formation et

de I’évaporation des gouttelettes (voir [2]).

2.1 Description de la formation et I’évapora-
tion des gouttelettes

Pour d’écrire la formation et l'évaporation des gouttelettes, rappelons
d’abord que la condensation aura lieu quand la densité de la vapeur d’eau
notée 7(z,1) dans l'air dépasse la densité de la vapeur saturée notée 7,; =
Tus(T), qui est fonction de la température T, et que I'évaporation de l'eau
des gouttelettes aura lien quand 7(z,t) < 7,s(7). Introduisons une fonction
Si(m) qui représente la surface des gouttelettes de masse m, ou nous consi-
dérong m comme la somme de la magse de H,O et de celle des noyaux (dits

aérosols) & l'exception des gouttelettes d’eau de diameétre trop petit. Nous
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supposons que

Si(m) € C*([0, o0[)

Si(m) =0 pour 0 <m < Be | Si(m) = 323(4m)*m?* pour m > 14 avec
0 < m, <mg < oo (MM, et M4 représentent les bornes inférieure et supérieure
de la masse des aérosols susceptibles de a formation de gouttelettes). Avec
Si(m) ainsi définie et avec 7(z,t) etT,s(7"), nous introduisons la quantité de

condensation sur les gouttelettes de masse m (par unité de masse)

ha(m) = h(Tm,m) = 1,20 r (7)),

ou K est le coeficient positil de la vitesse de condensation ou d’évaporation.
On introduit également la quantité totale de condensation sur toutes les

gouttelettes.

St (:ln) o(m)dm,

Hy(T,7,0) = Ki(m — 7us(T)) / .
Jo

ou o(m) désigne la densité de H,O en ’état liquide contenue dans des gout-

telettes de masse m. Un a evidemment

-—1c
L) Hu(T,7,0).

I m ™t S (m! e (m)dm! !

En autre, on introduit la probabilité avec laquelle une gouttelette de masse m

ha(m) =

apparait avec le début de condensation et celle avec laguelle une gouttelette
de masse m disparait suite a l'achévement de lévaporation. On définit la
probabilité de la formation des nouvelles gouttelettes de masse m donnée
par

":;'U(TW')I')V+ N(ﬂ')] I [W Tya (T)] ‘ )
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ou N* est le nombre total des gouttelettes qui peuvent étre formeées dans
'unité de volume, tandis que N(o) représente le nombre dans I'unité de
volume des aérosols qui se trouvent déja dans des gouttelettes et est donné

par

N(o) = [Dm ‘i@dm +C fom o(m)dm.

m

De maniére analogue on définit la probabilité de disparition des gouttelettes.

g (m)[m — 7(T)] .

Comme au moment du début de la condensation ou de 'achévement de I’éva-
poration la masse de la gouttelette m est celle du noyau (aérosol) qui ne

s’annule pas, on suppose que

90(-), g1(-) € C1([0; o0]),

suppgo(.) € [Ma, Mma), suppgi(.) € [0,ma].

Pour leu aspeets pliysiquos sur losquels cette modélisalion est hasée Vair([7,2])

2.2 Systéme d’équations

Les quantités physiques que nous devons considérer sont : la densité de
I'air sec g, la densité de la vapeur d’eau 7 et la densité de I'eau liquide o, la
vitesse de l’air sec v, la vitesse des goutteletes u(m) et la température T Les
équations de la conservation de la masse de I'eau dans I'air en une dimension
spatiale (z = 23 € Q =)0, 1[) sont donnée par le systéme suivant :

80+ 9:(ov) =0 (2.1)

At m) | delmoltya)) — =Hu(Tyn o) (')

6
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oo (m)+ 0z(o(m)u(m)) + On(mhg(T, m,m)o(m)) = hgy(T,n,m)o(m) (2.3)
2 [ Bm =t )atom — Yo'+

*m][;m3(m,m')0(m)o(m’)dm’
+o(m)[N* = N(0)]*[1 — mys(T)]* = gr(m)[7 — me(T)] 0 (m)

D’autre part, de point de vue technique, le terme hy(m) dans 'équation
de la conservation de la masse pour ’eau liquide cause des diffécultés, qu’il
est défficile & surmonter au mions dans 'immédiat. Pour cela nous introdui-
sons une ultérieure approximation. Plus précisément on va considérer une
approximation de 7, ¢’est-a-dire, nous voulons que 7 soit une fonction régu-
liére, parmi les possibilités on utilise la moyenne locale. Nous allons utiliser

une fonction @ : R — R vérifiant les conditions

1) 8 € CZ(R)

2) 8(z) > 0,Vz e R
3) 0(z) = 0(|z|)
4) [ 6(x)dz =1

et la convolution

B
W*@@%—L r(4)8(z — y)dy.

1

La moyenne locale de 7 sera donnée par

_J T n(y)o(z — y)dy

S 0(x — y)dy

Plus précisément, nous utilisons la fonction 8(z) = exp(—(£)?). On remarque

que ]
f () 2 f,.lll (z — U)TF('U) exp(__;%y)zdy

Mpltt) = i By o0 -

dx 2 j,ql P‘Irp( ml-y)?'d‘?j
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2 [ (= = y) exp(—=2)2dy [ m(y) exp(— T2 dy
e i ——= e )%ﬂy)
ce qui donne

b

= Tollz=() < Cllll 1)

En utilisant cette approximation dans les équations (2.2)-(2.3) on obtient :

BLTF -+ ax(ﬂ'?)) = —HQE(T, ﬁg, O')1 (24)

dro(m) + 9z(a(m)u(m)) + O (mhgo(m)) — hg(T, T, m)a(m)+  (2.5)

m/ B(m —m',m")a(m — m')a(m')dm'+

~m/ B(m, m o (m)o(m')dm'+
+go(m)[N* — N(0) [ [fe — Tus] ™ — g1(m)[Frg — mos(T)] ().

Le systéme est envisagé dans un espace de dimension un £ =0, 1[ qui re-
présente I'axe verticalo de l'atmosphére ot on o'intérenne & démontrer que
ce systéme est bien posé de sorte qu’il admet au moins une solution locale
(solution locale en temps).

La solution inconnue & chercher est (o, 7, o) et on suppose donc que v et

T sont des fonctions connues tels que :
v e 120, 6y, H*()) ) F°(0, ta, Hy (52)) (2.6)
T € L*(0,1,, H*()) ﬂ L=(0,t,, HY (D)
Et on suppose que
v=Upour z=0c¢ct =1 (2.7)

8
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En ce qui concerne la fonction 3(m’, m”) qui figure dans (2.3), nous sup-
posons qu’elle est une fonction suffisamment réguliére et qu'il existe une

constante M, (M, < oc) telle que
B(m',m") =0sim' +m" > M.

Cette condition est motivée non seulemenet pour des raisons technique, mais
aussi par le phénomeéne d’éclatement des grosses gouttelettes par la friction

avec l'air.Pour la simplicité de la notation, on pose
Dz :}O, ]\;[[XQ,

ou M est une constante suffisamment grande de sorte que, comme on la
précise o(m,z,1) = 0 pour m > M V¢ € [0,1,]. D’autre part, pour la

fonction u(m) de la vitesse des gouttelettes nous donnons I’éxpression

1 do

u(m) = v(t,z) - Al

ou w(ne) est la coellicient de Loutlewent eutie les guullelebles de tasse s el

I'air et @ est la potentiel vérifie

%20 VeeQl et i—i!an:().
Pour les conditions initiales on a :
0(0,.) = oo() € H'(2),  inf oo(w) >0, (2.8)
7(0,.) = mp(.) € Hl(Q), 79 > 0, (2.9)
a(0,.,.) =ao(.,.) ¢ H'(Dz), ag > 0. (2.10)



Chapitre 3

Résolution des equations
linéairisées

Le systéme que nous voulons résoudre est non linéaire alors I'idée générale
que nous adoptons est celle d’éxaminer d’abord les équations linéairisées
et puis de chercher un point fixe d'un opérateur défini par la solution des
équations linéairisées.

Soit

m e C(Uyty; (M) aves m(t,a) 2 U

&€ C(0,t; HY(Dy)),
on considére le systéme linéairisé de (2.1), (2.4) et (2.5) on obtient
at@ + a:,;(QU) = 0: (31)

Oy (t,z) + Oz (mu(t, 2)) = —Hu(T, 79, ), (3.2)

O (m) + 8. (a(m)u(m)) + 8,,(mh (T, e, m)o(m)) = hy(T, g, m)a(m)
(3 3)

10
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+% /Dmﬂ(m —m',m')a(m —m')g(m')dm’+
—m/o B(m,m')a(m)a(m’)dm
+90(m)[N* = N(@)]* (g — mos(T)]* — g1(m) (7o — m0s(T)] "0 (1m)
3.1 Equation linéaire de 1’air sec

On remarque qu’avec v donnée 'équation (3.1) est linéaire. On a le lemme

suivant :

Lemme 3.1.1 L’équation (3.1) avec la condition initial (2.8) udimel une so-

lution ¢ et une seule dans la classe 0 € C(0,t,;C(Q)) et on a

0 < aft) < olt,z) < B() < o0 (3.4)
ou
t £,
aft) = ayexp(— f 1850t ey df),
0
avec
ag = igg(go(w))
et
t
B(t) = Boexp( / 1.0t | sy ),
0
avec
Bi= suplasill
z€(0)
Démonstration

L’équation (3.1) s’écrit sous la forme :
G + 00,0 = — UV (85

11
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La méthode fondamentale de ’étude des équations du type (3.5) est celle des
caractéristiques . On définit les courbes caractéristiques par :

dx(t)

_ _ .0
2 =), a(0)= o (3.6)
alors, de (3.5) on obtient
dolt x(t) __ o
—T = Q@IL (3.7)

La fonction v vérifier la condition de lipschitz pour la variable = et donc

d’aprés le théoréme de 'existence et 'unicité de la solution locale de 1'équa-

tion differenteille ordinamre , 1l existe une solution z(t) de (3.6) dans [U, T1].

De la condition (2.7), I'application qui a 2° € Q associe z(t) est une bijection

de Q sur Q , nous désignons cette application bijective par x,(z") = z(t).
Ainsi, en résolvant le probléme de Cauchy

déﬂ (tv xO)

dt = _@(taxg)axt’]x=y:($°)

on obtient la solution :
it.2%) = o) expl- [ dothathieh
On pose o(t,z(t)) = 6(¢,z°) alors la solution de I'équation (3.7) est :
olt:2) = olt, (a%) = eoa®) vl [ Oald ()
Pour démontrer (3.4) on a
—N8z0llpoe() < —Opu(t, x) < (el
donc
! ¢
) el [ st 5 oe) ol [ At )

1.2



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

t
& gl el / 16,0l ey )
0

par conséquent

ilelépo(x) exp(—/o 18 (v)[| o= ) < o(t, (1)) <

t
< oup i) expt [ 182 (0)]] (e )
J0O

0 < at) < ot 2(t) < B(t) < o

Le lemme est démontré.
L’équation (2.1) avec la condition initiale (2.8) nous permet d’obtenir une

estimation utile de p.

Proposition 3.1.1 La solution p de l'equation (2.4) avec la condition ini-

tiale (2.8) vérifie la relation
lle(t, -)Iﬁrl;’m < ||Qu||:;4lm', e?:ID(Ct1/2||U||LJ(0,:.,H'—'(Q)))-

Démonstration En multipliant 'equation (2.4) par o et en faisant I'in-

tégrale sur 2 , on a

f 00,0dx = — / 00, ovdx — / 0’ d,vdz.
0 Q 0

Grace & la condition v = 0 sur 912 , on a

/3,_.02(13:6: 1] 0*0,vdx
Q 2 Ja

d / T 5
— | olPde < ||| L f |u] "
dt Jo AR o

13
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on en déduit que

d 1
EHQ”.?L?(Q 5“8 U||L°°(Q ||Q] L2 (Q)-
Gréce a l'inégalité de Sobolev |0, =) < C||lv]| w20y , on a

& i s
E“QHEQ(Q) < C|v|

Hﬂ(ﬂ)”ﬁ’“?{l(n)- (3-8)

Maintenant, on applique ’opérateur 9, a I’équation (2.4) et multiplie par d,0

I'équation obtenue. Si on I'intégre sur €2, on obtient

/8 00,(0,0)d: [axga [0 0v + p0,v]dx
Or,on a
/d (0:0,0)dx = e (d 0)’dz
. 0 (1) ')dt b Lo

D’autre part grace a la condition v = 0 sur dSl, on a

/ 0:0[0:(0-00) + 0. (00,v)]|dz = [ 9,0[0%0v + 20,00, v + p02v]dz.
i vl

Comme
fdrgdigvda: = / dz0(020)vdx — [(ﬁrg)zazvd:c,
) Q Ja
d’ou
2 I P 9

/Bxgaggvda: =—5 /(azg)‘c‘)mvdz.

o 2 /o
n n

- - ;o - . - " 3 o~ £ i
f ('J*Q[r_'jh(.f)‘kiw_r) + .{f_L(Ui_iL'rr”rf:r' == /(H_rlr_.l)"rr')w'm]'.': + [ L‘Jr:)m[rr:)fl)t'f:lt,
Q 2 Ja Q

14
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donc

3
2 —
jjove ollz2) < 5

2 Cllllmlelfn + | elidsollozelds

De plus, on a
[ lellzeliezalde < Cllolfe ol
Alors
d P 2 1 2 2
glldxé’”mm) < Cllelz @llvllaz@ (3.9)
En adjoigant les inégalités (3.8) et (3.9) on obtient
EEHQ“?LI](Q) = C“Q”zl(n)”ﬂﬁ#(n)

En rappelant 'hypothése que gg € H'(Q2), on en déduit que

'
le(t, My < ool exp(C f ol ey ).
0

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz,on a

/ (', MarzeydE < £72]10] 2o, mr20y-
Co qul nows peruel de deduire

/2

llo(ts MFniay < ool ay exp(C2 (0] 120, 2(0)))-

La proposition est démontrée.

3.2 Equation linéairisée de la vapeur d’eau

Maintenant on va examiner I’équation linéairisée de la vapeur d’eau. Ana-
loguement a I'éqution (2.4) I'équation (2.5) peut étre résolue, en utilisant la
méthade dar carnctarictinmon. Mema allonn ilhedeer Poppdicstion de celle e

Lhode dans le lemme suivant

15
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Lemme 3.2.1 L’éguation (2.3) avec la condition initiale (2.9) admet une

solution 7 et une seule dans la classe m € C(0,t;,C(2))

Démonstration De I'équation (3.2) on a :
Opn +v0pn = —n0gv — H gy (T, 7, T)

on définit les caractéristiques par le probléme de cauchy (3.6) on alors Iécri-
ture suivante :

d
Eﬁ(t’x(t)) = —0,v — Hy

sur chaque trajectoire. En procédant de maniére analogue a la démonstration

du lemme 3.1.1 |, on montre existence et I'unicité de la solution et on a :

t t ¢
7(t, z) = mo(z?) exp(—/ Q.;U(i,x(f)di))—/ H, (T, 79, 3) exp(/ du(t”, z(t"))dt"Vdi.
0 0 i
(3.10)
L’équation (2.5) avec la condition initial de (2.9) nous permet d’obtenir une

estimation ntile de 7

Proposition 3.2.1 La solution 7 de l'equation (2.5) vérifie la relation

L t t
I < ol exp | (Cllollman D)+ | [ HalEsgyexol | (Cllray+ 1)’ ol
0 0 i
Démonstration En multipliant equation (3.2) par 7 et en faisant l'in-

tégrale sur 1 , on a

/Tl‘aﬂi'dl'+ 10 (mv)dz = —fﬁHgng
) Q 0

/ﬁamd;cz */‘JT@I(WU)(EI/?THQ(dI
0 ! )

16
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alors

/5571'2([:5— —1/2/752(%1)(&— /W S di.
Q ) Ja

On applique l'inégalité de Cauchy-schwartz,on a

1d
r)dt”W”L”(n) H@ U||L°°(9)”7r||.[,2(ﬂ) + 7l L2y | H i“L°(Q

grace a I'inégalité de sobolev ||0,v]| () < C||T|| 2(), on a
dy o s 2
17z @) < CllollazolImlizam) + 17l 2 201 Hall L2y (3.11)

Maintenat on applique 'opérateur 9, & ’équation (3.2) et multiplie par

0,7 I'équation obtenue. Si on l'intégre sur §2, on obtient

[ OOy (O )da = — f Op Oz [Opmv + T + Hyldx.
o )

1d ;
/clna anr dr = Eﬁf(aﬁr) dx

lu,“
2.l

Or, on a
= azfr”i?(n]

et aussi grace & la condition v = 0 sur 99, on a

/ 0,0 [0 7v + w0 v|dz + / Ot O H i =
19} Q

= / 8Iﬂ'[83ﬂ‘1} + 20,7 v + Trc'ﬁv]dx -+ / B8y H gdx:
9] 0
Comme
. ‘ |
] O, mimudz = /(BIW}ZBUd:J:.
Q 2 Ja

Donc on a

2
/@w@w[aﬂv + wO,v|dx = u/(\@zw)zavdz‘ + [ 70, 70%vdz,
Q 2 Ja Q

17
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on déduit que

1d 3
—g||3$7rﬂizm) £ = /(Bzﬁ)ﬂa,,vlclx—ﬁ— [7||0em||O2v|dz+ | Og|7||0nHy|dz.
2dt 2 Ja Q % Q

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

ld

3,
;Elfaﬂﬂiz(m < §||dxl’||,:x-(n)||3zﬁ

720y FI7 [l oo @ 18| 22y |20 2200y + 11007 || L2 |10 Hit | 2 -

D’aprés P'injection de Sobolev ||0:v|r~@) < C||v||p2@) , on a

d
E”f)ﬂ“iz(m < Clvllaxo 7z @) + 2007l 2@l &e Hallz2y.  (3.12)

En adjoignant les inégalités (3.11) et (3.12), on obtient
d 2 1 2
EHWHHl(Q) = C”“”fﬂ(ﬂ)”ﬂbi(ﬂ) + 2[|7 [ 2o | Hotll 12 (-

= C”v”HQ(ﬂ)”W”?‘ﬂ(Q) + E|7T||12‘11(n)||H.9"-H2H1(Q)-
Donc on a

d ; )
E”"T”f‘f‘(ﬂ) < (Cllvll m2ny + 1)”"_‘”%1"(9} + ”Hg!”?{‘(ﬂ) (3.13)
ce qui nous donne

- o dA
(e, My < ol ey exp / (Cllvll oy +1)dl)+ ]0 1 H sy e / (Clel
t 4
(3.14)

w2y +1)dt )di.
La proposition est démontrée.

3.3 Equation linéairisée de ’eau liquide

Passons maintenat & Tn résolution de Péquation (3.1). On a le lemme

swivant :

18
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Lemme 3.3.1 L’éguation (3.1) avec la condition initiale (2.10) admet une

solution o et une seule dans la classe o € C(0,t,; C(Dy)).

Démenstration Résolvons 'équation (3.1) le long des caractéristiques (m(2 )s (L)) tefo,ty]
définies comme solution du probléme de Cauchy suivant :

am(t) _ da(t)

" m(t)ha(T, 7tg, m, t,z(t)), 3

= u(m(t), ¢, z(1)) (3.15)
m(0) = mg € [0, M],z(0) = zo € Q.
On pose @; = (mhgy, u). Alors 'équation (3.1) peut étre écrite dans la forme
0:0(m) + V() (0(m)as(m)) = hyd(m)
m/ B(m —m',m")a(m — m")g(m)dm’'+

—mf B(m,m")a(m)a(m')dm’
+g0(m)[N” Nr N[fe — Tus(T)]F — g1(m)[Te — 7ys(T)] "7 (m).

En utilisant la méthode des caractéristiques, on obticnt

d%u(m] = 0 ()Y (mzyla(Mm) + hgo(m)+

m/ B(m —m',m")a(m — m")a(m')dm'+

-m[ Blm, m!)5(m)a (m')d’
+00(m)[N* — N ()]s — Foo(TI]* = 3(m)gs (m) g — 7o(T)] "

En procedaul de mamére analogue 4 la démonstration du lemme , on montre
I'éxistence et I'unicité de la solution. On a donc la solution ¢ ayant expres-

sion
t
a(m(t),z(t),t) = oo(m®, 2°) exp(— / Vimz)-Ta(t , gy (m®, 2°)dt’)
Jo

19
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/(hg;(m m) +—/ Blm—m',m )5(m')5(m~m’)dm’+
-m ﬁ(m,m )& (' )a(m)dm’ + go(m)[N* — — N(3)][7s — 7s(T)] "+

0

—gi(m)a(m)[7g — 7s(T)] ") exp(— [ v(m,m).az(t”,yiu<m.0,g:°)dz“))da’.

Le lemme est démontré.

Proposition 3.3.1 La solution o de I’équation (3.1) avec la condition ini-

tiale (2.10) vérifie la relation

||U(t7‘1')||Hl(D2) = ||Cf0||hr1 (D2) EXP j Cllivliae (ﬂ)+Hbm'm”f-]1(ﬂ)+”THH

+1]dt) +/U CliFlar@ + 1T la2@) U151 by + 20802y + 1)+

A
{15 o) x0 f Clllvll ey + [1Fllasie + [ Tllamey + 1)
L

Démonstration

En multipliant I'équation (3.1) par o(m) et en laisaul I'intégrale sur
10, M[x£2, on a

iy} M
f / m)d;o(m)dxdm +/ / m)d,(o(m)a(m))dzdm+

M N
[ / (M)A, (mhg(m)a(m)) dﬂd?n—[ /cr{rn g(m)a(m)dzdm
"*"E/ // 5(”1—ml,m')cr(m)&(m’)c‘r(m—m’)dm’dzder
2 Jo Jaldo
M M
—m/ f/ B(m, m")a(m)a(m)a(m’)dm'dzdm+
o JaJo

+ /UM [ﬂo(m)go(m)[N* - N(&}]‘*[ﬁa — Fos(T)]* dzdm+

20
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[ / (1)1 (1) [ — 700 (T)]" ddm,

l/M/('BzJ(:rn):’da:dm:/M/17t.(m)cr(m)é‘m(cr(m))ai:r:a!”n’w
/ f mhg(m)o(m)d,o(m)dzdm + / / o(m)a(m)hgdrdm+

0 f / / B(m — m',m')o (m)a (m')a(m — m')dm'dudm-+

—m [M/ /00 B(m, m")o(m)a(m)a(m’)dm'dedm+

/M/ m)go(m)[N* = N(&)]*[Fg — Tus(T)] " dzdm+

ou

/ / a(m)a(m)g(m)|Tg — Tus(T)]” dzdm.

On déduit que

i1 M

7 / / )idxdm = / [ i(m)d, (o (m)?)dzdm+
a—(

W Y
/ f mhg(m)ono(m )V2dzdm + / / o(m)a(m)hgdrdm+

+%/0 js;/(} B(m —m',m")a(m)g(m')a(m — m')dm’'dzdm+

m:,/oM/r.z/(;M B(m,m")o(m)a(m)s(m')dm'dzdm+

N
+/ /o( Go(m)[N* = N(3)|* |7ig — Fy(L)] dincdm+

b7
[ /O’ a(m)gi(m)[my — 7ps(T)] dzdm.
0
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En vertu des conditions % = 0 sur 99Q et o(m) = 0 pour m > M, on a

Iy Y
2clt_/ / o(m)*drdm = ——/ f o(m)?0.a(m)dzdm+
1 M M
—5/ /am(mhgg( o(m)? da:dm+/ / 7(m)hgdrdm+
0o Jo

+% /O.M ./n fom B(m —m',m)o(m)a(m')ag(m — m')dm'dedm+
—m /Mf/lMﬁ(m, m')o(m)a(m)a(m')dm'dzdm+
0o JaJo
i )
+ ] / a(m)go(m)[N* — N(3)]"[Fa — Tus(T)] " dwdm+

fM/ m)gi(m)[7g — 7os(T)]” dzdm.

On remarque que

M m
/ f / B(m —m',m)a(m)a(m')a(m — m')dm'dzdm <
o JalJo

M m
= C’ﬁf /J(”l)f ag(mye(m = m')ydm'dedm
hvi
< CB/ / / m’)a(m — m')dm’'dzdm
M
= CB/ [/ dﬁ«“]m[f / — m')|dm’)?dz]"dm

S / [ / m(m)2dr] 2 / M ( [ (@(m"a(m — m")2dm’ ) dr) 2 dm,
v i1
_ pi
=< Cay M/ [/ (m)[?da]"?| // (m") — m'))2dm'dz]'*dm
0

= M M )
Oy "U[/ [/ |v (“L)l?diw"“]hm[/ / / (L_I'Z(Ht-’)f"2(m-'m.’))ufm."d.r,.u,lm]]"'2
0 Q 0 QJo
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M M
<oVl //ﬁmnwwwffé'axmﬁmw
oM
S%JH% memww&ﬁﬁw%wmmmwmnmmmmw

M
<Cot( [ [ |otm)Pdzdm) #[]3u 0,
0 0

< CﬁM”UHLZ(DZ)||5||2L-I(Dg)-

D’autre part, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

/UM/Q/DM |6(m, m)o(m)a(m)a(m')|dm’dzdm <

M
e Cgf[f o(m dm/ a(m')(m')dm’|dz
aJo
- M M
< CsV Mr[// 02(711.}d'r?1c11:]1/2[/ (/ o*(m)dm)?dz]'/?
aJo a Jo
_ o
< CgV M||J“Lz(92)[f Mf o' (m)dmdz]'’?
0 0

< CopM|allzapullelysw,):

Compte tenu de la relation d,@ = 8,7, et en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwartz,on obtient

1d "

T —llollzz(p,) < 2H3 llz=@llollizip,) + 5 H m (Migi) || oo (Do) |0 (| 22,y +

_ 1 - ~
+ il Lo (D) |l 202 1F || L2 D2 + 5MCslloll 2oy 1F] 7 p,)+

+MCpllol| 2o 15117 10,y + CUlFsll 20y + CN TN 2oyl ]| 2(pa)+

+CTollz @y + I @) 22 (o) || E || Lag o) -
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D’aprés la définition de hgy et 75, on déduit que

1d

5 10la0n) < 510 iellol o+ CAURN i@ IT i) oo+

+C (1Tl =0y + 1 TN =)ol 22y 18| L2(D2y + Cllol 2o 1T 710y +
+C (17N 2y N TNl L2 llo | 2oy FC T 2y I T Nl 2o L2002y 15 | 222 -

Maintenant en applique 'opérateur 9, a '’équation (3.1) et en multiplie
I’équation obtenue par 9,0, on fait I'intégrale sur |0, M[x$, de sorte qu’on

obtient

/OM/ﬂaxg(m)ax(aza(m)}dl‘dm+]OMLB;U(m)ai(U(m)it(fn))d$df71+

/ /8 .0 (m) 0,0, (mhg(m)o(m))dedm A/ -/(;’ o(m)d m)a@(m))dzdm+

N
/ f 3(m —m' ,m")d.o(m)d.[a(m")a(m — m')|dm'dedm+
N LY
mf // B, m )0, o (m) 0, |3 (1) 8 (o) elon tlewedina |
+ / | n(m)ouo(m)on(3* = F@)*{ro =~ 5Dt

/ ’ / 91(m)0z0(m)0:(6(m)[Fo — Tus(T)] ™) dzdm.

Grace a la condition u = 0 sur 942, on a

v 2 M M
f /Bxaﬁi(crﬁ)dmdmz —/ f(c')wa)z@zﬁdzdm-t—/ /a@waagﬁd;cdm
0o Ja 2Jo Ja 0 Ja

et on a

N
/ / 0,00,0m (mhy(m)o)dzdm =
0o Ja
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b

M
= / /axo-[am(mhgl(nl))U+am(mhgl(m))axa"'ax(mhgl(nl))amg+axarng(milgl(m))]dxdm
Jo g

et

M
f ] 0:00, (hg(m)a)dzdm =
0o Jo

M M
=/ f&@xaaxhg,(m)da:dm~r/ fhgg(m)axaﬁmﬁdzdm.
0 Jo Jo Ja

Donc on a

—/ f@t(aza)zdxdm— ——/ /(8$0)28Iﬁdxdm~-/ /a@xaaiﬁdxdm+
2Jo Ja 2Jo Ja o Jao

i #
_/ /Uamoazam(mng[(nl))dlﬂdm = / /(ala)zam(mllg((m))dmdﬂl+
0o Ja Jo Ja
o M
;‘/ / 020 0m 00z (mhy (m))dzdm — / / 02000 (mhg (m))dazdm+
0o Ja -
+/ ] G0, 00:hg(m)dzdm +/ / hg1(m) 0,0 8,5 dadm+
o Ja s e
m N .
+7/ / / B(m — m/, m") 3,0 (m)0,5(m" )5 (m — m')dm'dzdm+
= JOo QJ0
m M J i
Jr?/ / / B(m —m',m")0,0(m)a(m’)0,5(m — m')dm’drdm+
o JalJo
Mo M
_7nf / B(m, ml)a:ﬂg(m)ara(m)f}(m')dm’dxder
o JalJo
M M
- / / f B(m, m") 00 (m)&(m)d,5 (m")dm' dzdm-+
i 0 1]

0

M -
+ / / Go(m)[N™ = N(3)]7 0,0 (1) 0, ([ — s (T)]F ) dzdim+
v Ju

o

' /OM /Qg‘] (m)8,0(m)[7e — Toe(T)]* 0e((N* = N(@)]*)dwdm+

N
—/ /m(m)(),.u(m)D...U(m)[‘?IH T (T~ divelin+
Al W
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//gl )8,0(m) 8, ([T — Tros (T)] )5 (m)dzdm. (3.16)

Pour obtenir une estimation de ¢ dans C([0,;]; H'(D>)), il sera impor-
tant d’avoir une estimation de 00,002u et 09,00, ,,(mhy).

Pour cet effet, on rappelle d’abord le lemme suivant
Lemme 3.3.2 (On suppose que 0 > 0).0n pose

B
il = sup ﬁ /A i 1, B, (3.17)

0<m<M 1

Alors il existe une constante C telle que 'on ait

a1 (t) < Cllo(, . )l mos)- (3.18)

Démonstration De la définition (3.17) on déduit que

T

1 By
o1(t) = oo(t) + sup | Bm / o(m',z,t)dedm’| (3.19)
By — A

0o<m<M Jmg(t

ou

b7
aolt) = f f a(m,z, Hdzdm, |Ds| = M(B, — Ay),
[Ds] A

tandis que mo(t) est un point de I'intervalle [0, M] tel que

1 By
——— o(mg(t), z,t)dx = ao(t).
B ), om0, 0dz = oo

Comme |Ds| < 00, on voit aisément qu’il y a une constante C; telle que

oo(t) < Cillo(., .. )| r1(py)- (3.20)

D’autre part, on a supg. < | Imo ) Om T n ]A o(m',z,t)dzdm’| < 5= [, |0ma(m)|dzdm

VD
t —wl_ilm( |00 |2 dzdm)*/?

— By =AU s,
/| D
< 22 1600 Ollsion,

Le lemme est démontré.
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Lemme 3.3.3 Soiento € C([0,41]; Hip,), >0, veL*0,t;H}(D), u=

1:
ay(m)

22 (0y(m) > 0 est une fonction régulicre de m ). Alors on a

M B
/ / 00,08%udzdm < C’|o(., ., t)“in(Dz)”’U(.: ) 2 (3.21)
0 Ja
avec une constantc C’

Démonstration Comme d,u = d,v et donc d2u = d2v, on a

M B M B
|[ / 00,00>udzdm| = |[ / 00,00%vdzdm|
0o Ja, Jo Ja
y B

M 1
< / 1o, -, )l 20 / 10,01|0%v|ddm.

Si on désigne par xp(m,t) un point de l'intervalle [4;, B] tel que

1 fﬂl
_— o(m,z,t)dr = a(m, zo(m, t),1t),
5 . oma) (m. 1
on a
1 By T
lo(m, ., )llz=(ay,8) = —/ o(m,z,t)de+ sup | Opo(m, 2, t)dz’|
By — A J4 Ar<z<By Jaom,p)

en vertu du lemme (3.3.2), on a

1 B
T 9 tda < Y < Clla(.. ..t . .
B — A4, -[41 o(m,z, t)dz < o1(t) < Cllo(...,)lmpy

D’autre part, il est clair que l'on a
T B
sup |/ Opo(m, 2’ t)dz'| < / |0.0(m, z,t)|dz.
A1<z<B1  Jzq(m.t) Ar
En autre on a

il <Dy <Dy ]
| esoligialde < ([ " joaoldz ([ 1020l

A'| A] AI
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B,

= ||02v|| 2245, 31 ( |0z0[*dz)"/2.
Ay

En substituant ces dérniéres relations on obtient
By

M B M
I/ ] 00,00%udzdm| < / (Clle(., ., t)Hyl(DZ)—f-/ |Oco(m, z, t)|dx) x
0 0 A

Ax 1

By
(1820|220 1) / 18,02z 2dm.

Ay

Compte tenu des relations

B B
A

1 Aq

M B -
/ (/ |0.01*dz) Pdin < mllawalluwza
U A

1

et du fait que ||02v||12(4,,8,) ne dépend pas de m, on déduit que

X By . . —

|/ /:4 00,00%udzdm| < ||0%0] 12(a,.5,)(CV Mo (., s o0zl L2+
0 1

+(B1 — A1)1/2||ax0”22(132))-

Le lemme est démontré.

Lemme 3.3.4 Soient o € C([0,t1]: Hp,)).0 > 0 et hg(m) = K]%(fg —

Ty) avec une fonction réguliére S;(m) de m. alors on a
X B
| odct.ontmbg)m)dadm < 1o Si i~
0 Al

X (17N a2y + 1T 2@ (s ) 0y

avec une constante C”.

Lemme 3.3.5 1[I existe une constante C' telle que

M
sup f a*(m,z)dm < Cllollfi -
A1<z<B1 JO -
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Lemme 3.3.6 [l existe une constante C telle que
M m
L= / / / Bl Vot OB B Yo (e il i
0o JaJdo
< G||UHH1(D2)|IE||12L.'1(D2):
N m
L= lf f f B(m —m',m")0,c(m)a(m')0,5(m — m')dm'dzdm)|
o JalJo
< Cllolla o151 oy
M M
L= | f / f Bl 5V G L el e
o Jaldo
< Cllollm o113 0y
M N
L= [[ // B(m, m")d.0(m)a(m)d.o(m’)dm'dzdm)|
o Jaldo
< Cllollmoalla i py)-

Nous rappelons encore que
M Ry
| / 000,00 (mhg)dzdm| <
0 Ay

it CKI||Sl(m)||Lw(o,M)(]|7_T||H1(Dz) * ”T“HZ(Dz))||8IUHL2(D2)Ilarna||L2(D2)'

Retournons maintenant a’équation (3.1) En utilisont I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, les lemmes 3.3.3. 3.3.4, et 3.3.6 on a

1. _ -
10011220,y < Cliollin iy 1l 2y + CUIT @) + 1T @)oo, +

+C (7| oeioy + 1Tl 2o @) 18201172,y + CURN () + 1Tl m2(0)) %

X |0z L2(D) 1OmT |L2(D2) + CUIT I 22 ) + 1T 2 ) G20 || L2(D2) |1F || 2¢ D) +

PO Lngsyy 1IN v ) 10T 2 1g) | D2 || 22109 |
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+C1050 | L2(p) 15132 py) + CllBc

(o) 1Ty + 1T M 2oy )+

+C0co || L2(py D (Tl L) + [T Lo ge)) +

+C|0x0 | L2(pa) 15| L2 (Do) (17 13 ¢02) + | T Er2(cy)-

Maintenant en appliquant Popérateur 9, & I'équation (3.3) et multipliant

'équation oblenue par 9,0 puis en faisaul Mutégrale sw 10, M[xQ, o a

/M/ Omo(m aga(vn))dxdrrt+/l‘[/8ma )00z (o (m)a(m))dzdm+

+f ! | Bnam)22 (o)) dzdm = / ! | Buom)ontsrm)o (o)) dadm+
2 [ [ bustme, [ 8t = Yo Yot — itz
- | ! g " B )l (m, ! )3 (v
/ " / B () (G0 (m)[N* = N (@) [y — e (T)]* dadim+

/ fc';?ma m)Om (g1 (m)a(m))[Te — Tus(T)]” dzdm.

Or, compte tenu de la relation
Onl [ Blom — ', m) (! — )
0

/ (O B(m—m", m)5(m/)a (m—m)+B(m—m', m')5(m") 0,5 (m—m')|dm’,

DNe plus, 4 'aide des relations

Onu = Op(v — ——
o
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et
amaru = amaz'v =0

on transforme l'équation dans la forme

/ /at Oma(m))? / / (Do (m))d,u(m)drdm

_ f " / 0 () () — (lm))@da:dm—}-

/M/c')ma 2 (mhg(m))o(m) + 20, (mhg(m))Opo(m)+

b7
+mhg(m)dZo(m)drdm / /'dmcr(m)[é?m(hyt(m))cr(m)ﬂ—hg[(m)'c)mfr(m)]drrdm+

/ / / OmfB(m —m',m")d,,oc(m)a(m’)a(m — m")dm'dedm+

% f ’ / f " Blm — 10Dy () () B (2 — Y] ez
A R L
+/ / [N" = N(&)]* 0o (m) B (g0 () [Fo — Tua(T)]* dadm-+
/Mfam( (3)]7)0ma (m)go(m)[Fe — Tus(T)] " dadm+
fM/Bm" )0mg1(m)& (m)[7y — Tos(T)]~ dzdm+

- / /Bmcr(m)gl (m)Oma(m)[Tg — Tus(T)]” daxdm.
Jo Ja
Pour tirer de cefte égalité nme inégalité ponr ||Omallzzp,), on rappelle

I’éstimation des termes contenant la fonction /3.
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Lemme 3.3.7 Il existe une constante C telle que

|/M/f;3 0 1) Oy ()3 ()O3 (2 — i |

< Cllallaoallaling,):
M N
| / f / Blrm, )8, (1) B (1) () i’z
0 QJ0

< Cllolla o) 18131 (py)-

Démonstration On démontre ces inégalités de maniére analogue au
lemme 3.3.6.
L’éstimation des autres termes est analogue & ce que nous avons déja

traite en hant Nane en utilisant Vinegalité de Canchy-Sehwarts, an ahtirnt
1d 2
5 2 10:01255) + 10 22(04)) < Cllolnia o sy +

+HCIF gy @y + 1T

w2@) + Clllolf oy +
+C(I7] a2 () + “THH?(Q))maxalli?-(l)g) 1 ||amff‘|%2(32)]+

+C& | a1y 1T () + 1T M| 2200l O |

12(D2) + 1Oma || L2( Do)+

+C& | 1)z (1820 || L2(Da) + || O
+C(||7

CU7ll ) + 1T a2@) 1820 | 22(Da) + O |20 |1F 1| 211 (2)

L2(Ds)) T

@ + 1Tl a2 (10201l L2(02) + [10m0 || L2 (D)) +

ou, en utilisant le gradient V(,, ,) dans 'éspace D,
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|V mar0lEacon) < Clelsnayllolfingony+
+C(7la ) + 1T a2eey) + 1H1J||§fl(oz)+
+C (17l ) + 1T 2@ | Vimay ol 72(py) +
+C(I7 g + I T a2@) 15 510 IV gr2) 0 | L2(D2) +
+C3 17 o) IV om0 [l 2202+
+C (17 a2 + I TNz IV ollz2(pa) +

+C(IF e + 1T a2 @)V 210 | L2(02) 18 || 51 (D) -

Pour arriver & I’éstimation de ¢, on adjoint la derniére inégalité, de sorte

qu'on a

1d
5%(”‘7“%’2(&2) + ||v(771‘I)U||%2(D3)) < ||t’|iH'-’(Q)”0”.2f—f'(Q)+

T

+Cl(I17 ] g1y + a2)) + Ullollan o,y +

Cllallay oy (1Tl ave) + 1Tl a2@) (el ol Vool 2 pm) +

|

51l payloll2py) + IV mzo )+

+C (17 @y + 1T | a2 Uloll L2y + 1V ne)ollzng) +

i = 2
+C (17l ey + I Tl a2) (ol Z2ipy) + Vim0l E2(p,))-
Donc nous avons

1d

5@”““?{1(92) < C(llv|

axe) + |l + 1T a2 + Dol oy

+C|& |l oy IE 2 @ + I T L@l L1 (p2) + ClIE i oy ol mpy+
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+C 17z 0y + 1T 2oy ol o,y + Cllmllme + 1T 2@ llo 3 py)-
on en déduit que
1d 2 _ , 2
s g IolE oy < CUlvllaz e + 17l ) + 1T a2y + Dllollz p,y+
O i) + 1T 2@l py) + (1], + 1)Y+

+C(||5”§11(Dg) + ”C’||,2r11(192))~
ou

1d , _
3 gelolinmy < Clllollaae + 7y + 1T

HY(q) + 1)”"“?{!(%)*

Ol ) + 1T r200) (18 1320y + 20151 211y + 1) + Clla sy,
ce qui donne

oz, ., -)”iﬂwg) = ||CTG”12L11(D2) A

£
exp( / Clllvll = + 17l 2@y + [Tl wacey + 1)dt’)+
J0
t
+/ ClFN ) + 1T m2) (1513 pgy + 20111y + 1) + 15151 (g))
0

L
EXD(/ Clllvllmzey + 17l i) + 1T r2gy + 1)de”)de.
tf

La proposition est démontrée.
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Chapitre 4

Systéme d’équations non linéaires

Retournons maintenant au systéme d’équations non linéaires (2.2), (2.3).
Pour démontrer 'éxistence et I'unicité de la solution locale, on a le lemme

suivant :

Lemme 4.0.8 Soit Ry > 0. On suppose que

L20,6H2(02) T 1T || 20,6520 < Ro.

0]l 220,652y + |l

Alors, il easle wn by )0, 4], Lel que yuelyues svienl 7 & [0, L), HT(8) &l

g € C([0,t2], H'(D2)) avec
”‘f{"|(:([0,13],H1(Q)) < QHWGHHI(Q)'

& llcqo.ta1,a1(0a)) < 2llo0ll 51(Dn)s
la solution (m,0) du systéme d’équation linéairisée avec les conditions ini-

tialrs zatisfasee qur incgalités -

l ”l!t.'([u,tg].Hlm}) < 2|yl HY(82)

ol tal #rnay < 2llonllHi(na),
]
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Démonstration

D’aprés I'inégalité (3.14), on

7t ey < I7ollae f(E) + g(¢)

ou
t
10 = exp( | (Clellaiay + 1)
0
et
t t H ~
o) = [ IHalmiy expl [ Clellmes + ")
0 t
Comme
t
f o]l a2y dt” < 872 [v]| 20,5020y,
0
7
f | Hgll e dt’ < 672 Hyll 20,00 52 -
0
011 a
lim (1) = 1,
e,
Lol =0

Donc il est évident qu’il existe un £y, €]0,¢;],tel que

70,020 500 < 2|70l 1 (e)-

De méme pour o, on a

llo (L, -, Moy < Noalllaron f () +9'(2), (4.1)

ou
-t

S0y = e [ el (@) + 17 () + [Tl @) + 1]

Jd0
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et

s"(ﬁ):[D ClUTN e QO+ IT N2 (NG 30 (po) +2116 11320 +1)H5 | 771 gy %

t
X exp(/, Cllloll= () + |7 2 () + | Tl pr=2(2) + 1]dt")d.
t

Donc de maniére analogue, on a

lim f'(t) = 1

t—=0

et
lim g'(t) = 0
Douc il est évident qu'il existe un (25 €]0, 14], tel que
lollcqo.taznm 2y < 2llooll i py)-
Si on pose ly = min(la1,la2), alors on a
17l o620 @ < 2lmoll s,

llo ”Lr[[U,L‘_)J,Hl(UQ)J N L‘”Uu”ul(ugj-

Le lemme est démontré.

Lemme 4.0.9 [l existe un t3 €]0,ts] tel que, le systéme d’équation (2.2)et
(2.3) avec les conditions initiales (2.9) et (2.10) admette une solution (w,o)

et une seule dans la classe

7 € C([0,t3), HY(R)),

o € C([0, ts], H(Dy)).
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Démonstration Pour 0 < ¢ < i2, posons

(m, ) € C([0,t], HX(2)) x C([0,4], HY(Dy))/(w, o) satis fait
By = “7‘_”0({0,;2],1-11(9)) < 2||mol| g1
lollcqo a2 < 2ll00]m1(ny)-

Soit G Papplication qui &, (7,5) € C/([o, t], H'(Q))x C([0,1], H'(D5)), associe
la solution (m, o) des équations (2.5) — (3.1), avec 7 et & indiqués ci-dessus.

En vertu du lemme 4.0.8 on a
G(By) C By, vt €]0, L]

Donc pour démontrer ce lemme il suffit de démontrer qu’il existe un ¢3 €]0, ¢4,
tel que opératur G restrient & Byy) suit une contraction. Soient (m,0;) € By,
et (71"’,0'2') = G((ﬁi&l)) = 1, 2

Alors les différences m; — 7w, et 01 — 0y satisfont aux équations :
6¢(ﬂ'1 — Ti'g) by = 8x[(7|—1 — ﬂ‘g)ﬁ] — ‘Hgl(Ta 7?0:1, 51) + Hgg(T. g2, 5’2) (42)
é_)ll(ffl - 02) = 61:[(0—1 - UZ)Q(m)] + 67:L[mh'gl(T:| 7_‘—@,1: m)(gl - 62)} =
= _am [m(hgl (T; ﬁ-ﬂ,l} m)al = h’gl (Ta 7_1'3,2’ m))02]+
+(31 = 52) (T, Fom) —m f Blm, m )&, (m")dm'] +
0
+32(hg (T, g1, m) — hoy(T, g2, ) — mf B(m, m")a,(m)dm'+
0
+m/ B(m, m")ay(m")dm'] + g/ B(m —m/,m")a(m")a,(m — m')dm'+
0 0
m " ! Iy = I = ! )
_5/ B(m —m', m)52(m)G2(m — m')dm'+
0
+g0(m)([N* = N(51)]*[Rg1 — Tos(T)]* — [N* = N(&2)] " [Ro — Fus(T)]F) -
= 1(m)(31(m)[Fo, — Tus(T)] ™ — B2(m)[Fo2 — Tus(T)] ). (4.3)
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En multipliant I'équation (4.2) par (m — m2), et en faisant I'intégrale sur €,

on a
/(m — )0y (m — ma)dx + ] (m1 = m2) O [(m) — mo)0]da =
Q Q
= — /(ﬂ'] - WQ)[HQJ(T, 7'r971,51) = HyJ(T., ﬁgig,ag)]dI,
Ja
ou
1d 1 2
5T /ﬂ(m — ma)%dx + 5/9(#1 — 7o) Oudx =
= — f(ﬂ"] — Wg)[Hgl(T, 7‘?9‘1,&1) == HgI(T, ﬁg,g,a'z)]dx.
a
On a done

1d , L.
5%””1 - 7T2“2LZ(Q) < §||dx1’”L°°(ﬂ)||W1 - W2“i2m)+
Hlm — mall L2 | H (T, To1, 61) — Ha(T, T2, F2) | L2(D2)-

Fn rappelant que H!(Q2) < L®(€2), on a

d 2
57 1M — M|z <

- Iollazalim = 72l +

P | =

+||m — Wz”%’-’(s‘z) + | Ho(T', T2, 1) — Hy(T, ﬁe.zﬁz)”izwg)-

D’aprés la définition de Hy, on a

> Si(m)

&1(m)dm+
T

Hy(T, 7g1,61) — Hy(T, 7g2,02) = Ki[fgy — 77'6,2]/
0

(61 — d2)dm.

+ K1 [Fo, — s (T)] / )
0 m

Donc on a

”Hgl(T? a1, 5’1) - Hgl(T» 'f_fﬂ,:b 52)” 12(Dy) < C’””E’l“Hlurm||7re.1 = T_Tf?,:z”LQ{Do)JF
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+C |2 — TusllLoe(@) 151 — G2l 22(pa)-

Gréce & la définition de 7y, et au fait que (7, ;) € By, et (m;,0;) € By,

et i = 1,2, on obtient

I1Ho(T, 79,1, 51) = Hu(T', Tg,2, 02) | 22(pay < C'(1F1 — Fall 220y + 151 — B2l L2(Dy))
donc on a

1 d 2 2 1] = = 112 — - 112
5@”7"1 — M2|[z2(q) < Cllm — Tallz2(q) + C' (172 — Tallz2(q) + 171 — Z2l72(py))
on applique le lemme de comparaison, on obtient

nl L
”11'1 = 7‘-2”%,3(52) < j C’(”‘Frl : 77'2”22(”) + H5'1 - 52”%2([)2))8)(13([ Cdi”)dtf
0 li

< max (|| — 72|
o</t

t t
iz(g} + |7y — 52]%2(1)2))/0 o exp(ﬁ Cdt")dt’

:
<C(llm - ﬁz”é([o,x];m(m) + oy - 52||2C([0.t];[,?(32))) /0 exp(C't)dt’
Ou sail que
t
/ exp(Ct)dt’ = t exp(Ct)
0
donc on obtient

“Tfl - 71'2“%?(.02) LY GXP(C”(HTT‘W - ﬁi”%’([o.t];LQ(Q)) + ||C_Tl = C_’2||?:([UJJ;LQ(-D"-z)J)'

(4.4)
Maintenant en multipliant I'équation (4.3) par (o) — 03), et en faisant I'inté-

grale sur D, on a :

f (01 — 02)0, (01 — 03)dzdm + f (01 — 020:[(01 — 02)u(m)]dzdm+
D; D;

/ (01 — 02)0m [mhgl(T, g1, m) (07 — 02)]d~"‘3dm =
D,
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B “/D (01 — 02)8[m(ho(T, To,1, m) — hoa(T, 7o 2, m))as]drdm+
+/D (01 — 02)(61 — &2)[h(T, Tp1,m) — m fomﬁ(m,m’)&ﬂm')dm’]d;rdm-k
+/D (01—02)F[hg(T, Tg1,m) —ho(T, Tpz, m)—m /Uwﬂ(m,m’)&l{m')dm’-l-

. .

+m-/0wﬁ(m, m’)Ga(m')dm']dzdm+
-f-%l- /Dz Om B(m —m',m’) (o1 — 02)5, (m')E1 (1 — m')dm'dzdm+
— gt /D Umﬂ(m —m/,m') (o1 — 02)F2(m’) s (m — m’)dm’ drdm+

+/ Qo(m) (01 - 02)([N* - j{r(f_fl)]ﬂﬁa‘l == ﬁTJS(T)]++
Da
~[N* = N(@2)]¥[Fo2 — Tus (T)]*)dzdm+
_/D gi(m) (o1 = 02)(51(m)[Fo.1 — 7os(T)]™ — Ga(m)[Fpz — 7os(T)] " )dzdm.

Remarquons que

10mmbgt (T, 7o.1, )l sy < CURN () + [Tl e,

10m[m(hgt(T, To1, ) = ht(T, g2, Dl 2(0a) < CliFor — Foall ey

S O[Ty — T

L2(Q);

Im(hg (T, Fo1s-) — ha(T, To2, )l Le(pa) < Cllfigs — To,2|[ 2o ()
< C'|F = Tall ey,
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Ag (T, ﬁe,h-)—m/ B(m, m)a1 (m')dm'|| Le=(py) < C|7all () +1|71 || 12(2))
0

“hg,f(T, 7_1'5‘1, ) - hgg(T, ?Tg‘g, ) = m/ ,3(?71, 771{)5’1 = 5’2(?71’)04’?71’”,32“)2) S
0

S (T, 7o, .) = hot(T, To2, )| 12Dy + Cill (01 — 02) |l 22(Dy)

< C(lI7y = 7allz2() + llor = o2llL2@)),
| /Dnl B(m —m', m')(5, (m')a1(m —m') — F2(m’) &y (m — m’))dm’”Lz(Dz) <
< C| /0 | 31 (m")51(m — m') — Gy (m)F2(m — m)|dm’|| 12y
N
—C”/(; [(71(m') = 3a(m’)) & (m — m') +

(G1(m —m) = &a(m — m'))Fs(m")|dm’ || 12y

CUllE1ll 21 (pay + 12l L1(pa))

< |61 = FallL2(ps)
< Clla1llmi(pay + 152l (po)) 151 — ol £2(Dy),
I[N* — N(51)]* (o1 — Tus(T)* = [N* = N(52)] " [Fo2 — Tus (T | 22(py) <

S C(I1F1 = ellzz) + 151 — 62| 22(psy)

“5’1[ﬁ9,1 - ﬁvs(T)]_ - 52[@9,2 - ﬁ‘US{T)]_”LZ(Dg) <
< C([|71 = T2llzz () + 151 — F2ll12(Dy))-
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Des ces relations on déduit que

1d . 1
55”01 = 02|72y < S10:0llz=@lloy — T2l Zeipyy

O + 1T g @)llor — a2llfz p,+
+C' o2l ooy lIT1 — Fall z2ey lor — 02|72,y +
+C'||0mall 2o IT1 = Tallp2(eyllor = @l 2(pa) +

+(IT1llmr) + 151l (o) llor = o2l 202 |57 — T2l 2200y +

Clloz|lm(pyller — o2l L2p,) (171 = Tall L2)) +
Cla1ll e sy + 11l 52 (02)) 151 = F2ll L2y lo1 — 02l 12(0a) +

+2C (|71 — Tallz2) + 181 = F2ll2(py)) o1 — 02

L2(Ds)-

Gréce & la définition de g, et au fait que (7;,7;) € By, et (m,0:) € By,

i = 1,2, on obtient

d_;“,“m = C’?“%!(n;) <oy, — U?”%.a(n;) + C||7T — 72

o = ozllzamy) |

+C|71 = T2l 22(po))llo1 — 02l 22(Da)+
Clli# = @2llz2@) + 161 = F2ll2on)lllor — o2l 12(ps).

ou

d
dt

flon — 02”%2(02) < Clloy - ‘72”29(92) + CllIT1 = Fallf2g) + 161 — 5‘2“?22(17211-
Donc on a

low ulliep,) < Ctc (|7 7_r'z||?:(|o,t],f,2(pz)) 11131 =32l 30,9,12(0a))- (4:5)
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avec deux constantes positives C' et C'. D’aprés (4.4)-(4.5), si on choisit

t; €]0, ;] de telle sorte que

C'te® <1
lopérateur G restreint & By, sera une contraction dans l'espace C([0, £3], L*(2)) x

C([0,3], L*(Dy)). Le lemme est démontré.
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