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Résumé

Le mémoire est destiné a I’¢tude de 1’estimation de la quadrature de Gauss-Jacobi.
Dans le premier chapitre nous donnons quelques rappels concernant 1’intégration approchée,
quelques définitions de la convexité classique et la convexité généralisée, ainsi que quelques
identités intégrales dont nous ferons appel au chapitre suivant.
Le second chapitre sera entiérement dévoué a I’estimation de la fameuse quadrature de Gauss-
Jacobi nous exposerons certains résultats déja connu dans la littérature.

Dans le troisiéme chapitre nous exposerons des nouvelles estimations de 1'inégalité de
Gauss-Jacobi ces derniers résultats ont fait I'objet de la publication internationale suivante:

- B. Meftah and N. Aouissi, New integral inequalities for r-convex functions.

Mots clé et phrases: Quadrature de Gauss-Jacobi, Inégalité de Holder, fonctions convexe,
fonctions préinvexe, fonctions r-convexe.



Abstract

The thesis is intended for the study of the estimate of Gauss-Jacobi quadrature.

In the first chapter we give some reminders about approximate integration, some definitions
of classical convexity and generalized convexity, as well as some integral identities.

The second chapter will be entirely devoted to the estimation of the famous quadrature of
Gauss-Jacobi we will expose certain results already known in the literature.

In the third chapter we will expose some new estimates of Gauss-Jacobi inequality. These last
results have been the subject of the following international publication

- B. Meftah and N. Aouissi, New integral inequalities for r-convex functions.

Key words and phrases: Gauss-Jacobi quadrature, Holder inequality, convex functions,
preinvex functions, r-convex functions.
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Introduction

La plus part des phénomeénes naturelle posé par la physique la biologie et I'ingénierie ce
modélise mathématiquement & partir des observations expérimentaux ou d’une collecte
d’un nombre fini de grandeurs microscopique intervenant dans la modélisation ce qui
nous ramene soit & une étude statistique dans le cas des tableaux ou a la résolutions des
équations ou systéme dont la plus part du temps différentielle selon le modéle adapté
pour d” écrire le phénoméne ainsi la résolution ou ’étude permet de donner des réponses
quantitatives du phénomeéne qui permettent a leurs par de valider ou d’invalider le modéle,
soit en comparant les prédictions avec ’expérience, soit en analysant la cohérence interne
du modéle 4 travers ses prédictions.

Souvent la recherche d'un résultat numérique s’avers trés difficile qui nous rameéne a
un calcul approché dont ce dernier nécessite au moins le calcul d’une intégrale simple ou
bien a estimer I'intégral par de moyen d’autres outils telle les inégalités intégrales qui
représente un outils trés efficace et facile.

L’objectif de ce mémoire est d’estimer la quadrature de Gauss-Jacobi par le biais des
inégalités intégrales

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques méthodes de calcul approché des
intéprales, quelques fypes de econveyité classiqie ot de comvevitéd généralisée, aingi que
quelgues identités utiles pour notie Glude.

Dans le second chapitre nous discuterons certains résultats liés a I'estimation de la
quadrature de Gauss-Jacobi, nous exposerons certains résultats connus dans la littérature.

Dans le troisiéme chapitre nous donnerons des nouveaux résultats concernant I’esti-
mation de la quadrature de Gauss-Jacobi ces résultats en fait 1'objet de la publication
internationale suivante :

B. Meftah and N. Aouissi, New integral inequalities for (s,m)- and (o, m)-

preinvex functions.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre nous débuterons par quelque rappel d’analyse numérique
portant sur I'intégration approchée pour plus de détails concernant cette premiére section
nous renvoyons le lecteur & consulter [3, 25]. Ensuite nous rappellerons les définitions de
quelques classe de fonctions jouissantes de certains type de convexité classique ainsi que
de convexité générale. Par contre dans la derniére section de ce chapitre nous énoncerons
sans démonstration quelques identités intégrales utiles pour notre travail ainsi qu’une

inégalité algébrique largement connu dans la littérature.

1.1 L’intégration approchéce
Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable sur [a, b], on appel intégrale de f sur [a, b]
la quantité ci-dessous notée par 1

b
I= / F(t)dt. (1.1)

L’intégration numérique consiste & remplacer l'intégrale (1.1) par une somme discréte sur

un nombre fini de points.



N
I~Iy=(b—a) Zwif(t?—_), (1.2)

i=0
ou w;,t; sont des valeurs & déterminer qui dépondent de la méthode utiliser de plus

chaque méthode doit satisfaire la condition

Tout simplement l'intégrale numeérique est calculée a partir de I’évaluation de la fonction
f en un nombre de point N distincts.
Ces méthodes sont dites les formules de quadrature plusieurs type subsiste dans la

littérature parmi ses méthodes

1.1.1 Formulation de quadrature de type interpolation simple

Ces formules sont dites aussi les méthodes de Cotes ou de Newton-Cotes.

Le principe général des méthodes de Newton-Cotes simples est d’approximer la fonc-
tion f(t) & intégrer par un polynéme P(t) de degré p qui coincident avec f(z) en p + 1
points distincts et équidistant entre les bornes a et b.

Ces points sont donnés par la relation suivante

b—a
p

Li=a+ihi=01.,pou h= (1.4)
Ainsi nous aurons

P(t?) = fr= f (tz) Vi € {0 1, p} . (15)

Donc la formule est donnée par
b

P / Pt)dt. (1.6)

a

Remarque 1.1 Des polyndmes de degrés différents définissent des méthodes différentes.



Parmi ces méthodes on a

Méthode du rectangle (p = 0)

Cette méthode utilise le polynéme constant, elle nécessite une unique évaluation de

la fonction f au point ¢; = a, et on a
I~T=(b—a)f, (1.7)

ou I, 7 et fo sont définis comme dans (1.1), (1.6) et (1.5) respectivement.

Le terme de 'erreur est donné par

|Bol = |1 = 1] < & sup |7 (#)].

tefa.b]
Meéthode du point milieu (p = 0)

Comme la méthode précédente cette derniére utilise également le polyndéme constant
et nécessite une unique évaluation de la fonction f au point ¢, = “T'H’, qui est le point mi-
lieu de [a, b] d’ot sont appellation cette derniére exploite mieux les symétries du probléme

en choisissant ce point, et on a
I=T=(b—a)f, (1.8)

ou fo = f (%£2).

Le terme de l'erreur est donné par

Bl =|1-1| <k sup | (¢)]

tefab



Méthode de trapéze (p = 1)

Cette méthode utilise le polynéme d’ordre 1, c’est-a-dire la droite qui passe par les

points £y = a et t; = b, on prend donc

P(t) =838 + 422 (- ) (1.9)
On a donc
I~IT=(b—a)hth (1.10)

Le terme de 'erreur est donné par

|Bol = |1-1] < £ sup 117 (2)] (1.11)
LE|a,

Remarque 1.2 La quantité (1.10) représente Uaire du trapéze formé des points
(2,0),(b,0).(a, f (a)) et (b, f (b))
Meéthode de Simpson (p = 2)

Cette méthode utilise le polynéme de degré 2 qui passe par les trois points f, =
f(a), fi = f(%52) et f = f(b). Elle nécessite donc 1’évaluation de la fonction f aux

points ty = a,t; = “T“’ et t2 = b. Donc P (t) vaudra

P(t) = 2la=2ath (; — )’ 4 ficho (4wt 1, (112)
Et on a
I ~T=(b— o) Ltthth (1.13)

Le terme de D'erreur est donné par

=i 1< g o0, "
te|a,



ot f™ désigne la dérivée d’ordre 4.

Méthodes d’ordres plus élevés

Concernant les Méthodes d’ordres plus élevés les polynémes d’approximation peuvent

étre construits par le biais des polyndémes de Lagrange L; (t) avec i € {0,1,...,p}, et on a

P(t)= Zfz‘Li (t),

ou
o b=
Lit)= > —
j=0j#i "
Et on a
p
ImI=(b-a)y wki(t),
i=0
avec

Le terme de l'erreur est donné par

RE2 sup |/ (0)] si p est impair
¥ tea,b]
hP+3

|Eo|=‘f"ﬂ5

sup |fP+2 (t)f si p est pair,

¢
P telab]

ol ¢, est un coefficient qui dépend de 'ordre du polynéme.
Parmi ces méthodes on peut citer
- Méthode de Simpson 3/8 qui est degré 3.
- Méthode de Boole qui est degré 4.

(1.15)

(1.16)

(1.17)



1.1.2 Meéthodes de Gauss

Les méthodes de Gauss consistent a établir des approximations de la forme

b

/ w(t) £ )~ Y af (),

i =1

ot w (t) est la fonction de poids, et les ¢; des points de [a, b] non nécessairement équidis-

tants.

Pour pouvoir estimé I'intégrale il faudra chercher les ¢; ainsi que les ¢; ce qui revient &

résoudre 2V équations 4 2N inconnues. La détermination de ces 2N paramétres, repose

sur la construction de polynémes orthogonaux dont le principe remonte a Gauss et Jacobi

et son développe est mis en évidence par Christoffel d’ot I'appellation des ¢; 'coefficient

de Christoffel’et les ¢; sont les des polynoémes orthogonaux de degré N dont le type des

polynémes est choisi dépond du choit de la fonction poids.
Parmi ces méthodes 1a en cite
Meéthode Gauss-Legendre

La fonction de poids

w(t) =1,vt € [-1,1],

et la relation de récurrence pour les polynémes de Legendre est

By(t)=1,P: (t) =t
H {t) - (Qi—1)iPi_1(i).*-(i—l)Pi_2(i)

1

Meéthode Gauss-Hermite

La tonetion de poids

w () = exp (—tl) Ve R,

pour 7 > 2.

(1.18)

(1.19)

(1.20)



et la relation de récurrence pour les polynémes de Hermite est

Ho(t)=1,H, (t) = 2

Hz' (Tf) = Qin,1 (lf) -2 (’L - 1) Hi_g (t) pour 1= 2

Méthode Gauss-Laguerre

La fonction de poids
w(t) =t%exp (—t),Vt € [0, +00),

et la relation de récurrence pour les polynémes de Laguerre est

Le(t)=1,L(t) =1t

o (—t+a+2i—-1)L¢ | (t)—(i—1+a)LE ,(t)
Li (t) = E li 2

Meéthode Gauss-Tchebytchev ou (Chebyshev)

La fonction de poids

w [ = \/Il__ﬁ,v:: € [-1,1],

et la relation de récurrence pour les polynémes de Tchebytchev est

To(t) = LTy () =

T; (t) = 2tT;_ (t) — T;—2 (t) pour i > 2 pour i > 2.

Meéthode Gauss-Jacobi

La fonction de poids

wit) =(1=8*1+t)? ,vte (-1,1),

pour i > 2.

(1.21)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)



et la relation de récurrence pour les polynémes de Jacobi est

LE) =1L (t)=1—1¢

Pl (p) = Gt D PP QPP e
g i1 -
ou
diy = (2i+a+8-1)(a® - 5
o= (2ita+B8-2)(2i+a+B—1)(2+a+p) (1.28)

U1 =2(+a—-1)i+8-1)(2i+a+p)
o1 =2i(i+a+8)(2i+a+h—2).

1.2 Quelques types de convexité

Convexité classique

Définition 1.1 ([23]) Un sous ensemble I C R est dit conveze si Yx,y € I : tz +
(1—1t)y € I pour tout t € [0,1].

Dans tous ce suit on I désigne un ensemble convexe de R.

Définition 1.2 ([23]) Soit f: I — R, f est dite convexe, si l'inégalité
f o+ (1—0)y) <t (@) + (1 -8 f(y)

est satisfaite pour tout z,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.3 ([5]) Soit f : I — R, f est dite quasi-conveze, si linégalité

fltz+(1—-t)y) <max{f (), f(y)}

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

10



Définition 1.4 ([4]) Soit la fonction non négative f : I — R, f est dite P-fonction, si
Uinégalité

fllz+(1-t)y) < f(z)+ f(y)

est satisfaite pour tout z,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.5 ([26]) Soit f : [0,b] — R, (b > 0), f est dite m-conveze, ou m € (0,1],
st l'inégalité

fltz+m(1—t)y) <tf(z) +m(l—1t) f(y)

est satisfaite pour tout z,y € [0,b] et t € [0,1].

Définition 1.6 ([16]) Soit f:[0,0] — R, (b > 0), f est dite (o, m)-conveze, ou (v, m) €
(0,1)%, si linégalité

fltz+m(l-1)y) <t*f(z) +m(l—1%)f(y)
est satisfaite pour tout x,y € [0,b] et t € [0, 1].

Convexité générale (préinvexité)

Définition 1.7 ([28]) L’ensemble K st dit invewe an point = par rapport a5, si
z+tn(y,z) e K

est valide pour tout z,y € K ett € [0,1].

Remarque 1.3 K est dit ensemble inveze par rapport & n, si il Uest pour tout point

de K.

Dans tous ce qui suit A désigne un ensemble préinvexe de R.

11



Définition 1.8 ([28]) Toute fonction f sur U'ensemble inveze K est dite préinveze par

rapport @ n, si l’inégalité
flz+in(y,z)) <(1-1) f(2) +tf(y)

est satisfaite pour tout z,y € K et t € [0, 1].

Définition 1.9 ([24]) Soit f: I — R, f est dite préquasi-invexe, si l'inégalité
fz+tn(y,z)) <max{f(z), f(y)}

est satisfaite pour tout z,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.10 ([19]) Toute fonction non négative f : K — [0,00), est dite fonction

P-préinvexe par rapport a n, si l'inégalité

flz+tn(y,z) < fx)+ fy)

est satisfaite pour tout z,y € K et t € [0, 1].

Définition 1.11 ([27]) Toute fonction non négative f sur I’ensemble inveze K C [0, oc)
eat dite s-préuveae an seeond sens pus rupport & 1), certwin nombre fisd < (0,1], ai
linegalute

f@+in(y,z)) < (1-1)°f (z) +t°f(y)
est satisfaite pour tout z,y € K et t € [0,1].

Définition 1.12 ([9]) une fonction f: K — R est dite (v, m)-préinveze par rapport a

n pour des certains nombres fizés a,m € (0,1], sz
fl+in(yz) <(1—-t°)f(x)+mtf (L)

est satisfarte pour tout z,y € K et t € |0,1].

12



Définition 1.13 ([12]) une fonction f : K C [0,b*] — R est dite (s, m)-préinveze par

rapport a n pour des certains nombres fixés s,m € (0,1], ot b* > % >0 s1
flz+in(y,z) <1 -1)°f(z)+mt*f (L)

est satisfaite pour tout v,y € K ett € [0,1].

1.3 Quelques identités et inégalités intégrales

Lemme 1.1 ([22]) Soit f : [a,b] C I C [0,00) — R une fonction continue et intégrable

sur [a,b] ot a < b. Alors lidentité suivante

b 1
/(:.r—a)p(b—x)qf(x)dsc:(b—a)p+q+1/(1—t)pt’]f(ta—l—(l—t)b)dt
a 0

est satisfaite pour des certaines valeurs fixé p,q > 0.

Lemme 1.2 ([1]) Soit f : [a,a+n(b,a)] C K — R une fonction continue et intégrable

sur [a,a+n(b,a)] oun(b,a) > 0. Alors lidentité suivante

a+1(b,a)
/ (@ —a)'(a | nba) 2)'f(e)de

w

= (n(b, a,))”J“‘“'l/[j (1 —1)%P f(a+ tn(b,a))dt.

est satisfaite pour des certaines valeurs fizé p,q > 0.

Nous rappelons aussi cette inégalité algébrique citée ci-dessous dont on lui fera appel

ultérieurement

Lemme 1.3 ([17]) Soient a > 0 et b > 0, les inéqalités suivantes sont satisfaites

2t +02), A1
(7 h)k < { ('a ] A=

at + i, Si0< A

13



Chapitre 2

Estimations de la quadrature de

Gauss-Jacobi

La fameuse quadrature généralisée de Gauss-Jacobi est un puissant outil d’analyse

numérique pour I'approximation des intégrales dont la forme est la suivante

h
® m
f (x—a)’ (b—2)! f(z)dz = ZBT”’kf (ve) + R [f], (2.1)
A k=0
ou B, x sont les coefficients de Christoffel, v, les racines du polynéme de Jacobi de degré
m et R, [f] le terme du reste.

Ozdemir et ces collaborateur [21], ont été les précurseur a avoir estimé le coté droit
de I'identité (2.1). Dés lors 'identité (2.1) n’a cessée d’attirer I’attention des chercheurs
la littérature dans ce contexte ne cesse de croitre en peut citer citer parmi les travaux

récents ceux de [2,6,7,8, 13,18, 21, 22].

14



2.1 Estimations de la quadrature de Gauss-Jacobi

pour les fonctions convexe

2.1.1 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions (o, m)-convexe

Théoréme 2.1 ([10]) Soit f : [a,b] C I — R une fonction intégrable sur [a,b] tel que
0<a<b<oo. Si f est(a,m)-conveze sur[a,b] owa,m € (0,1] sont des nombres fizés

et p,qg >0, alors on a

b
[ e-are-2 @< - apren
xmin{B(g+a+1,p+1) fla) +m[B(¢+1,p+1) —-Bg+a+1,p+1)]f(L),
Bla+Lp+a+1)fB)+mB(p+1,9+1)-B(g+1Lp+a+1)]f(2)},
ol 3(z,y) est la fonction béta d’Euler.
Preuve. Comme f est (a, m)-convexe sur [a, b] donc pour tout ¢ € [0, 1], nous pour-
Tons écrire

flta+ (1 =1)b) = f(ta+m(1 —t)L) <t*f(a) + m(1 — %) f(2). (2.2)

Multiplions les deux membres de (2.2) par (b—a)?'9'* (1 ¢)" 9, puis intégrons les deux

membres de I'inégalité résultante par rapport a ¢ sur [0, 1], nous obtenons

l‘u(:n —a)P(b—x)!f(z)dr
£ (b=t /U (1=t f(a) + m(1 — t*) f(L))dt

nl

= (b— g)rtut! [f’(a) fol{lt)ptmdwmf(%)/ (1—)Pe9(1 — t°)dt| . (2.3)

0

Il est claire que

1
/ (1 —t)Pdt = B(g+a+1,p+1), (2.4)
0

15



et

fl(lﬁt)pt"(l—t“*)dt - /lt‘?(l—t)pdt—flt‘””(l—t)”dt
0 0 0

= Blg+1,p+1)-Blg+a+1,p+1). (2.5)
Substituons (2.4) et (2.5) dans (2.3) nous trouvons

fa(f —af’(b—z)*f(z)dz < (b—a)"F*H (2.6)
b

x{Bla+a+Lp+1)f(a)+m[B(g+Lp+1) - Blg+a+1p+1)f(L)} .
D’autre part nous pourrons aussi écrire
flta+ (1 —1)b) = f(tmZ + (1 -1)b) < mt* f() + (1 =) f(b). (2.7)
D’une maniére analogue nous obtenons

/:(m — a)?(b— z)f(z)dz < (b— a)Ptet! (2.8)
x{Blg+Lp+a+1)f(b)+mB(g+1Lp+1)—B(g+1,p+a+1)]f(2)}.

Ainsi le résultat souhaité déconle des inégalités (2.6) et (28) m

Corollaire 2.1 ([10]) Dans le Théoréme 2.1, si en prend p = q, nous obtenons

/bu(.?: —a)P(b—2)f(x)dr < (b—a)*P™!
xmin{B(p+a+1,p+1)f(a) +m[B(p+1,p+1) -B+a+1lp+1)f(2),

Blp+1L,p+a+1)f(b)+m[B(p+ Lp+1)—B(p+1,p+a+1)f(2)}.

Lheoreme 2.2 ([1U]) Sout f : [a;6] — K une fonction continue sur |a,b| telle que | €

LY ([a,b]) avec 0 < a < b < . S lf!%esf. (v, m)- ronvexe sur [a,b] ot k > 1,
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(a,m) € (0,1]% et p,q > 0, alors nous avons

B

'/:(;r— a)?’(b—z)if(z)dz| < %ﬁ—l[ﬁ(kp-r L kg+1)]x

x min {[|£(@)| 7 + am | f()|=T)E, [ £/ +am|1(2)FF ), (@29)
ot B(z,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Appliquons la valeur absolue aux deux membres de 1’égalité du Lemme 1.1,

ensuite faisons appel a 'inégalité de Holder nous obtenons

/:(3: —a)’(b—x)f(x)dz

< (b—a)Prett Uﬂl(l - t)kptkq(it} ' Uﬂl If(ta+ (1 — )b)|"=1 dtJ L (2.10)

Remplagons dans (2.10) | f(ta + (1 — ¢)b)| par |f(m +m(1 —t)2)|, et utilisons la (v, m)-

k
convexité de |f|*T, nous obtenons

| @-ape-2rr@

"_\.

(b=a)*" " [Ohp + 1, hy + 1)|F [/ |j(!u+m(]—/) i ‘r)’f] )

< (b—a)P* T [Blkp + 1,kq + 1))
! o ﬁ _ 4 b F—k?f B
X [‘/0 t* | f(a)| dt-ﬁ-m/{; (1-¢ )if(m) dt]

— (= By + 1 kg + D] [ 1F@)FT +ms |12 T (21

e

k=1

bl

D’une maniére analogue si en remplace dans (2.10) | f(ta + (1 — ¢)b)| par | flme: + (1 - t)b)|

17



et par le méme procéde nous aboutissons facilement &

/b "5 — 0P — )9 (2)da (2.12)

1

< (b—a)Pt M [Blkp+ 1, kg + 1) %[ m=2 | F(2

I + 25 17 0) 1

Le résultat désiré découle des inégalités (2.11) et (2.12). m

Corollaire 2.2 ([10]) Dans le Théoréme 2.2, si en prend p = q, nous obtenons
f (z — a)’(b— 2)f(z)dx < ((b J Pff [B(kp+ 1,kp+ 1))
b &
k k\TE By
wanin { (1F @I + am £ T (1501 + am |72

)"}

Si de plus en prend o = 1, nous aurons

27k

/ (o — (b — 2 f(2)dz < O Blkp +1, kg + 1]
b

k

i { [ + 2] e +mli|™] T}

Théoréme 2.3 ([10]) Soit f : [a,0] — R une fonction continue sur [a,b] telle que f €
L' ([a,b]) avec 0 < a < b < oo. Si |f|°est (a,m)-conveze sur [a,b] ot £ > 1, (a,m) €

(0,1)* et p,g > 0 alors

| @=are-ays@

< (b—a)t T B(p+1, q+1)]Tlmin{(ﬁ(q+a+1.,p+1)|f(a)|£
e)%

[Bla+Lp+a+1)|fOF +m[Ba+1p+1)—B(g+Lp+a+1)]|f(2) I]}}

+mBlg+1,p+1)=Bg+a+1,p+1)]|f(L)

ou 3(z,y) est la fonction béta d’Euler.
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Preuve. Appliquons la valeur absolue aux deux membres de 1'égalité du Lemme 1.1,

ensuite faisons appel 4 'inégalité de la moyenne nous obtenons

‘A%I—afﬁ—mﬁﬂxﬁm

< (b—a)rtrt [/Ul(l—t)f”tthJTl U (1 =)t |f(ta+ (1 — 1)b)| dt} (2.28)

Remplagons dans (2.13) |f(ta + (1 — ¢)b)| par | f(ta +m(1 — t)%)l, et utilisons la (a, m)-

convexité de | f|°, nous aurons

]Wx—wﬁb—ﬂﬁhmkﬂ(U—®“”W5@+lm+1f% (2.14)
b
[ﬁ(q+a+1p+1)|f( ) +m[B(g+Lp+1)—Blg+a+1,p+1)]|f(L) ]f-
Et dans le cas ou en remplace dans (2.13) | f(ta + (1 — t)b)| par | f(mt£ + (1 —¢)b) | nous
aurons
| @-ape-oyse
< G- Bp+1,0+1]7 (Blg+Lp+a+1) /)
i
+m[Bg+1,p+1)— J(q+1,p+a+l)]|f(%)ﬂ)f. [2.15)

De (2.14) et (2.15), nous déduisons le résultat désiré. m
Corollaire 2.3 ([10]) Dans le Théoréme 2.8, si en prend p = q, nous obtenons
| @=aro-ors@i
< G- BE+1p+ 1] 7 min{(8(p+a+1Lp+1)|f(0)f
X
N3
%4Mﬁ@+Lp+U*ﬁ@+a+Lp+UHﬂ%HY

@@+Lp+a+nu@ﬁ+mm@+Lp+n6@+LP+Q+DHﬂ%WF}-

19



Si de plus en prend a = 1, nous aurons

[ @-ape-aysa

< (b—a)Pt B (p+1, qJ-l)] 3
1
7

xmin{[,ﬁ(g—b—lpfl) If(@)|* + mpB (g+1,p+2) ‘f(:—;)|£] 3

[Bla+1p+2) SO +mB(g+2,p+1) | F(2)]] ?} .

2.1.2 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions quasi-convexe

Théoréme 2.4 ([10]) Soit f : [a,b] C I — R une fonction continue sur [a,b] telle que
fe L' ([a,b]) avece 0 < a < b < o0. Si |f['H est quasi-conveze sur a,b] ou k > 1 et

p,qg > 0, alors

/ (@ - a)P(b - 2)7f(z)do

< (b= af By + L kg + 1) (max {If@)1 % @R )

oty B(z,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Appliquons la valcur absolue aux deux membres de 'égalité du Lemme 1.1,

ensuite faisons appel 4 'inégalité de Holder et la quasi-convexité de | f|*1 = , nous obtenons

IA
>—|?~

[ @—are-zrs@i
]

(b — ayrrett Uol(l )"ptk“'dt] U F(ta + (1 t)b)[™

(b— )y 1[B(kg 1 1kp | 1)]E x U mac {| ()|, |17 l;dt}

k-1
T

IA

= (b—a)P " [B(kg + 1, ,lhp_Ll)]k [maX{ff )|k ! |f(b)‘ﬁ}]kT

Ce qui compléte la precuve. ®



Théoréme 2.5 ([10]) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] telle que f €
L' ([a,b]) avec 0 < a < b < oo. Si |f|* est quasi-convexe sur la,b] ou > 1 ¢etp,qg>0

alors

/ba(:r. —a)P(b—x)f(x)dz
< (-8 + La+ 1) (max (@I 1))’

ot B(z,y) est la fonction béta d Euler.

Preuve. Appliquons la valeur absolue aux deux membres de 1'égalité du Lemme 1.1,
ensuite faisons appel & & l'inégalité de la moyenne et a la quasi-convexité de |f|* nous

obtenons

/ (o - (b~ ) ()
_ a)’* q+l/ [(1 = ¢)P44] & [(1— t)‘”t”]% flta+ (1 —t)b)dt

IA

(b — a)Prorl [ t)Ptdt ] - { (1 —t)Pt7 | f(ta+ (1 — t)b)[* dtJ

@—@ﬁﬁme+Lmat%[mm{u 7)1} Bla+Lp+1)]

A

—l—

—(hfW““WW\LqIU(mw[UwNJﬂM})
Ce qui achéve la preuve. m

2.1.3 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions P-convexe

Théoréme 2.6 ([11]) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] telle que f €

L' ([a,b]) avec 0 < a < b < co. Si |f| est P-conveze sur [a,b] pour p,q > 0 alors

/b.a(ﬂ’ —af’(b—z)f(z)dx < (0— ol B(p+ 1,0+ 1) (|f(a)| + |f(B)]),
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ot 3(z,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de I'égalité du lemme 1

et en utilisant la P-convexité de f nous déduisons

/ (&= (b - 2)f(z)dz
< (b—a)Ptatt /1(1 — )87 | f(ta+ (1 — t)b)| dt
0

< (b aprert f (1= 815 (1f(@)| + | £()]) de
= (b= a8+ 1, g+ 1) (f(@)] + [F®)])

Ce qui compléte la preuve. m

Théoréme 2.7 ([11]) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] telle que f €
L' ([a,b]) avec 0 < a < b < co. Si |f|%est P-conveze sur [a,b] ou k > 1 et p,qg > 0,

alors nous avons

/o—a (b= 2)°f (2)da

< (b—a)Pt U (B(kp+1,gk + 1))k ({f{aﬂrﬁl + Jf(b)lﬁ)T ’

o (3(x, ) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de ’égalité du lemme 1,

'inégalité de Holder et utilisons la P-convexité de | f‘ﬁ nous déduisons
f (2 — a)P(b—2)f(x)dx
b

1 ';%' 1 k %
(B arat U (1 z)""r"“m} U ) (ba + (L = t)b)| > 1dt]
0

< (b apt [Blkp+1,gk + 1)) [ / (17 @)1= +4f(b)|%)dt]

= (b—ap ™ (Blkp+1,gk + 1)) (If@T +1f®IFT) ©

k—

[~

k-1
%
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qui est le résultat souhaité. m

Théoréme 2.8 ([11]) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] telle que f €
L' ([a,b]) avec 0 < a < b < oo. Si |f|‘est P-conveze sur [a,b] ot £ > 1 et p,q > 0, alors

nous avons

l?x—@%ﬂ—@wumI

< G- Bp+1,0+1) (If@I +1FOI)" .

ot 3(z,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Appliquons la valeur absolue aux deux membres de I’égalité du Lemme 1.1,

ensuite faisons appel  'inégalité de la moyenne et la P-convexité de | f|°, nous obtenons

/:(’r —a)’(b—xz)!f(z)dz

= (b—a)Pret! /1 [(1— t)f”zfﬂ]“Tl [(1- t)th]% flta+ (1 —t)b)dt
0

1
£

IA

(b— a)rtatt Uol(l — t)pt“‘dt] - Uﬂl(l — )| f(ta+ (1 — t)b)[* dt]

1

£

|

(b= a7 [Blg+ Lp+ 1) T {([ F@I 1 f(b){") By %--l,p-&-l)]
= (- P + L+ 1) (1@ + O

La preuve et ainsi achevée. m
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2.2 Estimations de la quadrature de Gauss-Jacobi

pour les fonctions préinvexe

2.2.1 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions P-préinvexe

Théoréme 2.9 ([1]) Soit f : [a,a+n(b,a)] C K — R une fonction continue sur [a,a +
(b, a)] telle que f € L' ([a,a + n(b, a)]) avecn(b,a) > 0. Si |f| est P-préinveze sur [a, a+

n(b, a)], alors nous avons

a+n(b.a)
f (z — a)?(a +n(b,a) — z)f(z)dz
< 0, a8+ 1,0+ 1) (If(a)| + | £(B)])

ot B(z,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Comme |f| est une fonction préinvexe sur [a, a + 7(b, a)], nous avons

[f(a+tn(b.a))| < [f(a)] + |£(D)]. (2.16)

Multiplions les deux membres de (2.16) par (b, a)?*9™ (1 — t)? #*, puis intégrons les deux
membres de 'inégalité résultante par rapport a ¢ sur [0, 1], nous obtenons
sieag ()
[ @-ar@nta - orsaa
1
< by [ 1= 0w o+, )
0

< ma@“ﬁﬂﬂu-ﬂ%wumn+uwnm
= (b, B(p + 1,04+ 1) (IF(a)] + |FOB))

La preuve est ainsi achevée. ®

Théoréme 2.10 ([1]) Soit f : [a.a + n(b,a)] € K — R une fonction continue sur
[a, a+n(b,a)] telle que f € L* ([a,a + n(b, a)]) avec n(b,a) > 0. Si ff|% est P-préinveze

24



sur la,a +n(b,a)] ok > 1 et p,q > 0, alors nous avons

a+n(b.a)
/ (2 — a)?(a+ (b, a) — )7 (¢)do

” s N e
< (b, @l [Blkp + 1 kg + 1)JF (1£(@)[FT + 1 £()=T) ©
ot B(z,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Utilisons le Lemme 1.2, la valeur absolue, l'inégalité de Holder et la P-

K
préinvexité de | f|*T nous obtenons

a+7n(b.a)
/ (z — a’(a + 1(b,a) — ) ()de

k=1
Kk

< aape | [ - ko % I et (b | a

k=1

= n(b.af [Blkp + L kg + 1)]F (177 +|70)/FT] ©

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.11 ([1]) Soit f : [a,a + n(b,a)] € K — R une fonction continue sur
a,a + n(b,a)] telle que f € L* ([a,a + n(b,a)]) avec n(b,a) > 0. Si |f|° est P-préinvese

sur [a,a | n(b,a)] ot 0> 1 ¢l p,q >0, alors nous avons

a+n(h.a)
f (2 = a)(a+ n(b.a) — 2)7f(z)da

@

< 0.0 B+ 1,q+ 1) (If@) +I£O)).

ot Bz, y) est la fonction béta d Euler.

Prenve TTtilisoms le Temme 192, 1a valeur absolue, I'indgalitd do la moyonno ot lo
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P-préinvexité de |f|* nous obtenons

a+tn(b,a)
f (x—a)’(a+nba)—z)f(z)dz

IA

O e f (1 — 8922 | f(a+ tn(b, a))] dt

£

IA

.oyt | [ ored - I W 0| fla+ (o, o)l at]

= 7(b.aP" B+ L+ )7 [(If@I +1G)) Bp+1,g+1)]

= (a8 +1a+1) (@I +170)°)".

La preuve est ainsi achevée. ®

2.2.2 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions préquasi-
invexe

Théoreme 2.12 ([1]) Soit f : [a,a + n(b,a)] € K — R une fonction continue sur
la,a+n(b,a)] telle que f € L' ([a,a + n(b,a)]) avec n(b,a) > 0. Si |f| est préquasi-invexe

sur [a,a + n(b,a)], alors nous avons

a+7(b,a)
/ (x —a)’(a+n(b,a) — x)!f(z)dz
< (b, a)P* ™ B(p+ 1,0+ 1) max {| f(a)], | f(B) |},

ot B(x,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Utilisons le Lemme 1.2, la valeur absolue et la préquasi-invexité de | f|, nous

26



obtenons

a+n(b,a)
/ (& — a)P(a+n(ba) — ) f(c)ds
< (b, aprert f (1= 1) | f(a + tn(b, a))| di

< (b, 0)* " max {|f(a)], £ B} [ (1 tyds
= (b.a) " B(p + 1,q + Dmax{|7(@)], |F O}

qui est le résultat désiré. m

Théoréme 2.13 ([1]) Soit f : [a,a + n(b,a)] € K — R une fonction continue sur
[a,a +n(b,a)] telle que f € L' ([a,a + n(b,a)]) avec n(b,a) > 0. Si |fj7£I est préquasi-

wnveze sur [a,a+ n(b,a)] ot k> 1 et p,q >0, alors nous avons

a+n(b,a)
f (x — a)’(a+n(b,a) — z)!f(x)dx

< (b, 0l Bk + 1, kg + D]F max {|£(a)| 7T, |70)[FT}

ot B(x,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Ulilisons le Lemme 1.2, la valeur absolue, Uinégalité de Holder et 1a prequasi-

A
invexité de | f|¥T nous oblenons

a+n(b,a)
/ (x—a)’(a+n(b,a) —z)f(z)dx

IA

a1~ e % [ e+ i i -

k—1

k

f i 1 e &
= (b, 0™ [8(kp + 1, kq + D]F [max {|(a)[*T, [7)[*T}]
La preuve est ainsi achevée. B

Théoréme 2.14 ([1]) Soit f : [a,a + n(b,a)] € K — R une fonction continue sur
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la,a + n(b,a)] telle que f € L*([a,a+n(b,a)]) avec n(b.a) > 0. Si |f|* est préquasi-

inveze sur [a,a +n(b,a)] ow £ > 1 et p.q > 0, alors nous avons

a+n(b,a)
/ I (z —a)P(a+n(ba) —z)'f(x)dx

< 0,0 B+ 1,q+ Dmax {|f(@)" .| FO)},

ou B(x,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Utilisons le Lemme 1.2, la valeur absolue, I'inégalité de la moyenne et la

o s ¢
P préinvexité de | f|” nous obtenons

a+n(b.a)
f (& — aP(a + (b, a) — 2)7 ()da

IA

n(b, @+t ] (1= )% | f(a + tn(b, a))| dt

£—1
£

n(b, )P+ [ /0 - t)qtpdt] [ fo 1= 0 fla+ tn(b.a)|" dt]

IA

o

= (b0 8o+ 1,g+ DT [Bp+1,¢+ D max{If(@)",1f®)'}]

= 7(b@P B+ 1a+ 1) (max (1@l L0 ])

La preuve est ainsi achevée. ®

2.2.3 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions s-préinvexe

Théoréme 2.15 ([14]) Soit f : [a,a+n(b,a)] C [0,00) — [0, 00) une fonction intégrable
sur [a,a + (b, a)] avec n(b,a) > 0 si f est s-préinveze au second sens pour un certain

nombre fizé s € (0,1] et p,q > 0, alors

atn(b0)
[ @ apatno - 2@
< (b, a))"" " [f(a)Bp+ g+ s+ 1)+ f(D)Blp+s+1,qg+1)],
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ot B(x,y) est la fonction béta d’Euler.
Preuve. Partons du lemme 1.2, utilisons la s-préinvexité de f, nous obtenons

a+n(ba)
/ (z —a)’(a+n(b,a) — z) f(x)dx

= (n(b;a))pﬂﬂfo (1 —=t)"" f(a+tn(b,a))dt

IA

1 1
(n(b, a))"trt! (f(a)/ (1 —t)*rs¢Pdt + f(b)/ i — t)qt“ﬁdt)
0 0
= (0, [f@Bp+1,q+s+1)+ FO)BP+s+1,q+1)],
qui est les résultat souhaité. =

Théoréme 2.16 ([14]) Soit f : [a,a+n(b,a)] C [0,00) — [0, 00) une fonction intégrable
sur [a,a + n(b,a)] avec n(b,a) > 0 et A > 0. Si |f|*est s-préinveze au second sens pour

un certain nombre fixé s € (0,1] ou A > let p,q > 0, alors

a+n(b,a)
f (z— aP’(a + (b, a) — 2)4f (z)do
< (b, @) (Bp+ 1,q+ 1)
><(I.f(a)i"ﬁ(p+1,q+s+1)+If(b)!*.ﬁ(p+s+1,q+1))x,

ot B(x,y) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Partons du Lemme 1.2, la valeur absolue, ensuite faisons a 1'inégalité de



Holder et la s-préinvexité de |f|*, nous obtenons

a+n(b,a)
/ (z —a)(a+n(b,a) — z)7f(z)dx

n(b; a)Prott ( /D 1(1 - t)qt”dt)l

= (b (B(p+ g+ 1) (/0 (1= )% | f(a+ tn(b, a))f"dt)
< (b, el (Blp+1,g+ 1))
X (Jf(a)lA/D (l—t)‘f“tpdtﬂf(b)l*/o (1At)qtp+5dt)

= b, @)P* T (Bp+1,q+ 1) 3

1

IA
bl

(/01(1 — )% | f(a + tn(b, a))l"dt)

By

1
X

x (If@P B+ Lag+s+1) +1fB) Bep+s+1,9+1))

La preuve est ainsi achevée. ®

Théoréme 2.17 ([14]) Soit f : [a,a+n(b,a)] C [0,00) — [0, 00) une fonction intégrable
sur [a,a +n(b.a)] avec n(b,a) > 0 et A > 0. Si |f|*est s-préinveze au second sens pour

un certain nombre fizé s € (0,1] ou A > 1 et p,q > 0, alors

a+1(b,a)
/ (x —a)'(a+n(b,a) —x)!f(x)dx

1

pHa+l n ’
Ol (a1, 2+ 1) (1f@P + 170F)

(s+1)

b

ot B(z,y) est la fonction béta d Euler.

Preuve. Partons du Lemme 1.2, la valeur absolue, ensuite faisons & I'inégalité de
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Holder et la s-préinvexité de |f]*, nous obtenons

a+n(b.a)
f (z —a)f(a+n(ba) — z)'f(x)dx

< iy b)(] (1— 1) ) (/Ollf(&ﬂn(b,anl"df)i
PA +
/\_

(n(b, )P+ (B( 1,2 + 1))

< ( / (L2 @) + ff(b)Pfdtf

(o) (g ph g @y 1))t (IF @1 + 1))

(s+1)¥

IA

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 2.4 ([14]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.17, nous avons

a+n(b,a)
[ (z—a)’(a+n(b,a) — 2)f(x)dx
< WO (g 1 1)) TR (15 @)+ £ B)) -

(s+1)%
Preuve. D’aprés le Théoréme 2.17, nous avons
a+1(b,a)
f (z —a)’(a+n(b,a) — ) f(x)dx (2.17)

1

152 1) (1 @P + )

o

< (n(b’a))pé-rﬂ»l )
- (s+1) X (’8(

>

Faisons appel au Lemme 1.3, I'inégalité (2.17) donne

a+n(b,a)
| / (z = a)?(a + (b, a) — 2)7 f(z)dz

< L@a) gk g B )R (15 (a)] + | O)),

(s+1)3

qui est le résultat désiré. m
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Dans ce chapitre nous allons voir des nouvelles estimations de I'inégalité de Gauss-
Jacobi ces derniers résultats ont fait I’'objet de la publication internationale suivante :
B. Meftah and N. Aouissi, New integral inequalities for (s,m)- and (a, m)-

preinvex functions. Revista De Matemadticas De la Universidad del Atldantico

Péginas.

3.1 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions (s, m)-
préinvexc

Théoréme 3.1 Soit f : [a,a+n(b,a)] C [0,00) — [0,00) une fonction intégrable sur
la,a +1(b,a)] telle que n(b,a) > 0. Si f est (s, m)-préinveze au second sens pour des

certains nombres firés s,m € (0,1] et p,q > 0, alors

a-+n(b,a)

/ (=P Lot b ) — ) ) e

< (@) (F@)Bp+Lg+s+1)+ mf (L) Bp+s+1,g+1)),
ou B(.,.) est la fonction béta d’Euler.
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Preuve. Du Lemme 1.2, et la (s, m)-preinvexité de f, nous avons

a+n(b,a)
(z—a)’(a+n(ba)—2) f(z)dz

a
1

— (n(b, )Pt / (1= 0)18F (a + tn (b, a)) dt

0
1

< (n(ba))PreH! /t“’ 1) dt + mf (L )/t”*s(l—t)gdt
0

0

= (17(!’),(1))"”rqu (f(a),é’(p l,g+s+1)+ mf( ) (p+s+1, (]-r'l))

qui est les résultat souhaité. m

Remarque 3.1 Le Théoréme 3.1 sera réduit au Théoréme 2.2 de [14], si nous prenons

m=1.

Théoréme 3.2 Soit f : [a,a+n(b,a)] C [0,00) — [0,00) une fonction intégrable sur
[a,a+7n(b,a)] ot n(b,a) > 0 et soit A > 1. Si |f| est (s, m)-préinveze au second sens

pour des certains nombres fixés s,m € (0,1] et p,q > 0, alors

a+n(b,a)

/ 1—«: n+|] ]Ir[)—t) f( )LI.‘.L'
< ((5a)) " (Bp+1,q+ 1)1

bl

< (B+La+s+ DI @P+mBo+s+1a+1)|1 (2))

ot 3(.,.) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. D’aprés le Lemme 1.2, les propriétés du module, I'inégalité de la moyenne,
g
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et la (s, m)-préinvexité de |f|*, on a

a+n(b,a)

/ (z—a)(a+n(ba)—z) f(z)de

a
1
A

(n (b, a))pi“Hl ( (1—1¢)"tPdt ( (1—=8)"¢|f (a+1tn (b,a))|)‘dt)
J J

0

IA

(1 (B, @) " (B(p+1,q+ 1) %

1

| fa—tre (a0 lr@P +me 7 (2)) a
0
= () (B(p+1,q+1) 73

IA

S|

Sl

1 1

< {IF@P [ -ty d+m|f ()] [ a-t) et
/ /
= (1(0,0)"" (B(p+1,g+1)"

x(Bp+1a+s+1)|f (@ +mB(p+s+1,q+ D)

S|t

qui est les résultat souhaité. m

Remarque 3.2 Le Théoréme 3.2 sera réduit au Théoréme 2.3 de [14], si nous prenons

i =,

Théoréme 3.3 Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 3.2 sont satisfaites,

alors nous avons

a+n(b,a)

f (@ — @)’ (a+71(ba) — 2)° f (z) do

a

" y i \f(a)I*+m|f(ri)J.k l'
< (@) (B (&5 + 1 ,\q_—)\l +1)) 2 s+ J

vl 0(sy.) oot lu fonotion bdta d'Euler.
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Preuve. D’aprés le Lemme 1.2, les propriétés du module, I'inégalité de Holder et la

(s, m)-preinvexité de | f|*, alors

a+1(b,a)
(z—a)ff(a+n(ba)—1)"f(x)ds

a

ol

1 1
2 (ith el pﬁlhfl—t 5 2 gy l/u@Hwn@ﬂ»Pm
0

0
< (n(b,a)" " (B (R +1,2 +1))7
1

. /(1_f)8|f(a)|*+mts;f(g);*dt

0

b

1
AN X

-1 [ 1f@P+m

e
= (b)) (B + 1,5 +1)) sﬂ(m)

qui est les résultat souhaité. m

Remarque 3.3 Le Théoréme 3.3 sera réduit au Théoréme 2.4 de [14], si nous prenons

i = L.

3.2 Inégalité de Gauss-Jacobi pour les fonctions («, m)-
préinvexe

Théoréme 3.4 Soit f : [a,a+7n(b.a)] C [0,00) — [0,00) une fonction intégrable
surla,a +1 (b, a)] avec n(b,a) > 0. Si f est (o, m)-préinveze au premier sens pour des

certains nombres fixés a,m € (0,1] et p,q > 0, alors

e

a+1(b.a)

(z —a)’ (a+n(ba) — 2)? f(z) dz < (n(b,a))" """
(B(pH a+1)=Bp+a+l,g+1)fla)+ mf(L)B(p+a+1,q+1)),
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ou B(.,.) est la fonction béta d 'Euler.

Preuve. D’aprés le Lemme 1.2, et la (o, m)-preinvexité de f, alors on a

a+(Ba)
(z—a)’ (a+n(b,a) —2)* f(z)dx

a

= [piba)® q“/ )P f (a+tn(b,a))dt
0
(n (b, a) )’”‘”1

IA

1

1
fla tf’(l—t}"dt—/tﬂ+‘*(1—t)‘fdt +mf (,—i)/(l—t)qt”“"dt
0

0
_ 77 1a)p q+1
x(Bp+1l,g+1)—Bp+a+1,g+1)fla) + mf(%)ﬁ(p+a+l,q+l))
= (n(b,a))P!

x(JB(p+l,q+1) Bp+a+lg+1)fla)+ mf( )ﬁ(p—l—a—i—l q—!—l))

qui est les résultat souhaité. m

Théoréme 3.5 Soit f : [a,a+n(b,a)] C [0,00) — [0,00)une fonction intégrable sur
ltay ti 41y (hy a2)] awee (b, n) >0 etosnit A > |8y |j|" esl préinvere au Premier sens pour

des certains nombres fizés a,m € (0,1] et p,q > 0,alors

a+n(b,a)
1

f (z—a)f (a+n(ba) —2)" f(z)dz < (n(b, @)™ (B(g+1,p+ 1) "3

el

( Blp+1lg+1)=Bp+a+lag+)If(@+mBp+a+lq+1) ff(%)[’\)

ot B(.,.) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Du Lemme 1.2, des propriétés du module I'inégalité de la movenne. et la
prop ’ Y ]
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(v, m)-preinvexité de |f|*, on a

_n(bsa‘)
(x—a)’(a+n(ba)—x) f(z)dz
-3 /1 1
< (n(b,a))Pttt /1—t )? tPdt f(l—t)qt‘“lf(a%—tn{b.a))[)‘dt
0
< ba)‘”q“@’p 1,g+1))""

% /(l—t) tpdt—/(l—t)gtp“*dt |f ()] +m|f (2 |’\f i e
= (a)" 7 (B(g+1,p+ 1)

X ((ﬁ(p+1,q+1)—/J’(p+0!+1;Q'+1))|f(a)]A+mﬂ(p+a+1>Q+l)'f(%)

=

qui est les résultat souhaité. m

Théoréme 3.6 Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 3.5 sont satisfaites.

alors nous avons

a+7(b,a)

/ (z—a)’ (a+n(ba) — ) f(z)dz

a

< ()™ (B + 1,52 +1))

x(ﬁlff( )l +ma+1|f( )| )1

ouw 3(.,.) est la fonction béta d’Euler.

Preuve. Du Lemme 1.2, des propriétés du module, I'inégalité de Holder, et la (o, m)-
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preinvexité de | f|*, on a

a+n(b.a)

1

(n (b, )" | [ (1 - )7 t%dt) (flf(aﬂn (b, a))!’\dt)
0

1]
(b, @) (8 (£ + 1,2 +1))

(/(l—t“)[f(aﬂ +mt®|f (& )| dt)

0

IA

IA

= (n(b, @)™ (B (& +1,2 +1))"

X (ﬁ If () + m_s |f (%)[’\)%

qui est les résultat souhaité. m

(%]
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