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3.3 Exemple



Résumé

L’objectif de ce travail est d’établir existence et l'unicité de la solution non triviale
d’un probléme aux limites, en utilisant la théorie du point fixe.

Le mémoire se compose d’une introduction et trois chapitre, dans le premier on a
rappelé quelques notion de base de l'analyse fonctionnelles et des résultats connus qu’'on
va utiliser dans la suite de notre travail, dans le deuxiéme chapitre on va étudier quelques
théorémes de point fixe tels que : le théoreme de Banach, Brouwer, Schauder, Schaeffer
- et de Krasnoselskii et quelques-unes de leurs applications, dans le troisiéme chapitre on
va étudier I'existence et 'unicité de la solution d’'un probléme aux limite engendré par
une équation différentielle du troisiéme ordre ot les conditions aux limites sont imposées
en m-points, en utilisant l'alternative non linéaire de Leray-Schauder et le principe de
contraction de Banach.

Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples, on termine ce mémoire par la

bibliographie.



Abstract

The aim of this work is to establish the existence and uniqueness of the non-trivial
solution of a boundary value problem, using fixed point theory.

The work consists of an introduction and three chapters, in the first we will recall some
basic notions of functional analysis and known results that will be used in the rest of our
work, in the second we will study some fixed point theorems, such as : Banach’s theorem,
Brower, Schauder, Schaeffer and Krasnoselskii and some of their applications, in the third
chapter we will study the existence and uniqueness of the solution of a boundary value
problem generated by a third-order differential equation where the boundary conditions
are imposed in m-points, using the non-linear Leray-schauder alternative and the Banach
contraction principle.

The results obtained are illustrated by examples; we finish this paper by the biblio-

graphy.



Introduction

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui affirme, qu’une fonction
f posséde au moins un point fixe, avec quelques conditions sur f. Un point fixe d’une
forction [ qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément z € X
qui vérifie f (z) = z.

Ces théorémes présentent un outil trés utile en mathématiques, principalement dans
le domaine de la résolution des équations différentielles.

La théorie du point fixe est d'une importance capitale dans I'étude de existence de
_solution et de nombreux théorémes d’existence sont obtenus a partire des théorémes de

- banach et -schauder, en transformant le probléme d’existence en un probléme de point

Dans ¢z mémoire, on va étudier auelques théorémes du poini fixe de Banach, Brouwer,
‘Schauder et Krasnoselskii et quelques-unes de leurs applications.

Ces résultats thécriques nous permettent de résoudre certains problémes comme par
exemple; trouver les zéros d'un polyadme. ou prouver que certaines équations différen-

tielles admeftent des solutions.

Le théoreme de I'application contractante prouvé par Banach en 1922 dit gu’une
contraction d'un espace méirique complet dans lui-méme admet un point fixe unique.
Ce théoréme denne un comportement régulier du point fixe par rapport aux parameétres,
de plus il fournit un algorithme d’approximation du point fixe comme limite dune suite
itérée.

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
on forme Tncpdnn aimple, ee fhinrdme exige imiguement Tnceantinmité de Papplicafion dnm
intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de fagon plus générale, 'application continue

doit &tre définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-méme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généialisation du



théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe

compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

En 1955, et pour la premiére fois, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe
qui affirme que dans un convexe compact, toute application oui se met sous la forme
d’une somme de deux applications dont l'une est contractante et 'autre compacte admet

~un point fixe. Ce théoréme est trés efficace dang 1a résolution des équations différentielles

norn linéaires, il apporte des réponses aux problémes d’existence et d’'unicité.
: E

“Decette théorie découlent nlusieurs applications qui constituent un domaine trés actit

de ia recherche.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Lepremier chapitre se compose notamment des rappels de quelques résultats théo-
. rigues, of notiono do boaoo do Ponalyoe fonstionnollo qui soront utiliodoo dano loo chapitron
qui suivent.

Dians le deuxicéme chapitre on va présenter quelques résultats de la théorie du point
fizze, o0 on va étudier les théorémes de : banach, brower, schauder et enfin le théoréme
de schaeffer et de krasnoselskii.

Dans le troisiéme chapitre, on va appliquer alternative non linéaire de leray-
schauder et le principe de contraction de hanach pour discuter des résultats d’existence et
d’unicité de la solution d'un probléme aux limites engendré par une équation différentielle

_du treisiéme ordre ou les conditions aux limites sont imposées en m-points.



Chapitre 1

Rappels de quelques notions

~d’analyse fonctionnelles

Résumeé

- Dans ce chapitre on va rappeler des définiticns de quelques notions de base de I'analyse

fenctionnelle et des résultats connis qu’on va ntiliser dans la suite de note» travail.

|



1.1 Introduction

Les espaces de base de I'analyse fouctionnelle sont les espaces vectoriels normés com-
plets sur le corps des nombres réels ou des nombres complexes. De tels espaces sont appelés
les espaces de banach. Les espaces de Hilbert constituent un cas particulier important,

ou la ncrme est issue d'un produit scalaire.

1.1.1  Quelques rappels

Soit V' un e.v normé

Définition 1.1 (ouvert).
Un ensembie O C V est ouvert dang V si¥a € O, 3 € tel que B(z,¢) C O avec

B(z,¢) ={y € V; |[x - yl|,, < €} boule ouverte de centre x et de royon e.

Définition 1.2 (fermé).

Un ensemble F C V est fermé dans V' s1 V\F est ouvert dans V.

Définition 1.3 (convergence).
Soit u, une suite de V. On dii que u, convergeversl € V siVe >0, AN € N, ¥n > N;

Ilun. = l”v 5 €

Définitiocn 1.4 (convexe).
on dit gu’une partic A de 'V est conveze si pour tout x,y € A, on a pour tourt € [0. 1],
tr+ (1 —t)y € A.

ce qui signifie que le segment joignant x et y est entiérement contenu dans A.

Définition 1.5 Soil {u,}, .y une suite de V. On dit que {u,},.y est une suite de

Cauchy st
VE b 07 aN 2 O, n 2 N, V'p 2 0, H'H—?H_p = ’U.n“V S E;



Définition 1.6 (espace métrique complet)
On dit que l'espace métrigue (V'; d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d’éléments de V converge dans V.
Proposition 1.1 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est complet.

Définition 1.7 Une norme cst une application définie sur V (ev) réel @ valeurs dans
R™, notée ||.)|,, , et satisfaisant les trois propriétés suivantes :
i) {lvlly, =0<=v =40,

(
(i) YA E R, Yo € V, [|hufly = Al el
(

iit) Inégalité triangulaire: Vo, w € V, |lv -+ wlly < {lolly +lwlly -

- Définition 1.8 ['n espace de Banach est.un espace vectoriel normé {e.v.n) sur un sous-

corps k (en général k =R, ou C. ). complet pour lo distance issue de sa norme.

7

Deéfinition 1.8 Un ensemble A C V' est compact si de toute suite d’éléments de A, on

peut extroire une sous-suite convergente vers un élément de A.

Définition 1.10 Toul ensemble borné et de dimension finie d’un espace normé est

relativement compact.

Proposition 1.2 1) 5i V' est compact et si A est une partic fermée de V' alors, A est
compacte.

2) Si A est une partie compacie de V' alors, A est fermée et bornée.

Proposition 1.3 SV est de dimension finie alors, A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.

Détinition 1.11 Soit V un espuce topolcgique séparé.
Un sous-ensemble F' de V' est relativerent compact si son adhérence F' est compacte.
Le sous-ensemble F est dit précompact si som compiéié est compact.

Euvidemment, lorsque V' est hit-méme complet les deur notions sont équivalentes.

9



Définition 1.12 Soit I C R, f : R — R On dit que l'intervalle I est stable par la
fonction [ lorsque f(I) C I.

Définition 1.18 Soit f: I — R une fonction continue sur I. On dit que = est un point
fize de f lorsgue flz) = =.
En d’autres termes, les points fizes de [ sont les solutions, lorsqu’elles existent de

l’équation f(z) =z

Définition 1.14 Soit ||.|}y-, et ||.||,.o deur normes sur V. On dit que ces deur normes

sont éguivalentes s’il existe ¢ et ¢y strictement positives telles gque

Yv eV, |

va < ”-”‘/,1 g ”-”V:m
Si ||y et -1l sont deuz normes équivalentes sur V, on a l'équivalence :
unconverge vers 1 suivant ||. ||y, <=> u,converge vers | suivant .||, -

Proposition 1.4 S5V est de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalenies.

Définition 1.15 Soient (V.|| .||) et (V.|| H') deuz espaces normé, f V. — V' une

application f est continue en xo € V si seulement si
Ve>0, >0,V eV :|z—xf <d=||f(z) — f(zo)| <6,

c-a-d: lim f(z) = f(x)

I—Ip

Elie est continue sur E si elle est continue en tout point de E-

. Définition 1.16 On dit que [ est uniformément continue sur E si '

Ves 0,35 > 0¥z, y € Vil z—y < 5 = fla) - flzo) [I< e

10



Proposition 1.5 Soit V' un e v normé.
La norme sur'V est une application continue, autrement dit : la fonction ¢ : v €
Vi— .|l € R est continue.

En effet, on a |lo(v) — ¢(w)|l < |lv —w||y, et ¢ est lipschitzienne donc continue.

i)

Théoréme .1 soient E et I deux espaces vectoriels normés et L une application [i-
niéaire de E dans F.Les (rois conditions sont équivlents :

-Uapplication L est lipschilzienne,

-Uapplication L est continue,

-il existe un cuvert U de E tel que L soit bornée sur 7J. c-a-d sun...;; ||.L (x &
7, SUPzey F

1.1.2 Applications continues d’un espace compact

Reppelons gque toute ionction numérique continue sur un intervalle fermé borné atteint
ses bornes inférieure et supérieure. Cette propriété implique que f([a. b)) = [m, M| lorsque

f:la.b] — R est continue.

Définition 1.17 /Continuité en un point).
Soient I un intervalle, f une fonction définie sur I et a € I.

On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite en a égale & f (a).

Définition 1.18 (Continuité sur un intervalle).
Soient I un intervelle. f une fonction définie sur I.

On dit que [ est continue sur I lorsque f admet une limite en tout point de 1.

Théoréme 1.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires).

Sotent T un intervalle, a et b inclu dans T avec a < b, [ une epplication conlinue sur
lintervalle I, et A un réel compris entre f (a) et f (D) .

Alors : il exisie (ov moins) un réel ¢ dans [a,b] tel que : f (c) = A

(Autrement dit : Uéquation f(x) = X\ admet au moins une solution dans [a,b] )

11



1.2 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

On va rappeler le théoréme d’Ascoli qui concerne les compacts, qui constitue un outil

fondamental de lanalyse fonctionselle [1, 6]

Définition 1.19 une suite { f, }.cn des fonctions continues sur un interval I = [a,b] est

-uniformément bornée s’il existe un nombre M lel que

o (@) < M

Définition 1.20 (Equicontinuité).

X

Soit F une famille dPapplicalions X' —— Y on X est un espace topologique et ¥ un
cepaee métrique {m dit qie Foest equirantinue si, ponr tond € > 0 et fouf v~ X 4l emsie

un voisinage V, de x dans X tel que
Cd{f(2),f () <e¢pourteut fEF ettouty €V,

§1 X est aussi métrique, F est dite uniformément éguicontinue si pour tout € > 0 il
eriste o > 0 tel que pour tous x, y vérifiant
(z,1) <a

d

et tout [ € F, on ait
d(f(z), f(y) <e

1i.2.1 Enorncé

Théoréme 1.3 Soient (X, dyx) et [Y.dy) deux espaces métriques et supposons que X

. compact. Alors, une partie F incluse dans C' (X, Y") est relativement compacte (i.e, d’adhé-

12



rence compact) pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement st on a les
deux conditions suivantes :

- La famalle T est équicontinue en tout poini de X.

- Pour teut x € X Uensemble des f (x) pour f € F est relativement compact ;

i.e, F(z) ={f(x), f€F} estrelativement compact pour tout r € X.

1.2.2 Autres énoncés

Théoréme 1.4 (Y compact)

Sotent (X, dy) et (Y.dy) deux espaces méiriques compacts. Alors, une partie F incluse

dans C (XY} esl relativement compacte ssi F est équicentinue en tout point de X.

- Théoréme 1.5 (Y evn de dimension finie)

Soient (X, dx) un espace méirique compact el (Y, |l||) un evn de dimension finie.
Alors, une partie F incluse dans C (X,Y) esi relativement cohpacte ssi |

- La famille JF est éguiconiinue en tout point de X.

-Flxy:={f(z), [ €F} estborné pour tout xr € X.

Theéoréme 1.6 (X conveve et Y eun de dimension finie)

Saient (X dy) espace métrique campnct et canvere et (Y ||[|) un emm de dimension
finic. Alora, unc partic T incluse dana G (X,Y) cat relativerment compacte sai

- La famille F est équicontinue en toul point de X.

- Il éziste x € X tel que F(z) = {f (z), f € F} est borné.

13



Chapitre 2
‘Résultats de la théorie du point fixe

Résumé

Dais ce chapitre, nous présentons quelques résuitats de la théorie du point fixe. On va
étudicr le théoréeme du point fixe de Banach, de Brouwer et Schauder et enfin.le théoréme

dn point fixe de Krasnoselskii et de Schaeffer.



2.1 Théorémes du point fixe

Définition 2.1 Soient (E,dg) et (F,dp) des espaces métriques, f : E — F une appli-
cation et k un réel positif.

On dit que [ est lipschilzienne si :
V:(z,y) € E?, dp (f(z), f(¥) <k de(z,y).

Déficition 2.2 Une application ceniractanie est une application: lipschitzienne avec

0<k<l.

i

2 0 A

=

-~ Théovéme de Cauchy-Lipschitz.

Dé&dnition 2.3 Soil d un entier, ug € R? ef f une fonction définie sur R & valeurs

dans R?..0n appelle probléme de Cauchy ic probléme suivant :

trovver  u : [0,00] — R?, de classe C, (F)
du A G
tq = flu(t)) surt >0 et u(0) = up.

dt

T'haorame 2.1 (Cauchy-Lapschelz),
On considére le probléme (P) avec f lipschitzienne. Alors le probléme de Coauchy

.- admel une unique solution u € C*([0, oo[ , RY).

Théoréme 2.2 (Théoréme de poini five).
Soit [ une fonction continue sur wa iniervalle I = [a,b].
St f(I) C I (1 stable par f), alors [ admet {au moins) un point fize sur I. (Cest-i-
- dire : il existe (au moins) un réel x de { tel que f(x) = x).

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a,b] par

9(e)= (@) -3

15



Montrons que 0 € g(I). On a

gla) = fla)—acg()
g) = f(b)—-beg(l)

Or, comme f(I)C I, on a

fla)za et f(b) <D,

c’est - -dire

A

g(a)>0 et g(b) <0.

D’aprés e ihéorsme des valeurs intermdédiaires, il existe v réel » € 1 tel que
q (T) =)k

c’est-a-dire

2.1.2 Un Théoréme du Point I'ixe Métrique.

Ce théoréme est-dit- principe de Uapplication contractante,il est base de la théorie du
point fixe.Ce principe garantit 'existence d'un unique point fixe pour toute application

contractante d'un espace métrique complet dans lui-méme.

Théoréme 2.3 (Benach).
Soient (£, d) un espace métrique comylet et | : E — E une application contractante.
i.e; Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, [ admet un unique point fire a € E.
5 q

16
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De plus, pout tout point initial 79 € E,. la suite ttérée {1, )pen, avee zg € E quelcongue
\L'p)peN; g

et zp+1 .= f(z,) converge vers a.

Preuve.
1. Existence :

Soit 2y un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. On a
d(Zp, Zpt1) = A (f(Zp-1), f(zp)) P21

On wva prouver que {z,) est une suite de Cauchy dans F. pour p < g, on utilise

l'inégalité triangulaire
) & by Bpr 1 F B, Bog0) + oo T B[, 25 T
Puisque f est une contraction, on a

By, Tor1) = E(f(zp1), flz,)

< kd(zp-1,7p), P2 1.
T répétant cette indealité, om nhfient,

dzpyzg) < (K 4K+ + k) d(xo, 21)
< FPl+k+..+ k77 d(zo, 1)
1 N :
< K ( E ) d(zo. 21)-

1/

1-k

On en déduit alors que (z,) est une suite de Cauchy. Comme (F,d) est complet, la
suite (x,) converge vers un point limite a € E.

Par ailleurs puisque f est continue, on a :

a-= lima, = lim f(xg 1) = f (h‘m iy 1) = fiit)
p—oo

p—r00 p—=oc

17



Donc a est un point fixe de f (i.e, f(a) = a).

2. Unicité :

Supposons qu’il existe a,b € E, a # b, tele qu'on ait f(a) = a et f(b) = 0.
Alors, on a ‘

d(a,b) = d(f(a), (b)) < kd(a.b)

ce qui implique que : d{a,b) =0, i.e. a =b. (puisque k <1). B
Nous. allons montrer que les hypothéses du théoréme de point fixe de Banach sont

essentielles : si nous en négligeons seulement une, alors le point fixe n'existe pas.

Exemple 2.1 Les cremples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme
- est-réellement nécessaire © st nous négligeons seulement une, alors le point ﬁze n’'existe
DAS.

(1).

&1+ aun unique point fize sur X = 10, ool .

R* est un fermé de X, R est complet donc X est complet et

F(]0,00]) ==]1,00] € ]0,00],

de plus,
r - 1
'f U = = -— < 1
f (@) W
sup | f ('c)| < 1= f est contractante.
z€[0,00[ }
’ | 1
|f (:r)l =5 % 1= f est contractante.
(2)

f:R—R!

18



v -+ /14 22 n'e pas de point fize car, elle n'est pas contractante .
(3).
X nlest pas stable par f : f(z) =22 +1 sur X =1[0,1].
Or X est fermé dans R, et complet car R est complet.
De plus,
&
1 e = T\/?—ﬁ .

sup !f’ (c}! < 1==f est contractante.

e X

Mais f n’a pas de point five car
f 0,11 = [1,v2]

i.e; X n'est pas steble par |.
(4).

[ n'est pas de point fize :

sur X = [0, 00[.

Or, f: X = X et X est un fermé de R, R est complet donec X est complet.

Mais ;
sup | f '(3:)' =1
zeX
== [ n’a pas contractante..
(5)
X n'est pas complet :
@)= 22

sur X =]0,%1.



Or,

\/2 T
B clog.

< 1= [ est contractante.

~
)
DI . |
=
=3
le—]
o VS
il
b ——

Sup]f' (-’C)} =

TeX

Mais X n’est pas fermé dans R donc, n’est pas complet.

. 2.1.3  Un Théoréme du Point Fixe Topologique

Lies théoremes de ce parag-aphe expriment que toute application continue d'un en-

. semble convexe compact dans lui-méme posseéde un peint fixe.

2.1.4 Le théoreme du point fixe de type Brouwer

Le théoréme de point fixe de Brouwsr est un résultat de topologie algébrique, qui
donne Pexistence d'un point fixe {mals pas nécessairement ]’unjcifé) Jil fait partie de la
grande famiile des théoréme du point fixe.

I} existe plusieurs formes du théordme selon le contexte d’utilisation la plus simple
est. parfois donnée sons 1a forme suivante :

Dans le plan : Toute application T continue du disque fermé dans lui-méme admet
au moins un point fixe.Il est possible de généraliser & toute dimension finie.

Dans un espace euclidien : Toute application continue d’une boule fermée d’un espace
euclidien dans elle-méme admet un point 1ixe .

Il peut encore étre un peut plus général sur :

Jn convexe compact : Tout application continue T d'un convexe compact K d’un

espac euclidien a valeur dans K admet un point fixe.

Theéoréme. 2.4 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R* et f : K — K

-une fonction continue. Il existe v = K tel que f(z) = x.



Remarque 2.1 Les parties convezes et compactes de R sont. les segments.

Le théoréme de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :
Théorame 2.5 Si f : [a;0] — [a;b] est continue, alors il existe & € [a; b] tel que f(z) = x.

Preuve. Si [ est continue de [a, b] dans lui-méme, la fonction g : 2 — f(z)—2 >0
est continue, prend en a la valeur f(a) —a > 0 et en b la valeur f(b) — b < 0.
Alors, par le théoreme des valeurs intermeédiaires, la fonction ¢ s'annule en un point

£y, qui est un point fixe de f. m

Romargue 2.2 1. L'hypothése " I jermé " n'-st 13 que pour assurer que xg € 1 . Si on
sait déja, par ailleurs, que To € I (en pratigue, on a parfois déja calculé £ en résolvant
Féquetion. | {xg) = x0), cette hypothése devient inutile.
2. Le théoréme. du point fize ne §'applique pas s l'on remnplace Uhypothése "f contrac-
tante surl " par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur [
Voici un contre-exemple :

Soit, I = [1,+oco[ et

ielle que,

Soient 2 et y dans I avec x < y.comme la fonction [ est croissante sur [1,+oc[ , on

i
lf)—f@| < fl)—-fz)
done,
g _ T
[Flg)— izl £y —s+
Ty
alors,

W) -f@Ify—=z<|y—z.
- Ce gqui prouve que [ est 1-lipschitzienne sur [.
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Cependant f n’a pas de point fize sur I. (L’'équation f (x) = r n'a pas de solution)

2.1.5 Le Théoréme de Schauder

-Schauder va généraliser le résultat de brouwer en dimension infinie :

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer I'existence
d'un peint fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de
Banach.

Le théoréme du point fxe de schauder est plus topolegigue et affirme qu'une applica-
tion continue sur un convexe compact admet un point fixe,qui n’'est pas nécessairement
unique.

Et nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.6 (Schauder).
Sotent E un espace de Banach et K C E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K — K posséde un point fize.

Preuve. Suil [ : K — K uue application contioue. Comune K est compact, [ est
uniformément continue ; donc, si on fixe € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout z, y € K,
on ail

IF (@) = F (Wl <€ dés que [lo—y <4

De plus, il existe un ensemble fini des poiuts {zi,...,z,} C K tel que les boules
ouvertes de rayon ¢ centrées aux x; recouvrent K ;
15

Kc | B(,9).

i<j<P
Si on désigne L = Vect (f{z;)),<;<p »alors L est de dimension finie, et K~ := KNL

est compact convexe de dimension finie.



Pour 1 <7 < P, on définit la fonction continue ¥, : £ — R par

0 g ||z —a] =0

1— ”—”‘}ij” sinon

7,"{1' (J?) =

et on voit que 1, est strictement positive sur B (5, d) et nulle dehors.
P
On a done, pour tout x € K, Z-gﬁzj (z) > 0, et donc on peut définir sur K les fonctions

i=1

continues positives g, par

".l’j ()
kZ:?,bk (x)

SG; {Q:) =

P
pour lesquelles on a Y "¢, (x) = 1, pour tout = € K.
i=1
On pose alors, pour = € K,
n

g(#)i= Y @, (x) £ (my).
i=1

g est continue (car elle est la somme des fonctions continues), et prend ses valeurs
dans K* (car g(x) est un barycentre des f (z;)).
Donc, si on prend la restriction g,z : K* — K™, g posséde un point fixe y € K*. De

plus,

T@-y = f) -9 =Zf,oj (y}f(y)—Zsoj ) f (z;)

p
= > e W@ - fz)
i=1
Or si g; (y) # 0, alors
by —z;ll <9,
et donc

f () = Flzill <e

o
W



Donec. on a pour tout j,

et donc

N1f () -y

P D
< S lle; @) (F ) = F )] < ew; () = e
i=l i=1

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que

e (ra) — wa)ll < 277

Et puisque K est compact, de la suite (y.,), .- on peut extraire une sous-suite (yy,, )

ha sl
qui converge vers un point y* € K.

Alors f étant continue, la suite (f (ym,)) converge vers f (y7) et on conclut que
¢ i) =g

i.e, y* est un point fixe de f sur K. B
Exemple 2.2 FEtude de la convergence de la suite définie par :

ug € [—1,+00]

Uny1 = \,/l_—é— Ui

On wutilisant le théoréme suivant :
[6] Soit g une fonction continue définie sur un intervalle I. On suppose de plus que
Uintervalle I est stable par g.Si la suite récurrente {u,) converge, c’est nécessairement

vers un point fize de g.
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On peut introduire Uapplication f définie sur [—1, +oc| par : .
VzeR, f(z)=v1+z

Point fixe de f :
f@=zevitz=zez>20

et

On montre faci’ement que f est dérivable sur |—1, oo, creissante sur [—1, +oo[, puis

f{[*ljJrocD == [(}+OO[C [71,-4—0@[

r

Lintervalle I =1{ 1, | oof est done stable ¢t la suite (u,) cst bien définic. De plus :

; 1
Ve eRy, [ (2)]= oW =
o T -

3
b =

apres inégalité des accroissements finis -
" , 1
V(a.b) € Ry x Ry, If (4) = fla) < 5 lb—al.

Done, | est é——iipschitzz‘enne sur I, donc contractante sur I.

En outre :
J(Ry) = [1,+00[C Ry.

Done, R est stable par | .

D’aprés le théoréme du point fize, la suite (w,)définie par

J g € R.ﬁ.

l Unt1 = V1+ U,
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converge donc vers .
Enfin, si ug € [—1,00] alors u; € R, et d’aprés ce qui précéde (u,)converge encore

vers A.

2.1.6 Théorémes de Krasnoselskii et de Schaeffer

Citons maintenant le théoréme de Schaeffer et e théoréme hybride de Krasnosels-
kii, ce théoréme est une combinaison comme on va le voir, du théoréme de Schauder
et celuil de Banach. 1l a été l'objet de plusieurs études ces derniéres années et on le

rericontre sous plusieurs formes.

Définition 2.4 Scit X un espace normé, Uapplication A : X — Y est dite compacte si
eile satisfait les conditions sutvantes :

1 : A est continue.

21 0 A transtorme tout ensemble borné de X en un ensemble r‘ﬁmtafuem.eﬁt COMPGCT

(i.e.ensemble de fermeture compacte).

Théoréme 2.7 (Schaeffer) Seit X un espace de Banach et soit A : X — X une
application compacte, alors
i. L’éguation x = NAx admel une solution pour A =1,

ii. Ou bien, Uensemble e = {x € X, x = Mz, X € (0,1)} est non borné.

‘Théoréme 2.8 (Krasnoselskii) Soit M un conveze fermé et non vide d'un espace de
. Banach (X, ||.|l). Supposons que A et B sont deux applications de M dans X telles que
i. Az + By € M, Vz, y € M.

11. A est continue et AM esi contenu dans un ensemble compact.

1ii. B est une contraction de constante o < 1.

Alors, il existe x € M, avec Ax + Bz = x.

Notons, que si A = 0, le théoréme se résume au théoréme de Banach. 5i B = 0.

-alors le théoréme n'est autre que le théoréme de Schauder.
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Preuve. D’aprés la condition (7). on a

I~ B)(z)-{I-B)wl = l{z—-y)~-(Bz- Byl
< llz—yl + Bz — By
< le =yl + ejlz =yl
< (T+a)lz -yl

D’aute part.

H(I=B)(z)-(I-B)wll = lw-y) - (Bz— By

> |z =yl - l[Bz — Byl

AV

iz —ull —aflz -y

v/

(1—a)|z—ul

Fn résnme,
(i —ajlz—yi (I - B)(z) - -B gl <1 +a) |z -yl

Cette inégalité montre que (I — B) : M — (I — B) M est continue et bijective. Donc,
(I — B) ™" existe et est continue.

" o o g = : 5 7
Posons U := (I — B)™ - A. Il est clair que U est une application compacte, puisque U
-est une compwosition d'une application continue avec une application compacte. En vertu

.du théoréme de Schauder, [V admet un point fixe, i.e.
JzeM telque (] — B) " Az ==

Ceci équivaut A dire Az + Br =1z ®
Remarque 2.3 Dans le théoréme de Krasnoselskii si oo = 1 dans (iii) alors on n’a pas
de point fize. En effet voisi un contre-exemple.
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Le Théoréeme de Krasnoselskii a été utilisé pour prouver Uezistence de la solution

des équations différentielles et les éguaticns intégrales non linéaires.



Chapitre 3

Application

Résumeé

Dans ce chapitre on s'intéresse 4 'étude d’existence et d'nunicité de la solution d'un
propléme aux limites pour une équation de troisiéme ordre 4 multi-points cn utilisant
Palteruative non linéaive de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach, la

ionction de Green associée pour le probléme est également utilisé.

Lo
2



- 3.1 Application : Principe de contraction de Banach
et Palternative non linéaire de Leray-Schauder.

On s'intéresse & 'étudie d’un probléme aux limite engendré par une équation diffé-
rentielle de troisiéme ordre & multi-points. '

on va démonter et présenter; la forme de la solution du probléme, U'opérateur intégral
associé et quelque propriétés des fonction de green G(t,s) dont nous avouns besoin. Dans la
deuxiéme séction, en utilisant alternative non linéaire de Leray Schauder et le principe de
contraction de banach, nous prouvons les résultats d’éxistence et d'unicité de la solution
du probléme, on a démontré aussi que l'opérateur intégral associé est complétement
" continu par utilisation du théoréme d’Arzéia- Ascoli.
Probléme aux limite de troisiéme ordre
Soit £ = C'[0,1] muni de la norme |ly (t)|| = sup ly(¢)|, pour tout y € E on

. tej0,1]
s'intéresse 4 1'étude du probléme aux limmites du troisiéme ordre a multi-points suivant

J W F ()l (8) =0, te(0,1)
| 40 =v(©) =0, w(1)= 58 (n) o
. =

vl 3; 50, 0wy < 1; pourd=1_.n ¢t fCC(0,1] x R R).

Nous avons (’abord inlroduire quelgques espaces nbiles. Onova éloliser les espaces
.de Banach C'[0,1], C*[0,1], L'[0,1]. Nous utilisons également l'espace Banach X =
Aue CH0,1) /ue C[0,1}], v € C[0,1]}, muni delanorme ||u,, = max{|lu|l . v}
o el o = gt e (5)]-

Lemme 3.1 Soit > 8,m, # 1 ety € L'[0.1], alors le probléme
i—1

T

W+y(t)=0, 0<t<l (2)
wM=uw' D=0, W)= E_ﬁl-u’ (m;)
i=1
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a vne solution unique

/UJ G (t,s)y(s)ds i 3)

2
—— Lﬁ/ G* (1;, ) y (s) ds.
2(1—-_2%5@): 1 il

o
1—s)t?, 5 < s
G(t,s)::l (1) <s @
2| (~s5+2t—1%)s, s<t
et
. 0G(t,s (I-8t ©<s .
G(f,SJ=—E§f i _ (5)
: (1—-%)s, s<t

Preuve. Par intégration de Péquation dans (2) sur Vintervalle [0, ¢] pour ¢ € [0, 1] .

nons obtenons

-
wit) = —/ (t—-s)y(s)ds+ Cit+ s
]
1 i
u(t) = —§j (t—s)y(s)ds+= F1t2+Cf+C3
0

(7) La condition aux limites wu (0) = 0, implique que

b



(ii) Et la conditions ' (1) = > ;1 (n;) implique que
i=1

1 1
& = —3 (1-5)y(s)ds
1*23.-:7]1'

Zfﬁi i
—%-] (; — s)y (s) ds.
L = Zﬁ-ﬂ?i
i=1

on a,
?L(?f) = —SJ/ (t—S‘ )d3+ C]_t ‘fCQ?f’i‘Cg
0
1/
# (1) = _5/ (t—s)’y(s)ds
Jo
32 | il Z fy 4,
+§- e . (1 . .ﬁ} Y (1) ila = —-L_-rl[———-/ (Ih— - .‘1) 7 (N) 1l
1— 3 Bm; 70 L~ Jopn
i=1 i=1
alors
¥ P
u(l) = —5/ (t—s) y(s)ds
0
2 ngimfz 1
v [ - sple)ds + — = f (1~ )y (e)ite
& (1 = Zb’m) "
i=1




et

u{t) = ;(Liﬁsf @ﬁﬁ+t{£%1ms) g&%
Lilqm—gy@ms

38,82

= ) (m-/om (1“S)y(8)d5+m/: (1—8)y(5)d8)

2 (1 — > 8:m;
i=1

iﬁitg M
— S [ s

(1 = Zﬁ n,)_
(/rf (=s+20—1%) sy (s)ds + [ (1= 5) %y (s) ds)

28,82

_ T -1
T ([T weae [oe g
2 (1 - Zﬁi"h) ! ¥

b | -

1

i=1
par conséquent
1
f G (t,s)y(s)ds
0

2
+ i ZB / G* s)y(s)ds.
2 (1 = Zlﬁ’mi) e

Ce qui achéve la démonstration. =

Nous avons besoin de quelques propriétés des fonctions 7 {t, s) .
Lemine 3.2 Pour tous (t,s) € [0,1} x [0, 1], nous avons

0<G*(t,s) <2G(1,5)
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Preuve. Il est facile de vérifié que, sit < s, G*(t,s) = (1—35)t < (1—9)s

2G(L,s).Sis<t=-t<-s5, G*(t,s)=(1-t)s<(1-s)s=2G(1,s).

La preuve est terminée. m

Lemme 3.3 Pour tous (t,s) € [7,1] x [0, 1], nous avons
1
G (L,8) <G ({t,s) £G(1,5) = 5(1 —s)s,

Preuve. Pour tous ¢,s € [0,1], si

s < t, il découle de (4) que

1 1
G(t,s) = 5(2i—f2—s)s=—[l—s—(1—?52)]5‘
1
< E{l—c)b:G(l s)
et
1 2
Gita) = 5{21‘—1‘."—5)5
1 . g
Gts) = 3(21—t2—.s)s—|—t2—t‘—b—tgs—th
1 1
= Estz(l—s)+§(1—t)[(t—s}+(1—s)t]s
> 1/2s(1 —s)t?
> t2G(1,s).

Sit <s, il découle de (4) que

Ainsi,

t°G (1,5) <G (t,5) <G(L,5), V(t,s) e[0,1] x[0,1]
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Par conséquent,
G (1,5) <G (t,5) <G(l,8), Y(ts)€[r,1]x][0,1].

Ce qui achéve la démonstration. m

Définition 3.1  Nous définissons un opérateur T : X — X par

Twlt) = /0G(t:s)f(s,u(s),u’(s))ds ©)

f'z

+

L’

7 ~ 5B, / G* (n;,8) [ (s,u(s),u (s))ds.
2 \1 = _Z@'"?q) = ’

La fonction v € X est une solution du probléme (1) si et seulement si
Lult) =ult)

(u est un point fize de T)) .

3.2 Existence et unicité de la solution non triviale

En utilisant 'alternative non linéaire de Leray-Schauder et le théoréme de contraction
de Banach. nous donnons quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution non
triviale du probléme aux limites (1),

Lemme 3.4 Soit v € X , supposons qued_Sm; # 1 et k, h € L'([0,1],R,) deuz

i=1

fonctions positives telles que

!}l (t,.’E, y) . ]( (t: u, ’U)i S k (t) i’l = 'L[i + h '(IL) [y == 'L'| 3 VI: y,u,v = R? te [O: 1] (7)

)
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528, :
211+ = / G(1,s)(k(s)+h(s))ds<1

L~ Zﬁmi{ 0
i=1

alors le probléme aux limites (1) admet une solution unique dans X.

Preuve. Nous avons

1
Tu(t) = / G (t,5) f(s,u(s),u (s))ds
0

T ( tﬂ )Zﬁf / G* {n;,8) f (s,u(s),u (s))ds.

Nous allons prouver que T est un contraction.

Soient u, v € X, alors

Tu(t)—Tn(t)| < l{; G(L,s)!lf(s,u(s),d (s)) ~ f(s,v(s),v (s))|ds
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Donc

[Tu (t) — T (t)]

IA

1~Zﬁm

G (1,3 [k (5) e (5) — v (8)] 4 B o) e (5) — o (s},

cﬂ

1
< x/ G(1,3)k(s)|u(s) —v(s)|ds
1—Zﬁﬂ| ’
1+ i:; /G]eh s) |u' (s) — o' (s)| ds.
}1 - ;517?:
Alors
i:.BL 1
Hult) -1 (b)) < 1+LL—T ma.x{”u-w”m,]{u’—v’l]m}/ G(1,8)(k(s)+ h(s))ds
‘1 = ;ﬁﬂ?f i 70
%)
< fu—vfly |1+ 55— Gls)(k(s)-ﬁ-h())d
{1 - Zﬁ i1 o

Et de méme, on a

/G’*ts (s,u(s),u (s))ds

Zﬁ / " o8 F 5 ) )]
‘1*Z%m*1

=1 |
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Done,

>,
T% (@) =Tw(t) < 2|14+ ——
'1 == ;55771'

max {[lu — vl s It = vl } x

/1 G(1,5)(k(s)+ h(s))ds

alors

max {1T% = Tl , IT"% = T'0] | } < Ju— vl

Par conséquent

1Tu = Tollx < lw—wvx.

Alors, T est un contraction. D’apres le principe de contraction de Banach, 'opéraleur T
admet nn urique point fixe qui est I'unique solution du probléme (1). m

Nous allens employer alternative non-linéaire de Leray-Shauder suivante

Lemme 3.5 [27] Soit F un espace de Banach et ) un sous ensemble owvert et borné de
F,0eQ T:Q—F un opérateur complétement continu. Alors, soit il existe 1 € 9.

A> 1 tel que T (2) = Az, ou il existe un point fize x* € Q.

Définition 3.2 (opérateur complétement continu)

Soient E un espace de banach, ) une partie de E.

On dit que lopérateur T : Q) — E est complétement continu s’il est continu et st pour
toute partic bornée B de T(B) est relativement compact dans E.

Thécréme 3.1 Nous supposons que f (1.0, 0) # 0, Y-B;m; # 1 et, il existe trois fonctions
=1
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positives k, 1, h € ({ﬂ [0,1],R,) telles que

f@u,v)l <k@)|ul+1E) 2 +h(1), Vu,veR, t €0, 1]

i‘ﬁi 1
2 IL =fs Fnl ‘ '[;]‘ G(]‘:";) {k (SJ +I(S))ds & 1’
1—123:771'1

Alors, le probléme vuz limites (1) a au moins une solution non triviale * ¢ X,

Preuve. Soit

i-ﬁi 1
F=2|1+—= I G(1,8) (k(s) + 1 (s)) ds,
(]_Z:ISJJT

L

G =9 (1+ si-,}f;_) G (L, 5) h(s)ds,

Montrons que Uopérateur?’ est complétement continu sur
1) T est contimi.

P

S0it (1} e suite convergente vers u dans X Nous ponvons ahfenir,

T () -Tu(®)] < [14—2 |

1
/0 B8 M T sk (el Plovmle) sub s s

Z,B-,'
I | ¥
Il - _EJ:?,;%I

g1

<

’ e
G (1,) (k (5) |ax () = ()] + 1(5) [ 8) = o/ (s)]) ds

~
]

(8



n

DB 1 '
[T (t) = Tu(t)] < flug —ully | L+ J = / G(1,s)(k(s)+1(s))ds
. | ZPJ ’?’ 0

et de méme, on a

za
‘1 - L/fﬂh

[T () — Tu (6)] < 2 e — g | 14 [ 6.5k +19)a

alors,

[T = Tullx < Jlux — ulix

ce qui implique que T est continu, |7y (t) — Tw (¢)]| — 0.

2) Soit B, = {u € X : |jul]|y <7} un sous ensemble borné. nous allons prouver que
T2 B,) est relativement compact ;

(1) T (2N B,) est uniformément borné.

Pour certains u € QN B,, on a:

_Zﬁi r1
[Tu(® < |1+ I_%_ / G{1 )| f(s.u(s),u (s))]ds
Il = 281 ’
i=1

Te

Zﬁ i ‘5

Tu(@)| < | 1+ —=1— /G(l $) [k (5) e () — w ()] + 1 (5) [l (8) — v ()] + B (5)] ds
(1—;:2151'77{' 0
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n

el 2 (d4r=—2
1—-3 8
i=1

[ s 1
1+ f G (1,5) h(s)ds
23 | ) °

Et de méme.on a
( S,
Tt 2] 14— /C(l s (s,u(s) v/ (9))] ds
k !] *21/31'77;,
| i=1 I
3
|Ju.ﬂ| < 2ur—ull, 1+ I—--—’fl——-, / G (1,s) (k(s) + I(s))
| h-3eal )
. =1 i
/ —
>4’8? i
2 1-1-| 1—; | /‘ (1, s) h(s)ds
|1_26i‘1| v

alors

xTC

[Tully, < Fiju
= Pr 4G,

alors, T (2N B,) est uniformément borne

(7)) T (2N B,) est équicontinu.

41
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V. t2€]0,1]; u € B, d’apres (7), nous avons :

1
T (t:) = Tults)| = U (C(t1,8) — G (ta,8)) f (5,u(s) ,u' (5)) ds
/0

i (1_2677?)25 / G* (51.5) f (s, u(s) ' {s) ds|.

i1 ta
[Tu(t) —Tu(tz)l < L{/ t1,5) — (G (12, 8)| ds + / IG (t1,5) — G (ta, s)| ds
d 0 Jiq
1
+ jl !G(tl,q)—(?(ig,s)!ds}
Jta

L!Jf - T;l L_H JL; i {
T3 T \_‘/ji :‘G (n;.8) ds.
0

i

: 7
2 {g\l - .tzl’e"'nf) i=1

o .
ITu(t) = Tel)] < L“szﬂ[/ 2t +ta)lds+ | 11=5) (+ )] ds
Jio

i@m

i=1

t+
-l—} 17 1o ZB[K}’(WU )| ds

“ta
+P/l@ﬁﬂwﬂ+ﬁmﬁhws
(5]
donc

ATu () = Tu(le)) £ L{ta—t) [L—t3+ 8 (t —t3+3)

t

i1 + 1o

2|1~ $o6m
=

38, [ 16" (ol as

e =1
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D2 méme nous avons

1
Tult) ~Tultdl = | (G (h.s)~ G (ta8)) F (s, u(s), ' (s)) ds
0

4

G

Zﬁ fu G*(n;,5) f(s,u(s),u (s))ds

t2
3-’)1 t=1

i [“/‘!:| |

P .
|T' (t1) — T'u(t2)] < Lty — 1) 1 / !slds—#—/ |s — 1| ds
L2

L

donc

' 1 .
£ ) == T”UJ (tz” < L (1/_; = t]} (1 & (t1 == tg) G = 5 (3f2 = 5'[71)

ki

2.5i i
1...

e ) 16 ol ds
Il = _Zﬁ,-mi ;

© o Alors; [Tu (tl) Tu(ts) [ - (_l et |T'uley) — T'uty)| e 0-
. 5 .‘1_. o
Par conséquent, T’ (Q O B,.) est equicontinn.

D théoreme. d’Arzela-Ascoli, on en déduit gue T est un opérateur complétement
continu.

‘Remarquant que F < 1, f{i,0,0) # 0 et G > 0, alors il existe un intervalie
[c.7]1 € [0,1] telles que :

n1111 |fit 0,0)] >0 et A(t)>|f(1,0,0), telo1].



Soit m=GA-F)"", Q={ueX:|ul|<m}.

Supposons que : uw £ 90, A > 1 tel que, Tw = Au, alors

3= Mull = ITully = ma {7l

AT}

1
i7u(t)] < sup f G (t,s)|f (s,u(s),u (5))| ds
0

0<t<1

+ sup
0<t<l1,

Zﬁ mr =l

3 ‘/01 (1, 8) (B (s)|u(s)l+1(s)|u (s);+ Rh(s))ds

n 1
N g, f G (Ls) (k{e) fuis)| 1 L(s) I ()] 4
ll—-zz@nl’l ] ¥8
Alors,
~B;
Tu(®) < 1+P*£ﬁ g (e 10 [ 61,9 (:(0) +1(6)) s
Z «;Th'l
2.5
+ lzn C(l s)h (s
}]‘_— Lg'i, T; .

ZB

1,] * (05: ) 1f (sv e (),

(s))l ds.

< flully L1+— T fGls(k(st s)) ds
1--25?7|

=1

n %
Jois 3
i=1

| Lefoq—=m———s / G(l,s)h(s)ds
‘1 -2 Bm| ) °
i=1

h(s))ds



£t de méme on a,

1
trml £ | - 1% f
e t)l < sup / Gr i,
0

0<i<1,

9)1f (s,uls) ' (s))] ds

2
+ sup ———

{ - n Z'B f G ('?uh) If(s U(3 (S)}I ds.
=S (1 — Zlﬁznz) i=1

Dane
1
|T"ui(t)] < ?mga;x(l{qu“ ,|u'Hw}/ G (1.5) [(k(s)+((s))|ds
; - szj G(1,s)h{s)ds.
26’ 17 =1
i
> 5
[Tu () < 2|y

ol
2ull | 1+ —=

= | G(1,s){k(s)+1(s))ds
1= 326emg| | °°
G I
#2| 14— | [ G s)h(s)ds
‘1 — E(‘Jmil 2

Ceci montre que

Am = i|Tu

xS Fliyllx +G=Fm+G.

Alors, nous obhtenons

ceci contredit A > 1

.
£



En apphquant le Lemma 3.5.0n conclut que I'opérateur 7' a'un point fixe u* € Q.

puis le probléme aux limites (1) a une solution non triviale u* € X. =

3.3 Exemple

Afin d’illustrer nos résultats, nous donnons 'exemple ci-dessous

Exemple 3.1 Considérons le probléme aux limites suivant

Ing

/ )
w1+ 4+ =

fusinu + 3 (+ 1) =0,

O<t<l

3
u(0)=u'(0) =0, v (1) =3 6 (n).
i=1

1

1
=g B= §= T3 =

| =

b | =

S e s s 18
sz‘“ () = a0 < 1

Posons
) ] ,3
B = e B =
P2 37 Pz
et
o
i=1
on a

2t 1
ftun) =02 4+44 —ysinu+ E(t-f-l)v

1) Nous pouvons choisir

L=

k(t) = 2¢
& e
k, 1 € L' [0,1] sont des fonctions positives et,
: 2t t+1
ey~ T tuo)l < Fo—ul+ EED ),
< k(t)|lz—ul+h(®)|y—v|.
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Avec,
L= 3 6
i=1

/'1 G (L,5) (k(s) + h(s)) ds < ——
’ 2(1+§=:1ﬁf(1—m))

Ainsi; doprés Le lemme 3.4, le probléme aux limites (E1) a une unique solution non

triviale, u* € X.

2) Et si
; 2t [E+1);
If w0y < =lul+ ;_7:,7,),, v +#* + 4,
< E@)ul+L() vl +Fh(t).
Nous pouvons choisir
k(1) =4t
1(t) — __1(1.7_1) Cten ]
l hit)=1"+4
avec - ‘
P o
2 1+—i715——-— / G(l.s)(k(s) +1(s))ds <1,
s ijr]a ‘
=1 g

k, 1 et h € L'[0,1] sont des fonctions positives.
Ainsi, -d’aprés le Théoréme 3.1 le probléme avx limites (E1) a au moins une une

solution non triviale, v* € X.



Conclusion 3.1 Actucllement il y a une grande variété de théorémes de points fizes,
ces thevremes donnent certaines conditions sous les quelles une application f : E — E,
admet un point five dans E.

Cles théorémes sont importants dans les mathématiques car il y a plusieurs applica-
tions. par ezemple pour trouver les racines d’un polyndme, ou pour montrer Uezistence

des solutions numérigues des équations différentielles.
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