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Introduction

Ces dernicres années, on a constaté un intéret croissant pour I'étude des équations
différentielles partielles. Ces problémes se posent dans plusieurs domaines d’investigation
par exemple dans la science , 'ingénierie la physique chimique et les biosciences...

L’équation télégraphique non linéaire dans ’espace N-dimensionnel avec des coefficients
constants,modélise le mélange entre la diffusion et la propagation des ondes en introduisant
un terme qui rend compte des effets de la vitesse finie sur la chaleur ou le transport de

masse staudard.

IT existe nombreuses méthodes de résolution d’équations aux dérivées particlles, Pune des
cew it hodes oxt dite Ia méthodo do Rotho ou direrdtisation on tompn on lon dérivéen par
rapport a une variable sont remplacées par des quotients de différences qui condnisent
finalement & des systémes d’équations différentielles.

Cette méthode comme approche approximative est bien adaptée non seulement pour
prouver les résultats d’existence mais aussi pour diverses application. Elle a été présentée
par Rothe en 1930 pour résoudre des équations hyperbolique linéaires du second ordre
. Cette méthode a été adaptée par Ladyzen-Skaja (voir [6])pour résoudre des probléemes
hyperbolique linéaires et quasi-linéaires de second ordre et les équations linéares d’ordre
gupdriouro.

D’autre part ,la méthode des élément finis est I'ine des méthodes communument utilisé
pour 'aproximation numerique d’équations aux dérivées partielles

Daus ce wémorre on s'imtéresse a Uapplication de la wéthode de Rolle combiné avee les
élément finig et nons présentons un schéma de diserétisation compléte du probléme, avec
Pestunation & priori et Quelques estimations de l'erreur

Le plan de ce mémoire est le suivant :
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@  Le chapitre 1, nous présentons quelques notions de bases , définitions élémentaires ;
les propriétées essentielles d'analyse fonctionnelle qui sont utiliser dans la suite.

@  Le chapitre 2 , nous présentons le cadre général du probleme continu,et un schéma
de discrétisation du temps et Quelques estimations & priori

@  Le chapitre 3. nous présentons un schéma de discrétisation dans Iespace du probleme
par la méthode des élément finis .et. Quelques estimations de 'erreur

2017-2018 6 Université 8 Mai 1945. Guelma
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Chapitre 1
Rappel sur ’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, on va introduir quelques notions d’analyse fonctionnelle ultérieurement

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.0 Tout espace vectoriel normé complet est appellé espace de Banach.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.0 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(donc mormé) et complet pour la norme induite. Un espace de Hilbert est donc un cas
particulier d’éspace de Banach

1.3 Espace de Lebesgue

Définition 1.3.0 Soit p un élément de [1,+00[ et 2 un ouvert de R, on appelle espace
de Lebesgue, et on note LY () Iespace vectoricl de fonctions numériques u de Q dans C
Lebesque mesurables vérifiant:

- S511<p<+c
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~ 8 p=oa

supess [u(z)] < +oo

€N

Ou

supess |u(w)| = inf{M lelque |u(x)] <M pp}
el

Quelques proriétés

1) L’application de L"() dans R' :

lull, = /|u(x)|mr % 3 & 4
U —> 0

llull o = supess |u(z)| p= +o0
z€el

définit une norme sur L7(Q) , norme par laquelle L¥ (€2) est un espace de Banach.

2) Dual pour tout réel p dans [1, +oo|. le dual de LP(€2) est isomorphe algébriquement
et topologiquernent. & L9()). avec -11; + é = 1, 'application de dualité est définie par :
PO x L) — C
(w,v) — fu('r)v(:c)dt

7]

pour tout réel p dans [1, +ool, le bidual de L" (€2) s’identifie algébriquement et topologique-

ment & LP(2). On dit que l'espace L7 () est reflexif.

1.4 I’espace de L?(Q)

Délinition 1.4.0 On note par L* (Q) Pespace des fonctions de carées sommables sur €1,

ot £ est un ouvert de R" c’est -a- dire :

)= {f : 8 — C mesurable tel que / If (@) < +oo}
)

2017-2018 8 Université 8 Mai 1945. Guelina
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muni du produit scalaire:

L?(Q) est un espace de Hilbert.

1.5 Espace de Sobolev

Définition 1.5.0 Soit k € N, 1 < p < 400 . On définit Uespace de Sobolev W*P(Q) par

Wk(Q) = { f € LT (Q) tq D*f existe et D*f € LT(Q).Y|a| < k}

On mani les espaces de Sobolev par une structure d’espace normé dont les normes sont

définies par

1
»

”f”w»;p(u) o Z /lpwf(l)|p dw

[TIENEY

| fllwrsiey = > sup|D*f(z)] p = +o0.

|| <k el

Sip—2: H* aul un copace do Hilbert oty HE = 11782

1.5.1 Espace de Sobolev H!((Q)

Détinition 1.5.0 On appelle espuce de Sobolev d’ordre 1 sur Q, espace

of e L’(Q), 1<i<nl}.

H'(Q) = {f € IQ). 2

2017-2018 g Université 8 Mai 1945. Guelina



Abed Siham Un schéma de discretisation pour 1’équation de télégraphe

On munit H'(Q) du produit scalaire

(,9) = f i / v/ Vod

[ 1o [ (5332 ) o

La norme correspondante sera:

Hf“uz =V (f; Na

1.5.2 Espace de Sobolev H;({)

Définition 1.5.0 On note par Hy(Q) la ferméture de D(S)) dans H'(52)

H(Q) = D)

Théoréme 1.5.1 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. Alors H}(S) est

donné par:
H(}(Q) = {v = Hl(ﬂ), V9ga — 0 sur Bﬂ}, I

our un entier non négatif m. H™((}) dénote I'espace sobolev sur {2 avec la norme
& :

[wllm =

0 Cu e

2017-2018 10 Université 8 Mai 1945. Guelma
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1.6 Les espaces de Boschner

Définition 1.6.0
@ CU,L*Q)={f:1— L*Q) qui associé¢ a t, f(t) € L*()continue}.

muni de la norme:

I/ e 2@y = e Hf”Lﬂ(n) :

@  I(1.12Q) = {f: T = I2(Q) essentiellement bornées }.

muni de la norme:

) 27 = Su P 5
1 £1lz (IL*(9)) tE,IT)“fHL"(Q)

@ HU(IL,LH) = {f: T = LHQ), [y Iflfjaqy db < 00 et f;[|2E[[32 e i < o0}

muni de la norme:

2

af

at Ll

L2 ()

2 2
1y~ Iy +

@  L¥I.L*Q) ={ f:T—= L*Q) a carrée intégrable}

muni de la norme

2z
”f”LE(],L?(Q]) —/Hfﬂfﬁ(m dt <oc.
Q

1.7 Convergence faible
Seit B un eapace de Ranach

Définition 1.7.0 (z,) converge faiblement dans E vers z si l'on a:

2017-2018 11 Université 8 Mai 1945. Guelina
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avec F' espace dual de F.

Notation :

1. on note z, — z faiblement dans F par: z,, — z

2. on note x, — z fortement dans E par: x,, — x (c’est-d-dire la convergence en

AR

norme)

Remarque :
— Si z, — z fortement (||z, — z||; — 0) = 2, — x car

Va'e B: |(2),z, — )| <2 ||| |2n — 2| — O

— SidimF < oo on a équivalence de deux notions

En cffet
™ = (z". 2. .., a), dim B = n; {eq, 2, extbase de B == {e;}7 base dual tel que
“t : 1 =7
ei(e) = 0,y = { 0 oy
Fhtel = [, BB} = =1, vy’ = 8]
n
® _m e M e
(€f, 2™ —z) = x x,,m:;()ﬁz]ri ::,,|m:>w0
y furerrd
Alors |z — 2|, — 0 ce qui donne ||[z™ —z| — 0
! 1

Car tout les normes de E sont équivalentes .

Théoreme 1.7.1 Soit E un espace de Banach reflexif et x,, une suite bornée dans
E, alors il est possible d’extraire une sous suite de x,, qui converge faiblement dans

E.

Théoreme 1.7.2 Toute suite borné dans un espace de Hilbert posséde une sous

suite faiblement convergente .

2017-2018 12 Université 8 Mai 1945. Guelina
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1.8 Espace dual

Si E un espace vectoriel normé sur K’ = R ou C, le dual de F est 'espace £(E,k)des
formes linéaires continues sur k, on le note £’ de la norme subordonnée a la norme de E .

1.9 Les inégalités utilisées

Soit Q C R™

1.9.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.9.1 V u,v € L*(§2)

Preuve.pour A € R, définissions le trinome du second degré
p(A) = (u+ M, u+ dv) = N(v,v) + 2\ (u,v) + (u, u)
commne p(A) 2 0 VA € L. nécessairement le diseriminant
A = (u,v) — (u,u)(v,v)

doit étre négatif on nal  soit |(u, )| < (n w)z (v v)2
s1 A — U alors lo polynome p(A) = U admet une racine double ¢ cat-a-dire il cxiste Ajtq
g(A2) = 0 donc u et v sont colinéaires.

2017-2018 13 Université 8 Mai 1945. Guelina
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1.9.2 L’z inégalité

1
2ab < ea® + =b* Ve > 0,Vab.
€

1.9.3 Principe de Sommation d’Abel

2a(a — b) = a? — b + (a — b)?, Vab.

1.9.4 Inégalité de Gronwall

Lemme 1.9.1

® Le cas continue : Soient a ,f et v sont des fonctions réelles dans I =
[0. +oo[ supposons que 3 et v sont des fonctions continues, si B est positive o est
croissante et si v satisfait 'inégalité intégrale

1)) <0+ [ Bopie el

Alors

(1) < a(t)eaf:p(/tﬁ(s)ds) vt € 1.

@ Le cas discret : Si T 2 Dyl = O 1 =0 el

n—1
T i o) | E ﬁjqf_‘}s ﬂ':: 0
j=0

Alors

n—1
T € eaexpl ) 8))
=0

2017-2018 14 Université 8 Mai 1945. Guelia
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1.9.5 Inégalité de Poincaré

Définition 1.9.1 Soit Q un ouvert de R*,Q € @ = {« € R*.a < b pour certain
e R*: |||l = 1,a,b € R*}.(cest -a-dire §) est située entre deus hyperplans paralléles
avec § = b—a). Alors il existe une constante universelle cg > 0(i. ¢ independante de )

tel que :

P

/|U|p dz < cpé /|VUIP de | ,Vue V[fgl’p(ﬂ) 1<p< 0.

Q Q

En particuler Uezpression ||Vull, est une norme sur Wy () qui est équivalente ¢ la

norme |[wlly.,» sur H3(SY). Uezpression / VuVudz est un produit scalaire qui induit la

o}
norme||Vul| 2o équivalente a la norme |[ul| . -

1.10 Quelques théorémes utilisées

1.10.1 Théoréme de représentation de Riesz

I'héoreme 1.10.1 Soit | une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H
. Alors il existe un unique vecteur y; € H tel que , pour tout x € H

l(z) = {z,y). I

1.10.2 Théoréme de Lax-Milgram

Théoreme 1.10.2 Si af.,.) e¢st une forme bilincaire cntinue et cocrcive sur
Uespace de hilbert V. x V et I(.) est une forme hinéaire continue sur V alors le

probléme variationnel:

[ dromwer, we Votg
) : | a(u,v) =1(v), Yue V.

admet unc unique solution

2017-2018 15 Université 8 Mai 1945. Guehna,
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1.10.3 Formule de Green

Théoréme 1.10.3 On supposc que € est un ouvert borné de fronticre T = 962
réquliére, alors Vu,v € TTY(Q) on a

du 3]
vdm:m/u

0 1]

Y dz + / uvy;do.
Bﬂﬁi
T

&me

ot v; lai = composante du vecteur unitaire normale extérieure .
En remarquant Au = div(Vu), alors on a

/Auvdm = —/Vqud::: + /(Vun)'v.
Q Q r

2017-2018 16 Université 8 Mai 1945. Guelina
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Chapitre 2

probléme semi discretisé en temps et
Quelques estimation a priori

2.1 Position du probleme

Dans ce chapitre , on est concerné par I'étude du probléme suivant

Pu  Ou —
— + — + Au= [(x,, ; ! 1 2,
- e : + Au= [(z,l,u) dans Q=0 x 1, (2.1)

u(z,0) = uo(z), dans Q. (2.2)

ug(x,0) = uy(z) dans . (2.3)
u=0sur I=00x1 (24)
On Q ¢ RY(N = 1,2,3) est borné simplement connex & bord

J0 € €% 1 = (0.7) est un intervalle de temps . nous présentons Vopérateur différentiel

clliptique A Défini par :

Au = =V - (A(z)Vu) + a(z)u (2.9)

Ou Vet V- désigner les opérateurs de gradient et de divergence ,respectivement et .4(x) est
une matrice symétrique avec des entrées qui sont uniformément bornées et mesurables.
les fonctions f,ug,u; et A(z) sont les données du probléme et seront supposés aussi

suffisament réguliers

17
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2.2 Le probleme continu

Nous utiliserons les notations standard de I'analyse fonctionnelle (voir [5]) pour les espaces
L*(Q)) et V = H}(Q). De plus ,(-.-) est utilisé pour définir le produit intérieur dans
L>(2) et les normes sur Ly((2) et V seront notées par | - | et || - || respectivement, toutes
les constantes qui se produisent au cours de ceci seront notées par C (z est petit et
C. = C(¢7")) Enfin, afin de définir une solution généralisée du probleme (2.1);2.4) nous
introduisons la forme bilinéaire (-,-)V x V correspondant a 'opérateur différentiel A qui

est donnée par:

((u,0)) = (AVu, Vo) + (au,v) (2.6)

souci de simplicité, nous supposerons tout au long de ce travail les hypothéses suivantes:

(H1) f:Q x I xR — R est lipschitz continue

f(z.t,8) = fz, 0. s <c{lt—t|(|s| + |s) +|s = &|}, Vt,t' €,Vs,6' e R (2.7)

et satisfait la condition de croissance

[f(@,t,86)] < UL+ [¢]) Y(z,t,¢) €M x I xR

(H2) A(z) est une matrice symétrique et définie positive dans Q, i.e.

r (A, €) > Cl¢f”. I (2.9)

(H3) les coefficients A(z) sont choisis de telle sorte que la forme bilinéaire soit symétrique,
bornée et V-elliptique, c¢’est-a-dire,

|((w, )] < cllullliv], ((w,u) 2 cllul* Vu,veV § (2.10)

(H4) Ug - V—, (51 S L2(Q)

2017-2018 18 Université 8 Mai 1945. Guehna
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Dans le sens Sous ces hypothéses, nous pouvons maintenant énoncer la forme variation-
nelle du probléme télégraphique,i.e:

probléme (p)

trouver u: Q — R tel que u € HY(T; La(2)) N Ta(T; V) et satisfait les conditions initiales
u(z,0) = up(z) et wi(z, 0) = u1(x) ainsi que la relation intégrale

(2.11)

- [0 = 00,00 + [ (@) + [ (@) = [tr0)

T

pour tous v € H*(I; Ly(€2)) N Ly(1; V) avec v(w. T) = 0

La solution exacte d’ondes progressives pour ce probléme est évaluée [1] dans le cas
flu) =ula—u)(1—-u),0 < a<1 (équation télégraphique de Nagumo). Généralement, le

probléeme (P) avec les hypothéses supposées admet une solution d’onde progressive unique
(voir [4], le théorgme 4.1.7,p.95).

2.8 lc schéma numdérique proposé

Cette section est consacrée a proposer un schéma numérique compétitif basé sur la
méthode de Rothe en discrétisation temporelle et sur la méthode de Galerkin-élément
finis en discrétisation spatiale.a cet effet, introduisons d’abord quelques notations et hy-
pothéses de base relatives aux discrétisations.

2.3.1 discrétisation du temps

nous subdivisons l'intervalle de temps I par des points ¢; = i7,7 = T/n,

i =0,1.2,..,n. ou N est un entier positif. soient u_; et uy définis comme u_;(z) =
uy(x) — Tu(x) et uy = wy(x), une premidre discrétisation du probleme (P) consiste en le
probléme suivant:

probléme (F,)

trouver u; = u(.,t;) € V,i=1,2,...,n tel que les équations

2017-2018 19 Université 8 Mai 1945. Guehna,
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(0%u;,v) + (6us,v) + ((us. ) = (fi,v) Yo e V.

sont satisfaits, nous utilisons ici les notating

i — i du; — duy
e . % fi = flm b uis). (2.13)
T

I'existence d’une solution unique en chaque point ¢;, i = 1,2,...,n est asséré par le
théoréme de lax-milgram . ce qui donne.

Lemme 2.3.0 le probléme discrétisé (2.12) est résoluble.
la fonction Rothe u™ : I — 'V, destiné a étre une approvimation de v est introduit

par

'U.n(t) = ;-1 + (t e ti_l)éui, Vi & [tiul, ti], 1 S ) S n,

Ju""(t) = (511;,;_1 —+ (t —— ti_l)ﬁzui, Vi = {ti_1, ti], 1. S i S T,

d’ailleurs nous aurons besoin d’iniroduire les fonctions d’étape

an(t) = u; te [ti-—lati]a 1<:<n,
= uy t€[—7,0],

£ s .f'i t € [ti-—la t‘i]';l S 7' S n,
0 - { S

Soit t un élément arbitraire, , mais fixe élément de (0,T) et cela;
v e H'(I; Ly(Q)) N Ly(I; V), v(z, T) = 0, le probléme discrétisé (2.12) peut &tre éerit sous
la forme

2017-2018 20 Université 8 Mai 1945. Guelma
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(D,0u™,v) + (B, v) + ((@",v)) = (f*,v). (2.14)

Pintégration de cette équation sur I rendements

pour tous v € H'(I; Ly(Q)) N Ly(I; V) avec v(x,T) = 0.

pour prouver la stabilité du schéma d’approximation (2.12) nous dérivons des estimations

a priori pour u; et du;

Lemme 2.3.0 les estimations
@ |G G (2.16),
@ 575 |0u; — dus 4|2 < 7C (2.16)s
@ Yi 7ldulP<7C (2.168],
@ Ju|*<7C (2.16)4
® >l wal®<aC (2.16).
sont vérifies uniformément pour s

Preuve.prenons v = 7du; comme une fonction de test en (2.12) et faisons la somme de
i=1,2,....s, on obtient :

i 8%y, TOU;) Z (Ou;, TU;) + i((u,, Tou;)) = i(f,;1 ToU;)
3 A i il il

on utilise la definition de d%u; et du; et en appliquant L'inégalité de Cauchy-Schwarz on
obtient :

Z(&ub du;- 1,Ou¢)+z |0, +Z((u“u, wi1) <Z¢|fb lldw|  (2.17)

t=]1
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On utilise le Principe de Sommation d’Abel :

-} 8

. . 1 )
28w — by, u) = 3 (100l ~ 1w + b — b )
Et
> (0wl = 16w 1?) = (8wl — [Guol + 6usf>  |Fuaf? + .. + [ou.[?)
=1
= ldusi2 - |du0|2
Alors
5 ) - 1 ) i ‘ ) 1 5 , i
;(Oui — Oy, 0u;) = §|5U-s[ - §|0Hn| + 5 ; |0u; — dui_q] (2.17),

De la méme maniere :

S 5

1
z((uu Ui — Uig)) = Z 5(“%”2 = Nl [? + llts — i)
i=1 i=1
Et
D (uall® = lwaaI?) = (el = lruall® + lluall® = ffarI* + .. + [[us )
z 1
= lusll® = Jluo?
Alors
ij((u- s = i-1)) = 2l |2 = g + 121}% — |2 (2.17)
- iy U i~1}) ™~ o ll*e 9 0 2 - 7 i—1 “ b

Substituons (2.17), et (2.17); dans (2.17) et on utilise L'cinégalité:

s 8 s
[6us” + D 16us — Sus 1] + D 70wl + [l + > [t — iy |?
=1 =1 =1

5 8
<CHe Y rAff+C Y rlouf
i=1

i=1
s i—1 &
L ELg Z Z |6u;[272) + C. Z 7| dug |2
=17 1 =1
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En choisissant ¢ suffisamment petit et en appliquant le lemme de Gronwall (voir, par

exemple [10]) on aura:

s

8 s
bual + > 0w — duia P+ Y rlow + [P+ > flus — wi|?

s 1—1 3
<e(l+ ZZ [6u;|*7?) + C. Z 7|0u,%.
i=1 r=1 =1

s s5-—1 s
Se(l+ )0 |owr?) + Gy rloul?.
1 %, L

il r=

s—1 = &
<+ 10wl + Y rldwl.
=1

=1 =1
<e(1+CYJowr) + C. > rldu)
i=1 i=1

LG ) = ,
< EEXD(Z eCT*) + C. Z 7|0 [*

=1 =1

LG =
<eC+ EC(‘.XP(Z Cer) £eC <10

i—1

Corollaire 2.3.0 les estimations
@ 18w || Lszatey < C,
@ @ z,gay £ C,

@ u—a|3,00 < £

D lu" — T, 1100y < w2
® |-, 1.0 < =
® |lou" — 0 I3, 10y < £

sont satisfaites
O fr=l.1-7).
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Preuve.

1. On utilise (2.16). et la définitions de u™ :

0u* = |dwl* < > rlowl* <rC < C

i=1

Alors
/l@tu”'fzdt <CT<C
I

8™ La(r;ra0)) < C. I

2. On utilise (2.16)4 et la définitions de @™

C.a.d:

l@*|* = |lus||* < CT < C avee t1<EL 4,

Alors

f||a"||2dt <cr<c
I

”ﬁn”Lz(I;V) S C. I

3. On utilise (2.16), et les éfinitions de u™ et @™

C.ad:

W —@"* = |uir + (£ — ti1)0u — wl?
< (i — wl + |t = tia)ows])?
< (|76us| + |Toug))?
ST (2 |ouy])’
< 4r?ow)?

Y Pl < Cr?

=1

IA
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Alors T2 o
/lu" —@"Pdt < CTT* < C_E' =g
T n n

Cad

.04
=8

llu™ — ﬁ“”iz(rih(g)) =S

4. On utilise (2.16). et les éfinitions de v* et %2

[ — @2 = |uiy + (f— fioq)du: — wf?
< (Juimy — wa] + (6 = ti-1) 0w
< (|rdus| + |276us))?
< (37]An))? = 073 |du[?
< > Pwl? < or?

=1
O
L+ 7t +1
Bt
t =ty =41+ 7L<y
Alors ™
/[u” —@d < CTH < 0= < =
= n? " n
Cad

|lu™ — ﬁf”i,(;;m(n)) 4 %

5. On utilise (2.16), et les éfinitions de u™ , @™ et du;:

e =@ = ey + (= tin)du; —
< (llug-r — wll + 1 = i) dui])?
< (llrdull + [lroui))®
< @lrdul)® = 4l rou|”

8
4”‘”'?: - u‘iflgl2 S Z ”'U,-j - ui_lﬁi S C‘]‘

i=1

Il
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Alors T o
/Hun - Pt <CTT<C=-< =
T T

TL

Cad

<
=

= = ﬁn”izu;v) %=

6. On utilise (2.16), et les éfinitions de u™ ,du™ et §%u;:

|01 + (¢ — ti-1)0%u; — s
(|1 — duz| + |(8 — #i_1)8%us])?
(|76%us| + |76%uq])?

(270%u])* = 4|76%w|?

|du™ — dpu™[?

IA A IA

4lou; — du [P <D [0 — duiy [P < Cr

i=1

Alors T o

/[611.” —dutPAt < CTr<C=< =
T

Ty i

Cad

2 o
[ ou™ — D™ |1, a0y < 5

Dénotant par e, = v — u™ et ef = f — f*, nous pouvons prouver le théoréme suivant
u f bl

Théoreme 2.3.1 Sous les hypothéses (H1)-(H4) que nous avons

Heu“é(j,[,g(n)) + Heunig(_r,v) SE(r’ + 1) (218)

Pravive en goustrayant (2.17) de (2.11) o olitisd,

_jj(at(u.— un),a,,u)dHf](at(u—un),v)dﬁ/I((u—fan,u))dt = /I(f— 0t
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en utilisant v = e,(¢) comme une fonction de test que nous obtenons :

- f(@tcu,c‘?tcu)dt - /(Eﬁcu,cu)dt—L /((u — 4", ey))dt = ](cf,cu)dt
I T T 7

Ensuite
1 G.5
— /[&eulzdt - _-/agieu|2dt+ /((u — w4+ ut — T 6,))dt < /f8f|eu[dt
T 2 1 7

De plus

1 5 i

—/|6t6u|2dt+ -|eu|2+/f|eui|'d.t+ f((u”’ - 2" e,))dl < /ief|eu|d.t
I 2 I 1 1

Donc

—2[|5£6u|2dt+ [em|2+2fIHeu||2dt§ Z/I[ef||e.u‘dt+2£((ﬁ'l—u”’,eu))dt
On utilise (H3):

ol +2 [ NPt <2 [ legllenlit+ 2 [ 7 = a2 et 1 2 [ 10,
on applique L'cinégalité et le corollaire (2.3.0):

|eu[2+2/||eu]|2dt§E/|ef2dt—|—(}’5/eulzdt+/llﬂ“—u"|i2dt+f||eu|izdt+2/|8¢eu]2dt
I I I I I I

De plus

|e1,|2+] ”e,,”?dtgs/ les 2t + C’E/|e,,,|2dt+/Hﬁ”—u”ﬂgdt+2/ \Brea|2dt
I I I I I

DNone
fﬁu]‘z + / ”eu”’dt < Ellef“Lz(];Lz(Q)) -+ (75/ |gu!2dt - /”u” _ ﬁn”-’(ﬁ + Cr (2.19)
T T T

Maintenant nous considérons
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lesllanra) < '(Ff(ﬁ,‘u-) = S P+ (™) = SRR+ ST — [, )
< ](I "+ lu” — w7|* +7%). (2.20)
s [ e ME+T). (2.

Substituons (2.19) dans (2.20) , choisissons £ suffisamment petit et en appliquant le lemnne
de Gronwall :

leaf2+ / lew|2dt < = / o2t e f un— |2t 2 f Pdt+C. / w22+ / uP =" |2di+ O
T T T 7 T T
© (c+cg)/|au|"dt 1 c/||u" || dt | c/r.- Tdb ) /||u“ a"||de | Ur
I I 1 I

LG
< (E/ [lu™ — a7 %dt + s/?zdt + /Hu" — @"*||*dt + C1) exp(c + C.)
1 1 1
<Cle / [u™ — @||*dt + s/’rgdt + f lv® — @™||*dt + C7)
I T T
en utilisant le corollaire (2.3.0):

ley|? + /He“ Pdt < Cr*+Cr*+Cr®+Cr

IA

C(r? + 1)

”eu”c(I L2(£2)) + |leu”L2(1 V) = C(T I’ T) I

Alors
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Chapitre 3

probléme complétement discrtisé et
Quelques estimations de ’erreur

3.1 discrétisation dans I’espace

Pour tout 2;, 0 < i < n, soit oj, une partition de () en triangles disjoints 7} tels qu’aucun
sommet d'un triangle ne se trouve a l'intérieur d’'un coté d’un autre triangle. Soit V;,
'ensemble des fonctions continues & la fermeture () de € qui sont linéaires dans chaque
triangle o, et disparaissent sur J€2. Nous pouvons définir V}} comme suit.

Fags {(I)h e (°(Q) tel que ®|riest une polynome de degré un YT} € oht-

Soit {p; }*, les sommets intérieurs de o}, et ¢;(x) la fonction pyramidale de V;, qui prend la
valeur 1 & chaque sommet intérieur mais s’annule aux autres sommets. comme {®; ()},
forme une base pour l'espace V3. nous avous

En suite, la formulation complétement discrétisie

(P { Trouver u}l € V;(O) telle que : _ |
V’Uh e Vh?’ (atfsui,’vh) + (at’u,;“'l’h) =+ ((U;L,’Uh)) == (fl,'Uh_).
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Théoréme 3.1.1 soient u). up € IIE(Q) et f € L2(0,T, L*(2)), alors la solution
ui de (P”) vérifier

[l | o= (0,75220)) < C. (3.4)

“u:;_”L?-(O,T;V) < G I (3.5)

Soit X un espace de Banach et u € X, nous utilisons la norme suivante en version discréte.

x. | (36

, 5 g ¢ u™|
ullzmoman = max [ju™]

J
lullfzoraex) =AY lu™lx. | (3.7)

m=1

Maintenant nons fonrnissons d'ahord nne estimation d’erreur a priori pour approximation
semi-discréte en utilisant Ritz-projection [12]. Nous définissons Ritz-projection Rj, :
Hj(Q) = Vj, tel que

(Vu, Vv) = (VRju, Vo) Yu e Hy(Q),v € V..

La comparaison directe entre u’, u} ne peut pas donuer une convergence optimale. Par
conséquent, en utilisant la projection intermédiaire (3.8), nous pouvons écrire 'erreur
comine suit.

=t -y = U — Ry’ + Rpd —
= ph+6 (3.9)

Pour notre analyse plus approfondie, nous avons besoin des estimations suivantes.
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Théoréme 3.1.2 Il eriste une constante positive C, indépendante de h telle que

lu — Ryull; < Ch*7||ull;, Yu e H' N H},j=0,1;4 =1,2.

llae — Rpuell; < CR*||lug)ls, Yu € H*NHj,j =0,1;i = 1,2.

H’Ll,u e Rhﬂ,ﬁllj S C’h"’{]uttﬂi, Yu = H'N Hé',_j — 0, 1:?, = 1,2.

Théoréme 3.1.3 soit u* solution de (2.12) et uj, est une solution de (P”),alors

”’U.'.i s u;:z,”iz([),T,ﬂ';V) < C(h2 4 h4). (3.10)

Preuve.
On utilise (3.3) et (3.9) :

(01083, v1)+ (@1, vn) +((Oh, b)) = (8 (R’ ~uj,), vn)+(Oe( R ~u},), vn)+((Ruw —uf, vn))

== (athhui: vft,) == (atd'u;;z 'Uh) + (BLRhuia Uh) - (alui,; 'Uh)
(R’ 0n)) — (i vn))

T

= —(f*,vn) + (00 R’ vp) + (O Rpui, wn) + ((Ruud’, vn))
(u s ’Uh)) -+ (6¢§Rhui, 'Uh)

= _(aiéuiz Uh) = (aﬂuiu th) - (
+(0: Rpu’, vp) + ((Rpud, vi))
= —‘(al.dpiu 'Uh.) - (alpial’h) - ((p;u Uh-))
Ou posc v, = 60},
(8138, 7063) + o043 2 + (0, 604)) = — (Dbl 803) — (B, 308) — (g, L)
On utilise L'inégalité de Cauchy-Schwarz :

g? i T - . i i B 4 115 i 110 i
Tatlaﬂml + 0|06, + ?5”93”2 < 000 1004] + *|8up}|1064] + ol gi 165 — 657"

o’ ¢ il o’ i a? i ”2«1; i ' i1
< Elaadpalz e Elffﬁf;,l2 + - 10uphl* + Eidﬂhlz +ollollle — 6,7
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Donc

o* Q2 02~-i2 a? c 2 o’ i2 i i i—1
73t‘55ﬂ + ‘.‘;0“9},.” < 3|5tf’ﬂh‘| + ?|3tﬁh| + ollpull16; — 0,

Ieinégalité pour £ = i nons doumne:

OAI2 — 1011

—5 |00, + ( )= 'azéphl I lanphi +20lpll* + IIHi —
De plus
o*0u|60,* + |0, 11” — ol|0,7 11* < 0%(0dph|” + o®|eph|” + 4o (|3 |17 + —ilﬁ’ill ¥ = ng e
Alorn

s veanbey . Fnaio T I RN - S
o a6, + 5”‘9};”2 < a?|0dpp|* + o* |0 |* + 40| ph || * + '2—”9h P

On prend la somme sur i=1 & n on trouve :

n—1
30 s
T Ol |* + = Z [04]* < o Z 03" + o Z 005 ]* + 40| ph I + Z [16511*

=1 =1 =1 =1

par Inégalité de Gronwall :

20,00 % + 2 Lne I”+ 161 < Clo L:amm + 0 szm%aZuphn)

a=l

Gad :

a3, 6032 Z 16511 < C(o Z |0:dph|* + o Ziazpha* +a§: AR

=1

On intégre sur 0 a T :

v|50R]” +Zl!0h 7 L OOR + C0” D 10w + 0" > 10" + 0 D Il
L § t 1
(1)-
.1 [H
06, = —/ O1s(s)ds
a tiiq

3
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ET J":
O <o [, 6)Pds
JO
Avece
a?16051* < o [|0ne (01|72 (0 722000
et comme

Heht(O)HZLQ(U,T;L'Z(Q)) = ||‘5’t(Rh-“=5B - ug)”i%umw(n))

Siuj = Pyug ou Lug ot Py et I, sont L?(€)) projection et interplant , respectivement .sur
V}, ensuite :

10" — w™) 7207 r2¢0y) + 1100 (u” — w202y

(16 (0)]| %2{0,7‘;!,2{0)) =
< CR|[W®|[T20 12 ()

Alors

o?|60;)? < Ch?*

(2)-
I (L
(56‘1%:—/ Aspn(s)ds
O Jt

A

T :
60y, |” < g”ph*tl ‘;Jz(fi_l,t.;ffz(ﬂ))
ET
n . b 2
o2 Z }()‘f)tpﬁ’f = O-Z th“{ L3t 1,15 L2(0)
=T i=1
2
< C’”PWHLZ’(G,T:L?{Q))
< "?-4”[ I'”hrt| iz(u.T:Lmz_l_:‘
donc

a’ Z |c55¢pi,|2 < Ch4““fv””iﬂ(a,:f‘;Hﬁ{ﬂ}J
z 1

(3)-

|7 < Ch? |32 0
()
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Avec . .
2N 10E < 0* Y Ol
i=1 =
Et .
o Z 0o P < oCh* lunllZ2 (0.0 120
=1
Alors
0% Y " 18:pi)* < ChMlunellFa0 7,012
i=1
(4)-
Iohll> = (AVph, Vi) + (a(z) i, pi)
< C(VAP + i)
ET
T 113
e AR < Co ¥ lpilinm
i 1 z 1
< Cllpnllieo o @)
< Ch2”uh“i2(0,’1‘,a;ﬂ'~’(ﬂ])
Donec
azmmw<cﬁ+m
C.ad

101720 79y < C(R* + h*)
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e Merci ®

— Fin —
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