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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse & la non-existence des solutions pério-
diques pour des systémes différentiels plan. Pour cette raison, nous présentons
deux critéres celui de Bendixon et celui de Dulac, qui affirment que sous cer-
taintes conditions, il ne peut avoir de solutions périodiques. Cependant, le
critére de Dulac repose sur la recherche d une certaine fonction qui porte son
nom. On va présenter une technique pour ’obtention de cette fonction.



Abstract

In this memory, we are interested in the non-existence of periodic solutions
for planar differential systems. For this reason, we present two criteria, the
first one is due to Bendixon, and the second one is due to Dulac, which
state that under certain conditions, it can’t have periodic solutions. However,
Dulac’s criterion is based on the search for a certain function that bears his
name. We will present a technique to obtain this function.

v



Introduction

Les cycles liumites apparurent pour la 1¢ fois dans les applications en
1924 via ’équation de Vender Pol

F+(Q-2)i+2z=0
dr . &'z

Ou z = - ¥= 71 qui décrit les oscillations d’un circuit éléctronique.

Les cycles limites sont des solutions périodiques isolées dans 1’ensemble
de toutes les solutions périodiques d’un systéme différentiel autondéme plan
donné. Ils sont représentés dans le plan de phase par des courbes fermées
isolées, les autres solutions se rapprochent des cycles limites ou s’en éloignent
asymptotiquement lorsque le temps croit indéfiniment. Il s’agit 1a de stabilité
des cycles limites.

Ce mémoire porte sur un aspect important de la théorie qualitative des
systémes différentiels planaires, A savoir les solutions péridiques.

On étudie ’existence des solutions périodiques grace a un des théorémes
les plus importants de la dynamique non linéaire qui est le théoréme de
Poincaré-Bendixon qui affirme que dans une région compacte et bornée du
plan, une trajectoire d’'un systéme plan converge vers un point d’équilibre ou
un cycle limite.

Ensuite, on passo o notre sujet principal qui cst la non cxistence dea
solutions périodiques grace aux critéres de Bendixon et celui de Dulac. cette
étude sera en riche par des applications.



CCHAPTTRE N INTRONDIICTION

Notre travail est reparti en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires
sur les systémes différentiels. Nous définissons les points critiques, la linéari-
sation et la notion de stabilité.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente le théoréme de Poincaré-Bendixon
consacré & I'existence des solutions périodiques des systémes différentiels pla-
naires.

Le troisiéme chapitre qui est notre sujet principale est consacré & la non
existence des solutions périodiques et ceci via les critéres de : Bendixon et de
Dulac. Nous présentons aussi une technique pour déterminer ce qu’on appelle
les fonctions de Dulac pour I’application du critére de Dulac.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Probléme a valeur initiale

Soient U un ouvert de R x R? et f : U — R? une fonction continue.

Définition 1.1.1 i) Une équation différentielle ordinaire (EDQO) sur U est
une relation de la forme :

z(t) = f(¢,2(2))
que ['on note briévement
do
Fr

1) Pour (tg, zg) donné, un probléeme & valeur initiale associé a l’équation
(1.1) est donné sous la forme
&= (&
{ ‘E(fo)f(: ’1'0)- 3

Définition 1.1.2 i) La fonction z(t) est dite solution de l’équation (1.1)

(1.1)

&= f(t,z) ot d =

sur un intervalle I C R si elle est définie et contintiment dérivable sur I

et si (t,z(t)) € U,V t €I et si x(¢) satisfait la relation (1.1) sur I.

it) Soit (tg, zg) € U donnée,la fonction z est dite solution du probléme

A valenr initiale (1 2) &% existe v intervalle T eontenant ¢y tel que T oot

une solution de ’équation (1.1) sur [ et vérifie z(tn) = zn.

1



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.2 Existence et unicité de la solution
Théoréme 1.2.1 (Existence) Soit U un ouvert de RxR?¢ . §i f : U — R?
une fonction continue alors pour tout (%, zg) € U, le probléeme (1.2)

admet au moins une solution.

Définition 1.2.1 Soient U un ouvert de R x R? et f = f(t,z) : U — R4
f est localement lipchitzienne en z , Si pour tout fermé et borné

(compact) K dans U, il existe une constante L > 0 telle que

(8 21) — (& w)l| < L |21 — 2|
pour tout (¢, z) et (¢,29) dans K.

Théoréme 1.2.2 (Unicité) Soit U un ouvert de R x RY,
Si f=f(tz):U— R?est continue et localement lipschitzienne en z |

alors pour tout (tn, zn) € U, le probléme (1.2) admet une solution unique.

1.3 Stabilité de la solution

La stabilité est I'un des aspects essentiels dans I’étude des systémes dy-
namiques. Cette notion a été étudiée par Liapunov (1857 — 1918).

Deéfinition 1.3.1 Sott le probléme & valeur initiale (1.2). Supposons que
f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité de la solu-
tion. Soit ¢(t) une solution du probléme (1.2) telle que @(f5) — ¢, elle

est dife stable si Ve > 0,74 > 0 telle qne ponr tonte solution (7)) de

2



1.3. STABILITE DE LA SOLUTION

(1.2) on a
[z(t) — @o [ < 6 = ||lz(t) — 6(2) lI< &, Vt > to.
Si de plus t]im ||z(t) — ¢(¢) ||= 0 alors la solution ¢(t) est dite asympto-

tiquement stable.

Exemple 1.3.1 Montrons que la solution du probléme suivant est stable :

T=—y
=1

z(0) =y(0) =0

Pour cela, on a besoin de connaitre ®(t) qui vérifie

#0=(30)= (1)

dX@m&mmﬂmi(ﬁg)z(%).

Yo
T=—y
y==z
qui est équivalent 4 :

HEtH

Les solutions de ce systéme sont :

On résout le systéme :

(' z(t) ) (cost sint ( cr ( c; cost — cysint
() sint eost [\ ey )\ eysint 4 cpeost



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

ot c1, ¢ deux constantes arbitraires

or z(0) = y(0) = 0 alors
z(0) \ _ [ cicosO—cesin0 ) (e [0
y(0) /) \ e1sinO+cyeos0 /)~ \ e/ \ 0O
done ¢ = cg = 0, on obtient alors la solution :

@(t):(g).

0 ) est stable

On va montrer que la solution ®(t) = ( 0

Soit X (t) la solution de ce systéme telle que

X(0) = =
=30 )= (%
elle est de la forme :
_ [ ®mpcost —ygsint
X(t) = ( zgsint + yy cost )

on a

(RO

" xgcost —ypsint
rysint | yycost
= |zgcost — ypsint| + |zgsint + yo cost]
< |zol + |%0| + |Zo| + |wol

(%)

< E&.
Donc Ve > 0,30 =5 >0 tel que | X(0)|| <= || X(@)|| <e, VE> 0.

A

Done lu svlulion (1) = ( L ) esl stuble.

0



1.4. SYSTEMES DYNAMIQUES

1.4 Systémes dynamiques
Définition 1.4.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application
U :R* x R® — R" telle que
1) U(.,z) : R* — R"™ est continue.
2) T7(t, ) - R™ — R™ est contimie
3) U(0,z) ==z
4) U(t+s,z) =U(t,U(s,z)) pour t,s € R et z € R™.

Exemple 1.4.1 Soit le systéme

{ i(g)ixxo (1)

Ou A est une matrice constante, t € R™ et z € R™.

La solution de (1.3) est donnée par
z(t) = ey,
Le systéme (1.3) engendre un systéme dynamique
[J:R* xR™ H»R"
U(t,z) = ™

Vérifions qu’il satisfait les 4 propriétes précédentes :
1) Vt,7 € RY, z fizé alors
[0t +7,2) - Ut )| = [[eAz —ea

== “eAtEAT.’E _ eAtﬂi‘”
o ||€AI(€AT£L'—£L‘)I|
= [le™[le®” = 7]l =]

L eIIAIIItI(eIIAiIiTI —1)||lz|| — 0 pour 7 — 0,

5



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

= U(.,z) est continue par rapport a t.

2)V z,y € R™, t fizé alors

IUEz) - Uyl = [e*s— eyl
= [le*(z -yl
= [l Iz =)

< MM (o —y)|

< M|z -yl

= U(t,.) est continue par rapport a .

3) U0.x) == efnts

=101 .10

=Jz

4) Ut + 5,z) =elltts)

= il{au)
= U{t,U(s, z))

D’otu le résultat.



1.5. FLOT D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

1.5 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.5.1 Soit le systéme non linéaire
&= () (1.4)
avec la condition initiale z(0) = zg, o € E, E est un sous ensemble
ouvert de R" et f € C(E). Soit ®(t, zo) la solution de (1.4).
L’ensemble des applications ®; définies par
®y(z0) = B(2, 7o)
est appelé le flot de I’équation différentielle (1.4).

Remarque 1.5.1 Le flot est dit autonéme si f ne dépend pas explicitement

du temps ¢, sinon il est dit non autonéme.

1.6 Points d’équilibre et linéarisation

1.6.1 Points d’équilibre
Définition 1.6.1 Le point xq € R™ est appelé un point critique ou point
d’équilibre du systéme (1.41) 'l vérifie

f(zo) =0

1.6.2 La stabilité des points critiques par la méthode
des fonctions de Lyapunov

Soit v(zy, ..., z,) une fonction différentiable.

Soit le systéme :

du; y T (15
— = filz1, ., Zn)yi=1,...,72 ..
dt T )

w

du %nau(w) iy ) \“\O‘U(Lb)
dt " Omy dt = Omy 1)

(1.6)



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Théoréme 1.6.1 Si pour le systéme (1.5) ayant zo comme point critique, il
existe une fonction v(zy, zo, ..., z,,) définie positive (ou négative ) telle

que :

dv _ " Ju(x)

dt = — B_g;z f,;(ml,:l’,‘g, ...,.’L'n)

est une fonction semi définie négative (ou positive) ou identiquement

nulle. Alors le point critique z est stable au sens de Lyapunov.

v(zy, Z3,..., T,) est dite fonction de Lyapunov.

Exemple 1.6.1 Soit le systéme

dz _ 4
&
dy 4
T

(0,0) est le point eritique
Soit v(z,y) = z* + y* définie positive.

dv Ov. Ov. 4 4 -
= Byy_ 4z°(—zy*) + 4y°(y2®) = 0 = (0,0) est stable.

Théoréme 1.6.2 Si pour le systéme (1.5) défini par :

dmi X
= filr, B i =1,




1.6. POINTS D’EQUILIBRE ET LINEARISATION

il existe une fonction v(z1, z, ..., z,) est de signe définie telle que :

dv < ~0Ov(z)

=

f,‘,(?.?l, H iy P .“L'n)

est une fonction de signe définie inverse de v. Alors le point critique

7y est asymptoticuement, stable an sens de Lyapunov.

Exemple 1.6.2 Soit le systéme

dm_ §
a4
dy_ "

(0,0) est le point d’équilibre.
Soit v(z,y) = 2> + y? définie positive.

d 0 0 3 _
Y Uu = 2z(y—z°)+2y(—z—3°) = —2(2?+3y") est définie négative
dt  de Oy

= (0,0) est asymptotiquemnent stable.

Théoréme 1.6.3 Si pour le systéme (1.5) définit par :

dﬂ.’:i X
dt = fi(I]J ey In); 1= 1, ~rey T

il existe une fonction v(zy, s, ..., z,) vérifiant v(0,...,0) = 0 telle que :

dv _ = v (z)
dat n i—1 Baci

fi(xl, T2, ..ey 3371)

ost uno fonction définic positivo ot o’il ciisto aucsi prés que 'on veut de

9



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

I'origine des points en v(z1, Z, ..., z2) > 0. Alors le point critique z; est

instable au sens de Lyapunov.

Exemple 1.6.3 Soit le systéme

dz
— =
dt
dy
a
(0,0) est le point d’'équilibre.
soit v(z,y) = x* — %, v(0,0) = 0.
d 0 d
d_: = d—zx + 6—; =2z X z — 2y X (—y) = 2(z* + ¢?) définie positive,
prenons

u(z,0) = 27 > 0 = (0,0)est instuble.

10



1.6. POINTS D’EQUILIBRE ET LINEARISATION

1.6.3 Nature des points d’équilibre pour les systémes
linéaires a coefficients constants

Soit le systéme différentiel linéaire & = Ax ou A est une matrice 2 x 2 et
soient A; et A; les valeurs propres de cette matrice.

Le seul point critique est (0,0), on distingue les différents cas suivant les
valeurs propres de A :

1. Si Ay et A2 sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point
critque (0, 0) est un point selle, il est toujours instable (voir Figure 1.1).

FIG. 1.1- (0,0) est un point selle

2. Si A; et Ay sont réelles de méme signe, on a trois cas :

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

(a) Si A1 < A < 0, le point critique (0,0) est un noeud stable (voir
Figure 1.2).

Z20p 4

FIG. 1.2- (0,0) est un nceud stable

(b) Si 0 < A1 < Mg, le point critique (0,0) est un nceud instable (voir
Figure 1.3).

FIG. 1.3- (0,0) est un neceud instable

12



1.6. POINTS D’EQUILIBRE ET LINEARISATION

(c) Si Ay = A3 = A, le point critique (0, 0) est un nceud propre, il est stable
si A < 0 et instable si A > 0 (voir Figure 1.4 et 1.5).

104

r T T
-3 -2 =1

-5

~104

FIG. 1.4- (0,0) est un noeud propre

stable
% 10 P
\ /"
¥i 3
T T T T .I 1
-3 N i) i 1 g z 3

-5

-1p4

FIG. 1.5- (0,0) est un nceud propre
instable

13



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

3. Si A; et Ay sont des complexes conjuguées et Im(A;2) # 0, alors le
point critique (0,0) est un foyer. II est stable si Re();2) < 0 et instable si
Re(A1,2) > 0 (voir Figure 1.6 et 1.7).

FIG. 1.7 (0,0) cst un foyer instable

14



1.6. POINTS D’EQUILIBRE ET LINEARISATION

4. Si A; et Ay sont imaginaires pures, alors le point critique (0,0) est un
centre, il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir Figure 1.8).

FIG. 1.8- (0,0) est un centre stable

Exemple 1.6.4 Soit le systéme :

{ =3y
y=—2zx
Le point critique est (0,0), la matrice A est
A=(% 1)
Les valeurs propres sont :
A2 = +iv6
alors le point critique (0, 0) est un centre stable.

15



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.6.4 Linéarisation

Définition 1.6.2 Considérons le systéme
¢ = f(z)
ayant ro comme point critique.

Le systéme

% =Az o A= Dflz) = (gf_ (zﬂ)) (1.7)
1<ij<n

2

est appelé le systéme linéarisé du systéme (1.4) en zp.

Remarque 1.6.1 La linéarisation dun systéme différentiel nous raméne a
I’étude de la nature des points critiques des systémes différentiels non

linéaires.

Définition 1.6.3 Le point critiqgue xg est dit hyperbolique si aucune des

valeurs propres de la matrice jacobienne D f(zy) n’a pas de partie réelle

nulle.

Exemple 1.6.5 Soit le systéme différentiel

5;32:.’.52

’nIE w8 0
HORS Gt )

T2

lies poimits eriteques sont -
(_1: 0) et (11 0)

16



1.6. POINTS D’EQUILIBRE ET LINEARISATION

Df(a:):( 405:1 3f2 )

1. Au point (—1,0)

pr-10=( 5 %)

alors les valeurs propres sont : —4 el 1
Donc le point critique (—1,0) est hyperbolique.

Le systéme linéarisé au point (—1,0) est :

i‘l = ‘*4&71
.'j')z = Ty
2. Au point (1,0)

Df(1,0) = ( - )
alors les valeurs propres sont : 4 et 1
Done le point critique (1,0) est hyperbolique.
Le systéme linéarisé au point (1,0) est :
T = 4z
Tog = Za

afi
Théoréme 1.6.4 Soit le systéme & = D f(xq) = (8f (:.':g)) et zg son
*j 1<ij<n

point d’équilibre
i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f(z¢) ont des
parties réelles négatives, alors le point d’équilibre zj est asymptotique-

ment stable.

17



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

i) S’il existe au moins une valeur propre de D f(z,) avec une partie
réelle positive, alors le point d’équilibre zg est instable.

i11) Si Df(zq) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives
et d’autres avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la

stabilité du point d’équilibre z.

Exemple 1.6.6 Soil le systéme différentiel

.’i‘] :$%+$%+2$2 +2£L'1

;3532:.'131

I
| mytxyt 2zp + 22
ORI

Le point (0,0) est un point critique de ce systéme.

Ona:
2$1+2 2$2+2)

pf) = (>, :

Au point critique
2 2
Df(0,0) = ( 10 )

Les valeurs propres de la matrice considérée sont : 1 — /3 et 1 ++/3 .
Comme 1+/3 >0
done le point (0,0) est instable.
Théoréme 1.6.5 ( Hartman-Grobman)
Soit le systéme non linéaire
& = f(z) )

Ayant zy comme point critique.



1.7. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE

Soit le systéme linéarisé de (x) en zq

& = Df(x0)x (]
Ayant 'origine comme point critique.
Si Iorigine est un point selle ou foyer ou nceud pour le systéme (xx), alors
le point critique z de () sera respectivement selle ou foyer ou nceud pour
le systéme () .
Cependant si I'origine est de type centre alors on ne peut rien dire sur la

nature du point critique zg de (x).

1.7 Plan et portrait de phase
Pour un systéme dont 1’évolution au cours du temps ¢ est décrite par
la fonction & valeur réelles z(t), on appelle trajectoire de phase une re-
présentation géométrique cartésienne dans laquelle on reporte les posi

tions au cours du temps ¢ d’un point représentatif M d’abscisse z et

d’ordonnée & = %

Cette terminologie est en accord avec celle de la physique statique :
le plan (z, £) ou le plan de phase s’identifie (avec p, = m.%) & I'espace de
phase (z, p,) du probléme , de telle sorte que la représentation au cours
du temps du point M est bien la trajectoire du systéme dans son espace

de phase.

Une trajectoire de phase donnée est décrite & partir d’un point
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

My(zo, To) représentatif des conditions initiales de 1’évolution considérée.
L’ensemble des trajectoires de phase décrites par le systéme & partir de
toutes les conditions initiales réalisables est le portrait de phase de celui-

ci. Ainsi, le portrait de phase du systéme différentiel

z = P(z,y)
{ y=Q(z,y). (1.8)

est ’ensemble des orbites qui représentent les solutions du systéme (1.8)
dans ’espace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés

comme des solutions constantes. Le plan (z oy) est appelé plan de phase.

1.8 Orbites périodiques et cycles limites
1l est toutefois préférable d’envisager le point d’équilibre d’un systéme
différentiel non comme un point de R™ mais plutét comme une solution
particuliére intéressante, une solution stationnaire, ¢-a-d une solution qui
n’avance pas. Mais il existe d’autres solutions remarquables dont ’étude
est trés profitable , par exemple les solutions périodiques. On va en effet

s'intéresser tout particulierement & ce type de solutions.

1.8.1 Orbite périodique
Définition 1.8.1 On appelle orbite pérwodigue toute trajectoire ©(t,x) de
(1.8) telle qu’il existe un nombre 7' > 0, vérifiant
(.D(r', <+ :1:) = (D(f,, :.r;) ( 2.9)

Le plus petit réel 1" > U qui vérific (1.9) est appelé période.
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1.8. ORBITES PERIODIQUES ET CYCLES LIMITES

1.8.2 Cycle limite

Définition 1.8.2 Un cycle limite du systéme (1.8) est une orbite périodique

isolée dans I’ensemble de toutes les orbites périodiques de ce systéme.

Définition 1.8.3 L’amplitude du cycle limite est la valeur mazimale de ||z||

de ce cycle limite.

Exemple 1.8.1 Soit le systéme

T =azr —y— az(z?+y?)

tel que o est un paramétre. En coordonnées polaires x = r cos @
et y = rsinf, le systéme (1.10) devient

P

Posons
f(r) =+ =ar(l —+%).

Alors
flir)=0=r=00ur=1 our=-1.

On a donc un point d’équilibre (0,0) est un cycle limite U'amplitude r = 1
(z(t), y(t)) = (cos(t + o), sin(t + 6g)) tel que 6(0) = 6,

ou

1. Pour o >0, on a deux cas :

(a) Sir <1, alors f(r) >0, d’ot r(,/).
(b) Sir > 1, alors f(r) <0, dour(N\).

Donc le cycle limite d’amplitude r = 1 est stable.
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

2. Poura<0:

(a) Sir <1, alors f(r) <0, dou r(\).
(b) Sir > 1, alors f(r) >0, d’our( 7).
Donc le cycle limite d’amplitude r = 1 est instable.
3. Sia =0, le systéme a une infinité d’orbites périodiques, et il n'y a pas

de cycle limite.

Remarque 1.8.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les sys-
témes différentiels non linéaires.
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Chapitre 2

Existence des solutions
périodiques

2.1 Théoréme de Poincaré Bendixon

Beaucoup de problémes dans la théorie qualitative des équations diffé-
rentielles ordinaires sont reliés aux solutions périodiques, ce fait motive leur
étude.

Théoréme 2.1.1 Soit le systéme :

&= f(-L.y) ‘

Soit A une région fermée et bornée de R?, supposons qu’une orbite
¥ (zo) du systéme (2.1) , Soit & 'intérieur de A (contenue dans A entiérement)
alors :
1) Ou bien 37 (zy) cat unc solution périodigue.
2) Ou bien % (z) tend vers une solution périodique.
3) Ou bien v+ (zg) tend vers une point d’équilibre de (2.1).
Cu résultut est important quand A ne contlent pas des poiuts d'éyui-

libres. Car il garantit I’existence d’au moins une solution périodique.
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CHAPITRE 2. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

La difficulté dans ’application de ce résultat est bien la construction
de ’anneau A. Pour cela cherchons deux cercles (C,) et (C,) telle que
(C,) soit a I'intérieur de (C,).

La recherche des cercles (C)) et (C,) ressemble & la recherche de
la fonction de Lyapunov v(z,y) = 2 + ¢?, z* + 9%, 2 +¢*...
Soit (C) : v(z,y) =22 +y* =c>0

a>0: (C):22+y*=¢
>0: (Co): 72+’ =c $Elle g, i

Si pour tout point p € (C)

dv dv dv
O — = —i—>0
e [dtL P
== Toute trajectoire qui passe par le point p se dirige vers son extérieur.
dv dv dv
Ou|—| = —z+—y<0
" [dtL &

—Toute trajectoire qui passe par le point p se dirige vers son intérieur.




2.1. THEOREME DE POINCARE BENDIXON

Exemple 2.1.1 Monirons que le systéme

{i‘=y—ﬂ=3+$=f($,y)
y=—cz—y+y=g(zy)

admet au moins une solution périodique dans une région de R2.
On a le point (0,0) est le seul point d’équilibre.
La matrice jacobienne en (0,0) est :
=(4h)

Les valeurs propres de A sont

A=1+13 Ag=1—1
(0,0) est un foyer instable pour le systéme linéarisé = il reste foyer in-
stable pour le systéme non linéaire d’aprés le théoréme de Hartman-
Grobman.
(Cherrhans Panmean 4 -

soit v(z,y) =a*+y* =c

dv dv . dv 3 3

—_— = — ———‘: —_ 2 —_ —

= dm$+dyy 2z (y—z°+2)+ 2y (—z—y" +y)
= 2[(@*+9*) - (=" + )]

On a pour
Qa9 £ 1
ot +yt < (@ + yP) <2t
sion prend (C)):2*°+y?=¢

avec 0 < e <1 — >0
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CHAPITRE 2. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

= toute trajectoire coupant (C;) se dirige vers I’extérieur.

On a pour
2 +92>2

2 (o +41) > @+ > 2 (2 +4)

dv
P > 2 — <0
our co dt

= toute trajectoire coupant (C3) se dirige vers l'intérieur.
Alors d’aprés le théoréme de Poincaré Bendixon il existe au moins une

solution périodique dans ’anncau A formé des deux cercle (C) et (C.).

Exemple 2.1.2 Montrons que le systéme suivant admet au moins une
solution périodique dans R?

t=z—y—2z(r?+y?)
j=z1y-y@®+y’)

Remarquons que (0,0) est le point d’équilibre

Df(0,0) = ( h =5 )

A2 =1=x1i (complezes avec Re(A;2) > 0)
Alors (0,0) foyer instable.

Posons :
=TGR =>(C)'$2+ 2 = p? r>0
y=rsinf : &=
i =cost 5 rsint @ =rcost — rsind — 13 cosd (1)
y=sinf r+rcosf § —r’sinb 2)
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2.1. THEOREME DE POINCARE BENDIXON

(1) x cosf + (2) x sinfl = 7 =7 — 13
(2) x cosf — (1) xsinf = r § =1
On obtient le systéme écrit en coordonnées polaires :

yhop

ﬁ='.'*°——0—-:>T=0 our=1our=-1.

dt
dr Bl o e
Pourr>1ona % < 0 : les trajectoires / (vers a lextérieur).
dr o .
Pour0<r<1lona ) > 0 : les trajectoires ™\, (vers & lintérieur).

(C1) : 22+ 9% =1 telle que 0 <7y < 1

= toute trajectoire passant par (C)) se dirige vers lextérieur( /) .

((9) = &% + 9% = 19 lelle que Tg > |

= toute trajectoire passant par (Cy) se dirige vers Uintérieur(,).
Alors d’apés le théoréme de Poincaré Bendizon il existe au moins une

solution périodique dans l'anneau A formé des deuz cercles (Ch) et (Cy).
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Chapitre 3

Non existence des solutions
périodiques

3.1 Critére de Bendixon

Soit le systéme

& = P(z,y)

Soit X = (P, @) le champ de vecleur associé a (3.1).
Dans une région simplement connexe D du plan si

) dP 9@
divX = — + —=
o Oz W or

est non nulle et de signe constant (> 0 ou < 0) alors il ne peut avoir des
solutlons pérlodiques pour (3.1) entlérement contenues dans D.
Preuve. Supposons qu’il existe une solution périodique vy de période T

contenues dans L. BElle est représentée pur une  trajectoire fermée dung le
plan.
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3.1. CRITERE DE BENDIXON

Soit G l'intérieur de cette trajectoire. Daprés le formule de Green on a :

/] (BP GQ) dedy = j{P(:B,y)dy — G, )i

/
r d d

_ W _ o 0%

- [|pan?-awn|«
0
T

0di=0

Il
o

Contradiction avec divX = 0.
= Il ne peut avoir des solutions périodiques contenues dans D. =

Exemple 3.1.1 Soit l'équation de liénard

i+ flz)z+z=0 (3.2)

avec f(z) >0, Vz € R

&=y = P(z,y)
(3.2)@{ §=i=—f(z)y —z=Q(z,y)

On a
div(P, Q) = —f(z) < 0

Donc d’aprés le Critére de Bendizon il ne peut avoir des solutions
périodiques pour (3.2).

28



CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

3.2 Critére de Dulac

Dans une région simplement connexe D, s’il existe une fonction
h(z,y) € C*(D), pour laquelle div(hX) # 0 et de signe constant, et
s’annule au plus sur un ensemble de mesure nulle dans ce cas le systéme
(3.1) ne peut avoir des solutions périodiques entiérement contenue dans
X,

Exemple 3.2.1 Soit ’équation
&+ bt — Bi® + ax — ax? = 0. (3.3)
Montrons que cette éguation ne posséde pas des solutions périodiques.

Prenons h(w,y) = bexp(—20x)  bL#0

14 ; 1 2 = = y
léquation devient : { § = —by+ By® — az + ax?
Ona:

div(hX) = O(hP) | O(hQ)

Ow oy
= 2 (byexp(~260)) + 5 (bexp(~20)-by + By? — az + 2]

= —2bByexp(—28z) + bexp(—25z)(—b+ 28y)
= P 20,

D’aprés le Critére de Dulac cette équation ne posséde pas des solutions

périodigques.

3.3 Meéthode pour obtenir les fonctions de
Dulac

La liste des fonctions h données ci-dessus ne sert qu’a un nombre limité
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3.3. METHODE POUR OBTENIR LES FONCTIONS DE DULAC

de systéme. On discute quelques situations plus générales.

On considére le systéme

-’1:31 = fi(z1,72) (3.4)
Ty = fa(z1, T2)
1. Premierement, proposons une autre fonction positive ou négative K (z1, o)

qui s’annule seulement sur I’ensemble de mésure nulle telle qu’elle satis-

fasse
o(f1h) 5 O(fzh)
82:1 a.’.Cg

2. Maintenant choisisons K pour obtenir quelques résultats.

= K(SC]_, .‘Eg)

Alors prenons K(xy,z2) = ¢(z1, 22) X h{x1,x2), avec ¢ est une fonction
positive ou négative qui s’annule uniquement sur ’ensemble de mesure
nulle, et substituons cette relation dans ’équation précédente pour obtenir

I’expression suivante :

dh oh Gh PR . o o bEe s -
le'—,cl i 'f'20'—uu2 +h (0le " Dw2> = ¢(zy,x5) % h(zy, 24) (3.0)

On peut réécrire cette équation
f16_331 4 f28_a:2 =h (C($1, T2) — (6351 & By (3.6)

3. Trouvons la solution de cette équation aux dérivées partielles quasili-
néaire du premier ordre.

1. Finalement, voyons si h est une fonction de Dulac pour le systéme (3.4)
Jusqu’ici, on a construit une méthode qui nous permet d’écarter les orbites
périodiques associées au systéme d’équations différentielles dans le plan

telle qu'elle est resumee dans ce qua sut.
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CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

Théoréme 3.3.1 Pour le systéme d’équations différentielles (3.4) une solu-
tion A du systéme associées (3.6) (pour quelques fonctions ¢ qui ne changent
pas de signe et s’annulent seulment sur un sous-ensemble de mesure nulle),
est une fonction de Dulac pour le systéme (3.4) dans tout région A sim-

plement connexe contenue dans D\{h~1(0)}.

Corollaire 3.3.1 Pour le systéme d’équations différentielles (3.4), si (3.6)
(pour quelques fonctions ¢ qui ne changent pas de signe et s’annulent
seulement sur un sous-ensemble de mesure nulle) a une solution h sur D
telle que h ne change pas de signe et s’annule sur un sous-ensemble de

mesure nulle, alors h est une fonction de Dulac pour le systéme (3.4) sur
12,
Remarque 3.3.1 Avec le choiz de K dans l'étape 2, on obtient une équation
linéaire (3.4) qui est simple & manipuler.

Remarque 3.3.2 Avec le choiz de c est utilisé pour simplifier l’équation
(3.5), on peut toujours prendre ¢ une constante non nulle.

3.3.1 Quelques applications pour obtention des fonc-
tions de Dulac

Exemple 3.3.1 Considérons le systéme
&; = z372(1 — cos z3)
{ By — Jxdry
D’aprés l'équation (3.6), on obtient :

32



3.3. METHODE POUR OBTENIR LES FONCTIONS DE DULAC

h oh
z7x5(1 — cos z3) % +322zy— =h [c(z:l, Ta) — (2331:5%(1 — CoSTa) + 33:%)]

8z, Jz4

qui est une équation différentielle aux dérivées partielles quasilinéaire.
En appliquant la méthode des caractéristiques, on obtient le systéme as-
socté suivant

dz; = z2x2(1 — cos zp)dt

dzy = 3z2zodt

dh = h[e(z1, z2) — (2z123(1 — cos x2) + 322)] dt
des deux premiéres équations, on élimine le paramétre t, on obtient

3x21edx; = 1iz2(1 — COS Z2)dx,

Résolvant cette équation, on obtient la premiére caractéristique

: 1 5
3x1 + Tosinxy + COSTy — Z;r; -

Frenons ¢ = 31 dans la derniére équation et on multiple 'équation par

Ty, on trouve

x1dh = —h(22322(1 — cosz;))dt

que l’on peut écrire comme suit, remplacant dans la premiére équation
IL‘1dh = —th:cl

et résolvant, on trouve h = —z

I

Notons que h est une fonction de Dulac pour le systéme donné en ; > 0

ou T1 < 0, en particulier s’il ya une orbite périodique, elle doit couper

) = 0 qui n’est pas possible.
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CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

Exemple 3.3.2 Considérons le systéme suivant
i‘l = *2$11‘2
Ty = zizhcoszy + (1 + a3)ze + 2

Utilisons I’équation (3.6), et prenons ¢ = 1 + z%, on obtient

oh oh
—2z1 79— + (ziz5 cos Ty + (1 + 23)zp + 23) =— = —h (22372 cOS 24
83:1 85172
Supposons que h dépend uniquement de z; on a

Oh
—-2$1$26—$1 = —h(2x3z3 cos ;)

Alors la solution est

h =exp (/ T1 COS .’I:ld.Il)
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Conclusion

La théorie qualitative des équations différentielles prend une place de plus
en plus importante en Mathématiques. Un des plus importants problémes de
cette théorie est I’étude de l’existence des solutions périodiques.

Pour cette raison notre travail a été consacré a la non existence des so-
lutions périodiques plus précisément via les deux critéres étudiés en par-
lons aussi de I'un des plus importants théorémes d’existence qui est celui de
Poincaré-Bendixon.
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