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RESUME

I1 est bien connu que la théorie de Fredholm est un
outil indispensable pour la résolution des €quations de la
forme (I-T)p = f (alternative de Fredholm). Moyennant
les propriét€s remarquables de la mesure de non
compacité d'un opérateur borné, on établit quelques
résultats généralisant ceux obtenus dans cette direction
par pas mal d'auteurs (voir [12], [13] ,[14], [15], [23]) et
donnant une nouvelle caractérisation du spectre
essentiel de Schechter d'un opérateur linéaire fermé a
domaine dense dans un espace de Banach.
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Introduction

Le théme de mémoire central l'étude de certaines classes de perturbations ainsi que
d’autres résultats rentrant dans le cadre de la théorie de Fredholm. Afin de rendre ce travail
plus autonome et de limiter les renvois systématiques a la litt erature, on a rappelé dans
le premier chapitre quelques résultats classiques et définitions dont on fera 1'usage dans ce
travail.

L’objectif du chapitre 2 est de montrer que si X est un espace réflexif hériditairement
indécomposable de type Gowers et Maurey, alors on a les inclusions suivantes :

S X, X G F (X% XX ESLRE XY A7) I Fo( X% A x X

S (I:IIX) G Fe (ﬁx) et CS (éy) C (11 Y)

(ou X; = X,Yi = X* pour tout ¢ = 1,--- ,n et n > 2 )pour des classes d’opérateurs
semi-Fredholm supérieures et inférieurs bornés et non bornés.

Les deux derniéres inclusions sont basées sur un résultat affirmant que si le spectre
essentiel (de Wolf) de chaque opérateur borné sur un espace de Banach X est un ensemble
maigre (d’intérieur vide) alors, on a nécéssairement F°(X) = F°(X) = F°(X). Notons
que cette classe d’espaces de Banach ayant cette propriété contient en particulier celle des
espaces hériditairement indécomposables. L’étude faite dans ce chapitre a permi de donner
des réponses & quelques questions qui sont restées longtemps ouvertes.

11 est bien connu que la théorie de Fredholm est un outil indispensable pour la résolution
des equations de la forme (I — T)u = f (alternative de Fredholm). Moyennant les propriétés
remarquables de la mesure de non compacité dun opérateur borné, on etablit quelques ré-
sultats généralisant ceux obtenus dans cette direction par pas mal d’auteurs (voir [12], [13],
[14], [15], [22]) et donnant une nouvelle caracterisation du spectre essentiel de Schechter d'un
opérateur linéaire fermé a domaine dense dans un espace de Banach. Ceci fait 'objet du
chapitre 3.

[tant donné deux espaces de RBanach X et ¥ on note C( X, Y') Pensemble des opérateurs
linfaires fermes A dnmaines denses de X dans YV et /(X V) Pespace des npératenrs harnés
de X dans Y. Si A € C(X,Y) , N(A) (resp. R(A)) désigne le noyau (resp. 'image) de A. Si

ULL puse

n(A) = dim|N(A)] , B(A) = Codim|R(A)| , P+(X,Y) (vesp. P_(X,Y)) est défini comme
etant 'ensemble des opératewrs A € C(X,Y) vérifiant a(A) < +oo et 1(A) fermé

(resp. B(A) < +o0). On désigne par ®(X,Y") ensemble &, (X,Y) N &_(X,Y), c’est l'en-
semble des opérateurs de Fredholm. Si A € ®(X), on appelle I'indice de A le nombre entier

i(4) = a(A) - A(A).
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Si F e L(X,Y), on dit que F est une perturbation de Fredholm si pour tout
Ae dX,)Y), A+ F € &(X,Y), F est une perturbation sur semi-Fredholm (resp. sous
semi-Fredholm) si A+ F € ®.(X,Y) pour tout A € &, (X,Y) (resp. si A+ F € &_(X,Y)
pour tout A € ®_(X,Y)). Les ensembles des perturbations de Fredholm, sur semi-Fredholm
et sous-semi Fredholm sont notés, respectivement F(X,Y) , 7. (X,Y) et F_(X,Y).
D’autre part, on va noter par ®*(X,Y) , % (X,Y) et ®* (X,Y) les ensembles
(X, Y)NLX,Y), D (X, Y)NL(X,Y), B_(X,Y)NL(X,Y) et les ensembles F*(X,Y)

F(X,Y) et F2(X,Y) sont les classes qui leur sont associées. Il est bien connu que :

FUX,Y)=F(X,Y) 5 9(X,Y) £ &.

D’autre part, si X =Y alors 7°(X) , F4(X) et F°(X) forment des idéaux bilatéres fermés de
L(X). Un des problémes importants dans ’étude de ces classes est la relation entre 'ensemble
des oprateurs strictement singuliers (resp. strictement cosinguliers) et celle des perturbations
semi-Fredholm supérieurs (resp. I'ensemble des perturbations semi-Fredholm inférieures), en
d’autres termes, existe-t-il des espaces de Banach X;,Y), X5, Y5, 27, Zo(X; # Y1, Xo # Ya)
tels que les inclusions
S(X1, Y1) € F4 (X1, 1h), CS(Xa, Ya) € F_(X,Ys) , S(Z1) € FL(%) et CS(Z) C F2(2)
soient strictes 7 Ce probléme & été posé par plusieurs auteurs, il date de puis le fameux papier
de I. Gohberg, A. Markus et A. Feldman [07], il a fallu plus de 40 ans pour le résoudre. Plus
précisément, Il a fallu la découverte des espaces hériditairement indécomposables par T.
Gowers et B. Maurey pour donner des réponses positives a la question mentionnée au dessus.
Dans le chapitre 3, on va etablir quelques nouveaux résultats intéressants en théorie
de Fredholm. Soient X" un espace de Banach, A € £(X) et soient P et ¢ deux polynémes
complexes, désignons par ¢ la fonctionnelle de la mesure de non compacité définie sur £(X),
soit Ag € C avec P(Ng) # 0 et @) divise P — P()g), si on suppose que §(P(tA)) < |P(Ao)|
pour tout ¢ € [0, 1] et Q(0) # 0 alors Q(A) est un opérateur de Fredholm d’indice 0.
L’étude faite dans ce chapitre & permi de trouver un cadre assez général unifiant tous les
resuloaty déja connus dans la Hrrérature, de pluy, elle nous donne une nouvelle caracterisation
du spectre essentiel de Schechter d’un opérateur linéaire fermeé a4 domaine dense sur un espace
de Banach quelconque.



Chapitre 1

Notions Préliminaires et Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions et résultats classiques sur la théorie
de Fredholm et les semigroupes fortement continus .

1.1 Théorie de Fredholm et spectres essentiels

Etant donné un espace de Banach X, on note C(X) l'espace des opérateurs linéaires
fermés & domaines denses, pour tout A € C(X), &4 désigne ’ensemble des scalaires A € C
tel que A — A € ®(X). Dans la proposition suivante, on donne quelques propriétés bien
connues de cet ensemble.

Proposition 1.1.1. (cf.[06],[T.kato 11])

(i) ®4 est un ensemble ouvert.
(i) i(A — A) est constant sur chaque composante conneze de ® 4.

Enoncons & présent le théoréme d’Atkinson [15]

Théoréme 1.1.1. Soient X, Y et Z des espaces de Banach. Si A € ®(X,Y) et B € ®(Y, Z),
alors BA € ®(X,Z) et
i(BA) =i(A) + i(B)

Preuve. pour du montrer que le Théoéme 1.1.1 on va montrer que

(a) D(B/) dense dans X.

(b) BA opérateur ferme.

(c) R(BA) fermé sur Z.
(d) a(BA) < +00,B(BA) < +o00, et {(BA) =i(A) + i(B) vérifée.
O

Désignons par K(X,Y) le sous-espace fermé des opérateurs compacts de X dans Y . Le
théoéeme suivant est une extension aux opérateurs de C(X,Y) du théoréme classique de

Riesz.
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Théoréme 1.1.2. Soient A € ®(X,Y) et K € K(X,Y), alors
A+ K e B(X,Y) eti(A+ K) = i(A).

Il est bien connu que si A est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert, alors
son spectre essentiel est I'ensemble des points limites de son spectre, c’est a dire tous les points
du spectre excepté les valeurs propres isolées de multiplicité algébriques finies. Lorsque A est
fermé a domaine dense sur un espace de Banach X, il y a plusieurs définitions du spectre
essentiel qui coincident toutes pour le cas auto-adjoint sur un espace de Hilbert. Aux moins
six ont été mentionnées dans la littérature (voir cf. [12], [13], [14]). Plus précisément, Soient
X un espace de Banach et A € C(X), on définit les spectres essentiels

de Gustafson  0.(A)={Ae€C,A-A& D.(X)}

de Weidman ~ op(4) = {A € C, A — A ¢ ®_(X)}
de Kato  oe(A) ={A€C, A~ A¢ &, (X)UD_(X)}
de Wolf  0u(A) = {) € C,A— A ¢ 3(X)}
de Schechter  0o5(A) = C\p5(A)

de Browder  o.6(A) = C\pg(A)
ou
ps(A) = {N € B450(A — A) = 0} et pg(A) — {)\ € ps : tout scalaire voisin de A est dans
p(A)}-
On note, qu’en général, on a les inclusions
e1(A) Noea(A) = 0e3(A4) C 0ea(A) C 0es(A) C aes(4).

On rappelle une autre caractérisation du spectre de Schechter. Soit A € C(X), on définit
es(A) par

oes(A)= [ o(A+K) (¥
Ieck(A)

M. Schechter a établit une equivanlence entre () et le résultat suivant :

Théoréme 1.1.3. Soit X un espace de Banach et A € C(X). Alors,

A ous(A) © Xe D —{Ae Dy i(A— A) =0}

Sowenl X el Y deux espaces de Banach et A € C(.X,Y). lour tout = ¢ LNA) (lc domaine
de A), on pose

l|z(la = llllx + || Az]]y-
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Comme A est fermé, D(A) muni de la norme ||.|| 4 est un espace de Banach que nous notons
Xa. Ainsi, A en tant qu'opérateur de X4 dans Y est borné. Soit J un opérateur de X dans
Y . Si D(A) C D(J), alors J est dit A-défini.

Dans ce cas, on désigne par J la restriction de .J & D(A). De plus, si J € £(X4, X)

on dit que J est A-borné.

Définition 1.1.1. Soient X et ¥ deux espaces de Banach, T € £L({X,Y) est dit strictment
singulier si sa restriction & chaque sous-espace fermé de dimension infinie n’est pas un iso-
morphisme.

On note S(X,Y) I'ensemble des opérateurs strictement singuliers de X dans ¥ . Si
X =Y, on ecrit §(X). Le concept d’opérateurs strictement singuliers & été introduit par(T.
Kato[11]) comme généralisation des opérateurs compacts. A noter que tout opérateur compact
est strictment singulier, la réciproque est en général fausse. Néanmoins, si X est un espace
de Hilbert séparable et X = [,(1 < p < +00), on a K(X) = S(X). De plus, S(X) est un
idéal bilatére fermé de £(X) (cf.[16]).

Soit X un espace de Banach et NV un sous-espace fermé de X. On désigne par my la
surjection canonique X — X/N. La codimension de N, codim(N), est définie comme etant
la dimension de ’espace vectoriel X/N.

Définition 1.1.2. Soit X,Y deux espaces de Banach et 7" € £L(X,Y). T est dit strictment
cosingulier s’il n’existe pas des sous-espaces fermés de codimension infinies (codim(N) = oo)
tel que 'application 7y soit surjective.

On désigne par CS(X,Y’) 'ensemble des opérateurs strictment cosinguliers de X dans ¥
Pelezynski [19], [20], Cette classe d’opérateurs & été introduites par A., 'ensemble CS(X,Y)
est un sous-espace fermé de £(X,Y"). Lorsque X =Y , CS(X) est un idéal bilatére fermé de
L(X) (ct. [26]).

Maotoma que lng froig familles de ]‘rﬁ\‘tﬂ‘l']'h‘l.ﬁl‘m (e T"\I'ﬁ.!'”'n'l]ul, ettt T dhlin e s
semi Iredholm ont été initialement introduites dans [07] pour les opérateurs de Fredholm et
semi-Fredholm bornés c’est- a-dire

(X, Y)=d(X,Y)NL(X,Y), 8 (X,Y) = 0. (X,Y) N L(X,Y)
et
P (X, Y)=3_(X,Y)NLX,Y)

Ces ensembles sevomt notés, respectivement, F(X, ), FL(X,Y) et F!(X,Y). Ou rappelle
qu’ils sont tous fermés dans L£(X,Y) et que, lorsque X =Y , F*(X), F2(X) et F2(X) sont
des idéaux bilatéres fermés |07|. De plus, on a

KX, Y)CSX,Y) S F(X,Y)SFANYY (1.1

KX Y)CeSXYVIC PR YVIEePRY) (1.8

Notons que linclusion S(X,Y) C F°(X,Y) est die a (T. Kato [11]) , tandis que I'inclusion
CS(X,Y) C FP(X,Y) & été obtenue par Vladimirskii [26].
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Soient X un espace de Banach et R € £(X). Par définition R est dit de Riesz si ®p =
C\{0} Pour les propriétés de cette famille d’opéateurs notée R(X) , on pourra consulter [05].
Toutefois, on signale le fait important que R(X) n’est pas un idéal de £(X), M. Schechter
a montré que 7°(X) est le plus grand idéal de £(X) (au sens de I'inclusion) contenu dans
R(X). On déduit alors en vertu de (1.1) et (1.2) que les ensembles K(X), S(X), CS(X),
FP(X) et F*(X) sont contenus dans R(X). Par conséquent si R est dans 'un des ensembles,
alors son spectre admet (0 comme unique point d’accumulation.

On termine cette section par rappeler un lemme fondamental qui va jouer un réle essentiel
dans le cadre du chapitre 3.

Soit By la boule unité fermée de 'espace de Banach X, on définit la mesure de noncom-
pacité d'un ensemble borné A C X par

6(A) = inf{6 > 0 : M sous-ensemble fini de X tel que A C M + §Bx}.
Il est clair que 6(A) = 0 si et seulement si A est un ensemble relativement compact dans X.
De plus, pour tout T' € £(X), d(T) est défini comme etant le nombre §[T(Bx)].

Lemme 1.1.1. Soit X un espace de Banach, alors
St ACBCX, onad(A) <H(B).
-5iT € L(X), alors 0(T) est une semi-norme sur L(X) et §(T) < ||T)|.
-Si B € L(X), alors §(BT) < §(B)é(T).
-5i K € K(X), alors §(B + K) = §(B) pour tout B € L(X)
-Si A* désigne le dual de Uopérateur A, alors

S6(4%) < 5(4) < 26(4")

1.2 Théorie spectrale des opérateurs

Soit X un espace de Banach et 7' : D(T') C X — X un opérateur non borné que I'on
suppose fermé et & domaine dense. On appelle I'ensemble résolvant de T', I’ensemble

pT)={AeCA=-T:D(T)— X est bijectif }

Son complément dans le plan complexe s’appelle le spectre de T et sera noté o(7). On notera
que si A € p(T), Vinverse R(\,T) = (A —T)~! est défini sur tout 1'espace et est fermé. Par
le théoréme du graphe fermé, il est borné, c’est- a-dire :R(A, T) € L(X).

Cet opérateur est appellé la résolvante de T" au point A. L’ensemble résolvant p(T) est
unouverl do plan complese el Papplication

A€ p(T) — R(A\,T)
est analytique sur chague composante connexe de p('). La résolvante vérifie I'équation fone-
e e it el bicg de Ta cgwolvety, sulvanla

R(A,T) = R(20,T) = (Ao — RO, T)R(A, T), Do, A € p(T).

Le spectre de T' est un fermé de C, et si de plus T" est borné alors o(T) est un ensemble
compact non vide. On appelle alors rayon spectral de T, le nombre que ’on note
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7o(T) = max{|A| : A € a(T)}.

Lorsque T" n’est pas borné, un paramétre utile pour localiser son spectre est donné par
I’abscisse spectrale

s(T) = sup{Re(N\) : A € o(T)}
avec la convention s(1) = —co si o(T) = @ et s(T) = +o0 si ensemble {Re(A) : A € o(T)}N
[0; +oo[ est non borné et qui permet de définir le spectre périphérique par

7+(T) = {) € o(T) : Re(A) = s(T)}.

Donnons a présent la structure du spectre. Le premier sous-ensemble important du
spectre est le spectre ponctuel

op(T) ={A € C/ tel que A — T : D(T) — X n’est pas injectif }.

Un elément de 0,(7") est dit valeur propre de 7', s’il lui correspond un x non nul appartient
a D(T') tel que (A —T")z = 0 que l'on appelle vecteur propre (fonction propre lorsque X est
un espace fonctionnel) correspondant a A.

On définit le spectre approché de T par

0ap(T) ={A € C/X—T: D(T) — X n’est pas injectif ou & image non fermée}.

(L’image d’un opérateur non borné A est défini par {Az : z € D(A)}). Le spectre résiduel
est donné par

o (T)={reC/ tel que A =T : D(T) — X est & image non dense}.

On a lowjours
o(T) = 04p(T) U (T) et gl el

La proposition suivante donne une autre caractérisation du spectre approché :

Proposition 1.2.1. Soit A € o(T). Alors X € 0,,(T) si et seulement s’il existe une suite
(zn)n € D(T), dite suite approzimante, telle que

[lznll =1 et [|[(A = T)(zn)|| — 0 quand n — +oo.

Notons que le spectre essentiel de Schechter défini précédemment est un ensemble fermé
de o(1'). 1l repésente la partie de o(') invariante par perturbation de T par tout opérateur

compact.
On a donc ¢.+(T + K) = 0.4(7"). Ces résultats ont été raffinés par K. Tatrach et A. Dehici

|11] moyennant la clasoe des perturbations de Fredholm F2(X). Torsque X esl de dimension
infinie et T est un opérateur borme, ¢.s(7) est un ensemble compact non vide, son rayon
spertral essentiel est defimi par

res(T) = max{|A| : A € oe5(T)}.

Signalons aussi le résultat de stabilité du spectre essentiel da & M. Schechter [21], [22],[23].
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Proposition 1.2.2. Soient T' et S deuz opérateurs fermés a domaine dense dans X. §'il
existe A € p(T) N p(S) tel que R(N\, T) — R(\, S) soit compact, alors

0'65(T) = 0'65(5).

Ce résultat est d’un intérét majeur, il a été étendu aussi par K. Latrach et A. Dehiciau cas
des perturbation strictement singuliéres. Cet intérét provient du fait qu’il peut déterminer
le spectre eseentiel de 'opérateur de transport avec des conditions aux bords compactes,
strictement singuliéres, en connaissant seulement celui du cadre neutronique (H = 0).

1.3 Théorie spectrale des semigroupes

Commengons par rappeler la définition d’un semigroupe fortement continu, noté Cy-semigroupe.

Définition 1.3.1. On appelle Cy-semigroupe sur un espace de Banach X, toute famille
(S(t),t > 0) d’opérateurs bornés sur X tels que

- S(t+s) = 5(t)S(s) pour tous ¢, s € RY.

- §(0) = Idx(Vop erateur identit e sur X).

- limy 0 ||S(t)z — z|| = 0 pour tout x€X.

Le générateur A du semigroupe (S(¢),¢ > 0) est 'opérateur défini sur le domaine

D(A) = {z € X tel que lim; .4 () P existe}
par
Az = 111% e — I,Vm € D(A).

Remarque 1.3.1. le semigroupe (5’ (t),t =2 0) admet un unique générateur sur X.

Foopmmibion T80 SNowl ( 1(/ P “) e Oy weneipeergne swee X ador il eedale doewee veamealan

w el 21 lelles yue
[1S@®)]| < p.e*t, vt > 0.

De plus, pour tout € X, Papplication ¢t — S(t)z est continue de R* dans X. L’exis-
tence des nombres w et u est une conséquence du théoréme de Banach-Steihauss ([01], [08],
[10]).

Si w = 0, le Cy-semigroupe (S(t),t > 0) est dit uniformément borné. De plus, si = 1,
on dit que (S(t),¢ > 0) est un semigroupe de contraction.

Le nombre w est le type du semigroupe (S(t),t > 0). 1l est défini par

o= i BUSOI _ o W USEIl

>0 i 1—0o0 t

On note que le fype @ dn semigronpe (S(#), 1 > 0) possede les prapriétés snivantes -
a) o (S(T)) — et = 0),
b) s(A) < w ce qui montre que {A € C tel que Re(A) > m} p(A).
¢) Pour tout A € C avec Re(A) > w ona R(A, A)x = fo e~ MS(t)dt, (z € X).

On note que la propriété c¢) affirme que la résolvante de A est la transformée de Laplace
du semigroupe. Le théoréme de Hille-Yoshida donne une caractérisation des générateurs des
Co-semigroupes (cf. [10], [18]).
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Théoréme 1.3.1. un générateur infinitésimal A du Cy-semigroupe (S(t),t > 0) vérifie
[LS@I < M.et (t >0)
st et seulement sz

(1) A est fermé et D(A) = X.
(i6) Jw, +00[C p(A4) et [[(RO, A € gl (Re(A)>w,ne N). |
Définition 1.3.2. Un Cy-groupe sur X est une famille d’opérateurs (S(t),t € R) C L£(X)vérifiant
les conditions de la définition 1.3.1 ou R est remplacé par R. Le générateur A d'un Cy-groupe
(S(t);t € R) sur X est défini par
Az = lim M
t—0 t

Le domaine D(A) de A est l'ensemble de tous les = € X pour les quels la limite précédente
existe.

On note que A est générateur d'un Cy-groupe (S(t),f € R) si et seulement si +A
engendrent des Cy-semigroupes S (t). Dans ce cas,

- S+(t)7t =0
) = { S (~1),t <0

On note que si T est le générateur d'un Cg-semigroupe (S(t),t > 0) d’un espace de Banach
X, alors le probléme de Cauchy

dt

{ dui) — Tu(t),t >0
u(0) =up € X

admet une solution unique donnée par u(t) = S(¢)up.

La connaissance du spectre du semigroupe est un outil de base pour la compréhension
du comportement asymptotique de la solution u(t) lorsque ¢t — +oc.

Dans le cas on T est un opérateur borné, ceci se traduit par un théoréme d’application
spectrale complet interprété par 'identité

a(efD\{0} = ™) — [BD; ) € o(T)}.
Malheureusement, dans le cas général, on a une inclusion stricte
e ™) c ¢ (S(1)).

(Pour des exemples ou l'inclusion précédente est stricte,on peut consulter [09]). Le fait que
I'égalité n’est pas satisfaite provient du spectre approché o,,(.) et en particulier du spectre
conbinu car le (héordme de Mapplication speclrale esl vérille pour les deux autres types de
spectres, C'est a dive le ponctuel el le résiduel, en daulres lermes, on & seulemenl

eltoen(T)) — sl S,
T mnanue ('un théorgme applicalion speclrale complal & ponssé plugiones anfenrs A,
chercher des théorémes d’applications spectrales qui se traduisent par Uexistence des récls
1 L s(1) Lels yue
a(SE) N{n:|n > e} =o)LtV . Re(N) > 7}

Remarque 1.3.2. On note que si le théoréme de 'application spectrale a lieu alors le type
du semigroupe S(t) coincide avec I’abscisse spectrale de son générateur (w(S(t)) = s(T)).
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1.4 Type essentiel et comportement asymptotique

Soit (S(t),t > 0) un Cp-semigroupe dans £(X) de type w . Le type essentiel de
(S(¢),t > 0) est w, € [-oo,w] défini par

by = }E‘& % In[6(S(t))] = inf{X € R: IM, 5(5(2)) < Mexp(At)}.
ot est la fonctionnelle de la mesure de non compacité définie dans [28]. De plus, on a
Te(S(t)) = exp(wet).
L’existence de ce réel a été démontré par L. Weis [28]. De plus, il vérifie
w(S(t)) = max{s(T) : w.(S(¢))}-

Expliquons maintenant pourquoi le type essentiel w, est lié au comportement asymptotique
du semigroupe.

Soit (S(t),t > 0) un Cy-semigroupe, T son générateur et w son type. Si w, < w, alors
pour tout o tel que w, < a < w,a(T) N {\ Re(\) > a} est formé d’un ensemble non
vide fini de valeurs propres de multiplicités algébriques finis. De plus la projection spectrale
P, correspondant & l'ensemble {A € o(T), Re(A) > a} commute avec S(t) et il existe une
constante C, telle que

IS(E) (7 — Pa)l| < Coe™:

Donc le comportement asymptotique du semigroupe (S(t),t > 0) est déterminée par sa par-
tie dans I'espace de dimension finie P,(X). De plus, si X est un espace de Banach lattice
et S(t);>o est un semigroupe positif, alors {A € o(T), Re(\) > w — ¢} = {e} pour ¢ suffisa-
ment petit et si {S(t),¢ > 0} est irréductible (cf. [17,Chapitre 3]) alors est algébriquement
simple (de multiplicité 1) et la projection spectrale associée est strictement positive (voir [17,
Chapitre3] pour plus de détails).

1.5 Perturbations bornées

Commencons cette section par rappeler le théoréme classique des perturbations da 4 Phillips
[10], [18].

Théoréme 1.5.1. Soient X un espace de Banach et A le générateur infinitésimal d’un (%
semigroupe (5(t),t 2 0) sur X vérifiant |[S(t)|| = M.c*". i B C L(X), alors A+ B engendre
un Cy-scrmagroupe (T(t),t 2 0) sur X verfiant

IT(#)]] < MewHMIBIDE ¢

De plus, pour tout x & X ett 20, on a

T(t)r = S(t)r + /t S(t — s)BT(s)zds.......... (%)



1.6 Compacité et continuité en norme des restes de la série de Dyson-Phillipd 5

On note que le semigroupe (T'(¢),¢ > 0) est donné en itérant 1'équation (*) au moyen de
la série de Dyson-Phillips

ou To(t) = S(t) et Ti(t fo (s)BT;—1(t — s)ds, (i > 1). La série (%*) converge dans £(X)
uniformément sur les mtewalles bornés. De plus, le reste d’ordre n de cette série est donnée

par
T

S(s1)B...5(sp) BT (t — Y _ s:)ds1...dsn,

S14..+5n<t,5; >0 =1

L’intérét des perturbations réside dans le fait que dans la plupart des situations les
problémes rencontrés n’ont pas des solutions classiques, comme dans le cas de l'opérateur
de transport (ils ne sont pas auto-adjoints ni & résolvantes compactes) mais ils peuvent
s’écrire sous la forme d’une perturbation d’opérateurs dont I’étude spectrale est plus au
moins connue. Le recours aux techniques de perturbations permet d’obtenir des résultats
spectraux importants aussi bien pour le générateur que pour le semigroupe.

Présentons maintenant le théoréme fondamental suivant qui illustre le réle de la compa-
cité d'un reste de la série de Dyson-Phillips dans ’étude du comportement asymptotique.

Théoréme 1.5.2. On suppose que X est l'un des espaces Ly([0,1]). Alors, avec les
mémes notations ci-dessus, st un certain reste de la série de Dyson-phillips est compact pour
t > tg, alors

re(S(t)) = re(T(¢)),t > 0.

En particulier, l'ensemble
a(T(t)) N {n:Inl >e*}t20
est formé des valeurs propres isolées de multiplicités algébriques finies.

On a aussi les récents résultats pertinents de S. Brendle et ses collaborateurs [02], [03]qui
s’a ranchissent de la compacité.

Théoréme 1.5.3. Si pour un certain to > 0, Ry(t) = V(t) — U(2), (to < t) est continu ( a
droite) en norme ou plus généralement, si pour un certain k > 1, Uapplication t € R} —
Ryi(t) est continue ( & droite) en norme, alors

(PO N {1l > ¢} = 7THD A fe Re(3) > 1)

1.6 Compacité et continuité en norme des restes de la
série de Dyson-FPhillips

Dang celle seclion, on présente quelgues outils gqui nous permettent de faciliter 'étude
des restes de la série de Dyson-Phillips, ils se résument dans la propriété de la stricte convexite
introduite et utilisée par 'école allemande (L. Weis [29], G. Schluchtermann [24], [25] et J.
Voigt [27]) et celle de la convolution qui assure la conservation de la compacité et la continuité
€1 norimme.
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Théoréme 1.6.1. Soient X etY deux espaces de Banach. On note KC(X,Y) C L(X,Y)
le sous-espace des opérateurs compacts. Soit (w, ;1) un espace de mesure finie et

G:wr— L(X)Y)

une application bornée et fortement mesurable (c’est- a-dire que w — G(w)x est mesurable
pour tout v € X ). St Glw) € K(X,Y) p.p. w € Q , alors Uintégrale forte

€ X — / G(w)zdv(w) €Y
Q

est compacte.

Définition 1.6.1. Solent f, g :]0, +oo[— L(X) deux applications fortement continues. Leur

convolution est donnée par
frgt):z e X +— fot f(t — s)g(s)zds € L(X). (¢t = 0)

De plus, pour tout n € N, on note [f]* = f* f*---% f (n fois). L’opération  est associative
et on peut ecrire

Proposition 1.6.1. Pour tout m € N* | on a

Un(t) = [UK]" *x U(t) et R (t) = [UK]™ xV (i),
On a aussi les résultats de conservation et de régularité suivante (cf., [17]) :

Théoréme 1.6.2. Soient f, g :]0; +oo[— a(X) deuz applications fortement continues et
soit 0 < M < +o0 :

o Si f(t) ou g(t) cst compacte pour tout t CJ0, M[ alors (f & q)(t) est compacte

pour tout t €]0, M|.

e 5i]0,M[>t— f(t) ou]0, M[>t — g(i) est continue en norme, alors

10, M3t — (f *g(t)) Uest aussi.

Théoréme 1.6.3. Soit ne N*, alors
o S5i [UK]"(t) est compact pour tout t > 0, alors U, (t) lest aussi.
o 510 <t~ [UK]"(t) est continue en norme, alors 0 < t — U,,(t) Uest egalement.

Théoréme 1.6.4. Soit 0 < M < +m0. Pour taut n. € N* an. a
Lo rosta R,(t) ost compact pour tout t C|0, M| oi of soulomont ai Uy, (t) oot compacto

pour tout t €]0, M.
o L’application |0, M[3 t — R,(t) € L(X) est continue en norme si et seulement si

10, M[2t+—— Upn(t) € L(X) est aussi continue en norme.
On termine cetle section par des arguwnents d'inlerpolation el de dominalion pour les

npfratenrts compacts positats.
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Théoréme 1.6.5. oSoit K € m L‘(L‘?(/\)). Sl eriste 1 < gy < 400 tel que K soit compact
g=1

dans L(L% (/\)) alors K est compact dans L‘?(/\);l £ g < 480,

o Soit 0 <t — f() € ﬂﬁ([ﬂ( /\)) une application fortement continue en tant qu’une
g>1 :
application a valeurs dans E(Lq(/\)) pour tout 1 < g < +oo. Sl eziste 1 < qo < +oo tel

que t — f(t) soit continue en norme & valeurs dans C(qu(/\)), alors elle est continue en

norme & valeurs dans C(Lq(/\)),l <iLae,

Théoréme 1.6.6. Soient A et B deuz opérateurs bornés sur LP( /\) avec 1 < p < +o00.
Si B est compact et 0 < A < B, alors A est compact.

Ce théoréme est un cas particulier d'un résultat di & Doods et Fremlin établi dans
un cadre général (sur un espace lattice quelconque c’est A® qui est compact, sur L' c’est A2
qui est compact et sur LP, p > 1, on tombe sur la compacité).



Chapitre 2

Quelque remarques sur les classes de
perturbations semi-Fredholm et
Fredholm

On montre 'existence des espaces de Banach X et Y tels que l'ensemble des opéra-
teur strictement singuliers S(X,Y) (resp. l'ensemble des opérateurs strictement cosinguliers
CS(X,Y)) est strictement inclu dans l'ensemble F, (X,Y) (resp. F_(X,Y)) pour une classe
non vide d’opérateurs semi-Fredholm (fermés & domaines denses) supérieurs @, (X, Y) (resp.
pour une classe non vide d’opérateurs semi-Fredholm (fermés & domaines denses) inférieurs
o_(X,Y)).

2.1 Introduction

Le travail de ‘1. Kalo [11] sur les opéraleurs strictement singuliers & été le point de

départ d'un domaine assez complexe en théorie des opérateurs, celui des perturbations Fred-
holm, semi-Fredholm et sous semi-Fredholm entre deux espaces de Banach X et Y notés par
F(X)Y), Fo(X,Y) et F_(X,Y), il a fait 'objet de plusieurs travaux traitant ces opérateurs,
spécialement les inclusions entre toutes ces classes et le probléme de stabilité par passage au
dual.
La difficulté d’étudier ces questions provient du fait qu’elles sont liées directement a la géo-
métrie des espaces de Banach. La nouvauté ici consiste & étudier toutes ces classes pour
des opérateurs semi-Fredholm et Fredholm fermés & domaines denses qui ne sont pas né-
céssairement bornés. Pour X =Y | K. Latrach et A. Dehici [14, Lemme 2.3] ont montré
que F(X) = F*(X) ou F°(X) désigne la classe des perturbations de Fredholm agissant sur
(X) N L(X). Le cadre des ensembles 7, (X), F2(X) et F_(X) et F*(X) est différent, on
note juste les inclustons J7 (X)) C (X)) et S_(X) C SX). Ces connnentanes soul ausst
applicables st X' # Y . Iel, moyennant les espaces hériditairement indécomposables construits
par T. Gowers ct B. Maurey et notés par Xy ; on va montrer que S(Xem % Xoar, Xen)
& F+(Xem x Xom, Xeum) (vesp., CS(Xgn Xan X X&ay) & F-(Xeng, Xér % X)), de
plus, on va prouver que les inclusions 8(Z) G F2(Z) (resp.CS(Z) & F¥(Z)) sont strictes
pour une infinité d’espaces de Banach.
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2.2 Quelques rappels nécessaire

Soient X et Y deux espaces de Banach et A € C(X,Y).(I’ensemble des opérateurs fermés
a domaines denses).Pour tout = € D(A) (le domaine de A), on ecrit :
llz[|a = ||z]|x + |]Az|ly (la norme du graphe).

Comme il & été mentionné dans la partie rappels, D(A) muni de la norme |[|.||sest un
espace de Banach noté par X4, et A comme opérateur défini de X4 dans Y est borné Si
D(4) € D(J),
alors J est A-défini.

De plus, on a

B(A) = B(4)
a(A) = a(A), R(A) = R(A), a(A+ J) = a(A + J)

BA+N=BA+D),RA+T)=RA+ T, (2.1)
Il est clair que les relations (2.1) entrainent que
Aed, (X, V)2 A€ (XA Y) e, (2.2)
Ae® (X V) e d B 00 (K Vo snmmsmmmis (2.3)
AcB(X,Y) e AcO(XaY) e, (2.4)

2.3 Rcgésultats principaux
On commence cette etude par donner le résultat suivant :
Proposition 2.3.1.  Soient X et Y deux espaces de Banach (®(X,Y) # @), donc
FHEY) = FIX,¥)

Avant de compléter cette analyse, présentons quelques détails nécéssaires pour la suite.
Thul dTabond, donnons Ta dGAniGion des espaces Lolalement Tncom pacalles.

Définition 2.3.1. Deux espaces de Banach Xet Y sont dits totalement incomparables si
leurs sous-espaces fermés de dimensions infinies ne sont jamais isomorphes.

I cot focile d’obacrver que chaque deux espaces de 'ensemble {cy} U {1} sont totalement
icutipatables. Flus précis€uenl, o 4
Soit p € [1, +oof, si p < r (resp. v < p), donc

Bl b e Bl =8l =P L) =k



2.3 Reésultats principaux 20

(resp.L(lr, lp) = Sy, ) = FP(Ir, 1) # K (L, 1p)).Ici on a (®(l,, 1) = @ (r # p) mais

on a aussi
-Fb(lr: lp) = F(lﬁlp) ("'" #p)

Drautres part, il est facile de voir que si X et Y sont totalement incomparables, alors
chaque opérateur borné de X dans Y est strictement singulier. De plus, la définition des
perturbations de Fredholm permet d’affirmer ce qui suit

Lemme 2.3.1. Soient X el Y deuzx espaces de Banach tels que
LIX,Y)=F(X)Y) alors *(X,Y) =@

On donne maintenant la définition des espaces hériditairement indécomposables qui
jouera un réle primordial dans les résultats qui suivent :

Définition 2.3.2. Un espace de Banach X est dit indécomposable s’il ne peut pas étre
décomposable en la somme directe de deux sous-espaces fermés de dimension infinies.

Définition 2.3.3. Un espace de Banach X est dit hériditairement indécomposable (H.T) si
tous ses sous-espaces fermés de dimension infinies sont indécomposables.

En 1993, T. Gowers et B. Maurey ont donné I'exemple d’un espace réflexif séparable
héréditairement indécomposable noté Xy, ayant un quotient héritant de cette théoréme.

Théoréme 2.3.1. Onoa:
L(Xan % Xen, Xan) = Fo(Xam x KXo, Xoar) # S(Xenm % Xear, Xenr)

L(X e Xon * Xonr) = FL(KXoar, Xonr ¥ Xenr) # CS(X s, Xonr % Xer)

Remarque 2.3.1. Comme conséquence immeédiate de ce théoréme, on déduit que
Reésultats principaux

L(Xan ¥ Xane, Xan) = F(Xan % Xan, Xam) 7 S(Xaam ¥ Xeanr, Xoar)

L(Xenr: KXo x Xear) = FU( X Xoar % Xon) # CS(Xong Xon X Xnr)

Om va montrer que le Thénéeme 2 31 reste vrai, respectivement, pour les classes de
pechuchations Fy (Xear % Xaar, Near) el F (Ngag, Ngag % Ngag) neanmaoing les prenves sont.
phia campheonées

le Théoréme suivant est essentiel pour prouver le Théoréme 2.3.3 qui peut étre regardé
comme une extension du Théoréme 2.3.1 au cas des opérateurs semi-Fredholm fermés &
domaines denses (non bornés).
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Théoréme 2.3.2. Ona :
a) @ (Xem % Xon, Xom) # @
b) @ (X&ar Xom x Xoy) # 9

Preuve : Pour a) : la classe . (Xgar X Xoumr, Xear), la preuve est basée sur la séparabilité de
I'espace Xgar x Xear et celle de 'espace X, muni de la topologie *— faible. On peut montrer
alors l'existence d’un opérateur compact injectiwwwwwwwww<a image dense de Xg)s dans
Xeu % Xeu; Ceci implique que l'opérateur K~ : R(K) C Xon X Xon — Xgu est un
opérateur de Fredholm fermé & domaine dense, ce qui entraine que ®(Xgy x Xeoar, Xov) # @
et par suite &, (Xanr X Xon, Xomr) # 9.

Pour b) : une approche similaire par dualité permet d’établir le résultat pour la classe
des opérateurs semi-Fredholm inférieurs.
La proposition suivante die a L. Weis [29], va jouer aussi un réle fondamental dans la preuve
du Théoréme 2.3.3.

Proposition 2.3.2. Seit Y un espace de Banach, alors.

a) L(Y,Z2) =S¥, Z)U (Y, Z) pour tout espace de Banach Z si et seulement si Y est un
espace hériditairement indécomposable.

b) LIX)Y) = CS(X,Y)UP_(XY) pour tout espace de Banach X si et seulement si les
gquotients de Y sont hériditairement indécomposables.

Montrons maintenant le théoréme suivant :
Théoréme 2.3.3. Ona :
L(Xenm x Xem, Xon) = Fr(Xem x Xenr, Xon) # S(Xem x Xanr, Xenr)
LOX0n Xon % X)) = Fo (X, X % Xor) # CS(Xong, X x X

Preuve : Pour a) : il suffit d’établir 'inclusion E(XGAJ XXG}\,I, XG][,[) = er(XGM' XXGAJ, XGM)

Soit S € q>+(XG_M X XG.M: XG'M) et j l’application définie de XS dans XG]':-I X XGIVI par

7 :(D(S), ||lls) = X5 — Xeu X Xeum, j(xz) = z,0on va montrer que j est strictement singulier.
En effet, comme S € @ (Xgyx X, Xenm)), larelation (2.2) montre que Se ¢, (X5, Xowm),

ceci implique I'existence d’un sous-espace de codimension finie H dans Xg qui est isomorphe

a R(S) = R(S).D’autre part, R(S)est un sous-espace hériditairement indécomposable fermé

dans Xgas, donc H va hériter cette propriété dans I'espace de Banach Xg ce qui permet de

conclurc que Xg cst un espace de Banach hériditairement indécomposable. De plus,

JE @ (Xy, Xom ¥ Xym) cor ai § C Oy (Xy, Xpy ¥ Xyg)on surn Xy ™~ Xoy » Xow,

ceci contredit le fait que Xgar X Xgar est un espace qui n’est pas hériditairement indécom-

posable.

Ensuite, en appliquant la Proposition 2.3.2 (assertion a), on en déduit que j est strictement,

singulier de X« dansXea # Xear.

Prencns maintenant un opérateur borné 7' € L(Xgn X Xaur, Xgum), tout d’abord, on va

montrer que les eapaces Xgyyp = (D(8 + 1), || ||ser) et Xy = (D(8),]|||y) sont isomorphes.

En effet, soit € Xg. 1 donc '

[zl = llz|] + [1(5 + T) (=)l
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< 20l + 1S @)+ 1T()|
< l=ll + [1S(=)] + M]|=|]
< (L+ M)(ll=l| + 1S (=)

< (1+ M)||=l]s

De plus, si € Xg, on peut etablir les estimations suivantes :

Izlls = ll=l| + 1S (@)l
< lz[[ + (S + T)(=) - T(2)|
< lzll + 1tS + T) (@)l + |7 ()]

< lzll + [1(S + T)(@)|| + M]|z[|
< (1+ M)||z|| sz

et finalement :

Lolle. < ailsur < (14 M)l

Ce qui assure que les espacesXg | r et Xg sont isomorphes. Cet ismorphisme va étre noté par
h et défini par h(z) = z.

D’autre part, l'opératewrT + 3 Xspr +— Xgas défini par m(m) = (T;h)(z) + (S;h) ()
pour tout z € Xg,7 est un élément de 'ensemble @ (Xg 7, Xear), ceci provient directement
du fait que les opérateurs T/ et S;h appartiennent respectivement aux classes S(Xg.r, Xenr)
et ¢+(X5+T, XGM)

Ensuite, en utilisant la relation ( ), on obtient 7'+ S € @, (Xgar X X, Xeum) et, par suite
T e Fr(Xam x Xom, Xom)-

Considérons maintenant I’opérateur de projection Pr ;: Xea X X — Xy Aéfini par
Pricy) =z

I est evident que Pr € L(Xem x Xowm, Xen), mais cet opérateur n’est pas strictement
singulier car sa restriction a I'espace X x {0} est un isomorphisme, donc

L(Xem x Xan, Xom) = Fr(Xay % Xaw. Xam) # S(Xam X Xenr, Xeae),Ceci achéve 1a
preuve de d).

pour b) : soit S € ®_(Xgy,, Xfy x X5,) et soit Xg = (1(S),[].||s), alors I'opérateur J*
défini par J* - Xy — Xg, J*(z) — z nest pas un élément de la classe &_(Xg, X5,,) car si
on suppose l'inverse on aura Xg ~ X, et par suite

Xear/N(S) = Xs/N(S) = R(S)
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Définition 3.3.1. Soit X un espace de Banach et soit R € £(X), on dit que R est un
opérateur de Riesz si pour tout A € C*,\] — R € ®(X).

Désignons par R(X) 'ensemble des opérateurs de Riesz sur X

Une des questions clé en théorie des apérateurs consiste & donner une caractérisation
pour cette classe d'opérateurs via celle des opérateurs compacts et quasinilpotents. Un des
problémes lié & ce sujet est la fameuse décomposition de West qui 4 été démontrée positive-
ment que sur les espaces ‘I,(1 < p < +00) et L,(v), (1 < p < +00), signalons que le probléme
est toujours ouvert sur un espace de Banach quelconque. Dans cette section, en utilisant le
concept de la mesure de non-compacité, on va montrer que beaucoup de résultats connus
dans cette direction s’inscrivent comme des cas particuliers de notre cadre général.

Notre premier résultat préparatoire est donné par la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Soit X un espace de Banach et soit R € R(X), alors pour tout € > 0,
il existe un entier n(c) > 1 tel que 6(R™9) < &.

preuve : Le fait que R € R(X) satisfait & la théorie de Riesz-Schauder montre que I’en-
semble des points A € o(R) qui satisfont & I'inégalité |A| >¢ est formé d’un ensemble fini
{A, A2, -+, A} Soit P la projection de X sur les sous-espaces N(\; ] — R) dans la décom-
position

X=NM-R)eH(N);(1<i<m).

Me e

On désigne par V l'opérateur R — ZR o P;. 11 est facile d’observer que ZR o P, est un
i=1 i=1
opérateur de rang fini donc il est compact de plus on a

= T |[V™

IL/H
n—-+oa

<&

ceci montre 1'éxistence d*un entier n, tel que ||V"<|| < e. D’autre part, on peut ecrire

R =V" + F,_ ou F,_est un opérateur compact et explique que

O(R™) = 6(V") < e. Comme conséquence immédiate de ce résultat, on a le Lemme suivant
qui donne une prpopriété classiques des opérateurs de Riesz.

Lemme 3.3.1. Soit X un espace de Banach et A € R(X), donc i(A — A) = 0 pour tout
AN

Preuve : On utilise la décomposition A\ — A = )\( — %A) Il suffit donc de montrer que
(I = 3A) est d’indice nul. Le fait que A € R(X) montre que 1A est aussi un opérateur de
Riesz, en appliquant la Proposition 3.3.1. 4 l'opérateur %A (en prenant e = 1) et en tenant
compte du Theoreme 3.2.2. on obtient que / — A € ®(X) est d'mdice nul ce qui donne le
résultat.



3.4 Stabilité du spectre essentiel 30

3.4 Stabilité du spectre essentiel

Soit X un espace de Banach et A un opérateur fermé a domaine dense sur X Dans [12], [13],
[15], [21], [22], les auteurs ont donné une caractérisation du spectre essentiel de Schechter ou
de Weyl moyennant la classe des perturbations de Fredholm.

Posons :

Ma(X)={M € L(X) : YA € p(A+ M),3Im > 0 tel que 5([(A — A— M) M|™) < 1}

Donnons & présent la caractérisation suivante du spectre o, (A) qui généralise celle etablie
par les auteurs mentionnés au dessus.

Théoréme 3.4.1. Soit A un opérateur fermé & domaine dense sur X, donc on a

oes(A)= [ oA+ M)
MeM 4(X)

Preuve : Comme 6(K) = 0 < 1 pour tout opérateur compact alors K(X) C M4(X) et par
suite (| o(A+ M) Co.,(A)

MeM4(X)
Montrons maintenant l'inclusion inverse. On considére A € o,.,(A) et supposons que A ¢

ﬂ o(A+ M), ce qui implique I'existence d’un opérateur My € M 4(X) tel que A €

MeM4(X)
p(A + Mp). D’autre part, on peut ecrire

A=A=[T—=(A=A—=M7"M](A—A— M)
En tenant compte du T'héoréme 3.2.1. on a
T—A—A—-M)"My) € ®(X) et il —(A—A— M) M) =0
De plus,
A—A=A—-A-M)I-A—A—-M")"My € ®(X)
et
iA—A) =iA—A-M)+il —-(A—A-M)""M]=0+0=0

Ceci implique que A € e5(A). Ceci est une contradiction, donc

es(AC () o(A+M)

MeMa(N)

Ce gqul nehiéve I preuve.
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