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Resumé

Dans ce mémoire, on étudie la théorie de perturbation des
systemes dynamiques, on commence par un rappel des différentes
notions de base de la théorie qualitative des systémes
dynamiques, ensuite on définit la notion de perturbation et son
principe ainsi que ses types et on passe d présenter une des
méthodes perturbatives remarquables qui est la Méthode de
Lindstedst.

Enfin, on termine par une bréve étude de la Méthode de
Moyennisation et on donne trois formes différentes de cette
Méthode.
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Introduction

Beaucoup de problémes rencontrés par les physiciens, les ingénieurs et les
mathématiciens sont modélisés par des équations différentielles non linéaires
dont il n’existe pas de méthode pour trouver leurs solutions exactes. Pour
résoudre ces problémes, on doit chercher une solution approximative ou bien
numérique ou une combinaison des deux.

La recherche d’une solution approximative analytique est l'objet de la
théorie des perturbations.

La question essentielle posée est : peut-on trouver une solution appro-
chée & une équation dépendant d’un paramétre ¢, en connaissant la solution
exacte de cette équation pour certaines valeurs du parameétre e¢. La solution
approchée est donc représentée sous la forme d’'un développement en série de
puissances du parametre €.

La théorie des perturbations a été utilisée par les astronomes en méca-
nique céleste au début du 18°™¢ siecle. En particulier, elle a été utilisé dans
I'étude du probléme de N corps, car les équations différentielles décrivant un
systéme de N corps en interaction gravitationnelle n’a pas de solution exacte
générale pour N> 3.

A la fin du 19°™¢ siécle, cette théorie & été étudié par Laplace et Poincareé,
avant de connaitre de nouveaux développement au 20°¢ siécle dans la théorie
KAM. (Kolmogorov, Arnold et Moser) en 1954. Plusieurs méthodes utilisant
la technique de perturbations ont été crée a savoir : la méthode de Lindstedt,
time scales, moyennisation ...



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Dans ce mémoire, on présente une bréve introduction 4 la théorie des per-
turbations puis on étudie la méthode de Lindstedt et la méthode de moyen-
nisation.

Notre mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre contient des notions de base de la théorie des systémes
dynamiques.

Dauns le deuxiéme chapitre, on introduit la notion de perturbation avec ses
deux types : réguliére et singuliére puis on présente la méthode de Lindstedt.

Enfin, le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de la méthode de moyen-
nisation. On donne la version ancienne de cette méthode puis on passe a
d’autres versions développées actuellement

Vi



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Systéme Dynamique

Deéfinition 1.1. Un systéme dynamique sur R™ est une application
U:RT xR* - R"

définie telle que

U(.,z):R" - R" est continue

Ult,.): RT = R" est continue

I’T (05.’1") = .

Ut s,a) = ULU(s,0))VE, s €T Ve s I

Exemple 1.1. Soit le systéme différentiel

T=Az 4 "
{.I(O):.IU JdtER 20 €ER

oll A est une matrice constante. La solution de (1.1) est
z (t) = ez
Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car 'application
U:R'" x R* — R"
qui & tout £ € R*, 2z € R™ associe
I (tx) =cttr

vérifie les qualre proprietes precedentes,

(1.1)



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.2 Systéme linéarisé
Définition 1.2 (Systéme linéarisé). Soit le systéme non linéaire

&= f(z) (1-2)
On appelle systéme linéarisé de (1.2) au voisinage du point d’équilibre zg, le

systéme
&= Df(x0) x

ou Df(xp) est la jacobienne de f au point xg

Df (zo) = (ascj (IO))ISi,jS"

1.3 Points critiques

Définition 1.3. (Point critique). On appelle point critique, point d’équilibre,
point singulier ou point fixe du systéme (1.2), tout point zo € R™ telle que

f(-fo) =0

Définition 1.4. (Point critique hyperbolique). Si la jacobienne D f (z¢) n'a
aucune valeur propre de partie réelle nulle, alors le point d’équilibre est dit
hyperbolique.

1.3.1 Nature des points critiques.

1. Cas des systémes linéaires
Soit le systéme différentiel linéaire

T = Az, (1.3)

N @11 a2 . A
ou A= ( 0 a ) est une matrice constante, z = (.’1‘:1,3)2). Le polyndme
21 @ag

caractéristique est
P(z\) = /\2 (a_ll | azz) /\ | @y dyy Ayyly .

Les valeurs propres Ay et A; de la matrice A sont les racines du polynéme
caractéristique. On propoeo Ia classification des trajoctoiros on fonction don

2



1.3. POINTS CRITIQUES

valeurs propres A; et A de la matrice A. Le comportement de ces trajec-
toires au voisinage du point critique, détermine le type du point d’équilibre
représenté par ce dernier. Il s’agit d'une classification topologique locale. On
distingue les différents cas selon les valeurs propres A; et A; de la matrice A
a. \; et \s réelles de signes différents

La singularité est un selle qui est toujours instable

il e il
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Figure 1.1 : Selle



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Si A\ < Ay <0, la singularité est un neeud stable.

b. A; et A réelles de méme signe

FARDPRPPE AL L2520 g

gt e HN”..NH,}/,,. FAFFPRPAR AT SR ol
Sty Ry e Sy ¥ FEFFF S LWy
.Jfff.u... "k AR RS ASAY __H__.w““\u\m \» \u. d
e ek R LS RS SRR _ W
S iy S R N W N Y A
- AV 2 <
Wi/ = %
[fiee & E
b b o e S -
R g g W= e g 4 M m el e e
Rt ot Fowdho bk St bttt = L e e P N b S L L)
_...__..aﬂ.......... - Wt = 1.1ﬂ. ol .\_Q« g T
AAAFLEN 2 3 : ﬁk\\ LA
A1V B 2wl I\
":.}.} 3 . SE D el frfil
VAR AR R R < ! o e
LEETEREE R X W g LgFn il ]
AARARA AR B, g L n ek AL A
UANARS AR AR e T " e odrs el vy
LAEELERR LRV N R R RN o S = Frrprerr e
M PP PSP
V
o
&

: Nueuwd iustable

Figure 1.3



1.3. POINTS CRITIQUES

c. M1 et A» complexes conjuguées avec la partie réelle non nulle.
La singularité est un foyer stable ou instable selon le signe de la partie réelle
négative ou positive respectivement.
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

d. A\, et \; imaginaires pures. La singularité est un centre

W, T, Ty e,

e o s s, S, i, P,
ety et e S e, o P, P,
P Py Pt o T, T, e,
T, S, e, Ty, o, Mg, P,

e s, e, s, i, Whe,, o, P, T,

Figure 1.6 : centre

2. Cas des systémes non linéaires.

Considérons maintenant le systéme non linéaire (1.2) ou z = (21, ..., Tn),
f = (f1, - fn)- Un point critique zo de (1.2) est appelé puits si toutes les
valeurs propres de la matrice A = Df (zy) ont des parties réelles négatives;
il est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df (z0)
oul des parties réelles pusilives | il esl appelé selle o701 est hyperboligue et si
A = Df (x¢) a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive et
au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Théoréme 1.1. (Hartman Grobman) Si z; est un point d’équilibre hyper-
bolique de (1.2), alors il existe un voisinage de ce point dans lequel le systéme
i = f(x) est topologiquement équivalent a son linéarisé @ = D f (x) 2.

1.3.2 Stabilité des points critiques

Proposition 1.1. (Stabilite d'un point critique)

i) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne /) f(7g) ont des parties
rénlles nagatives, alors le point critique vy est asymptatiquement stahle.

ii) S'il existe au moins une valeur propre de D f(xg) avec une partie réelle
positive, alors le point critique x est instable.

6



1.4. CYCLES LIMITES

iii) Si en plus des valeurs propres avec des parties réelles négatives il ya des
valeurs propres avec des parties réelles nulles, on ne peut rien dire sur la
stabilité du point zg.

Remarque 1.1. Un point critique hyperbolique est soit asymptotiquement
stable soit instable.

1.4 Cycles limites

Définition 1.5. (Solution périodique). On appelle solution périodique toute
solution z = ® (t) de I'équation (1.2) telle qu’il existe un nombre T' vérifiant
S(t+T)=d(t).

Définition 1.6. (Cycles limites) :Un cycle limite est une solution périodique
isolée, c’est a dire qu’il existe un voisinage de ce cycle ou on ne peut pas
trouver une autre orbite fermée.



Chapitre 2

Méthode de perturbation

2.1 Quelques définitions :

2.1.1 Approximation asymptotique :

Définition 2.1 : Soit f(e) et g(e¢), on dit que g(e) est une approximation
asymptotique de f{e) quand € — ¢ si f = g+ o(g) quand € — ¢. Dans ce

cas, on écrit f ~ g quand € — €, ceci est équivalent & lim,_, % = )

2.1.2  Développement asymptotique

Définition 2.2 : On dit que les fonctions ®;(¢), ®5(e), ... forment une suite
asymptotique ou qu’elle sont bien ordonnées, quand € — ¢q si et seulement
si @01 = 0o(®,,), quand € — ¢y, Ym

Définition 2.3 : Soit ®4(e), $5(¢), ... une suite asymptotique, alors la fonc-
tion f(e) admet un développement asymptotique si et seulement si :

e

f= T{Ik‘l‘k +0o(®,,),m=1,2 ..., nquand € — ¢
k=1

ot les a;, sont indépendantes de €. Dans ce cas, on écrit :

I~ Jlfbl{ﬂ) -4 .'J‘Q(T)g(a) 44 .1“@)”(}')1 cmand ¢ — &



2.2. THEORIE DES PERTURBATIONS :

2.2 Théorie des perturbations :

L’idée de la théorie des perturbations repose sur la possibilité de trouver une
solution approchée d'une équation (F,) dépendante d'un petit paramétre e,
en connaissant la solution de cette équation pour une certaine valeur ¢y de
e. La méthode consiste a chercher la solution approchée de I’équation (E.)
sous la forme d’un développement en série de puissances du paramétre e.
L’équation (FE.) est appelée équation perturbée et sa solution est la solution
approximative, et pour € — €y, 'équation (E,,) est appelée équation réduite
ou non perturbée et sa solution est la solution exacte.

Théoréme 2.1. (Théoréme fondamental de la théorie des perturba-

tions). Si
AO+EA1+62A2+---+O(6”“) =0

pour
e—0

et Ay, A1, ..., A, sont indépendantes de ¢, alors
Ag=A=---=A4,=0.
Dans le cas ou Ueffet du petit parametre ¢ est faible, la perturbation est dite
réguliére et la solution approximative est proche de la solution exacte.
Si I'ajout d'un petit terme change radicalement la solution, la perturbation
est dite singuliére.
On illustre 'idée de base de la théorie des perturbations par des exemples.
2.3 Perturbations réguliéres
Exemple 2.1. Soit I'équation différentielle suivante
t+2x=0,z(0)=1 (2:1)

Cette équation, aprés perturbation est devenue

t+2z+ex® =0 ,z(0) = cosh (¢ (2.2)
on € est le parameétre de perturhation (J<e< <1, ['1dée est de poser

r(le) =xy(t)+x (e+ay (L) e +--- (2.3)

9



CHAPITRE 2. METHODE DE PERTURBATION

En substituant (2.3) dans (2.2) on obtient :

(i’o+2$0)+ (i']_ + 214 -’rl(z]) e (ig+2$g+2$0$1) 62+“‘ =0 (24)
62 64
5’3(0):.730(0)+£C1(0)6+{II2(0)€2+---:I—E—E oy (2.5)

L’équation (2.4) peut étre considérée comme un polynéme en ¢, d’ou on a le
systeme

] Zo+2m0=0 , z(0)=1
€] &1 42z =—2} |, 2:(0)=0
62] .’.i,'?, G 2.’1:2 = —2.’I,'0.'L'1 ; &g (0) = %
on obtient les solutions suivantes
Ig(t) - e—?t
Il(t) = %(ﬁ_ﬁ - 8—2'5) (26)
Ty = %(36_2’5 + 78 — 2¢74)
Donc
1 1
z(t) =™ + 5(‘37“ e e 1(35*“ Jo g% = B WP g o (25

On remarque dans (2.7) que la coeflicient de chaque " daus le développe-
ment est bornée et comme U < e << 1, la contribution du (n + 1) terme
esl pelile cowpatee au weine Lerwe en vue de cela uous pouvous Lronguer
le développement aprés le second terme et considérer ceci comme solution
approximative de ’équation (2.2).

Remarque 2.1. Si nous obtenons z; () = 0 dans le développement de la
solution, on pose alors

T (t) = 70 (t) + €233 (2)

comme solution approximative.
Plus généralement st oy (2) - 0 @y, 1 (1) 0 alors la solution approxima-
tive est

z(t) =z (1) + €z (1)

Nuus avuus tewplace U'équation (2.2) qui esl uon luiéaite par un sysleiue
d’équations linéaires homogénes. Ceci est I'un des avantages majeur de cette

dppLn l I Ll II llivy o fhdds G_I_l_‘. Illli!l_.l lt_ll_ll_1 t"lfll Il’_:l J_l.ll_f JELEIRE | l’_‘,.‘_»l_l!_[ll]_l) J_l_!,'_1 l:fl_lLLLl,Li!_lll.‘;

10



2.3. PERTURBATIONS REGULIERES

différentielles non linéaires. Cette technique faite pour une équation peut étre
généralisée pour chercher une solution approximative d’un systéme d’équa-
tions.

Exemple 2.2. Soit le systéme différentiel suivant

W g 2y + ex? z(0)=y(0)=1,0<e<<1

(29)= (28 ) (28 )+

{ 2(t) = zo(t) + ex1(t) + - -
aprés substitution on a A l'ordre €°, le systéme

{ 9 = 27 +y + ey’

Posons

y(t) = yo(t) + ey (t) + -

I
ddif = zg — 2Yp y(0) =1

et & Pordre €l, le systéme

{ = 25 +y + ¥ z1(0) =0

W=n—2tr pn(0)=0

G )= (o ) +eCate) )+ (
()47 2 ()-(2)

Alors



CHAPITRE 2. METHODE DE PERTURBATION

2.4 Perturbations singuliéres

Parfois la méthode de perturbations réguliére ne donne pas les fonctions x,, (1)
bornées, dans ce cas on utilise la méthode des perturbations singuliéres
Exemple 2.3. Soit I'équation différentielle suivante :

eZ+z+z=0 (2.8)
ol e esh le parameéltre de perturbation O<e<< 1, I'idée esl de poser
z(tie) =z (t) +x1(t)e+z2(t) €+ (2.9)
En substituant (2.9) dans (2.8) on obtient :
(o +x0) + (Fo+E1 +21) e+ (F1 +d2+22)E+---=0 (2.10)

L’équation (2.10) peut étre considérée comme un polynéme en ¢, d’ou on a
le systéme

EO} To+xo=0

El] £Lo+1L1 +iPy = 0

62] $1+:172+I2:0
on obtient les solutions suivantes

zo(t) = Ae™?
{ 1(1)(1‘) = Ae™" + Bte™ (2.11)

Done
&t €)= Ae b+ ¢ (Ae_‘ LR Bte—f) 4.

ou A et B sont des constante.

On remarque dans I'expression de la solution approchée z(t) que z; (¢) n'est
pas bornée. Donc la solution approximative ne s’accorde pas avec la solution
exacte.

2.5 Meéthode de lindstedt

2.5.1 Principe de la méthode

Si on considére le développement de sin ((1 + €)t)
442

si((L+e)t) =siml+elcosl — ——siul+---

2

12



2.5. METHODE DE LINDSTEDT

Si on retient un nombre fini de termes du membre de droit, on obtient une
fonction qui est apériodique et non borné quand t — +oco. Les termes " cost,
t" sint s’appellent termes séculaires, ces termes détruisent la périodicité. Une
technique pour éviter les termes séculaires est donnée par Lindstedt.

La méthode de Lindstedt s’applique aux équations de la forme :

I+z+eF(r,2)=0 (2.12)

La méthode consiste a introduire une transformation de la variable indépen-
dante, cette transformation nous permet de faire entrer les termes séculaires
dans les solutions sous forme de série de perturbation de 'équation (2.12).
On illustre la méthode de Lindstedt par I'exemple suivant :

Exemple 2.4. Soit I’équation de Duffing :

i+z=ex® ,2(0)=k, 2(0)=0 (2.13)

posons T = wt, on obtient

il
il r=ea® | z(0) =k, #(0)=0, z=x(r) (2.14)
dr?
On pose
(1) = zp(7) +ex1 (7) + Exg (7) + -+
w o= 14wy 4 gy oo
On a
zo(0) + ez (0)+--- =k
wig (0) + wezy (0) +-+-=0
alors

{ .’L()(O)=k', .’L‘l(O):O, Ig(0)=0
J.L'U(G)ZU, Zi?l = =

L’équation (2.14) devient

2

(1+tw1+c2w2+‘--) (;'L"g('f)-l—c;'él (‘I)-}-(:!i;';‘g(‘i)-l-“‘) =e(wo(r) + ety (1) + -

B idantifiant les termes de mfme puissanees da e on s

€®] Zo(T) + xo(7) =0
€] 71 () + 11 (7) = 23(7) = 2 FolT) (21R)
¢?] &) 1 w2(r)  Bw§(N)wi(r) 2wi&i(r) (wf 1 2wa) Fo(r)

13
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CHAPITRE 2. METHODE DE PERTURBATION

On obtient de la 1¥"¢ équation du systéme (2.15)
zo(1) = kcos(T)
La seconde équation du (2.15) devient

#1(7) + 21(7) = k3 cos®(7) + 2kw, cos(T)

cos*(7) = i (3 cos(7) + cos(37))

donc
k.S

3 ;
F1(7) + z1(7) = (st + 2w1k) cos(7) + T cos(37) (2.16)
Le premier terme du second membre de I'équation (2.16) s’appelle terme

séculaire, il cause des problémes pour les éviter on pose

—3k?
8

3
Zk3+2w1k=0:w1=

D’oti on a
kS
(1) + z1(7) = T ¢oE(37), Ti0)=20, &0 =130
qui posséde la solution suivante
k.’i
FiilF) = —4—((:05(7‘) — cos(37))
La 3¢ gquation du (2.15) s’écrit
) B
Ea(T) + 2o(7) = cos(f)(@k + 2wok) + T.N.S

ot T.N.S sont les termes non séeulaires, pour les éviter on pose

Wo = = f(‘

On a alors
2y(r) | zy(r) = T.N.G

14



2.5. METHODE DE LINDSTEDT

on trouve .
Zz(T) = T (23 cos(T) — 24 cos(37) + cos(57)).
Ainsi
k3
z(t) = kcos(wt) + ﬁ(cos(wt) — cos(3wt)) + - - -
ol
1 3ek? N
i e ] - e
8

Remarques 2.2.

1] Le second membre des équations ne doit pas contenir des multiples de
cos(7) et sin(7) sinon il y aura des termes séculaires.

2] Cette méthode ne donne pas toutes les solutions de ’équation différentielle
car on a supposé que chaque z,(t) est périodique. La méthode de Lindstedt
donne seulement les solutions périodiques.

3] En général, pour une valeur de k quelconque il n’existe pas de solution
périodique.

2.5.2 Conditions pour obtenir une solution périodique

Soit le probléeme
[ Baer elr(x, $) o
{ z(0) = A4, £(0)=0, 0<e<<1 (2.17)

On suppose que F' est un polynéme en z et z, posons

T =wt
ou
wr= Ld-mmmp e oy « (2.18)
w(t) —aol) +Feni(s) + Mualy )+ - (2.1Y9)

Apreés substitution de (2.18) et (2.19) dans I’équation (2.17), on obtient le
systéme linéaire

I Tn+r=0 .’I.Tn(_m =A, (M =0

l I+ Ty = —2wi1Zo + F(;L'U’j;o) , T1 (0) =0, $1(0) — i (£.2U)

15



CHAPITRE 3. METHODE DE MOYENNISATION

des équations différentielles du premier ordre pour A(t) et ®(¢). On a

2r

Im,n = \/Sinm(m) COSn(ﬁ)d:}S

0

Im n — = Im-2n .
: mn 2, (3.9)
n—1
Im n = = Im,_ it :
e (3.10)

on descend jusqu’a arriver a : Joog = 27 ou Io; = I19 = ;1 = 0 notons que
Inn # 0 seulement pour m et n pairs
Exemple 3.1 :Soit I'équation de van der Pol

:;i'-i—.’l;‘—f(l—.’l;‘g)j):O
D’aprés la méthode de moyennisation, on a

flz,2)=—(1-2%)%
écrivons le systéme (3.8)

27

A(t) = —2L A(l — A%sin® ) cos® 0d0
T
0

€A
= ,T_(Io.z — A’Iy5,)

il

€A (1 11
— S ME T
(37 #33m)

T or \2
A W
e e
g a—4%
Un a
i d/l _ & ’ ﬂ,
/4.-1(2 NI A 8](
1 1 1

A2-A)2+4A) 1ATBE-A4) BQ+A

20



3.1. LA METHODE DE KRYLOV ET BOGOLIUBOV

posons
2
A =A = !
(O) 0 = C 4 — Ag
d’ou
443 ett
1= — A2
Atzi £t
1+ Az )€
donc 9
At) =

G T
A(t) — 2 quand { — +oo indépendamment de A,

27
—&

() = /A (1 — A*sin®(8)) cos(6) sin(8)d6

27 A
0

= (11— A%I31) =0

|4

=)

|

@ (t) = ®(0) = Py = cnst

La solution est donnée approximativement par

{ z (t) = A(t)sin (wt + D (1))
z(t) = A(t)wcos (wt + P (1))

gl = % sin (t + ®q)
z(t) — % cos (t + Dy)
(1)
Duiit g
.
(—‘,‘5—2 — l) L |
10

5i Ay —2alovs 72 | 9° =4

21



CHAPITRE 2 METHQDE DE MOYENNISATION

3.2 Meéthode de moyennisation du premier
ordre pour les solutions périodiques

On consideére le systéeme différentiel a valeur initiale suivant
@ (t) =eF (t,z (t)) + 2R (t,z (t) &),z (0) =z (3.11)
avec ¢ € D C R", D un domaine borné et ¢ > (. On suppose que F (¢, z) et

R(t,z,¢) sont T -périodiques en t. Le systéme moyenné associé au systéme
(3.11) est défini par

y(t) =ef* (w(®),y(0) =z (3.12)
P =7 [Flyds (3.13)
0

Le théoréme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les point sin-
guliers du systéme moyenné (3.12) fournissent des solutions périodiques du
systéme (3.11)

Théoréme 3.1. Considérons le systéme (3.11) et supposons que les fonc-
tions vectorielle F, R, D, F, D>F et D, R sont continues et bornées par une
constante /{' (indépendante de £) dans [0,00] x 1D avec —eg < £ < £g. Ne
plus, on suppose que F' et R sont T- périodiques en ¢ avec T indépendante
de ¢.

1) Si p € D est un point singulier du systéme moyenné (3.12) tel que

det(D.f° (p)) #0

alors pour |g| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T- périodique
z. (t) du systéme (3.11) telle que z. () — p quand £ — 0

2) Si le point singulier y = p du systéme moyenné (3.12) est hyperbolique
alors pour |¢| » 0 suffisamment petit la solution périodique correspondanle
v () docaysteme moyenn (211 eslonmigoe, hyperholiqme of de mAme type
de stabilité que p.
Fxampla 3.2 : Congidérons Péquation de van der Dol

Pde—c(l-uhi
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3.2. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE POUR
LES SOLUTIONS PERIODIQUES

qui peut étre écrite sous la forme

{ L=y (3.14)

y=-z+e(l—2y
En coordonnées polaire (r,#) od & = rcosf et y = rsin 6, ce systéme devient
7= er (1 —r?cos? ) sin® 0
6 =—1+ecosf(1—r?cos?f)sind
ou d’'une maniére équivalente
dr
do
de (3.13) on obtient

—er (1 — 2 cos? 19) sin?d + O (52)

27

P = —2% r (1 —r*cos®0) sin”® 0d0
" .
= -Elg‘r (7‘2 — 4)

La seule racine positive de f°(r) est r = 2. Comme (%) (2) = 1, d’apres

le Théoreme 3.1. il suit que le systéme (3.14) pour |g| # 0 suffisamment
petit, admet un cycle limite qui bifurque de 'orbite périodique de rayon 2 du
systéme non perturbé (3.14) avec £ = 0. De plus, comme (%0) (2= 1. &Ml

ce cycle limite est instable.
Proposition 3.1 : le systéme de Liénard de la forme

{ &=y — e (Xi arz®) (3.15)

y=-z
avec € suffisamment petit et a, # 0 a au plus [“;l} cycles limites bifurquant
des orhites périndiques du centre inéaire 7 = iy, y = —x, et il y a des exemples

avec exactement [“le cyveles limites. Ici [] designe la fonction partio entioru.
Preuve 3.1, I'm éerlvant le systeme (3.010) en eoordomnees polaives (7, 8) on
2 =rcost el rsid, on oblienl

F=—&Y g aprt costt o
f= 11 coin HEE;l w1 annF
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CHAPITRE 3. METHODE DE MOYENNISATION

En divisant 7 par €, on trouve

d n 5 5
d_; = Z axr* cos*™ 0 + O (7).
k=1
Alors on a
1 - 27
Fir) = g Zakrkfcoskﬂﬁ do = —2% Z arbyr* = p(r)

k=1 0 k=1

k impair

ol by = IGZW cos*t1 0 df # 0 si k est impair. Alors on applique le Théoréme
3.1, puisque le polynéme p(r) a au plus [";1J racines positives, et on peut
choisir les coefficients a; avec k impair telles que p(r) a exactement [23!]

racines positives simples, le résultat de la proposition suit immédiatement.

3.3 Autre méthode de moyennisation du pre-
mier ordre pour les solutions périodiques

On consideére le probléme de la bifurcation des solutions T- périodiques du
systéme différenticl

& (t) = Fy(x,t) | eFy (z,t) + 2 Fy (2,1, €) (3.16)

Avec £ suffisamment petit. Les fonctions Fp, F] : Q xR —=R" et F, : ) x
Rx |—£9,60] — R" sont des fonctions C?, T- périodiques en t et {2 est un
ouvert de R™. on suppose que le systéme non perturbé

i (t) = Fy (z, 1) (3.17)

a une sous-variété de dimension k de solutions périodiques. Soit z (¢, z) la
solution du syateme non perturbe (3.17) telle que z(U, z) — 2. La hin¢ansation
du systéme non perturbé (3.17) le long de la solution périodique z (¢, z) est
écrite comme

y=D.Fy(z(t,z2),t)y (3.18)

Dans la suite, on note par M, (t) la matrice fondamentale du systéme diffé-
rentiel linéaire (3.18) et par £ : R¥ x R** — R¥ la projection de R™ sur ses
A prewities coordonuées ; Loeo E{wr, o Ln) = (L1, ., L)
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3.3. AUTRE METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER
ORDRE POUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES

Théoréme 3.2 : Soit V' C R* un ouvert borné, 3, : V — R** une fonction
C?. On suppose que

(i) Z = {za=(a.8(a)),a €V} C Q et que pour chaque z, € Z la
solution z(t, z,) de (3.17) est T- périodique.

(ii) pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M, (t) de
(3.18) telle que la matrice M ' (0)—M_' (T) contient dans le haut coin droit
la matrice nulle de dimension k x (n— k) et dans le bas coin droit une matrice
Ay ((n—k) x (n—k)) avec det A, # 0.

On considére la fonction F : V — RF
i
Fla)=¢ M2 (t) Fy (z(F, 2a), t) dt (3.19)

0

S'il existe a € V telle que F (a) = 0 et det ((4£) (a)) # 0, alors il existe une
solution T" périodique ¢ (0,g) — 2z, quand £ — 0.

Corollaire 3.1 :On suppose qu’il existe un ensemble ouvert et borné V' avec
V C Q telle que pour chaque z € V, la solution z (t, z) est T- périodique et
on considére la fonction F : V — R®

T
Flz) = / MZ!(8) F (o(t, 24), 1) dt (3.20)
0

S'il existe a € V avec F (a) = 0 et det ((%5) (a)) # 0, alors il existe une
solution 7" périodique ¢ (0,£) — z quand £ — 0.
Exemple 3.3. On considére ’équation suivante
T —&+&—x=ec(2+cost) (12+2;r3). (3.21)
Siy =g, z=24%, I'équation (3.21) peut étre écrite sous la forme
&=y

j=z
ioor—py+a+r(2+enst) (72 4+ 0% (3.22)

L’origine est 1'unique point d’équilibre du systéme (3.22) lorsque € = 0. La
partie linéaire du systéme (3.22) avec € = 0 a l'origine est

0 1 0
A=10 0 1
T =11
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CHAPITRE 3. METHODE DE MOYENNISATION

Les valeurs propres de la matrice A sont +i7 et 1. Avec la transformation
linéaire inversible (X,Y, Z )Y =B (z,v, z)t, on transforme le systéme (3.22)
en un autre systéme dont sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle

i e okt
de la partie linéaire du systéme (3.22) avec € = 0, c.-a-d. (X ,Y,Z) =

J(X,Y. Z)", ou J est la forme de Jordan réelle de la matrice A donnée par

0 -1 0
J=11 0 0
0 0 1
On a
BAB'=J=BA-JB=0
D’ou
1 -1
B=|0 -11
1 0 1
Alors
VA 1 0 Z Z=x+4+z
o 1 11 X Novam
iy 5Ty g - =
)=l )y ) oo aas
Le nouveau systéme s’écrit sous la forme
X=-Y
Y=X+eF(X,Y, Z,1) (3.23)

Z=Z+¢eF (XY, Z,1)

=¥+ —X -¥3l X $¥+2 f)
9 ' g : 2

2

FIX V&= F(

Four £ = (), la solution dn systéme (3.23).—q est

X(t)' " Xgcost — Yysint
Yi) | — | Xyoint | Y,cont
Z (t) Z[)Et
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3.3. AUTRE METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER
ORDRE POUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES

Avec les notations introduites dans le théoréme 3.2, le systéme (3.23) est
similaire au systéme (3.16) avec

v = (LY 2),Fmt)=(YX,2)
Fi(z,t) = (0, F, F) et Fy (z,1,¢) = (0,0,0)
Soit z (t, Xo, Yo, Zo, £) la solution du systéme (3.23) telle que
T (01 Xﬂw }/(-}: Zﬂ: E) = (XDJ }/0: ZO)

Le systéme (3.23) avec ¢ = 0 a un centre linéaire & lorigine dans le plan
(X,Y) qui est un plan invariant par le flot du systéme non perturbé, et les
solutions périodiques de ce centre sont

z (t, Xo,Y,0,0) = (X (t),Y (¢), Z (t))
telle que
X (t) = Xocost — Ypsint, Y (t) = Xpsint + Ypcost, Z(1) =0  (3.24)

Notons que ces solutions sont 27 périodiques. Pour notre systéme le 17 et le
a du théoréme 3.2 sont

V={(X,Y,0):0<X* 1 Y’<p} pourp>0cta=(X,Y) eV

La matrice fondamentale A (¢) du systéme (3.23) avec € = 0 par rapport a
la solution périodique (3.24) telle que M (0) = T est

cost —sint 0
M(t)=| sint cost 0
0 0 et

On remarque qu’elle est mdependante des conditions imtiales ( Xy, Y, U) et
on a

00 0
M0 -M1'2x)=| 0 0 0
B I L~ & ;
(mall—e . ) = UL Alors tontes les conditions dn theareme 3.2 sont satis-
taites,
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CHAPITRE 3. METHODE DE MOYENNISATION

Par conséquent, on doit étudier les zéros a = (X, ¥5) € V des deux premiéres
composantes (F (o) , F2 () de la fonction F (o) donnée dans (3.19)

Fila) = sint F (z(t, Xp,Y,,0,0),t) dt (3.25)

X(1)-Y({t) X(@#)+Y(©) —X(t)+Y(t),t) »

int F ;
sin ( 5 5 ; 5

O\I:\]D D\E‘J

2w

cost F (z(t, Xy, Yp,0,0),t) dt (3.26)

J!
g
Il
: o\

2

T

X)) -Y(t) X@H+Y(@E) —-X@)+Y(@®)
cost F' ( 5 g 5 ; 5 ,t) dt

I
c:\

ot X () et Y'(t) sont données par (3.24). On pose F (a) = (f1 (Xo, ¥0) , f2 (X0, Y0))
et on integre (3.25) et (3.26) on obtient

{ f1(Xo,Y0) = %(Xo + Yo) (6X3 + Xo + 6Yy — Yo)
f2(Xo,Y0) = § (=X3Y0 + Xo¥7) — $(X§ — ¥&) + § (X3 + ¥5) — 3 XoYo
Si f1 (Xo, Yo) = fa (X0, Ys) =0, on trouve (X3, Yy) = —%, i) .Ona

3 (f1, f2) ) ’
deb | 5757+ 2048 -
¢ (6 (X0, Y0) / |cxoor=(-1.8) 2048 0

Alors pour & € [—gp, g9] avec gy > 0 suffisamment petit, il existe une solution
2m-périodique du systéme différentiel (3.23) telle que

(U, L) s iyw(u.b)_}u,x(uﬁt)ﬁ%

Quand £ — N
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