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Résumé

Dans ce travail, on étudie le spectre ponctuel d'un opérateur de transport avec un

potentiel exponentiellent déroissant, défini par :

(Lf) (z,p1) = —ipfe (2, 1) + colz) [ flz, 1)) dit,
zeR, pe(-1,1)

ou D = R x [-1, 1], avec un domaine de définition maximal et un potentiel qui décroit

exponentiellement. On transforme l'opérateur de transport au modéle de Friedrichs.



Abstract

In this work we présent the result of finite of the point spectrum of transport operator

who défined by :

(Lf) (@, 1) = —ipfa (2, 1) + colz) [1, flz, 1) dpt,
reR, pe(-1,1)

where D = R x [—1,1] and ¢y(z) a exponentialy decreasing function. We transform

this operator to the Friedrichs’ model.



Introduction

L’objectif principal de ce mémoire est ’étude du spectre ponctuel d’un opérateur de
transport, on transforme l'opérateur de transport sous la forme du modéle de Friedrichs
pour simplifier beaucoup de calculs spectraux. Ce probléme a été étudie par plusieurs
travaux comme Lehner et Naboko (voir [7],[11])

En utilisant la théorie des opérateurs non auto-adjoints qui jouent & présent un grand
role dans des domaines différents de la physique mathématiques ou beaucoups de pro-
blémes peuvent étre modélisés par des équations au dérivées partielles qui constituent
aujourd’hui un des thémes majeurs.

Dans le premier chapitre nous avons rappelé quelques résultats classiques et définitions
dans nous ferons usage dans ce travail (voir [11]) .

Fnsnite, dans le denxiéme chapitre nons donnons le madéle de Friedrichs de ’npéra-

teur de transport défini par (voir [3])

1
(Lf)(z,n) = ﬂi/i% (z, 1) + co(x) /_] fla, 1y dy!

z € R, pe(-1,1)

dans l'espace L*(D) ou D =R x [—1.1]
cy(x) est le potentiel de 'opérateur L supposé étre une fonction exponenticllement dé-

croissante, autrement dit :

leo(z)] < ee™, e 2 0,2 CR.



et est factorisé de sorte que :
co(r) = cor(x)coz(x), |cor(z)| = |coz ()|

En utilisant la transformation de Fourier a I'opérateur de transport et en appliquant un
changement de variable, on obtient le modele de Friedrichs qui est unitairement équivalent
a l'opérateur de transport L défini plus haut.
Cette forme nous a permis d’étudier le spectre de cet opérateur directement & I'aide de
la résolvante ce qui évité des calculs trés compliqués.

Dans le troisieme chapitre nous avons donné 1’étude de la résolvante du modéle Frie-
drichs ensuite en va donner le théoréme de finitude du spectre ponctuel de I'opérateur

de transport étudier (voir [3]) .



Chapitre 1

Définitions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques résultats et définitions dont on aura besoin

dans la suite (voir [4], [5], [14]) .

1.1 Opérateurs

Soient H et H' deux espaces de Hilbert sur C (voir [5], [14]).

Definition 1 Toute application linéaire continue T : H — H' s’appelle un opérateur.
L'espace vectoriel L (H, H') des applications linéaires continues de H dans H' est 'espace

des opérateurs de H dans H'.

1.1.1 Adjoint d’un opérateur

Definition 2 Soit T € L (H, H'). Alors il existe un opérateur unique T* € L(H ,H'),

tel que :
Vee H, Yy e H (T2 9y = {8, Ty

Vopératcur T* s’appelle Uadjoint de T.



1.1.2 Opérateurs bornés

Definition 3 T est dit borné s’il existe une constante c > 0, telle que

|Tu|| <ellul|, Vue X.

1.1.3 Inverse d’un opérateur

Definition 4 Soit E et F' deuz espaces de Hilbert et A € L (E, F) un opérateur linéaire
quelconque. On dit que A est inversible s’il existe B € L (E, F) tel que : Ao B = Ip et
Bo A= Ig ou Ig (respectivement Ir) est l'opérateur identité de E (respectivement F')
.Un tel opérateur B .(lorsqu’il existe) est unique on Uappelle inverse de A et on le note :

B'= A",

1.1.4 Opérateurs isométriques,unitaires

Definition 5 Soient E et F' deux espaces de Hilbert.
1. Un opérateur U € £ (E.F) est appelé unitaire si U*U = Idg et UU* = Idp.
2. Un opérateur U € £ (E,F) est appelé isométrique si ||U (z)| = ||z|| pour tout

z € FE.

Proposition 6 Les propridlis swivanbes sond dguivalenles :
1. T est unitaire.
2. T est surjective et T*T = Idg.

3. T esl une isoméltric surjeclive.

1.1.5 Opérateur compact

Dcfinition 7 Soiont E ot F' deun copaccs de Hilbert Une application lindaire continu
T & £ (F,F) est dite compacte si [image T (Bp) est une partie relativement compacte
de F. On note K (E,F) ensemble des applications linéaires compactes de IV dans 7. On

puse K (E) = K (E,FE).



A est dit compact si Uimage de la boule unité de X est relativement compacte pour la

topologie forte.

1.1.6 Relativement compact

Definition 8 On dit gu’une partie B incluse dans un espace séparé E est relativement

compact st son adhérence B est compact.

1.1.7 Opérateur de multiplication

Definition 9 Un opérateur T défini par multiplication par une fonction fize est appllée

opérateur de multiplication.

1.1.8 L’ensemble résolvant, la résolvante et spectre d’un opéra-
teur

Definition 10 [’ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A est un ouvert du plan com-

plexe défini par :

p(A) = {AeC; \I—A: D(A) — X est bijectif et
(M—-4)": X — X esl borné} .

Le complémentaire, dans le plan compleze de p(A) est le spectre de A, 0 (A) = C/p(A).
Pour A € p(A), on note R(A, A) la résolvante de A au point A et

R(AA) = (A= A) L.

Fw fomasdione N oo (N A) vk Bolewnglie: dns o () el & valewrs duny £ (A7)



1.1.9 Spectre ponctuel

Definition 11 Le spectre ponctuel d’un opérateur linéaire A est constitué des valeurs

propres de A :
o, (A) = {A e C, (M — A) n'est pas injectif}

1.2 Fonction holomorphe, analytique et prolongement

analytique

1.2.1 Fonction holomorphe
Definition 12 Soit l'application f : Q@ — E. ot Q est un ouvert de C.f est holomorphe
st est seulement si pour tout a € €0, la limite

ff(a) — hmf(z) - f(a)

zZ—a z—a

existe dans F.

1.2.2 Fonction Analytique

Definition 13 Une fonction analytique est une fonction d’une variable réelle ou com-
pleze qui est devloppable en série entiére au voisinage de chacun des point de son domaine
de définition , c’est-a-dire pour tout xo de ce domaine, il eriste une suite (a,) donnant
une expression de la fonction, valable pour tout x assez proche de xy, sous la forme d’une

série convergent :

+00
F@) = an(—mz0)"

n—0
Toule fonction analytique est dérivable de dérivée analytique, ce qui implique que

toute fonction analytique est wndéfiniment dérivable , mais la réciproque est fausse en

10



analyse réelle . En analyse compleze, toute fonction simplement dérivable sur un ouvert

est analytique et vérifie de nombreuses autres propriétés

1.2.3 Prolongement analytique

Definition 14 Soit f une fonction analytique dans un domaine ouvert Dy, soit D; un
autre domaine ouvert tel que DoN Dy # ¢. On dit que f admet un prolongement analytique
dans Dy s’il existe une fonction g, analytigue dans D1, telle que f = g dans Dy N D; :

D’aprés le théoréme d’unicité, un tel prolongement est nécessairement unique.

Théoréme 1.2.1 (théoréme de Gohberg (th 5.1 [4])) Soit K (¢) une fonction opérato-
rielle holomorphe et compacte sur un ouvert G sauf peut étre aux points isolés si 1 — K (()
est inversible au moins en un point (, € G alors 1 — K ({) est inversible et a inverse

borné sur tout G sauf aux points isolés.

1.3 Equation de transport et opérateur de transport
L’équation de transport s’écrit sous la forme générale :

G vlgu i ou [ flu b, 0 u(w, vl )dtY — 0

u(’r_«',vﬁ,t) =0 si T € 01, 1.0 <0 (1ed]
u(z, v, ) = UD(;IT,"UQ).

Dans (1.1) u désigne une fonction scalaire représentant la quantité de neutrons situéc a
instant ¢ au poit = et animés de la vitesse v.G: z appartient & un ouvert X de R3, de
frontiére réguliére 9X, on notera v la normale extérieure & AX en tout point x € X, 0
appartiendra a la sphere umite et v & K, on notera V' l’ensemble des pomnts UQ; % + vl
7 représente la différence entre ce qui rentre dans un élément volume et ce qui en sort. o
represeube uu betine d'absurplive el d'éuission el le terme inlegrale teprésente la quad-

Lité de neutrons qui repartiront dans la direction vf) aprés étre arrives dans la direction

Ll



v€) et avoir eu leurs trajectoires modifiées.

On définit 'opérateur de transport par :

Tu=—vlyu—ou+ / fz, 2, Q" Yu(z, vQ)dY
52

12



Chapitre 2

Modéle de Friedrichs

Dans ce chapitre, on va donner le modéle de Friedrichs de 'opérateur de transport

défini par la suite (voir [3]).

2.1 Cadre fonctionnel

On considére dans 'espace L? (D) ot D = [—00, 00] x [—1, 1], I'opérateur de transport

(Lf) (2, 1) = —ipfe (2, 1) + cole) [1, (=, 1) dpt, 2.1)
zeR, pe(-1,1)

On introduit ’espace de Hilbert H des fonction ¢ (s, ), (s, ) € R x [—1,1],
1
1
"= {ao(w) | [t rdsan < oo} (2:2)
R 1

avec la norme

RS |

3 o am o

0 i (8, )" —dsdp A
ety [ [ ol prdsd (23)

13



On a besoin de l'opérateur Z : L? (R) — H, défini par

(Ze)(s, 1) = ¢ (;) . ceI?(R) (2.4)

La norme dans H d’aprés (2.2) s’écrit & 'aide de I'intégrale double sur

D:{(S:,U.),SE]R,,U.E (—1=1)}

On considére le changement de variables (s, ) — (T, 1)
s
T=—, p#0 S=TL
7 (2.5)
p=p p=H

le changement (s, ) — (7,p), ou

{TZE (2.6)
p=p
transforme le domaine D en lui-méme et
2 o 10
dpds = + Z” ‘?T dspdr = £ dudr = |pldp dr
o B T I
On a besoin de lopérateur Z : L? (R) — H défini par la relation
s
(Ze)(s,p) =c (;) ,  ceL*[R) (2.7)
nous avons
I /s L
" 5 J .
|.Z¢|l f f & ( - ) — iy (12.4)
. wd=r |\ 1 '

14



D’ou ( voir (2.8) )

1 1
1
|Zell3 = | Zell% = [(Ze)(s, p1)|* —dsdp =
|a]
R -1 R -1

2
1
—dsdp
|1l

()
o e
/i
On fait le changement de variables classique dans 'intégrale double

1 1
H%%~fﬁWme*fwaﬂ%:mwhm
R —1 -1 R

d’ou || Z]| £ v/2 , alors I'opérateur Z est borné .On a besoin de son opérateur adjoint.
Pour trouver l'opérateur adjoint, on utilise de nouveau ce changement de variables et

d’apreés la définition de I'opérateur adjoint (voir [14] )

(Ze, o)y = (e Z*@)[B(E{) (2.9)
1 % ¢ 1
(Ze,p)y= | [c| = )e(sip)—dsdu= [ [c(T)p(Tu, p)dpdr = (2.10)
Zl (#) 1z R/_/l
= /c(r)fco(fp,,u.)dﬂd'r— fc('r) (Z*) (7)dT
R ~1 R
d’om ;
(29) (1) = [ o (e ) du (2.11)

—1i

15



On considére 'opérateur Fy : L? (D) — H défini par

(Fou) (s, 1) = u(g, ) (2.12)

Montrons que Fy est unitaire. Il faut montrer que /y est une isométrie et que R (Fp)
= H (voir [6])

D’abord Fy est une isométrie, en effet

| Foully, = }! _/1'|<Fou) (s, s = H/ /ﬁ

1
= / / ()2 dadr = 2o
R

-1

u (E, ,u) ‘ dsdy (2.13)

H

donc R (F,) C H.
Ensuite pour R (Fy) D H, puisque si ¢ € H est bornée

Fou = ¥, (Fﬂu’) (57 ,LL) =@ (‘Sanu’) (214)
c-&-d U (i,‘[L) — w(s, p)

Soit s = tp, on obtient w(t,p) = ¢ (ut, p)

On sait que si
Fy:L*(D)— H

Fy':H— L*(D)

ou
(Fo o) (1. 1) = @ (pr, ) (2.15)

Ponr démontrer gue le dowae de valews It () cuincide avee 1 Loul enlier, il laul

vérifier que Fity est défini pour chaque » € H comme un élément de L2 (D) .

16



D’aprés le changement de variables

//lw i d#dT—ff (s, )P dsdp = gl <00 (216)

donc la fonction (7, u) — ¢ (u7, i) appartient & 'espace L? (D).

On suppose que le potentiel est factorisé de fagon que ¢y (z) = co1 (z)co2 () et

lcor ()] = |eoz (z)| = V/lco (2)]

Cette factorisation est toujours réalisable. En effet,

Si z est tel que ¢ (z) = 0 alors ¢o1 (z) = coa (z) =0

Si z est tel que ¢y (z) # 0 alors co; (x) est arbitraire tel que |co (z)] = /|eo ()|, par
co (z

exemple |co ()] = /]co (¢)]. Ensuite d’aprés coz (z) = — (( )) , on trouve cpz (z) =
o\ T

0 (.’f.)

/=

v lro (4)]

Exemple :

jE )
Si ¢ (z) = e+ on a ¢y (z) = ]e PP = Ve il = e 2 et ce(z) = e_lxigf =
e 2
871%‘4»1':1'.2

On suppose toujours que

lenfw)] < ce™ e > 0,0 € R (2,17)

Notons par Cy;, Cpz = L?* (R) — L? (R) les opérateurs de multiplication par les fonctions

17



respectivement co; (), coa () :
(Corp) () = cn (2) ¢ (), (Cozep) (z) = co2 (2) ¢ () (2.18)

Remarquons que

€ £

~=lal ol
- Neor(z)| < cre 2 i le1z(z)| < coe 2 I, e>0,zeR (2.19)

Considérons 'opérateur unitaire
U=FRF:L*(D)— H

Le modele de Friedrichs sera défini dans l'espace H comme une certaine perturbation de

Popérateur de multiplication par la variable indépendante

S : H—H, (2.20)

(Se)(T,1) = 7o(r.p), TER, pe(-1,1)

avec le domaine de définition maximal D (S5).

2.2 Modele de Friedrichs de 'opérateur de transport

Lemme 2.2.1 Soit L : L* (D) — L*(D) lopérateur de domaine de définition mazximal
defini par (2.1) . Alors
ULU'=S+V:H—H (2.21)

18



ot 'opérateur

11 W (2.22)
co(y) = [ co(x)e™Vdz
R
est borné dans H et admet la factorisation V = A*B avec A, B : H — L*(R) o
A=CoF 27", B =CpF'z* (2.23)
r Z—
(49)(z) = Z=ene //| e “susu )ds dp,
ou < R (2.24)
(By)(z) F(}Q('] // e J“p (s, pn)dsdp
L R -1

Démonstration :  Par application de lopérateur Fy : L*(D) — H (voir (2.12))

nous obtenons l'égalité dans l'espace H :

s

(RFLE)(s.1) = s0(5.10) + 7= [ e [ @ pazdw (229

o p(s, ) =u (:,,u) = (Fou)(s, n) = (FoF f)(s, 1) Inversement (voir (2.15)-(2.4))

g, = (F'F;1p)(z, :L/FI'T, e dr = 2.26
fla, 1) (FFy o)z, 1) \/%E(o o)(7, 1) (2.26)
5"
L Tottmer 2, g
- \/_/ (T, j1)e “‘Ln"* VAT e 3 'u,
\/Q?f;o'wkb we 08wy

19



correspondant auz cas |t > 0 et jp < 0 ol on utilise le changement de variables suivant

V]
I
.
i

Pour les bornes d’intégration , dans le cas ou > 0 on a

i=—00 | § =—0

t=+40c0 | 8 =400

Dans le cas ot p < 0 on a

donc ,

co S

1 iz g

flz,p) = fw(S’,#)e o
= T I

Substituant cette valeur dans (2.25), nous obtenons Uexpression (2.22). Il reste a démon-

trer les relations (2.23). Nous fixons les valeurs s, 1 = const et nous introduisons les
fonctions (voir (2.22))

c(T) = 67T — 1), t:;.

En utihsant Uopérateur Z (voir (2.7)) nous représentons Uopérateur V (voir (2.22)) sous

la forme

(Vi) (s, ) = (Zd)(s, )

1

1

1 d’ & 1

A= — [ — [ e | = | p(&, 1) = —(p, 7)) = — (7%, 7)) tvimy —

\ ) 2'1T ‘/‘ I,Ua"l f [ (,U;f) [N il ) 27[_(1 J L)H Qﬁ( i n’.)L (It)
=1 24

20



= Z*o(T)e(T)dr = l/Z*ga(T) [co(as)ei‘“{r_t)da: dr= (227)
R

R

R

Ainsi,
Vo=2d=ZFC}CuF'Z*p = A*By
ol
A=CyuF1Z*,
B = ngF’lZ*

Observons que les opérateurs considérés dans les relations (2.22)-(2.23) sont bornés (et
les fonctions Coy (x), Coa (x) décroissent exponentiellement quand |z| — oo ). Par consé-
quent pour prouver chaque relation, il suffit d’utiliser seulement un sous espace d’élé-
ments dense. Ainsi nous pouvons choisir tels éléments qui nous permettent le changement

d’ordre de lintégration dans (2.23), (2.24) et (2.26). Le lemme est ainst démontré. ®

Nous appelons 'opérateur
I'=5+V, V=A8 (2.28)

modele de Friedrichs dans l'espace H. Comme corollaire du Lemme 13 nous obtenons

que
L= 00

Vopérateur L : L?(D) — L?(D) (voir (2.1)) est unitairement équivalent au modeéle de

Friedrichs (2.28).

21



Chapitre 3

L’étude du spectre ponctuel de

’opérateur L

Dans ce chapitre on va étudier le spectre ponctuel de 'opérateur de transport L , en

utilisant le modéle de Friedrichs (voir 3).

3.1 Etude de la résolvante dans le cas ( — oo

L’étude du spectre de lopérateur L se réduit & celle de 'opérateur T et sera donnée
directement & partir de la résolvante .

Soit 'équation

(I'=C)p =1, o € H- arbitraire (3.1)
Comme T=25+A*B,
on a (S=Qu+A*Bp=1

or { ¢ R, l'opérateur S; = (S — ¢)™" est borné. D’ici résulte que
g+ S A D G (1.2)

FEn multipliant & ganche par B , on abtient (1 + BS A*)Byp — BSey

o
b



On note
K({()=1+BS5:A" (3.3)

Si K(C) est inversible alors By = K (¢)™'BS¢v et en substiuant dans (2.2) on obtient
Top = (T — Q)™ = ¢ = Setb — SATK() " BSc) (3.4)
Par conséquent, les propriétes de la résolvante dépendent de celles de 'opérateur
K(¢{)— 1= BS;A* = CuF~' 2*S, ZFCyy (3.5)

Les prolongements analytiques de K({) par I'axe réel seront notés K4 (¢) et leurs noyaux

respectivement par ki (z,y, ().

Lemme 3.1.1 1) L'opérateur K(¢)—1: L*(R) — L*( R), ¢ ¢ R est compact et || K(¢) —
1| = 0, 7 — oo uniformément dans le domaine || > r, |Im(| > vy pour chaque vy > 0 ;
2) Lopérateur K(() — 1 admet un prolongement analytique au-dessus des demi-azes
(—00,0), (0,00) et || K=(C)—1]| — 0, [¢| — oo, uniformément dans le domaine |Im(| < &;

pour chaque g, < /2.

Démonstration : D’aprés (3.5) nous commengons & calculer Uopérateur Z*S. 2.

Soit ¢ € L*(R) alors (voir (2.7))

(ScZce)(s,pu) = siCC (5) , Im{ #0

et, en utilisant (2.11)

1

(Z*S,Ze)(7) = / ml Fe(r)dp = e(7) / md‘_“ 7 (3.6)

—1



Ainsi, I'opérateur Z*S;Z est un opérateur de multiplication dans L%(R) par la fonction

1

0= [ o= [ 2 cElblpL 3.7

Soit ( = o + iy, comme 1/(t — ()= (t —o+1in)/ ((t —a)?> +7?) et

/ dt T L0 1
————— = —EONT = ] 7T —0Q
[G=or+n Il 7" " N\7

nous obtenons

71 1
e (] = %signn +0 (7_2) ; T — 00. (3.8)

Ainsi, la fonction 7 — [(7,() est continue et est bornée dans R et appartient a L*(R).

Selon (3.5)—(3.6) nous avons
(K(¢) —1)h = CooF7YU(-,{)FCsh,  h € L*(R). (3.9)

Comme la fonction cgi(x) decroit exponentiellement alors la fonction g = Cj;h permet

de changer I'ordre de 'intégration dans 'expression suivante
&1 Xp

N
(F7(-.¢) Fg)(y) =§££§o / (7, () / e " g(a)dy | dr =
-N R
N
1 .
- 2—ﬁ&im/ /e”(yz)l(f,c)dj’ glz)de = (3.10)
R N

- 2%7 (/eiT(y_x]l(T,C)dT) g(x)dz.
R

R
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Finalement les relations (3.9)—(3.10) donnent

(K(Q) ~ Dh)(y) = / k@, Oh(z)dz, yeR, ImC#0  (3.11)

ol

k("["s Y, g) = %CO?(y)COl(I)I(y -, C): RTIS R (312)

et
T(u,¢) = f I(7,Q)e™dr,  Im(#0. (3.13)
R

Nous étudierons l'estimation pour || K(¢) — 1|2, i.e.

10= [ [ e OPdzdy,  Img£0 (3.14)

R R
pour le noyau k(z,y, (), Im¢ # 0 aussi bien pour ses prolongements analytiques k. (x, y, )
au-dessus et au dessous de 'axe réel /m({ = 0. Les propriétés analytiques de la fonction
I(7,¢) comme intégrale de Cauchy (voir (3.7)) sont simples dans la différence de la fonc-

tion Z(u, () (voir (3.12)). Ainsi, nous avons besoin d'une autre forme de Z(u, () :

T

e x r dt i T dt COS T
L(u;g)_/(/t_g) Tm_zf(/t_g T
R 0

K &= e

T dt cosT|u
_4(;/(/'[‘;2(:2) Tl |dT
0 0

Todt 0 dt Todt
Eneffet, [ — = [ —— 4+ [—— Soit u=—t=1t=—uetdi=—du
S it
0 dt 0y Lot dt
J ﬁ_-—.l = ___/'_—.I‘ r__.l 7~
7rt 5 T t 5 Oulg DLlL_.
1 1 4




L'intégration par parties donne

[ f(rl
Z(u, Q) =4</T2_égdr (3.15)
0
ou =
cost
7(0) = / Tsdt.
o
En plus, notons que nous avons besoin de 'estimation
[f(0)] <a;|nf|+ay, 0<O<1
, a (3.16)
|£(8)] < ik 6>1
pour certaines constantes a, aj, as .
Eneffet,si0 <f<1ona
1 1 d 00
cost — 1 i cost
f(&):/ : dt+/—+f—dt
[ t t
9 0 1
d’ot
P sin? L
H(0)] < 2/ "+ b+ O < )+ a
0
Si 6 > 1 alors on intégre par parties
[ d(sint) i
sint sint sint
0)= | —=— ——dt
o) = [T -2y [
8 & 9
d’ot '
sin dt a
o S T X T,
o< |5+ [ 5 <3
0
1) f::nit (.- - 0 | 'i'“_ll‘ Nmm alloma Aémentrer dana le caa L -.,ai N n'l'liu' [OCL i']n.lu,luo_— 15 ) ﬂ 1]
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existe 7 > 0 tel que
I({)<é, ¢(=0+irg, |¢|>7, |70|> 0. (3.17)

Nous avons (voir (3.15))

1 [ £(ulr) /Dof(lulT)
=7 = ~dT — dr: 3.18
570 = [ D0 - [ LE (3.18)
0 0
Comme |0| = |Re(| — oo i.e. @ — 400 et § — —oo alors 'estimation des deux intégrales

coincide ( Im{ = 7o change de signe seulement). Ainsi, nous considérons la premiére
intégrale seulement.

Soit N > 0 — valeur arbitraire et

v dr T7 dr
0] )= = G/ v / i =B+ L. (319)

Nous considérons dans (3.14) le noyau
: 1 — T .
k, 9, €) = —coaly)eon (@) [y — i, €) + Laly =, ()]
Comme |Z; + T,|? < 2 (|Z1]* + |Z2|*) alors nous avons pour 1 > 0 arbitraire

THO < [ [ lenlw)en )P 5w ) dwdy+
B

R

+ /]+// |c02(y)c01(:f;)}2|1'2(u,C)|2d:z;dy:kl—{!.12-i-k3, v=y—2z (3.20)

;u| <1y Ju| =1

1 1
Nous choisissons les nombres p, g tels que p > 2, 1 < g < 2, — + - = 1. Soit d; > 0 est
Py

wne certaine valewr gque nous allons préciser plus lom.

[Sw]
~1



Nous choisissons 7 > 0 tel que

2
/ wdz dy<é, u=y—=zx (3.22)

[ul <n Iy - mlp

alors ko < MZM?(vp)6;.Dans le domaine |u| > 7 nous changeons l’estimation (3.21)

comme suit :

mol< ([ irord) ® o) < ( / “lrora) * M)

[u| N FU[ Ik N

La valeur 7 est définie par d; dans (3.22), maintenant nous définissons N, > 0 tel que

(/m|f(t)|pdt)p< 5, N>N,

il
7? P
N

Alors

ks < M3 (1v9)6; // lcoa(y)cor () |Pdr dy < CME(vo)d1, C = const

[u| >

Nous définissons 4, > 0 par ¢ comme suit

Al o
| ro

=5 (ky + kg + k) < = (My + MEM? (o) + CMZ (v0))61 < 6,
i

=

aprés nous définissons Ny, 1, N>, et nous obtenons (3.17) de (3.20) pour || > 2 max(Ny, N,),
i.e. pour || > 7 ot 7 = 2max(N;, N»), ce qui prouve 1).

2) Nous passons aux opérateurs K= (¢) — 1 (voir (3.11)—(3.12), (3.18)). Evidemment,
il suffit de considérer seulement la prolongation de K_(() — 1 au-dessus du demi-axe
(0,00) . Nous fixons un point zp — oo + i€g tel que og > 0, 1 < gy < &/2. Soit
') = {szy, 0 < s < 1} un segment de droite lequel joint l'origine avec zy = o + igq et
Py — e kg, og <00« oo} la diaile Tionizonlale e g josgnd Tinfing Wons nolons

I'=T47UT;. Soit £ le domaine localisé au dessus du contour I.
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Evidemment (voir (3.12))

(K- =) = [ k(@ y.Ohle)dz, yeR, (O

ou
k(09,0 = e @T_(y-2,0), wycR (0
et
L oo [ [ A,
if_(u, g) = rﬁdz— ; 7‘+C d:‘, CGQ (323)

Nous devons prouver, que I(8) = [ [; [co2(y)cor (z)*|Z-(y—z, 0+i7o)Pdzdy — 0, 6 —
+o00 uniformément si |7g| < €.

Le second terme dans (3.23) admet une simple estimation (¢ = 6 + i7g)

[ 20420 < ( [istunpen

My
0, 88—+
|u|p / Et-l-ngq = Bk

ol

uniformément si |7o| < ¢, ¢t la partic correspondante de I(f) tend aussi vers zéro si
f — +oo ( analogue & 'estimation de k).
Le premier terme dans (3.23) contient une valeur f(|u|z) (o z = ¢ + i7) de la

prolongation de la fonction

Ici, pour déformer le contour de I'intégration nous utilisons la ligne verticale ¢ = |u|(g +

i2), 0 < §+'7, alors
oo ) |ule T
cos t t ; g cOS( |
f(lulz -f"OStdt f“’b dt | /wb dt — f(|ulo) z’/‘—"Mds.
R t ’ o+ s
|ae] = J1u]er Jul= 0
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Il reste a estimer la partie de /() correspondant a la fonction ( z =

f(l“|z) f |u]cr fjﬂ o757 dz = T (u, ) — iZy(u, ()

Z*C

ou

Fillalse 5] = [wds_

o +1is
0

Nous commencons par la fonction

Tu(u,0) :/fz(lil?d““ fz(lflz)dz

F1 I'a

a) Sur I'; nous avons
z = szg = 8$(og + i) = 0 + iT, dz = zyds

Ainsi
1

f(ulo) . /meuﬁ gl

X P — <
> 7(‘ <7<l |”7 C
ry

[ulaa
|Z()| 1 /
= — _— dt
000 -g1|;70 ¢l |ul £

D’apres (3.16) nous obtenons

I aln|ul| +h ] 5 1
= [ 1fmlar < K %
[ 5 cllnfu)| +d, |u<—

Tn

00w, b, ¢, d — cerlaines constanies.

T wfTel

i
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1) |u]00<l, 0<7<|ulog <1
B Oldr < & 17 [an nr| + a] dr = a100 [In [u] o] + (a1 + a2) 0
2) lulog > 1

ﬁfnim()_ﬁ Uol+flm} SI%I [b—l—/llul%gd'r} =|—%[b+aln|ulau].

Ainsi, la partie correspondante de /(f) est finie et, comme

max . — 0, 8 — +oo0,
071 |12{) T (9+E/U)f

tend vers zéro si § — 400 uniformément si |7¢| < £;.

b) Sur I'; nous avons
z=0+1gy, 0>09, dz=do [3:2%)

par conséquent

/f!ula [ fdo)
o+1g9—C

o0
Cubba toktgealvr o Tac O forve oo Prodepeadee CULEY, A Toec o b voreenpen ke
de 7(f) tend vers zéro si # — +oo uniformément si |Im(| < ;.

Il reste & considérer la fonction (voir (3.25))
fo Iul a.7) :
Lol ) = z=oc+ir, I'=T1UTl, (3.28)

Comme | cos(|ul(o + zs))| <els s>0

m rffet,

8?’Eu|(o’+is) +e—i!u|(o’+is) e luls +e[u|8

2

ilu| —|u —il|u|o uls
e e8]+ fee] o] _
2 - 2

2

cos(|u|(e+is)) =

clu!s [ clu\s

s t“”l'. 8.0,
2
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Alors

ful 1 | 7 T\?
=" In|— + (—) +1
(o} g

g T

i ds
ul,o, T <elul"/ —_
|f0ﬂ | ‘)! = 2 \/82—3-_0'2

3
a) Sur I';,d’aprés ( 3.26) nous avons — =2 const, par conséquent
F (o} Jp

|dz|

Jo(lul, o, 7) Ju| f
g Celveo ——— —0, 0— 40
Ty JZ_ (9+1T0)|

—_—dz

m &—d

uniformément si || < £; o nous utilisons le fait que le contour I'; est borné.

Le facteur el*#0 = elv=l%0 n*influt pas sur la convergence de la partie correspondante
de I'intégrale (3.24) puisque gq < ¢.

b) Sur I'y, d’apres (3.27) nous avons z = o + igg, 50 T = &g et

= cos(|u|(o + is))

fo(lul, o, &) 2/0 b b ds

Le contour I'; est non borné, la valeur

1 1 1
Sup ——— = sup — = . Ty LELE
zerlz |z =¢|  zers|lz—(8+iT0)] e0—To S

ne tend vers zéro si @ — 4o of Pestimation évidente fo(|u|, 7, 79) — O (%), T — 400 est
suffisante pour obtenir la convergence seulement de l'intégrale (3.28).

En effet,

Vitz—1w g, z—0

frB 136 o

m(l+7)vr, —0 In|l
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Ainsi, nous décomposons la fonction en deux termes :

1 1
—} ds+

o+is o

mmmm—ﬁﬁmwwwm[

2 |u|50 3 o\
+B—lash 5 €05 (|'u-|o + %|U'|‘2‘) = fillulo) + fa(|u|o)
En effet,
€0
f cos(|u|(o + is))ds = sin[ul(o +15)) e
° iful
.7ﬁ@wWH%m_de:ﬁﬁﬁﬂ%mwwﬂ%ﬂp

i 5h|u|£° cos(|ulo + 1lul‘s"") puisque sinia = 5 (e*® — g7H@) =

1

% (67 —e”) =isha,

L’intégrale sur I'; avec le terme fi(|ul, ) admet Pestimation

= d
fl”ulzo-)dz‘ & Ceaolu/ e —0, (=0+irg— 00

r, 2—¢ o?|o + igg — (|

uniformément si |7y| < £; ( majorante integrable tendant vers zéro) et d’aprés I'inégalité
€0 < € sa valeur satisfait (3.24) (voir (3.23) aussi).

L’intégrale sur I'y avec le terme f5(|ul, o) est décomposée comme la somme

oo TS
B0y, 2 g e [ ol 4i018)
n, Z—( | 2 Joy Olo+ieg—C)
1 {’M'Eg pulsg foo e'i!u|o' e j‘ —1|ula
- —u ) _ pe _ -
|u|bh 2 [P Jﬂ of(o“+i50~q)(ﬂ+p oo +igg — ) “

Il suffit de considérer dans cette somme le secoud terine seulement el U'aulre terme sera

donné par analogic. Soit

F(|u

oo eft]uia
:C)[ e (3.29)

, oo iy ()
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La partie correspondante de I(#) (voir (3.29)) est

X/R/]R|C02(y)cm($)l2izsh2@'5'“[50’F(IUI:C)FdxdyS

|ul

= CfRfReXP (—2[e(jz| + |y]) — eolul)) |F(lul, O)Pdzdy, w=y—=

Le changement de variables
Y=y~
v=y+uz,

la relation élémentaire

1 .
5 nfle(fo —ul + [v +ul) = 2e0]u] = (¢ = £0)lv]

et la condition £g < £ donnent

X<C / exp(— (e — £0) ) j P (], ¢)[2du

en effet,
Soit
X =¢e(Jv—u| + |v+ul) = 20|y
a)u>0, —u<v<u, lu—v|=u—vet|lu+v=u+v

X=c(u—v+u+v)—2eu=2eu—2equ=2(—cp)u>2(—¢)|v|
b)v>u,v>—-u=v>|ul,—|u>-v

X =e(v—u+v+u)—2gu| = 2ev—2¢¢ |u| > 2ev—2e0v = 2v (e — ¢) = 2 (e — &) |v]
c)v< —u,v>uu<l=—v<—u=—u<|v
X=e(w—ut+v+u)+2u=—2eu+2u=—2u(e—eq) >2(c— &) |v]

djve wveu—=ve |ul,ve0

X =c(u—v+ut+v)—2¢|ul = —2ev — 2 [u| > —2ev + 2gqv = —2v(e — &) =

2(: = e) o
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De la propriété de la transformation de Fourier nous obtenons de (3.29)

o do
F(lul,OPPdu < C 0, 68—
Lrw 0Pt [ s 0 8 o

uniformément si |7o| < £; donc la relation est prouvée(3.29), i.e. 2).
En effet, si on pose
1

o(o +igg — ()’
0, o < ag

G)Jg
gl(o) =

puisque la transformation de Fourier est bornée alors on a

I7gl” < C llglf?

Ici nous utilisons encore I'existence de la majorante intégrable pour la fonction sous le

signe de l'intégrale.

Le lemume est ainsi démontré.

Comme corollaire nous notons que les calenls sont plus compliqués que dans le eas dn

modele de Friedrichs dans le cas scalaire (voir par ex. [R]-[13]). =

3.2 Etude de la résolvante dans le cas ( — 0

Nous allons obtenir la limite principale du comportement asymptotique du noyau de

Uopérateur K () — 1 si ( — 0 et étudier I'opérateur inverse K(s)~! avec la condition

supplémentaire sur le polenticl cg(x) (voir (3.1)). Ce nayan eat (voir (3 1), (2 15))

: i
l?‘J;("‘t‘: Y, C) = Z_W%Q(y)cﬂl(a:)z(uﬁ C), U=y—I

Soit d > 0 — une valeur arbitraire et _ = {{ : || < 6, Im( <0, ¢ # 0} (rvespecti-
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vement {2, pour Im( = 0). Nous avons besoin de 'estimation (uniforme) de la fonction

Z(u, () dans le domaine Q..

Nous notons par In (¢ la branche continue de la fonction dans le domaine ¢ ¢ (0, o)

tel que In(—1) = 7.

Lemme 3.2.1 Soitp > 1 et ( = o+ € Qu, alors il existe la constante C > 0 tel que
T(u,C) = v(¢) + Zo(u, ¢) ( Zoest borné par rapport a ¢ ) (3.31)

ou y(¢) = —wisignvIn( et

[To(w. Q)] < C l+1u|}, (e, ful€(0,00) (3:32)

u\r

Démonstration : Nous allons d’abord, étudier ’estimation pour Im( # 0 et aprés
cela nous vérifierons I'inégalité correspondante quand Im({ — +0, ReC = const. D’aprés

(3.20)—(3.21)

(f / ) |u|£ CC dt = I (u, Q) + In(u, (), Im(#0

[1 N f(lult)tz%cgzdt <
< ( I If'(l'ult)lpdi); ( | =

Ici

|Z2(w, Q)] =

& N3
% ['a)

[ st - /| Fort e o [T —
o1 «

Evidemment, la fonction Iy(wu, () admet 'estimation de type (3.32) (estunation de f(t)

ou

voir dans (3.16)).



Apres

B . 216 B L ®cosT | 2¢
Il(u,C)—/D f(|u|t)mdt—/0 (Lét - d:)tz_gzdt,

Ici nous changeons 1'ordre de l'intégration

[ eosT mMo2¢ 2 *eosgr oo s
Il(u,g)—/n % (/O t—z—Czdt) d7 +/iu| - (/c; t2—42dt> dr =

= Fi(u, () + Fa(u, () (3-34)
Si ¢ = o + 10 alors
6 2 2
2( 1, (8—0)+v , f—o 0+ao

zdt = —In ————— + i | arctg —— + arctg —— 3.35
/o 7 2ln(0+g)2+y2+7 arctg = + arctg > ( )

Nous noterons cette fonction par

o
_ 2¢
E(6,0) = ] i (3.36)
0

Il est evident que la fonction est bornée d’apres (3.35) dans les domaines Q... En utilisant

'estimation (3.16) de la fonction f(7) , nous obtenons la valeur C' > 0 tel que pour { € Q.

E, |u| > 1
|Fa(w, O = £ (le) B, Of < ¢ Il (3.37)
C(l+|Inlu|]), |ul<1
le changement de variables 8 = |~;-| donne (voir (3.34))
1 1 1 sin? i)
0s sin*
Fu,¢)=[22 |“[E(9, Q)do = [1E(0,¢)df — 2 [ —2—E(9,()df =
0 0

0
() + Gulu, ()
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0°u? 1 O] 1
Soit |u| > 1 alors sin® A < —iffe(0,= ]| et sin? ol <liffe . Ainsi
2 4 |2 2 Jul \

nous obtenons facilement la constante C' > 0 telle que

L ol .
(Galw, O) C/sm C(l+1Inful), |ul>1 . (3.38)
4 C, lu| <1

Nous posons (5 = Le changement ¢ = |(|s dans 'intégrale (3.36) donne E(6.() =
0

m.

0 . . ;
E (m (o | et le changement f = |¢|ev dans Tintégrale snivante donne

1

1
Gi(¢) = fg (0,¢)d ng(lq,c,g)de
| 1 : Hl
E(CL’, Qo)da’ = _E((T:CD)da_l_ —E(Gf CU)
0 [ ame s [

Comme E(«, () = O(a), @ — +0 nous obtenons

1
1<

Gi(¢) = [ 3Eleda+ O, Il =0, (3.39)

D’apres (3.35)—(3.36)

¢

E(o0, () = misigny, L= i

et

E(a, (o) = E(o0, (o) _/ %o ds = E(o0,(,) + O (é) , @ — 00.

2 —(?
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Substitutant dans (3.39) nous obtenons

o
d
G1(¢) = F(0,¢p) / 5—0—0(1) = —E(00,(y) In|¢|+0(1) = —misignvIn(+O(1), [(j— 0

1

ce qui prouve la décomposition (3.31). L’estimation (3.37) résulte de I’estimation (3.33),
(3.37)—(3.38). Nous trouvons la méme estimation si ( = ¢ +iv — o +4.0. Le lemme est

ainsi démontré.

Lemme 3.2.2 Soient les domaines 1y donnés avec le rayon e, alors il eziste Cy(e) > 0

telle que
K(¢) =1 =~(¢)( con)r2mcoz + Q(Q): (2.40)
Y(() = —wisignvIn(, (=oc+ive Q.
o lopérateur Q(() : L*(R) — L*(R) admel Ueslimalion
1R < Co(e)llcoll; € €0 (3.41)

1/2
ot leoll: = ( [ leo(@)Peeiaz )
R ¥,

Démonstration : Nous substituons (3.31) dans (3.30) alors

(KO - D1 0) = 5 [ el @O +Toly = 2. O ) =

1

= Q_W’T(O(f: co1)co2(y) + QO f(y), f€ L*(R)

ol (nous utilisons (3.32) avec p > 4)

1

472

1QIOI < f / lcoa () (@) To(y — 2, 0)Pdz dy <
<G [ [ lenten(@f [lv—ai + (- 2] dedy <
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< Cole)? ( [ [ tetwPlen(a)P exp 22(1a] + o) d dy)w "

— Cole)? f oo ) el da

ou
b 1

P 1/2
cue=Cx ([ [ r=al + (v =] expl-2e(ol + Dl dn
R JR
Ici nous utilisons les relations |co1 ()| = |co2()| = |co(z)|*/2. D’aprés le Lemme 3.2.1,
I'estimation (3.41) est satisfaite pour les valeurs limites J1.(0) aussi. Le lemme est ainsi

démontré. m ®

3.3 Spectre ponctuel de 'opérateur L

Notons que la constante Cy(e) dans (3.41) ne dépend pas de l'opérateur L. Nous
introduisons la constante C(g) = 1/(3Cy(e)) laquelle définit le sous-ensemble suivant

N c I*(R) :

A h(z)dz / [ Ih@)] dm} (3.42)

Théoreme 3.3.1 Pour chaque potentiel co € N 1l existe § > 0 tel que Uopérateur T'

N = {h € L*(R) : ||h]|: € Cle)

(voir (2.28)) n'a pas de spectre ponctuel dans le domaine 0 < [(| < 9.

Démonstration : L’opérateur K(¢) — 1: L*(R) — L*(R) Im( # 0 est compact
(voir Lemme 3.1.1). Par conséquent si L’opérateur K (() est inversible alors l'inverse
K(¢)™! est un opérateur borné (voir (8], 1.2.1 th), alors { € p(L) (voir (3.4), (2.21),
(2.11)).

Supposons que K(()c =0, alors (voir (3.40))

¢+ 7{(¢) (e, cor) L2 @ycoz + Q(C)e = 0, Im(#0, (#0. (3.43)
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Multiplions par ¢; nous obtenons
(e, cor) 2wy [1 4 ¥(€) (o2, cor) r2my) + (Q(C)e, cor)z2my) = 0
co € N ( voir (3.42)) alors (cos, co1)r2(r) 7 0 ol
(o) = | V@i = | afo)io (3.44)
Evidemment 1 + (¢)(coz2, co1)z2®) 2 0 et (voir (3.43))
c+ @Q1(¢)c=0 (3.45)

ou
- YE(Q(C)e, COI)LQ(R)
1+ (¢)(coz; CUI)LZ{R)

Q1(¢) = coz + Q(Q)c

L’équation K({)c = 0 n’ a pas de solution ¢ # 0 si [|Q;(¢)]| < 1 (voir (3.45)). Comme

¥(¢) — o0, |¢] — 0 nous obtenons la valeur dy > 0 telle que

3

} ) ‘- Kl <
L+ v(¢)(co2, co1) z2(m) 2|(co2, co1) 2®)|
Soit (€)( ), I'inégalite a5 Y] se abontittig iz| >3
it z= 2, g —. le. |- z j
7(€)(coz, co1), I'inégalité e 50 e |- 5 est satisfaite si |z ou
G R a— (3.46)
|(CUQ:CDI)L2(R)| )
Soit § = min(e, dp), alors pour |¢| < § d’aprés (3.41) nous avons
3||cor || 2wy || coz || 22 (= 5lcor || 2wy |l coz || L2
IR (Il < QU2 O 1] Q)N < EEEL® Co ) lleolle

2|(co2, co1) 22 (®)| 2|(co2, co1) L2 (m)|



Tci

1/2 1/2
umm%wmmm—(LMMm%@ (LMMW@) —Lmqu

Comme ¢y € N nous avons 'estimation (3.42), par conséquent (C(()Cp(¢) = 1/3)

5
QI < G0 =3 <1, 0<Icl <8, ImCA0

Ainsi, Tapératenr inverse K ~1(() eviste et ( € p(T.) Fvidemment nous avons la méme
estimation pour l'opérateur K. (¢) — 1, 0 < 0 < 4.

Le théoréme est démontré. m

Nous appelons la singularité spectrale de 'opérateur 7" un pdle généralisé oo € R\ {0}
des fonctions o — (Tap, ¥) 1, 00 (Tatp, ¥)1 = Hm (Tosicp, )i, To = (T = ()77 et les
fonctions o, ¥ sont indéfiniment dérivables sur R.

En raison de I'équivalence unitaire ULU ™ = T (voir le lemme 2.2.1) nous définissons
la singularité spectrale de 'opérator L comme la singularité spectrale de son modéle de
Friedrichs T = S + V.

L’ensemble de toutes les valeurs propres et singularités spectrales d'un opérateur

s'appelle le spectre ponctuel de cet opérateur. Nous n’étudions pas { = 0 comme point

du spectre.

Lemme 3.3.1 La valeur propre (,, Im(, # 0 et la singularité spectrale oy € R\ {0}
de l'opérateur sont respectivement péles de la fonction opératorielle K(¢)™', Im¢ # 0 et

son prolongement analytique K, (0)™! ou K_(o)™!, c € R\ {0}.

Démonstration : D’aprés la représentation (3.4) chaque point singulier ¢, de la
résolvante ( — T est un point singulier de la fonction ( — K(¢)~'. D’apres le lemme 14
il existe M > 0 tel que I'opérateur K ({)~* existe si || > M, Im( # 0. D’aprés le théoréme
bien connu sur la fonction opératorielle holomorphe (th 1.2.1) (voir [4]) le point singulier

de K(¢)™* est un pole. La singularité spectrale est considéré par analogie.
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Le lemme est démontré m

Théoréme 3.3.2 Le spectre ponctuel de U'opérateur L est fini pour tout potentiel co(x)

ezponentiellement décroissant de l'ensemble N C L*(0,00) (voir (3.42)).

Démonstration : Evidemment, il est suffisant de démontrer le contenu du théoréme
pour 'opérateur 7. D’aprés le lemme 3.1.1 et le théoréme 1 le spectre ponctuel ¢ # 0 ap-
partient au domaine {¢ : 0 < |¢| < r} pour certains d, r > 0. D’ou ce domaine ne contient
aucun point d’accumulation de poles des fonctions K(¢)™!, i.e. le point d’accumulation
du spectre ponctuel de I'opérateur T

Le théoréme est démontré. m
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Conclusion générale

Nous avons obtenu que le spectre ponctuel de I'opérateur L est fini pour un potentiel

co(x) exponentiellement décroissant a valeur complexe qui satisfait la condition
1/2
(f 160(3:){2625“61’3:) < C(e) fco(sc)da: // |co(z)| dx
R ® B

Notons que le membre droit de cette inégalité résulte du fait que le spectre ponctuel

(voir Position du probléme).

est fini au voisinage de 1'origine du plan complexe. Nous utilisons la décomposition (3.31)
semblable aux travaux [7],[6],[11], mais notre démonstration de ’estimation pour I’opé-
ratenr K(¢) — 1 est assez compliquée. On peut considérer que le théoréme 3.3.2 résulte
en o certain sens de [10],[9], on le madele de Friedrichs a été étndié dans le cas scalaire
sur la droite. Pour ouvrir des perspectives de recherche, nous proposons de transformer
le probléme initial dans le modéle de Friedrichs afin de montrer que le spectre est fini
ot on peut trouver le comportement asymptotique des solutions de certaines équations
d’evolution.

Nous envisageons dans I’avenir d’essayer de trouver une asymptotique pour 'opéra-

teur de transport.
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