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Résumé

Dans cette étude, on utilise deux méthodes numériques  pour résoudre une équation intégrale 

de première espèce. La  première est basée sur la méthode de collocation régularisée, et la 

seconde emploie les approximations de Sinc combiné avec une procédure de régularisation de 

type Tikhonov. 

Il a été montré que ces méthodes peuvent nous fournir des solutions  approximatives précises. 

Dans cette investigation, on montre des résultats de  convergence pour ces approches, et on 

donne le bilan d'erreur. Enfin, des exemples numériques sont inclus pour  démontrer la 

validité et l'applicabilité de ces techniques d'approximation. 

 

Abstract

In this study, we use two  numerical methods for solving an integral equation of the first kind. 

The first method is based on regularized collocation method, and the second is the regularized 

Sinc-Collocation. 

It was shown that these methods can provide us  accurate approximate solutions. We show a 

convergence results for these methods, and we give the error estimates. Finally, numerical 

examples are included to demonstrate the validity and applicability of these approaches. 
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Introduction

Thème de recherche

Plusieurs problèmes inverses en sciences et technologie définis sur un espace unidimensionnel, peuvent être

modélisés par des équations intégrales de Fredholm de première espèce, i.e., des équations de la forme :

K f (t )=
b∫

a

k(t , s) f (s)ds = g (t ), (IEFK)

où k(., .) ∈ L2(a,b) est le noyau, qui est en général non dégénéré, g ∈ L2(a,b) est la donnée et f ∈ L2(a,b) est

l’inconnu recherché.

Ces problèmes sont mal posés au sens de Hadamard, et leur traitement numérique pose un problème très

délicat 1.

Dans la littératuremathématique, plusieurs méthodes numériques ont été développées pour traiter cette caté-

gorie de problèmes instables [10].

Parmi ces méthodes, on distingue deux variétés les plus utilisées : les méthodes de quadrature-collocation

(méthodes de Nyström) qui sont basées sur l’approximation numérique des intégrales par des sommes pondé-

rées supportées sur un ensembles de points (noeuds). La seconde variété est connue sous le nomméthode de

Galerkin (méthodes de projection) qui consiste à projeter l’équation sur un sous-espace de dimension finie,

où la solution recherchée s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de base de cet espace [10].

Dans les deux cas, il a été démontré que le taux de convergence de ces méthodes est d’ordre polynômial, i.e.,

de la formeO(1/Np ), p ≥ 1, où N représente la dimension finie de l’espace dans sur lequel se fait la projection

ou le nombre de points de la formule de quadrature.

Dans [29], il a été démontré, que pour une certaine classe de fonctions assez régulières, l’approximation de

Sinc donne un taux de convergence exponentiel, i.e., de la forme O(e−c
p
N ), c > 0. Ce résultat a été ensuite

exploité avec succès, pour approcher numériquement beaucoup de problèmes d’EDP, d’équations intégrales

de deuxième espèce. Les résultats obtenus ont montré l’efficacité de la méthode de Sinc-Collocation comme

1. Les problèmes mal-posés sont les plus contraignants d’un point de vue pratique mais les plus attrayants d’un point

de vue mathématique

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



8 Introduction

un outil d’approximation numérique. Récemment, dans les travaux [19, 20, Maleknejad et all, 2010, 2011], les

auteurs ont appliqué cette dernière à une classe d’équations intégrales de première espèce, où ils ont montré

des résultats de convergence, et ont justifié numériquement la validité de la méthode.

Le présent travail est une continuité dans la même direction. Dans notre investigation, on propose l’étude de

laméthode de Sinc-Collocation régularisée, i.e., la méthode de Sinc-Collocation combinée avec une procédure

de régularisation de type Tikhonov. Onmontre la convergence de cette approche, et on donne le bilan d’erreur

justifié par des expérimentations numériques.

Contenu dumémoire

Le présent travail porte sur l’étude numérique d’une classe d’équations intégrales de première espèce.

Le mémoire est composé de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré au vocabulaire lié à cette thé-

matique, et les autres constituent la contribution principale de la problématique étudiée dans ce mémoire de

recherche.

Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques résultats de la théorie de Riesz Fredholm pour les opérateurs com-

pacts, et les théorèmes de diagonalisation.

On donne aussi un aperçu sur les problèmes inverses et les problèmes mal posés pour faciliter la lecture et

comprendre le caractère mal posé des équations intégrales de première espèce.

Pour les méthodes d’intégration numérique, on a rappelé uniquement les méthodes de base.

Le chapitre 2 est une décortication de l’article "Regularized collocation method for Fredholm integral equa-

tions of the first kind" de NAIR et PEREVERZEV " J. Complex., (2007)", qui traite la méthode de collocation régu-

larisée appliquée à une équation intégrale de première espèce. On doit mentionné ici que dans cet article, les

auteurs ont donné uniquement l’analyse théorique de laméthode. Notre contribution c’était donc la validation

numérique de cette approche par des exemples concrets.

Quant au chapitre 3, on développe la méthode de Sinc-Collocation combinée avec une procédure de régu-

larisation de Tikhonov. Notre contribution est originale et généralise les travaux qui ont étés développés par

Maleknejad et all 2010,2011.
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1

Rappels et notations

1.1 Equations intégrales

1.1.1 Opérateurs compacts et théorie de Riesz-Fredholm

On se place dans un cadre normé (E1 −→ E2), où E1 et E2 sont deux espaces de Banach sur K = R ou C, les

normes sont notées respectivement par ‖.‖1, ‖.‖2.

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire est une application A : D(A) ⊆ E1 −→ E2 linéaire, où D(A) est le do-

maine de définition de l’application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de E1, que l’on suppose en

général dense dans E1. L’opérateur A :D(A)= E1 −→ E2 est dit borné si la quantité

‖A‖ = sup
{
‖Au‖E2 , u ∈D(A), ‖u‖E1 = 1

}

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D(A), et lorsque D(A) est dense dans E1, A

s’étend de manière unique à un opérateur borné sur E1.

Notations. On note par L (E1,E2) (resp. L (E) si E = E1 = E2) l’espace vectoriel des applications (opérateurs)

linéaires continues de E1 dans E2 (resp. des endomorphismes continus de E), que l’on munit de la norme (de la

convergence uniforme) définie par :

A ∈L (E1,E2), ‖A‖ = sup
0 6=u∈E1

‖Au‖E2
‖u‖E1

.

On vérifie que, si E2 est un espace de Banach (complet), alorsL (E1,E2) est un espace de Banach.

• Tout opérateur A est complètement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vectoriel de E1×E2

défini par G(A)=
{
(v, Av), v ∈D(A)

}
.

Pour tout opérateur linéaire A :D(A)⊆ E1 −→ E2, on note par :

N(A)=
{
h ∈D(A), Ah = 0

}
(noyau de A), R(A)=

{
h2 = Ah1, h1 ∈D(A)

}
(image de A).

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



10 Rappels et notations

Définition 1.1.2. Soient E et F deux espaces de Banach. Une application T ∈ L(E ,F ) est dite compacte si

l’image T (BE (0,1)) par l’application T de la boule unité de E est relativement compacte, i.e., T (BE (0,1)) est

un ensemble compact pour la topologie forte de F ⇐⇒ Pour toute suite bornée (xn) de E , la suite (T xn) admet

une sous-suite qui converge dans F .

On note K (E ,F ) (resp. K (E) si E = F ) l’ensemble des applications linéaires compactes de E dans F .

Si dim(R(T )) est finie, on dit alors que T est de rang fini. On noteK0(E ,F ) (resp.K0(E) si E = F ) l’ensemble des

applications linéaires de rang fini de E dans F .

Remarque 1.1.1. Il est clair que tout opérateur T de rang fini est compact. En effet, l’ensemble T (BE (0,1)) est

alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de dimension finie, donc il est relativement compact (tous e.v.n

de dimension finie est localement compact).

La proposition suivante donne des propriétés fondamentales de stabilité des opérateurs compacts.

Proposition 1.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach. Alors :

(i ) K (E ,F ) est un sous-espace vectoriel fermé de L (E ,F ).

(i i ) Soient E, F et G des espaces de Banach, S ∈ L (E ,F ) et T ∈ L (F,G). Si S ou T est compacte alors TS est

compacte. En particulier, K (E) est un idéal bilatère de L (E).

Proposition 1.1.2. Soit T un opérateur continu de l’espace de Hilbert H1 dans l’espace de Hilbert H2. Les deux

énoncés suivants sont équivalents :

(i ) T est compact.

(i i ) Pour toute suite (xn)⊂H1, on a xn * x =⇒ T xn −→ T x.

Théorème 1.1.1. Soit T un opérateur continu de l’espace de Hilbert H1 dans l’espace de Hilbert H2. Les deux

énoncés suivants sont équivalents :

(i ) T est compact.

(i i ) Pour toute suite orthonormale (en)⊂H1, on a Ten −→ 0.

Proposition 1.1.3. Soit T un opérateur borné de l’espace de Hilbert H1 vers l’espace de Hilbert H2. Alors T est

compact si et seulement si T ∗ est compact.

Théorème1.1.2. K (H)=K0(H), i.e., pour tout T ∈K (H) il existe une suite (Tn)⊂K0(H) telle que ‖T−Tn‖ −→

0 quand n −→∞.

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



1.1 Equations intégrales 11

1.1.2 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Théorème 1.1.3. [Alternative de Fredholm : V1]Soit T ∈L (H1,H2). On a les propriétés suivantes :

(i ) N(T )=R
(
T ∗)⊥

.

(i i ) N
(
T ∗)

=R(T )⊥ .

(i i i ) R(T )=N
(
T ∗)⊥

.

(i v) R(T ∗)=N(T )⊥ .

Théorème 1.1.4. [Alternative de Fredholm : V2] Soient T ∈L (H) un opérateur compact et λ 6= 0. On a

(i ) N (T −λI ) est de dimension finie et dim(N (T −λI ))= dim(N (T ∗−λI )).

(i i ) R(T −λI ) est sous-espace fermé dans H.

(i i i ) R(T −λI )=R(T −λI )=N (T ∗−λI )⊥.

(i v) H =R(T −λI )⇐⇒N (T ∗−λI )= {0}⇐⇒N (T −λI )= {0}⇐⇒R(T ∗−λI )=H.

Théorème 1.1.5. Soit K ∈K (E) avec dim(E)=∞. Alors on a :

(a) 0 ∈σ(K ),

(b) σ(K )\{0}=σp (K )\{0},

(c) l’une des situations suivantes :

� ou bien σ(K )= {0},

� ou bien σ(K )\{0} est fini,

� ou bien σ(K )\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théorème 1.1.6. Soit H un espace de Hilbert séparable et A ∈K (H). Si A est hermitien (auto-adjoint), il existe

un ensembleΛ⊂C qui est fini ou dénombrable avec 0 commeunique valeur d’adhérence et des projections ortho-

gonales Pλ sur des espaces vectoriels fermés Nλ deux à deux orthogonaux, de dimension finie sauf éventuellement

pour λ= 0, tels que

A =
∑

λ∈Λ
λPλ, (1.1.1)

En fait,Λ=σ(A), Nλ =N(A−λI ) et H =
⊕

λ∈Λ
Nλ. En particulier, A a une valeur propre de module ‖A‖ = sup

λ∈Λ
|λ|.

Ce résultat vaut encore si A est normal lorsqueK=C| .

L’équation (1.1.1) signifie que pour tout ε> 0 il existeΛ1 ⊂Λ fini tel que

∥∥∥∥∥A−
∑

λ∈Λ1

λpλ

∥∥∥∥∥< ε.

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



12 Rappels et notations

Théorème 1.1.7. Soient H un espace séparable et A ∈ K (H). Il existe des systèmes orthonormés (v j ) et (w j ) et

une suite réelle (s j ) qui décroît vers 0 tels que

A(v)=
∑

s j
〈
v,v j

〉
w j pour tout v ∈H . (1.1.2)

En fait, les s j sont les valeurs propres de |A| répétées selon leur multiplicité et associées avec les vecteurs propres

v j : ce sont les valeurs singulières de A.

Théorème 1.1.8. On suppose que H est séparable. Soit T ∈ K (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors H

admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T :

∀x ∈H , x = x0+
∑

k≥1
(x, ek )ek , x0 ∈N(T ), T x =

∑

k≥1
λkek .

Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm

On suppose que H est séparable. Soit T ∈K (H) un opérateur auto-adjoint compact donnée par sa décompo-

sition spectrale :

∀h ∈H , h = h0+
∑

k≥1
(h, ek )ek , h0 ∈N(A), Th =

∑

k≥1
λkek .

Considérons l’équation

(T −λI ) f = g , (1.1.3)

où f = f0+
∞∑

n=1
fnen , g = g0+

∞∑

n=1
gnen sont deux vecteurs de H donnés.

• Si λ ∉σ(A), la solution de l’équation (1.1.3) est donnée par :

f =
∞∑

n=1

(
gn

λn −λ

)
en −

g0

λ
.

• Si λ=λs 6= 0, l’équation (1.1.3) n’a de solution que si gs = 0 (⇐⇒ g ∈N(T −λs I )
⊥ ) et dans ce cas les solutions

sont données par :

f =
[

∞∑

n 6=s

(
gn

λn −λ

)
en −

g0

λs

]
+Gs ,

oùGs est un élément arbitraire de N(T −λs I ).

• Si λ= 0, pour que l’équation T f = g ait une solution il faut et il suffit que

f0 = 0⇐⇒ f ∈N(T )⊥ =R(T )

et que la série
∞∑

n=1

|gn |2

λ2
n

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



1.1 Equations intégrales 13

soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par :

f =
[ ∞∑

n=1

(
gn

λn −λ

)
en

]
+G0,

oùG0 est un élément arbitraire de N(T ).

1.1.3 Equations intégrales de première espèce

Définition 1.1.3. [Opérateurs de Hilbert-Schmidt] Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que T ∈

L (H) est un opérateur deHilbert-Schmidt (onnoteT ∈Lhs(H) :=ensemble des opérateurs deHilbert-Schmidt

définis sur H s’il existe une base hilbertienne (en)n≥1 de H telle que
n=∞∑

n=1
‖Ten‖ <∞. On note cette quantité par

‖|T |‖hs.

Théorème 1.1.9. Soient H un espace de Hilbert séparable, et T ∈Lhs(H). On a :

(i ) Si ( fm)m≥1 est une autre base hilbertienne de H, alors

a
n=∞∑

n=1
‖Ten‖ =

m=∞∑

m=1
‖T ∗ fm‖.

b Pour toute base hilbertienne (êm)m≥1 de H,
n=∞∑

n=1
‖Ten‖ =

m=∞∑

m=1
‖T êm‖.

(i i ) T est compact.

(i i i ) On suppose que H = L2(Ω), oùΩ est un ouvert de RN . Soit k(., .) :Ω×Ω−→K(=R,C) une fonction L2(Ω×

Ω). Alors l’opérateur intégral défini par :

Ku(x)=
∫

Ω×Ω

k(x, y)u(y)dy

est compact.

(i v) Tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur H = L2(Ω) s’écrit de manière unique sous la forme K.

Considérons l’équation intégrale de Fredholm de première espèce (resp. de seconde espèce)

b∫

a

k(x, y) f (y)dy = g (x), (1.1.4)

f (x)−λ

b∫

a

k(x, y) f (y)dy = g (x), (1.1.5)

où le noyau k ∈ L2(]a,b[×]a,b[), le secondmembre g ∈ L2(a,b) et lemultiplicateurλ ∈C\{0} sont donnés. Notre

but est d’étudier l’existence d’une solution f ∈ L2(a,b) à ces équations et, si possible, de la représenter.

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



14 Rappels et notations

On sait que, sous la condition k ∈ L2(]a,b[×]a,b[), l’opérateur K défini dans H := L2(a,b) par :

K f (x) :=
b∫

a

k(x, y) f (y)dy, x ∈ [a,b]

est du type Hilbert-Schmidt (donc compact) et nous réduirons les équations intégrales envisagées aux formes

abstraites

K f = g , (I −λK) f = g ,

avec K compact dans un espace de Hilbert H .

Pour toutes fonctions f et g ∈ L2(a,b) une application du théorème de Fubini donne

〈K f ,g 〉 =
b∫

a




b∫

a

k(x, y) f (y)dy


g (x)dx =

b∫

a

f (y)dy




b∫

a

k(x, y)g (x)dx


dx =

b∫

a

f (y)dy




b∫

a

k(x, y)g (x)dx


dx = 〈 f ,K∗g 〉,

si bien que l’adjoint K∗ est défini par K∗g (x) =
b∫

a

k(y,x)g (y)dy et l’opérateur K est auto-adjoint ssi k(y,x) =

k(x, y) p.p. dans ]a,b[×]a,b[.

Une application directe de l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

‖K‖ ≤




b∫

a

b∫

a

|k(x, y)|dxdy




1
2

= ‖|k|‖hs.

Définition 1.1.4. On dit que λ 6= 0 est une valeur singulière de l’opérateur K si l’équation

(I −λK) f = 0

admet une solution f 6= 0 i.e., N (I −λK) 6= {0}. Comme cette équation s’écrit encore

(
1

λ
I −K

)
f , on voit que λ

est une valeur singulière de K si et seulement si µ =
1

λ
est une valeur propre de K. Les solutions non nulles

de (I −λK) f = 0 seront encore appelées éléments propres et le nombre d’éléments propres linéairement indé-

pendants associés à une même valeur singulière λ définit la multiplicité de celle-ci.

On sait bien qu’un opérateur compact K admet un nombre fini ou une suite de valeurs singulières dont les

modules croissent vers +∞. Chaque valeur singulière est de multiplicité finie et λ est valeur singulière de K si

et seulement si λ est valeur singulière de K∗, avec la mêmemultiplicité.

En vertu du Théorème (1.1.4), on déduit le résultat suivant connu sous le nom "alternative de Fredholm".
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1.1 Equations intégrales 15

Théorème 1.1.10. Soit K ∈K (H). Alors

(i ) Ou bien l’équation (I−λK) f = 0 n’admet que la solution f = 0
(
N (I−λK)= {0}

)
et l’équation (I−λK) f = g

admet une et une seule solution quel que soit le second membre g ∈H.

(i i ) Ou bien l’équation homogène (I −λK) f = 0 admet des solutions non nulles
(
N (I −λK) 6= {0}

)
et l’équation

(I −λK) f = g admet une solution si et seulement si le second membre g est orthogonal aux solutions de

l’équation homogène adjointe (I −λK∗) f = 0
(
g ∈N (I −λK∗)⊥

)
.

Preuve. Puisque λ 6= 0, l’équation (I −λK) f = g peut s’écrire

(
K−

1

λ
I

)
f =−

1

λ
g .

Dans la première éventualité,
1

λ
n’est pas une valeur propre de K et l’opérateur

(
K−

1

λ
I

)
est inversible dans

L (H), puisque pour un opérateur compact K, σ(K) = σp (K)∪ {0}. L’équation (I −λK) f = g admet donc une

solution unique donnée par f =−
1

λ

(
K−

1

λ
I

)−1
g .

Dans la seconde éventualité,
1

λ
est valeur propre de K et l’équation (I −λK) f = g n’est résoluble qu’à la condi-

tion nécessaire et suffisante

g ∈R

(
K−

1

λ
I

)
=N

(
K∗−

1

λ
I

)⊥
=N

(
I −λK∗

)⊥
.

On peut représenter la (les) solution(s) de l’équation non homogène de seconde espèce lorsque K est auto-

adjoint, i.e., la condition k(x, y)= k(y,x) est satisfaite.

Théorème 1.1.11. [Alternative de Fredholm] Soient H un espace de Hilbert séparable et K un opérateur auto-

adjoint compact. Notons λn =
1

µn
∈R les valeurs singulières de K, où (µn ,en) sont les couples propres de K, i.e.,

Ken =µnen , 〈en ,em〉 = δnm , ∀h ∈H ,h =
∞∑

n=1
〈h,en〉en +h0, h0 ∈N (K).

L’équation (I −λK) f = g s’écrit

∞∑

n=1
(1−λµn)〈 f ,en〉en + f0 =

∞∑

n=1
〈g ,en〉en + g0, f0,g0 ∈N (K).

• Si λ n’est pas une valeur singulière de K (⇐⇒
1

λ
∉σ(K)), alors

f = g0+
∞∑

n=1

〈g ,en〉
1−λµn

en = g0+
∞∑

n=1

〈g ,en〉
1− 1

λn
λ
en = g0+

∞∑

n=1

λn

λn −λ
〈g ,en〉en =

g0+
∞∑

n=1

λn −λ+λ

λn −λ
〈g ,en〉en = g0+

∞∑

n=1
〈g ,en〉en +

∞∑

n=1

λ

λn −λ
〈g ,en〉en = g +λ

∞∑

n=1

1

λn −λ
〈g ,en〉en .

Si λ n’est pas une valeur singulière de K, alors f = g +λ
∞∑

n=1

1

λn −λ
〈g ,en〉en .
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16 Rappels et notations

• Si λ est une valeur singulière de K, i.e., λ = λs =
1

µs
pour un certain s ∈ N. Alors l’équation (I −λK) f = g est

résoluble ssi g ∈R
(
K−µs

)
=N (K−µs)

⊥ =N (I −λsK)
⊥, et dans ce cas les solutions f sont données par

f = g +λ
∞∑

n = 1

λ 6=λs

1

λn −λ
〈g ,en〉en +Gs , où Gs ∈N (I −λsK).

Considéronsmaintenant l’équation de première espèce sous sa forme abstraiteK f = g , avecK opérateur com-

pact dans H séparable. Cette équation n’admet une solution que si g ∈R(K).

Proposition 1.1.4. On suppose que g ∈R(K)=N (K∗)⊥, alors on a

K f = g ⇐⇒K∗K f =K∗g . (GS)

Preuve. En effet, il est immédiat queK f = g =⇒K∗K f =K∗g et pour l’implication inverse, il suffit de remarquer

que

K∗K f =K∗g =⇒〈K∗K f ,h〉 = 〈K∗g ,h〉, ∀h ∈H

=⇒〈K f ,Kh〉 = 〈g ,Kh〉, ∀h ∈H

=⇒〈K f , ĥ〉 = 〈g , ĥ〉, ∀ĥ ∈R(K)

=⇒〈K f − g , ĥ〉 = 0, ∀ĥ ∈R(K).

g ∈ R(K) par hypothèse et K f ∈ R(K), donc K f − g ∈ R(K). Puisque l’égalité 〈K f − g , ĥ〉 = 0 est vraie pour tout

ĥ ∈R(K), en particulier pour ĥ =K f − g , il vient donc 〈K f − g ,K f − g 〉 = 0, d’où K f − g = 0 =⇒K f = g .

Proposition 1.1.5. Soit T ∈L (H). Alors N (T ∗T )=N (T ) et N (TT ∗)=N (T ∗).

Preuve. v ∈ N (T ) =⇒ T v = 0 =⇒ T ∗T v = 0 =⇒ v ∈ N (T ∗T ) =⇒ N (T ) ⊆ N (T ∗T ). Pour l’autre inclusion on a

T ∗T v = 0=⇒〈T ∗T v,v〉 = 0= 〈T v,T v〉 = ‖T v‖2 =⇒ T v = 0=⇒ v ∈N (T ).

Pour la deuxième égalité, il suffit de remplacer T par T ∗ et d’utiliser l’égalité T ∗∗ = T .

L’opérateurK∗K est auto-adjoint compact (donc diagonalisable) et ses valeurs propres sont positives ou nulles.

D’après le théorème de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts, K∗K admet un nombre fini ou

une suite de valeurs propres décroissantes vers 0 et si on répète les valeurs propres non nulles σn selon leur

multiplicité. Notons (σn ,ϕn) les couples propres de K
∗K, i.e.,

K∗Kϕn =σnϕn , 〈ϕn ,ϕm〉 = δnm .

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



1.1 Equations intégrales 17

On pose

λn :=
1

p
σn

, ψn :=λnKϕn ,

d’où

K∗ψn =K∗(λnKϕn)=λnK
∗Kϕn =

p
σnϕn .

Théorème 1.1.12. La famille {ψn} est totale orthonormée dans R(K) et la famille {ϕn} est totale orthonormée

dans R(K∗).

Preuve. Il est évident que lesψn appartiennent à R(K) et ils sont orthonormés, puisque

〈ψn ,ψm〉 = 〈λnKϕn ,λmKϕm〉 =λnλm〈K∗Kϕn ,ϕm〉 =λnλm〈σnϕn ,ϕm〉 =

λnλmσn〈ϕn ,ϕm〉 =λnλmσnδnm = δnm .

Il sont totaux dans R(K), puisque si h ∈R(K)=N (K∗)⊥ vérifie 〈h,ψn〉 = 0 pour tout n ∈N, il vient h = 0. En effet,

on a

〈h,ψn〉 = 0= 〈h,λnKϕn〉 =λn〈h,Kϕn〉 =λn〈K∗h,ϕn〉,

pour tout n avec λn > 0, d’où

(K∗K)K∗h =
∞∑

n=1
σn〈K∗h,ϕn〉ϕn = 0,

et KK∗h ∈ N (K∗). De là, puisque h ∈ N (K∗)⊥, 〈h,KK∗h〉 = 0, soit encore 〈K∗h,K∗h〉 = 0 = ‖K∗h‖2 = 0, et h ∈

N (K∗). Donc h ∈N (K∗)∩N (K∗)⊥ = {0}, d’où h = 0.

Passons aux ϕn . Ils appartiennent à R(K∗) et sont orthonormés. Il sont totaux dans R(K∗), puisque si h ∈

R(K∗)=N (K)⊥ vérifie 〈h,ϕn〉 = 0 pour tout n ∈N, il vient h = 0. En effet, on a

〈h,ϕn〉 = 0= 〈h,λnK
∗ψn〉 =λn〈h,K∗ψn〉 =λn〈Kh,ψn〉,

pour tout n avec λn > 0, d’où 〈Kh,ψn〉 = 0 pour tout n et Kh = 0 par la totalité des ψn dans R(K). Ainsi h ∈

N (K)∩N (K)⊥ = {0}, donc h = 0.

Définition 1.1.5. La suite des triplets {(ϕn ,ψn ,σn), n ∈N
∗} est dite système singulier pour K

Théorème 1.1.13. [de PICARD] On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soient K ∈ K (H) un

opérateur compact et {(ϕn ,ψn ,σn), n ∈N
∗} son système singulier. Alors l’équation Kh = g admet une solution si

et seulement si

(i ) g ∈N (K∗)⊥ =R(K).
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18 Rappels et notations

(i i )
∞∑

n=0
λ2
n |〈g ,ψn〉|2 <∞.

• Si N (K)= {0}, cette solution est unique et elle est donnée par :

h =
∞∑

n=1
λn〈g ,ψn〉ϕn . (S1)

• Si N (K) 6= {0} i.e. 0 est une valeur propre K, alors la solution générale est donnée par :

h =
∞∑

n=1
λn〈g ,ψn〉ϕn + g0, g0 ∈N (K). (S2)

Preuve. Si l’équation Kh = g admet une solution, alors g ∈ N (K∗)⊥ = R(K) et K∗Kh = K∗g (cf. Prop (1.1.4),

formule (SG)).

L’égalité

H =N (K∗K)⊕N (K∗K)⊥ =N (K)⊕N (K)⊥ =N (K)⊕R(K∗),

nous permet d’écrire

∀ξ ∈H , ξ= ξ1+ξ0 =
∞∑

n=1
〈ξ,ϕn〉ϕn +ξ0, ξ0 ∈N (K).

En développant les deux côtés de l’équation K∗Kh =K∗g dans la base (ϕn)⊕N (K), on obtient

K∗Kh =
∞∑

n=1
σn〈h,ϕn〉ϕn =K∗g =

∞∑

n=1
〈g ,ϕn〉K∗ϕn ,

d’où 〈h,ϕn〉 =
1

σn
〈K∗g ,ϕn〉. Ainsi

∞∑

n=1

(
1

σn

)2 ∣∣〈K∗g ,ϕn〉
∣∣2 =

∞∑

n=1

(
1

σn

)2 ∣∣〈g ,Kϕn〉
∣∣2 =

∞∑

n=1

(
1

σn

)2 ∣∣〈g ,pσnψn〉
∣∣2 =

∞∑

n=1
λ2
n |〈g ,ψn〉|2 =

∞∑

n=1
|〈h,ϕn〉|2 ≤

∞∑

n=1
|〈h,ϕn〉|2+‖h0‖2 = ‖h‖2,

et la solution h s’exprime par la série

h =
∞∑

n=1
〈h,ϕn〉ϕn +h0 =

∞∑

n=1
λn〈g ,ψn〉ϕn +h0, h0 ∈N (K)=N (K∗K).

On en déduit

Kh =
∞∑

n=1
λn〈g ,ψn〉Kϕn +Kh0 =

∞∑

n=1
λn〈K f ,ψn〉Kψn +Kh0,

et, en comparant ce développement avec
∞∑

n=1
λn〈K f ,ψn〉ψn ,

on obtient Th0 = 0, i.e., h0 ∈N (K). Ce qui achève d’établir la condition nécessaire et la formule de la solution.
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1.2 Problèmes inverses et problèmes mal posés 19

Réciproquement, si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, l’élément

h =
∞∑

n=1
λn〈g ,ψn〉ϕn +h0

est bien défini, car
∞∑

n=1
λ2
n |〈g ,ψn〉|2+‖h0‖2 <+∞. De plus, cet élément h est une solution de l’équation Kh = g ,

car

Kh =
∞∑

n=1
λn〈g ,ψn〉Kϕn =

∞∑

n=1
〈g ,ψn〉ψn ,

puisque g ∈R(K) et que lesψn sont totaux. ■

1.2 Problèmes inverses et problèmesmal posés

ä Problèmes directs en EDP

Étant donné un domaineΩ⊂R
N , on s’intéresse aux solutions u :

Ω× [0,∞[∋ (x, t )−→ u(x, t ) ∈ E de




ut +F (t ,x,∂α1
x1 u, . . . ,∂

αp

xp
u)= f , dansΩ,

{Bi }
q

i=1u = gi , sur ∂Ω× [0,∞[,

u(x,0)= u0(x) dansΩ.

ä Problèmes inverses en EDP

A partir d’une connaissance partielle de la solution u de l’EDP (mesures internes, mesures frontières), retrou-

ver :

• f ,g1, ...,gq −→ Identification de sources.

• u0 −→ Identification de données initiales.

• F −→ Identification de coefficients.

• Ω −→ Identification géométrique.

Ï Toute problématique directe génère une famille de problèmes inverses.

La difficulté principale des problèmes inverses est leur caractère généralement mal posé. 1.

ä Sensibilité des vecteurs propres aux perturbations additives. Le problème du calcul d’un vecteur propre

commun est mal posé au sens de Hadamard, comme le montre l’exemple suivant :

Soient

A =
(
1 0
0 1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
, Aε =

(
1 ε

ε 1

)
, 0< ε≪ 1.

1. Alors que les mêmes causes provoquent les mêmes effets, des effets identiques peuvent avoir de multiples causes :
les problèmes inverses sont mal posés.
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Par un simple calcul exact, on trouve les couples propres suivants :

{
λ1 =λ2 = 1,v1 =

(
1

0

)
, v2 =

(
0

1

)}
,

{
λ1(ε)= 1+ε, w1 =

(
1

1

)
, λ2(ε)= 1−ε,w2 =

(
−1
1

)}
.

Pour ε = 0, B et A ont un vecteur propre commun w =
(
1

0

)
. Pour ε 6= 0, elles n’ont aucun vecteur propre

commun, cela signifie qu’il est impossible de trouver un vecteur propre commun d’un couple de matrices en

présence d’erreurs d’arrondies. En effet les perturbations sont susceptibles de transformer un couple, ayant

un vecteur propre commun, en un couple qui ne vérifie pas cette propriété. La raison topologique derrière ceci

est due au fait que l’ensemble des matrices qui n’ont aucun vecteur propre en commun est dense dans

l’ensemble de tous les couples de matrices.

Cet exemple montre que les vecteurs propres sont sensibles aux perturbation additives (erreurs d’arrondi, er-

reurs de troncature) : deux matrices proches avec deux configurations spectrales divergentes !

Théorème 1.2.1. Pour A ∈MN (C), on note EV (A) l’ensemble des vecteurs propres de A et

S := {(A,B) ∈MN (C)×MN (C) : EV (A)∩EV (B)=;}

i.e., l’ensemble de tous les couples de matrices qui n’ont aucun vecteur propre commun. Alors S est dense dans

MN (C)×MN (C) (S =MN (C)×MN (C).

Exemple 1.2.1. Problème de Cauchy pour l’équation de Laplace. Considérons le problème suivant :





△u = 0, (x, y) ∈R× (0,∞),

u(x, 0)= 0, x ∈R,

∂yu(x, 0)=ϕε(x), x ∈R,

(1.2.1)

où ϕε(x) = εsin(x/ε), ε > 0. On vérifie aisément que uε(x, y) = ε2 sinh(y/ε)sin(x/ε) est une solution du pro-

blème (1.2.1). On remarque que (ϕε −→ 0, ε −→ 0) mais (uε(x, y) −→∞, ε −→ 0) pour tout x > 0 fixé. Ce qui

prouve que les solutions de (1.2.1) ne dépendent pas continûment des données initiales.

Exemple 1.2.2. Problème rétrograde pour l’équation de la chaleur. Trouver u(x, 0)= u0(x) (condition initiale

inconnue), sachant que le champ de temperature u(x, t ) vérifié :





ut −uxx = 0, x ∈ (0, π), t ∈ (0, T ),

u(x, T )=ψ(x), 0≤ x ≤π,

u(0, t )= u(π, t )= 0, 0≤ t ≤ T,

(BCP )
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1.2 Problèmes inverses et problèmes mal posés 21

oùψ ∈ L2(0, π) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la solution du problème

(BCP ) sous la forme :

u(x, t )=
∞∑

n=1
e(T−t )n2ψnen(x),

oùψn est le coefficient de Fourier d’ordre n deψ :

ψn = 〈ψ,en〉 =
√
2

π

π∫

0

ψ(x)sin(nx)dx, en(x)=
√
2

π
sin(nx).

Soit ϕ(x)= u0(x, 0) la temperature initiale. Alors d’après l’égalité de Parseval, on a :

‖ϕ‖2 =
∞∑

n=1
e2n

2T |ψn |2.

On considère maintenant le problème (BCP ) avec des données bruitées :

ψk =ψ+
1

k
ek (x).

On remarque que ‖ψk −ψ‖ =
1

k
−→ 0, k −→+∞mais ‖u(ψk ;0)−u(ψ;0)‖ =

1

k
ek

2T −→+∞, k −→+∞. On voit

très clair que le problème (BCP ) est instable donc mal posé. C’est pour cela, qu’on dit que les phénomènes de

la chaleur sont irréversibles.

La solution de l’équation de la chaleur avec la condition initial u(x, 0) = ϕ(x) ∈ L2(0, π) est donnée par la for-

mule :

u(x, t )=
∞∑

n=1
e−n2tϕnen(x)=

π∫

0

{
2

π

∞∑

n=1
e−n2tsin(nx)sin(nξ)

}
ϕ(ξ)dξ.

Ainsi, u est solution du problème (BCP ) ssi ϕ satifait l’équation de Fredholm de première espèce :

K ϕ=ψ, u(x,T )=
π∫

0

K (x, ξ)ϕ(ξ)dξ=ψ(x), 0≤ x ≤π,

où K (x, ξ)=
2

π

∞∑

n=1
e−n2T sin(nx)sin(nξ).

L’opérateur intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’où K
−1 n’est pas borné. Ce qui montre

le caractère mal posé du problème (BCP ).

Exemple 1.2.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le problème suivant :

{
ut t (t )+ Au(t )= 0, 0< t < T,

u(0)=ϕ, u(T )=ψ,
(HCP )

où ϕ,ψ sont des fonctions données dans H , et A :D(A) :H −→H tel que A = A∗ et A ≥ δ> 0.
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Si λk = (kπ)2/T 2, k = 1,2, · · · , ne sont pas des valeurs propres de A, alors l’opérateur

sin(T

p
A)


 est injectif,

et la solution formelle du problème (HCP ) est donnée par :

u(t )= sin((T − t )
p

A)

sin(T

p
A)


−1

ψ+ sin(t
p

A)

sin(T

p
A)


−1

ϕ.

Inversement, si
{
λk = (kπ)2/T 2, k = 1,2, . . . ,

}
∩σp (A) 6= ;, alors la solutionduproblème (HCP )n’est pasunique.

Cependant, le problème (HCP ) estmal posé au sens d’HADAMARD dans les deux cas : les valeursλk = (kπ/T )2, k =

1,2, · · · , peuvent être proches des valeurs propres de A :

[δ,+∞[∋λ 7−→
1

sin(T
p
λ)

n’est pas bornée au voisinage desλk .

Ï On remarque d’après les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées à cette catégorie de pro-

blèmes :

1 La non unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur la solution et une

bonne connaissance de la nature physique du problème, pour récupérer l’unicité.

2 L’instabilité. Ce caractère est le plus problématique, surtout dans l’implémentation numérique. Cela veut

dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergeant et stable quel que soit la performance

de la méthode proposée. Pour traiter ce caractère d’instabilité, on régularise par un problème proche (dans un

certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation sont variées, chaque problème nécessite un traite-

ment spécifique selon sa complexité et son degré de mal position (Pour une bonne référence sur les méthodes

de régularisation, on cite le livre de H.W. Engel.

1.2.1 Définitions et terminologie des problèmesmal posés

On peut schématiser un problème inverse comme suit :

(INPUT) Ï Modèle = matrice, EDO, EDP, Equation intégrale Ï (OUTPUT)

INPUT = vecteur, données initiales, conditions aux limites, paramètres, géométrie du domaine...

OUTPUT = solution = état du système physique, quantité matérielle, propriétés qualitatives

Problème direct : OUTPUT = solution =Modèle(INPUT)

Problème inverse : INPUT =Modèle −1(OUTPUT)

ä Formulation abstraite

On peut toujours écrire un problème inverse sous une formulation vectorielle abstraite (input-output).
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Définition 1.2.1. [Hadamard 1923] Soient X , Y deux espaces de Banach, et A : X ⊇D(A) −→ Y un opérateur

(linéaire ou non-linéaire). Le problème inverse Ax = y est bien posé au sens de Hadamard si

Existence : Pour tout y ∈ Y il existe x ∈ X tel que Ax = y .

Unicité : Pour tout y ∈ Y , il y a au plus une solution x ∈ X .

Stabilité : La solution x dépend continûment de la donnée y .

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le problème est dit mal posé. En pratique, cela

veut souvent dire qu’il n’existe pas de solutionunique ouque, si elle existe, une légèremodificationdes données

conduit à des solutions très différentes.

Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien sûr très important dans cette définition. La stabilité

est une condition primordiale. En effet, s’il y a un problème de stabilité, le calcul numérique de la solution peut

devenir impossible à cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.

Remarque 1.2.1. Ladéfinition donnée parHadamard est très contraignante dans la pratique. Il faut donc relaxer

la définition d’un problème bien posé.

Définition 1.2.2. [Lavrentiev 1959] (Stabilité conditionnelle) Soit A : X ⊇D(A)−→ Y un opérateur fermé, den-

sément défini. On dit que le problème Ax = y est conditionnellement stable (ou correct au sens de Tikhonov)

sur M ⊂D(A) s’ il existe une fonction

ω :R+ −→R+, continue en 0 avecω(0)= 0,

telle que l’on ait

‖x2−x1‖ ≤ω
(
‖Ax2− Ax1‖

)
, ∀x2,x1 ∈M .

L’ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations a priori). L’appartenance

de u à M signifie certaine régularité ou certaine bornitude vérifiée par la solution u.

1.2.2 Outils d’analyse des problèmesmal posés

Dans l’étude des équations de la forme :

B :D(B)⊆H1 −→H2, u 7−→Bu = v,

la fermeture de R(B) est une propriété cruciale, pour que l’inverse de B soit borné. Le Théorème de Banach

nous fournit une caractérisation topologique sur cette question :
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Théorème1.2.2. [ThéorèmedeBanach sur l’inversionbornée]On suppose queB est injectif. Alors B−1 :R(B)−→

H1 est borné ssi R(B) est fermée.

Dans des situations pratiques, la vérification de la fermeture de l’image est souvent une tâche très difficile, et

en général, on n’a pas beaucoup d’outils pour étudier cette question. Si la carte spectrale de l’opérateur est bien

connue, cette information peut être exploiter pour étudier la fermeture de son image. On a dans cette direction

la caractérisation spectrale suivante :

Théorème 1.2.3. (cf. Kulkarni et al 2000, 2008 [11, 12]) Soit B :D(B)⊆ H1 −→ H2 un opérateur fermé densément

défini. Alors R(B) est fermée ssi il existe r > 0 tel que σ(B∗B)⊆ {0}∪ [r,+∞[.

Si de plus, H1 =H2 et B =B∗, alors R(B) est fermée ssi 0 n’est pas un point d’accumulation de σ(B).

• Considérons maintenant un opérateur compact T ∈ K (H1, H2), où H1, H2 sont deux espaces de Hilbert sé-

parables. Une des approches les plus pratiques pour étudier le problème inverse Th1 = h2, consiste à utiliser

la décomposition en valeurs singulières (SVD) 2 de l’opérateur T . Cette représentation propose des bases pour

les espaces de Hilbert H1 et H2 permettant d’exprimer et de résoudre simplement le problème.

Définition 1.2.3. Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert séparables et T ∈K (H1, H2). On appelle valeur singu-

lière de l’opérateur T , le réel positif s =
p
λ, où λ est une valeur propre de l’opérateur K = T ∗T :H1 −→H1.

Théorème 1.2.4. [Décomposition en valeurs singulières (SVD)] Soit T ∈K (H1,H2) et Pr0 la projection ortho-

gonale sur N(T ). Alors il existe une suite de valeurs singulières (sn) et deux systèmes orthonormés {ϕ1,ϕ2, · · · } ⊂

H1, {ψ1,ψ2, · · · }⊂H2 tels que :

(i ) (sn) est décroissante, sn −→ 0, n −→∞.

(i i ) Tϕk = skψk , T ∗ψk = skϕk .

(i i i ) ∀h ∈H1, h =
∑

k≥1
(h,ϕk )ϕk +Pr0h.

(i v) ∀h ∈H1, Th =
∑

k≥1
sk (h,ϕk )ψk .

(v) ∀h̃ ∈H2, T ∗h̃ =
∑

k≥1
sk (h,ψk )ϕk .

Le système {(sk ;ϕk ,ψk )}k≥1 est appelé le système singulier de T .

La famille (ϕn) est une base hilbertienne de N(T )⊥, la famille (ψn) est une base hilbertienne de R(T ).

Remarque 1.2.2. Le calcul des valeurs singulières et l’étude de leur vitesse de décroissance peut donc fournir

des renseignements sur le caractère mal posé d’un problème donné.

2. La notion de valeurs singulières généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-adjoints.
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Théorème 1.2.5. [Théorème de Picard]

Soit K ∈K (H1,H2) un opérateur compact, et
{
(σn ,ϕn ,ψn), n ∈N

}
son système singulier. Alors le problème :

K f = g

est résoluble ssi

g ∈N(K ∗)⊥ =R(K ) et
∑

n∈N∗

1

σ2
n

|〈g ,ψn〉|2 <+∞.

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

f =
∑

n∈N∗

1

σn
〈g ,ψn〉ϕn + f0, f0 ∈N(K ).

Ï Afin de proposer une stratégie de régularisation éfficace, on doit mesurer tout d’abord la complexité du pro-

blème posé. En général, on ne dispose pas d’un cadre théorique permettant de donner des réponses à ce type

de questions, mais dans des cas particuliers, on a des critères qui caractérisent que tels problèmes sont forte-

ment mal posés ou faiblement mal posés.

Ï Pour les opérateurs compacts, on utilise le critère suivant :

Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert séparables, T ∈K (H1,H2), et soit le problème inverse :

T :H1 −→H2, u −→ Tu = v. (E)

Définition 1.2.4. On dit que le problème (E) est faiblement mal posé (resp. fortement mal posé), si les valeurs

singulières sn de K = T ∗T sont équivalentes à
C

np
(resp.Ce−np

), oùC et p sont des constantes positives.

1.2.3 Méthodes de régularisation

La régularisation des problèmes mal posés, due initialement à Tikhonov [33], cherche à redéfinir les notions

d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...), de façon que la "solution régularisée" obte-

nue par "inversion régularisée" dépende continûment des données et soit proche de la solution exacte (sup-

posant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure). En

d’autres termes, on remplace le problème initial mal posé par un autre "proche dans un sens" du premier et

qui est bien posé.

Considérons un opérateur inverse Kh1 = h2 où K : H1 −→ H2 est un opérateur compact injectif. 3 On suppose

que h2 ∈R(K ), i.e., le problème inverse possède une solution unique. 4

3. Le fait de choisir K injectif n’est pas très contraignant car on peut toujours restreindre l’espace H1 au complément

orthogonal de N(K ), où N désigne le noyau.

4. Il faut noter que notre problème Kh1 = h2 inverse est toujours mal posé à cause de la non continuité de K−1.
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Définition 1.2.5. Une famille d’opérateurs linéaires bornés Rα : H2 −→ H1, (α > 0) est dite "famille régulari-

sante" pour l’opérateur K si

∀h1 ∈H1, lim
α−→0

(RαK )h1 = h1, i.e., RαK −→ I simplement.

Remarque 1.2.3. Si Rα est une famille régularisante pour l’opérateur K : H1 −→ H2, où H1 est de dimension

infinie, alors les opérateurs Rα ne sont pas uniformément bornés, i.e., il existe une suite (αn) ⊂ R+ telle que

lim
n−→∞

‖Rαn‖ =+∞.

La donnée initiale h2 ∈ H2 n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient la perturber.

Notons h
η
2 la donnée perturbée où le nombre η> 0 est le niveau du bruit, i.e., |h2−h

η
2 | ≤ η.

Notons h
α,η
1 =Rαh

η
2 l’approximation de la solution du problème inverse Kh1 = h2 obtenue avec l’opérateur de

régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l’inégalité triangulaire sur |h1−h
α,η
1 | on obtient

|h1−h
α,η
1 | = |(h1−Rαh2)+ (Rαh2−h

α,η
1 )| ≤ η‖Rα‖+|(h1−Rαh2)|. (1.2.2)

Le premier terme de droite de l’équation (1.2.2) représente lamajoration de l’erreur due au niveau de bruit. Par

la Remarque (1.2.3), nous avons vu que ‖Rα‖ −→ +∞ quand α −→ 0. Il ne faut donc pas choisir α trop petit

sinon l’erreur peut devenir très grande. Par contre le second terme de droite de (1.2.2) tend vers 0 quand α

tend vers 0 par définition de Rα. Nous allons faire tendre le niveau de bruit η vers 0 et nous allons choisir une

stratégie de régularisation de manière à ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution h1.

Définition 1.2.6. Une stratégie de régularisation η 7−→α(η) est admissible si pour tout h1 ∈H1

lim
η−→0

α(η)= 0 et lim
η−→0

(
sup

h
η
2∈H2

{
|Rα(η)h

η
2 −h1| tel que |Kh1−h

η
2 | ≤ η

})
= 0. (1.2.3)

Les stratégies de régularisation sont variés, chaque problème nécessite un traitement spécifique selon son de-

gré de complexité, pour plus de détails (cf. [3, 8, 7, 22]). Parmi les méthodes les plus connues en problèmes

inverses et en calcul matriciel mal conditionné, on a la méthode de Tikhonov et la méthode de la troncature

spectrale.

Ï Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le problème inverse mal posé K f = g est de

choisir comme solution l’élément fα qui minimise la fonctionnelle

|K f − g |2+α| f |2, α> 0. (1.2.4)

L’existence et l’unicité du minimum est assurée grâce à la coercivité et stricte convexité de f 7−→ | f |2. Le para-

mètre α est appelé le paramètre de régularisation et le terme | f |2 est appelé le terme de correction. Le choix du

paramètreα est basé sur un critère d’équilibre entre l’erreur due au terme de correction et le gain de la stabilité.

On a le Théorème suivant :
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Théorème 1.2.6. Soit K ∈ L (H1,H2). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unique minimum fα. L’élé-

ment fα est la solution de l’équation normale

Sα fα = (αI +K ∗K ) fα =K ∗g . (1.2.5)

La famille d’opérateurs Rα = (αI +K ∗K )−1K ∗ : H2 −→ H1
5 est appelée famille régularisante de Tikhonov. On

a ‖Rα‖ ≤
1

2
p
α

et tout choix de α(η) −→ 0 avec η2α(η) −→ 0 est admissible. Pour les résultats de la vitesse de

convergence, on peut consulter les références [8, 22] pour plus de détails.

Ï Le paramètre de régularisation α > 0 est choisi via le principe d’écart (en anglais : discrepancy principle) de

Morozov [8, 22], ce principe consiste à fixer le paramètre α tel que la solution correspondante ait une erreur

égale au niveau de bruit cf. [8, 22].

Le choix optimal est extrêmement difficile et les critères qui existent sont d’application délicate, et nécessitent

des méthodes itératives pour être mis en oeuvre. 6 7

Ï Dans la pratique nous supposerons qu’un paramètre α est valable si l’erreur appartient à un petit intervalle

contenant la valeur du niveau de bruit η> 0 (cf. [22], page 172).

5.
(
Sα = S∗

α, 〈Sαh,h〉 = |Sh|2 +α|h|2 ≥ α|h|2,∀h ∈ H1

)
=⇒

(
σ(Sα) ⊂ [α,‖Sα‖] =⇒ 0 ∈ ρ(Sα)

)
, i.e., S−1

α existe et S−1
α ∈

L (H1).

6. Méthodes a priori : utilisent l’information sur le niveau d’erreur η et sur l’opérateur K .

7. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données gη.

αopt :=max
{
α : |K fα− gη| ≤ η

}
, où fα = inf

f

{
|K fα− gη|2+α| f |2

}
.
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1.3 Intégration numérique et formules de quadratures

Soit f une fonction réelle intégrable sur l’intervalle [a,b]. Le calcul explicite de l’intégrale définie

I
(
f
)
=

∫b

a
f (x)dx

peut être difficile, voire impossible.

On appelle formule dequadrature ou formule d’inté grationnumérique toute formule permettant de calculer

une approximation de I ( f ).

Une possibilité consiste à remplacer f par une approximation fn , où n est un entier positif, et calculer I ( fn)

au lieu de I ( f ). En posant In( f ) = I ( fn), on a

In
(
f
)
=

∫b

a
fn (x)dx, n ≥ 0.

Si f ∈C0([a,b]), l’erreur de quadrature En( f )= I ( f )− In( f ) satisfait

∣∣En( f )
∣∣≤

∫b

a

∣∣ f (x)− fn (x)
∣∣dx ≤ (b−a)

∥∥ f − fn
∥∥
∞

Donc, si pour un certain n,
∥∥ f − fn

∥∥
∞ ≤ ε, alors |En( f )| ≤ ε(b−a).

L’approximation fn doit être facilement intégrable, ce qui est le cas si, par exemple, fn ∈ Pn .

En général la formule de quadratures est donnée par

In
(
f
)
=

n∑

i=0
αi f (xi )

Cette formule est une somme pondérée des valeurs de f aux points xi , pour i = 0, ...,n. On dit que ces points

sont les noeuds de la formule de quadrature, et que les nombres αi ∈ R sont ses coefficients ou encore ses

poids. Les poids et les noeuds dépendent en général de n.

1.3.1 Laméthode des rectangles à gauche

En prenant les points xi équidistants dans [a,b] ; c’est- à- dire

xi = a+ i
b−a

n
, i = 0, · · · ,n,

et les coefficientsαi tous égaux à (b−a)/n, pour i compris entre 0 etn−1, le coefficientαn étant nul, on obtient

la formule des rectangles à gauche :

In
(
f
)
=

b−a

n

n−1∑

i=0
f (xi )

Soit f une fonction de classeC1 sur [a,b] et n un entier naturel non nul, alors :

∥∥En( f )
∥∥
∞ ≤

∥∥ f (1)
∥∥
∞ (b−a)2

2n
.
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1.3.2 Laméthode des pointsmilieux

Cette méthode consiste à utiliser les sommes de Riemann avec le point milieu εi = (xi +xi+1)/2 ,la formule des

points milieux est donnée par

In
(
f
)
=

b−a

n

n−1∑

i=0
f
(xi +xi+1

2

)

Soit f une fonction de classeC2 sur [a,b] et n un entier naturel non nul, alors :

∥∥En( f )
∥∥
∞ ≤

(b−a)3

24n2

∥∥ f (2)
∥∥
∞

1.3.3 Méthode de Simpson

On remplace f , sur chaque segment [xi ,xi+1] par son polynome d’interpolation Pi de Lagrange de degré 2

ayant les mêmes valeurs que f aux bornes de l’intervalle et en sonmilieu .

La valeur approchée de l’intégrale de f sur [a ,b] par la méthode de Simpson est donnée par

In
(
f
)
=

b−a

6n

(
f (a)+ f (b)+2

n−1∑

i=1
f (xi )+4

n−1∑

i=0
f
(xi +xi+1

2

))

Si f est de classeC3 sur [a ,b], alors, pour tout entier naturel n non nul , on a

∥∥En( f )
∥∥
∞ ≤

(b−a)4

192n3

∥∥ f (3)
∥∥
∞

1.3.4 Méthode des trapèzes

Principe

On remplace la courbe représentative de f , sur chaque segment de la subdivision, par le segment qui joint(

xi , f (xi )) à ( xi+1, f (xi+1)) . Cela revient donc à interpoler la fonction f sur le segment [xi ,xi+1] par le polynôme

de Lagrange de degré 1 aux points xi et xi+1.

Proposition 1.3.1. La valeur approchée de l’integrale de f sur [a ,b] par laméthode des trapèzes est alors donnée

par

In
(
f
)
=

b−a

n

(
f (a)+ f (b)

2
+

n−1∑

i=1
f (xi )

)

Preuve :

L’aire du trapèze de base [xi ,xi+1] est

(xi+1−xi )
(
f (xi )+ f (xi+1)

)

2
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On en déduit que

In
(
f
)
=

n−1∑

i=0

(xi+1−xi )

2

((
f (xi )+ f (xi+1)

))
=

b−a

n

(
f (a)+ f (b)

2
+

n−1∑

i=1
f (xi )

)

Evaluation de l’erreur

Proposition 1.3.2. Si f est de classe C2 sur [a ,b], alors on a , pour tout entier n non nul

∥∥En( f )
∥∥
∞ ≤ (b−a)3

∥∥ f (2)
∥∥
∞

12n

On en déduit que In
(
f
)
converge vers I

(
f
)
.

Preuve :

Cetteméthode consist à remplacer f sur le segment [xi ,xi+1] par son polynomed’interpolationPi de Lagrange

de degré 1 ayant les mêmes valeurs que f aux bornes de l’intervalle , et comme f est de classeC2, on a

∀x ∈ [xi ,xi+1] , f (x)−Pi (x)= (xi+1−x) (x−xi )
f (2) (x)

2

On en déduit que

∣∣∣∣
∫xi+1

xi

(
f (x)−Pi (x)

)
dx

∣∣∣∣ ≤
∫xi+1

xi

| (xi+1−x) (x−xi ) |
∥∥ f (2)

∥∥
∞

2
dx

≤
∫xi+1

xi

(
| (xi+1−x) || (x−xi+1) |+ | (xi+1−x) (xi+1−xi ) |

)
dx

∥∥ f (2)
∥∥
∞

2

≤ | (xi+1−xi ) |3
∥∥ f (2)

∥∥
∞

12

Pour conclure, il suffit de remarquer que

∣∣En( f )
∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑

i=0

∫xi+1

xi

(
f (x)−Pi (x)

)
dx

∣∣∣∣∣

≤
n−1∑

i=0

∫xi+1

xi

∣∣ f (x)−Pi (x)
∣∣dx

≤
n−1∑

i=0
(xi+1−xi )

3

∥∥ f (2)
∥∥
∞

12
= n

(b−a
n

)3
∥∥ f (2)

∥∥
∞

12
= (b−a)3

∥∥ f (2)
∥∥
∞

12n
,

donc

∥∥En( f )
∥∥
∞ ≤ (b−a)3

∥∥ f (2)
∥∥
∞

12n
.
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1.4 Méthode de sinc

Dans cette section, on donne quelques propriétés de la fonction sinus cardinal, notée sinc(.) et qui est définie

par :

Sinc(t )=
sin(πt )

πt
, t 6= 0, Sinc(0)= 1.

Onmontre facilement les propriétés suivantes :

(i ) la fonction Sinc est paire, i.e., ∀t ∈R, Sinc(−t )= Sinc(t ),

(i i ) Z (Sinc)= {t ∈R : Sinc(t )= 0}=Z
∗,

(i i i )

+∞∫

−∞

Sinc(t )dt =
+∞∫

−∞

Sinc(t )2dt = 1.

Pour h > 0 et k ∈Z, on définit la kème fonction de Sinc(.) de taille h par :

S(k,h)(t )= Sinc

(
t

h
−k

)
.

On remarque que

S(k,h)( jh)= Sinc

(
jh

h
−k

)
= Sinc( j −k)= δ j k =

{
1, j = k,

0, j 6= k.
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Définition 1.4.1. Pour h > 0, on désigne par B(h) (espace de Paley-Wiener) 8 l’ensemble des fonctions f

entières (analytiques) vérifiant les conditions suivantes :

(i ) f ∈ L2(R),

(i i ) | f (z)| ≤K exp

(
π|z|
h

)
, z ∈C, K et h sont deux constantes positives indépendantes de z.

Une fonction analytique vérifiant la propriété (ii) est dite fonction de type exponentiel σ=
π

h
.

Définition 1.4.2. Si f est une fonction périodique de période p et f ∈ L2
(−p

h
,
p

h

)
, la série de Fourier de f dans

la base orthonormée {εk (t )}k∈Z =
{

1
p
p
exp

(
2πikt

p

)}

k∈Z
est donnée par :

f (t )=
∞∑

k=−∞
ak exp

(
2πikt

p

)
, ak =

1

p

∫ p
2

− p
2

f (t )exp

(
−
2πikt

p

)
dt .

Exemple 1.4.1. Soient z ∈C un paramètre fixé et t ∈
(−π
h

,
π

h

)
, h > 0. Considérons la fonction f (t )= exp(−i zt )

qui est périodique de période p =
2π

h
. Le développement de Fourier de f dans la base orthonormée {εk (t )}k∈Z

est :

f (t )=
∞∑

k=−∞
ak exp(ikht ),

où

ak =
h

2π

∫π/h

−π/h
exp(−i zt )exp(−ikht )dt =

k∑

k=(
,h)(z).

D’où le développement de Fourier de la fonction f (t )= exp(−i zt ) est

exp(−i zt )=
∞∑

k=−∞
exp(ikht )S(k,h)(z). (1.4.1)

Puisque la fonction f est continûment différentiable, la série (1.4.1) est uniformément et absolument conver-

gente.

Théorème 1.4.1. [Téorème de Paley-Wiener] Supposons que la fonction f est de classe B(h), alors

F
(
f
)
∈ L2

(−π
h

,
π

h

)
et f (z)=

1

2π

∫ π
h

− π
h

F
(
f
)
(x)exp(−i xz)dx,

où F
(
f
)
est la transformation de Fourier donnée par :

F
(
f
)
(x)=

∫∞

−∞
f (t ) exp(i xt )dt .

8. Pour plus de détails sur l’espace de Paley-Wiener, on renvoie le lecteur aux références de base :

1 L. Lundin and F. Stenger, Cardinal-Type Approximations of a Function and Its Derivatives, SIAM J. Math. Anal, 10 (1979),

139-160.

2 J. McNamee, F. Stenger, and E. L.Whitney,Whittaker’s Cardinal Function in Retrospect, Math. Comp., 25 (1971), 141-154.
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Théorème 1.4.2. [Téorème de Parseval] Notons H = L2 (R,dt ), Ĥ = L2
(
R,

dx

2π

)
. Soient f et g deux fonctions de

L2(R), on a alors

〈 f ,g 〉H = 〈 f̂ , ĝ 〉Ĥ , i.e.,
∫∞

−∞
f (t )g (t )dt =

1

2π

∫∞

−∞
F

(
f
)
(x)F

(
g
)
(x)dx

Proposition 1.4.1. Le système

{
1
p
h
Sinc

(
t −kh

h

)}

k∈Z
est un ensemble orthonormé dans B(h).

Preuve. En appliquant le Téorème de Parseval avec

f (t )= Sinc

(
t −kh

h

)
∈ L2 (R) et g (t )= Sinc

(
t −nh

h

)
∈ L2 (R) ,

on peut écrire

∫∞

−∞
Sinc

(
t −kh

h

)
Sinc

(
t −nh

h

)
dt =

1

2π

∫∞

−∞
F

(
Sinc

(
t −kh

h

))
(x)F

(
Sinc

(
t −nh

h

))
(x)dx.

On a

1

2π

∫∞

−∞
χ[

−π
h

, π
h

] (x)exp(−i xt )dx =
1

h
Sinc

(
t

h

)
,

et

1

h
Sinc

(
t

h

)
=

1

2π

∫∞

−∞
F

(
1

h
Sinc

(
t

h

))
(x)exp(−i xt )dx,

donc

F

(
1

h
Sinc

(
t

h

))
(x)=

∫∞

−∞

1

h
Sinc

(
t

h

)
exp(i xt )dt =χ[

−π
h

, π
h

] (x) .

En faisant le changement de variable t = ζ−mh, on obtient

F

(
Sinc

(
ζ−mh

h

))
(x)=

∫∞

−∞
Sinc

(
ζ−mh

h

)
exp(i xζ)dζ= h exp(i xmh)χ[

−π
h

, π
h

] (x) ,

ce qui donne

∫∞

−∞
Sinc

(
t −kh

h

)
Sinc

(
t −nh

h

)
dt =

1

2π

∫∞

−∞
h2 exp(i xkh)exp(−i xnh)χ2

[
−π
h

, π
h

] (x)dx

=
h2

2π

∫ π
h

− π
h

exp(i xh(k−n))dx = hδnk =
{

h, n = k,

0, n 6= k.

Ce qui montre que

{
1
p
h
Sinc

(
t −kh

h

)}∞

−∞
est un ensemble orthonormé dans B(h). ■

Remarque 1.4.1. [Hardy, 1941] Le système

{
1
p
h
Sinc

(
t −kh

h

)}

k∈Z
est une base orthonormée dans L2(R). La

preuve repose sur le Théorème suivant :

Théorème. Un système orthonormé (ϕk )k∈N dans un espace de Hilbert séparable H est total (complet) ssi

∀ f ,g ∈H , < f ,g >=
∞∑

k=1
< f ,ϕk >< g ,ϕk > .
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Théorème 1.4.3. [Développement de Sinc] Si f de classe B(h), alors pour tout z ∈C, on a

f (z)=
∞∑

k=−∞
f (kh)S(k,h)(z),

où

f (kh)=
1

h

∫∞

−∞
f (t )S(k,h)(t )dt .

Preuve. Puisque f ∈B(h), le téorème de Paley-Wiener, nous permet d’ écrire

f (z)=
1

2π

∫ π
h

− π
h

F
(
f
)
(x)exp(−i xz)dx,

et du développement

exp(−i zt )=
∞∑

k=−∞
exp(ikht )S(k,h)(z)

on obtient

f (z) =
1

2π

∫ π
h

− π
h

F
(
f
)
(x)

∞∑

k=−∞
exp(ikhx)S(k,h)(z)dx

=
∞∑

k=−∞
S(k,h)(z)

[
1

2π

∫π/h

−π/h
F

(
f
)
(x)exp(ikhx)dx

]

=
∞∑

k=−∞
f (−kh)S(k,h)(z)

=
∞∑

k=−∞
f (kh)S(k,h)(z).

D’autre part, on a le développement

f (z) =
1

2π

∫ π
h

− π
h

F
(
f
)
(x)exp(−i xz)dx

=
1

2π

∫ π
h

− π
h

[∫∞

−∞
f (t )exp(i xt )dt

]
exp(−i xz)dx

=
1

2π

∫∞

−∞
f (t )

[∫ π
h

− π
h

exp(i x (t − z))dx
]
dt

=
1

2π

∫∞

−∞
f (t )

[
exp(iπ (t − z)/h)−exp(−iπ (t − z)/h)

i (t − z)

]
dt

=
1

h

∫∞

−∞
f (t )Sinc

(
t − z
h

)
dt ,

d’où

f (kh)=
1

h

∫∞

−∞
f (t )S(k,h)(t )dt .

■
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Corollaire 1.4.1. Si f ∈B(h) et f ∈ L1 (R), alors

∫∞

−∞
f (t )dt = h

∞∑

k=−∞
f (kh)

Preuve. Soit f ∈B(h), alors d’après le Théorème 1.4.3, on a le développement

f (z)=
∞∑

k=−∞
f (kh)S(k,h)(z), z ∈C. (1.4.2)

En remplaçant z par t ∈R et en intégrant les deux côtés de l’égalité (1.4.2) sur la droite réelle, on obtient

∫∞

−∞
f (t )dt =

∞∑

k=−∞

∫∞

−∞
f (kh)S(k,h)(t )dt

=
∞∑

k=−∞
f (kh)

∫∞

−∞
S(k,h)(t )dt ,

et de l’égalité
∫∞

−∞
S(k,h)(t )dt = h

∫∞

−∞
Sinc(s)ds = h

il résulte donc
∫∞

−∞
f (t )dt = h

∞∑

k=−∞
f (kh)

■
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2

Méthode de collocation régularisée pour
une équation intégrale de Fredholm de

première espèce

Ce chapitre est consacré à la résolution numérique d’une ÉQUATION INTÉGRALE DE PREMIÈRE ESPÈCE, où la

procédure numérique est basée sur un schéma de discrétisation de type collocation régularisée. Il est bien

connu que si on dispose une information a priori sur la vitesse de décroissance des valeurs singulière de la

matrice de collocation, cette méthode peut donner des bons résultats, et dans ce cas le nombre de collocation

joue le rôle du paramètre de régularisation. Dans le cas contraire, i.e., si l’information mentionnée ci-dessus

n’est pas disponible, alors le recours auxméthode de régularisation de type Tikhonov est nécessaire pour filtrer

la nuisance des hautes fréquences de manière selective.

Notre objectif ici est de donner un formalisme assez général, pour une méthode de collocation régularisée,

dont l’approche utilisée repose essentiellement sur le degré de régularité de la solution exacte. Dans ce but,

on introduit un échelle hilbertien de mesure de régularité, i.e., une classe de sous espaces définis par une

fonction monotone d’opérateurs auto-adjoints positifs. Ce choix couvre une variété très large de tous les types

de régularité étudiés dans la théorie de régularisation de Tikhonov. De plus, en utilisant un calcul a posteriori, le

paramètre peut être choisi demanière contrôlée, ce qui nous permet d’atteindre un ordre optimal d’exactitude,

lorsque le niveau du bruit est déterministe.

2.1 Position du problème

Dans l’espace de Hilbert H = L2(0,1), on considère l’equation intégrale de Fredholm de première espèce :

∫1

0
k (s, t )x (t )dt = y (s) , 0≤ s ≤ 1, (2.1.1)

où le noyau k(., .) est non-dégénéré.

Le problème (2.1.1) peut s’écrire sous la forme

K x = y, (2.1.2)
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38 Méthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de première espèce

où K est un opérateur intégral donné par son noyau k(., .), x est la solution recherchée et y est la donné.

• On suppose que y ∈C ([0,1] ;R) et k (., .) ∈C ([0,1]× [0,1] ;R).

Pour la résolution numérique du problème (2.1.1), on propose un schéma de collocation standardisé, qui est

une forme particulière de discrétisation en remplaçant le problème continu par un problème discret posé dans

l’ espace Euclidean R
n .

Rappelons que pour tout entier positif n, une procédure de collocation est donnée par le couple (△n ,Γ△n ), où

△n est l’ensemble des point de collocation :

△n =
{
τni

}n
i=1 ⊂ [0,1] , 0≤ τn1 < τn2 < ·· · < τnn ≤ 1,

et les opérateurs Γ△n sont donnés :

Γ△n :C ([0,1])→Rn , Γ△n f =
(
f
(
τn1

)
, f

(
τn2

)
, ...., f

(
τnn

))
.

Dans un schéma de collocation basé sur (△n ,Γ△n ), le problème original (2.1.1) est remplacèe par une équation

linéaire dans Rn , qui peut être écrite de manière abstraite sous la forme :

Knx = Γ△n y, (2.1.3)

où Kn = Γ△nK .

Puisque le problème (2.1.1) est mal posé (car l’opérateur integral K est compact), le problème discret sera mal

conditionné, et les méthodes de résolution directes ne sont pas applicables en présence des données bruitées

yδ1 , y
δ
2 , · · · , y

δ
n de y

(
τn1

)
, y

(
τn2

)
, · · · , y

(
τnn

)
, cette situation peut changer radicalement l’inversion et donne des

résultats ambigus, donc on aura besoin à des filtres de régularisation, qui sont capables de contrôler lemauvais

conditionnement de la matrice de collocation du problème (2.1.3).

Dans la literature des problèmes inverses, on remarque que les méthodes de collocation régularisée ont été

largement exploitées pour des problèmes faiblement mal posés, où il a été supposé que la solution exacte
∧
x de

(2.1.1) possède le degré de régularité suivant :

x̂ =
(
K ∗K

)µ
v, v ∈ L2 (0,1) , (2.1.4)

Cette propriété peut être interprétée comme étant une appearance à un espace de Sobolev, i.e., x̂ ∈W
2µ
2 (0,1).

Dans cette investigation, on considère un cas plus général, plus précisément, on suppose que la solution exacte

possède un degré de régularité donné par la formule suivante :

x̂ =ϕ
(
K ∗K

)
v, v ∈ L2 (0,1) , (2.1.5)

où ϕ une fonction monotone d’opérateurs.
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(H1) Cette hypothèse est similaire à celle utilisée par Groetsch [9] :

on suppose qu’il existe une constanteω, un ensemble de poids positifs
{
ωn

i

}n
i=1 associès aux points de collo-

cation
{
τni

}n
i=1, n = 1,2, ... et une suite dècroissante {πn} de nombres rèels positifs tels que :

(i ) πn → 0 quand n →∞,

(i i )
n∑

i=1
ωn

i ≤ ω, n = 1,2, ...,

(i i i ) ‖
∫1

0
k (τ, .)k (τ, .)dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , .

)
k

(
τni , .

)
‖L2⊗L2 ≤ πn , pour n suffisamment grand,

où

‖g (., .)‖2
L2⊗L2 =

∫1

0

∫1

0

∣∣g (s, t )
∣∣2dsdt .

Exemple 2.1.1. Soit τni =
i −1

n−1
, i = 1,2, ...n, les point de collocation de la formule du trapèze, le poidsωn

1 =ωn
n =

1

2(n−1)
et ωn

i =
1

n−1
, i = 2,3, ...,n−1.

Il est bien connu (cf. [?]) que, pour une fonction f ∈C2([0,1];R), et pour n ≥ 2, on a l’estimation d’erreur sui-

vante :
∣∣∣∣∣

∫1

0
f (τ)dτ−

n∑

i=1
ωn

i f
(
τni

)
∣∣∣∣∣≤

sup
t∈[0,1]

∣∣ f (2) (t )
∣∣

32(n−1)2
. (α)

Si k (s, t ) est deux fois continûment différentiable par rapport à s, et si γ> 0 telle que :

sup

{∣∣∣∣
∂i

∂si
k (s, t )

∣∣∣∣ , s, t ∈ [0,1] ; i = 0,1,2

}
≤ γ,

alors il est facile de vèrifier que la formule de trapèze mentionnée ci-dessus satisfait la condition (i) de l’hypo-

thèse (H1), avec ω= 1 et πn =
(n−1)−2

8
γ2.

On remarque que la suite πn décroissante, πn > 0 pour n ≥ 2 et limπn = 0 quand n → ∞, de plus, de la

définition des poids ωn
i =

1

n−1
, i = 2,3, ...,n−1, ωn

1 =ωn
n =

1

2(n−1)
, on a

n∑

i=1
ωn

i = 1=ω.

Il nous reste qu’à montrer le point (iii). Notons k (τ, s)k (τ, t )= fs,t (τ) ∀s, t ,τ ∈ [0,1]. D’près l’estimation (α), on

peut écrire

∣∣∣∣∣

∫1

0
fs,t (τ)dτ−

n∑

i=1
ωn

i fs,t
(
τni

)
∣∣∣∣∣≤

∥∥∥ f (2)s,t

∥∥∥
∞

32(n−1)2
,

ce qui implique

∣∣∣∣∣

∫1

0
k (τ, s)k (τ, t )dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
∣∣∣∣∣≤

sup
∣∣∣ ∂2

∂τ2
k (τ,s)k (τ,t )

∣∣∣

32(n−1)2
, ∀τ, s, t ∈ [0,1] ,
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et de la condition

sup

{∣∣∣∣
∂i

∂si
k (s, t )

∣∣∣∣ ; s, t ∈ [0,1] ; i = 0,1,2

}
≤ γ,

il s’en suit que

sup

∣∣∣∣
∂2

∂τ2
k (τ, s)k (τ, t )

∣∣∣∣≤ 4γ2,

d’où ∣∣∣∣∣

∫1

0
k (τ, s)k (τ, t )dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
∣∣∣∣∣≤

(n−1)−2

8
γ2 =πn ,

∫1

0

∫1

0

∣∣∣∣∣

∫1

0
k (τ, s)k (τ, t )dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
∣∣∣∣∣

2

dsdt ≤πn ,

‖
∫1

0
k (τ, .)k (τ, .)dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , .

)
k

(
τni , .

)
‖L2⊗L2 ≤ πn .

■

Ï Cet exemple montre que l’hypothèse (H1) est non vide.

On définit le produit scalaire 〈·, ·〉ω,n sur Rn par :

〈u,v〉ω,n :=
n∑

i=1
ωn

i ui vi , u,v ∈R
n .

Dans la suite, on note Rn
ω l’espace Rn muni du produit scalaire 〈·, ·〉ω,n et de la norme correspondante ‖·‖ω.

Proposition 2.1.1. Soit Kn = Γ△nK : L2 (0,1) → R
n
ω l’opérateur de collocation défini comme dans le schéma

(2.1.3). Alors sous les conditions de l’hypothèse (H1), on a

(a)
∥∥K ∗K−K ∗

nKn

∥∥≤πn , où K
∗
n est l’adjoint de l’opérateur Kn , tel qu K

∗
n :Rnω → L2 (0,1) est donnè par :

(b)
(
K ∗
nu

)
(·)=

n∑

i=1
ωn
i k

(
τni , .

)
ui , u ∈R

n .

Preuve. (b) Pour tout x ∈ L2 (0,1), u ∈R
n , on peut écrire

〈Knx,u〉ω,n =
n∑

i=1
ωn
i ui

∫1

0
k

(
τni , t

)
x (t )dt ,

et de

Knx = Γ△n (K x)=
(∫1

0
k

(
τn1 , t

)
x (t )dt , ...,

∫1

0
k

(
τnn , t

)
x (t )dt

)

on a

〈Knx,u〉ω,n =
∫1

0

[
n∑

i=1
ωn
i uik

(
τni , s

)
]
x (s)ds
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=
〈
x,

n∑

i=1
ωn

i uik
(
τni , s

)
〉

L2(0,1)

= 〈x,K ∗
nu〉L2(0,1)

,

et par identification en utilisant l’unicité de l’opérateur adjoint, on trouve

(
K ∗

nu
)
(·)=

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , .

)
ui .

(a) En utilisant la formule de l’adjoint de l’opérateur K qui est donné par la formule

( K ∗y) (s) =
∫1

0
k (τ, s) y (τ)dτ,

on peut écrire

(K ∗K x) (s)=
∫1

0
k (τ, s)

[∫1

0
k (τ, t )x (t )dt

]
dτ=

∫1

0

∫1

0
k (τ, s)k (τ, t )dτx (t )dt .

De même, on a

(K ∗
nKnx) (s) =

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)∫1

0
k

(
τni , t

)
x (t )dt =

∫1

0

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
x (t )dt ,

ce qui implique

(K ∗K x−K ∗
nKnx) (s)=

∫1

0

[∫1

0
k (τ, s)k (τ, t )dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
]
x (t )dt ,

∣∣ (K ∗K x−K ∗
nKnx) (s)

∣∣≤
∫1

0

∣∣∣∣∣

∫1

0
k (τ, s)k (τ, t )dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
∣∣∣∣∣ |x (t )|dt .

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et en utilisant la condition (ii) de l’hypothèse (H1), on obtient

∥∥(K ∗K x−K ∗
nKnx) (·)

∥∥
L2(0,1)

≤

∥∥∥∥∥

∫1

0
k (τ, ·)k (τ, ·)dτ−

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , ·

)
k

(
τni , ·

)
∥∥∥∥∥

L2⊗L2

‖x‖
L2(0,1)

≤πn ‖x‖
L2(0,1)

,

et donc
∥∥K ∗K -K ∗

nKn

∥∥≤πn .

Ce qui achève la démonstration de la Proposition 2.1.1 ■

Comme on l’a déjà mentionné, notre stratégie consiste à stabiliser le problème inverse (2.1.3) en utilisant

une filtre de Tikhonov. On suppose donc, que les données aux points de collocation
{
τni

}
sont entachées du

bruit. Soient les mesures de y (s) effectuées aux points si , pour i = 1,2, ...,m, qui ne coincident pas avec τni , i =

1,2, ...,n. On note ici, que dans la pratique, ces mesures sont effectuées généralement en présence d’un petit

bruit, que l’on suppose bruit additif, i.e., les mesures observées sont :

y
ξ
j
= y

(
s j

)
+ξ j , j = 1,2, ...,m, (2.1.6)
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où ξ j désigne l’erreur de la j ème mesure au point s j . On se limite dans notre étude au cadre déterministe dans

lequel les erreurs ξ j sont bornées de sorte que
∣∣ξ j

∣∣≤ ξ pour tout j = 1,2, ...,m et ξ> 0.

Pour qu’on puisse utiliser les donnèes de mesure aux niveau des point de la collocation, il faut qu’on dispose

un jeu d’approximation, pour pouvoir calculer les valeurs yδi ≈ y
(
τni

)
de (2.1.6). Dans ce but, on suppose qu’ il

existe un systéme de fonctions :

{
gm
j

}m

j=1
⊂C ([0,1]) , m = 1,2, ...

telle que ∣∣∣∣∣y (s)−
m∑

j=1
y

(
s j

)
gm
j (s)

∣∣∣∣∣≤ εm
∥∥∣∣y

∣∣∥∥ , s ∈ [0,1] , (2.1.7)

pour tout y ∈R (K ), où ‖|·|‖ est une semi-norme dèfinie sur R (K ) et {εm} est une suite de nombres rèels positifs,

telle que εm → 0 quandm →∞. On suppose de plus, qu’il existe une constante κ≥ 0 tell que

m∑

j=1

∣∣∣gm
j (s)

∣∣∣≤ κ, (2.1.8)

pour tout s ∈ [0,1] etm = 1,2, ....

Exemple 2.1.2. Considèrons l’opérateur intègral K avec le noyau k (s, t ) comme dans l’exemple (2.1.1), et soit

la semi-norme

∥∥∣∣y
∣∣∥∥= sup

{∣∣y (2) (s)
∣∣ , s ∈ [0,1]

}
, y ∈R (K ) .

Pour toutm = 2,3, ..., posons s j =
j −1
m−1

, j = 1,2, ...m, et soit βm (t ) une fonction dèfinie comme suit :





βm (t )= 0, pour t ∉
[ −1
m−1

,
1

m−1

]
,

βm (t )=βm (−t ) ,

βm (t )= 1+ (m−1) t , pour t ∈
[ −1
m−1

,0

]
.

On vérifie aisément que

m∑

j=1

∣∣ βm

(
s− s j

)∣∣= 1.

En effet, on a 



βm (s)= 1+ (m−1) s, pour s ∈
[ −1
m−1

,0

]
,

βm (s)= 1− (m−1) s, pour s ∈
[
0,

1

m−1

]
,

βm (s)= 0 , pour s ∉
[ −1
m−1

,
1

m−1

]
,
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et pour tout j = 2,3...m,





βm

(
s− s j

)
= 1+ (m−1)

(
s− s j

)
, s− s j ∈

[
j −2

m−1
,
j −1

m−1

]

βm

(
s− s j

)
= 1− (m−1)

(
s− s j

)
, s− s j ∈

[
j −1

m−1
,

j

m−1

]

βm(s− s j )= 0, s− s j ∉
[

j −2

m−1
,

j

m−1

]

donc, pour tout s ∈ [si , si+1], i = 1,2, ...m−1, on obtient :

m∑

j=1

∣∣ βm

(
s− s j

)∣∣=
∣∣ βm (s− si )

∣∣+
∣∣ βm (s− si+1)

∣∣= 2+ (m−1)(si − si+1)= 1.

Maintenait, pour une fonction y possédant une dérivée bornée, alors on a l’estimation suivante :

∣∣∣∣∣y (s)−
m∑

j=1
y

(
s j

)
βm

(
s− s j

)
∣∣∣∣∣≤

∥∥∣∣y
∣∣∥∥

8(m−1)2
.

En effet, pour tout s ∈ [si , si+1] , i = 1,2, ...m−1,, on peut toujours approcher la fonction y (s) par un polynôme

p (s) vérifiant :
{

p (s)= as+b,

p (si )= y (si ) , p (si+1)= y (si+1) .

Dans ce cas, pour tout s ∈ [si , si+1] , i = 1,2, ...m−1, on peut écrire

m∑

j=1
y

(
s j

)
βm

(
s− s j

)
= (m−1)

[
y (si )− y (si+1)

]
s+ (m−1)

[
y (si+1) si+1− y (si ) si

]
+ y (si )+ y (si+1) ,

et 



m∑

j=1
y

(
s j

)
βm

(
si − s j

)
= y (si ) ,

m∑

j=1
y

(
s j

)
βm

(
si+1 − s j

)
= y

(
si+1

)
,

d’où
m∑

j=1
y

(
s j

)
βm

(
s− s j

)
= p (s) .

En utilisant un développement de Taylor, on obtient





p (s+ζ)≈ y (s)+ζ y (1) (s)+
ζ2

2
y (2) (sυ) ,

p (s−ζ)≈ y (s)−ζ y (1) (s)+
ζ2

2
y (2) (s̟) ,

pour tout (s,ζ) tel que s+ζ, s−ζ ∈O⊂ [si , si+1], ζ> 0 et ζ≤
1

2(m−1)
.

Ce qui entraîne

∣∣y (s)−p (s)
∣∣≤

ζ2

2
sup

s∈[si ,si+1]

∣∣ y (2) (s)
∣∣ ,
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donc ∣∣∣∣∣y (s)−
m∑

j=1
y

(
s j

)
βm

(
s− s j

)
∣∣∣∣∣≤

∥∥∣∣y
∣∣∥∥

8(m−1)2
, ∀ s ∈ [0,1] .

Ï Les conditions (2.1.7) et (2.1.8) sont donc satisfaites, avec εm =
1

8(m−1)2
, κ= 1 et gm

j (s) = βm

(
s− s j

)
, j =

1,2, ...m.

Ï Notons que le système de fonctions
{
gm
j

}
avec les propriétés (2.1.7) et (2.1.8) peut être employé pour pro-

duire une quantité arbitraire de données de collocation perturbées à partir d’un packet de mesures bruitées

(2.1.6).

En effet, on peut calculer
{
yδi

}n

i=1
à partir de

{
y
ξ
j

}m

j=1
en posant :

yδi =
m∑

j=1
y
ξ
j
gm
j

(
τni

)
, i = 1,2, · · · ,n.

D’après ce qui précède, la quantité

∣∣∣y
(
τni

)
− yδi

∣∣∣=
∣∣∣∣∣y

(
τni

)
−

m∑

j=1
y
ξ
j
gm
j

(
τni

)
∣∣∣∣∣ ,

peut être estimée comme suit

∣∣∣y
(
τni

)
− yδi

∣∣∣=
∣∣∣∣∣y

(
τni

)
−

m∑

j=1

[
y

(
s j

)
+

(
y
ξ
j
− y

(
s j

))]
gm
j

(
τni

)
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣y
(
τni

)
−

m∑

j=1
y

(
s j

)
gm
j

(
τni

)
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
m∑

j=1

[(
y
ξ
j
− y

(
s j

))]
gm
j

(
τni

)
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣y
(
τni

)
−

m∑

j=1
y
(
s j

)
gm
j

(
τni

)
∣∣∣∣∣+

m∑

j=1

∣∣∣yξ
j
− y

(
s j

)∣∣∣
∣∣∣gm

j

(
τni

)∣∣∣

≤ εm
∥∥∣∣y

∣∣∥∥+ξκ.

On obtient donc l’estimation
∣∣∣y

(
τni

)
− yδi

∣∣∣≤ εm
∥∥∣∣y

∣∣∥∥+ξκ. (2.1.9)

Ï Cette estimation montre que dans cadre déterministe, il est très raisonnable de choisir le nombre d’obser-

vationsm =m (ξ), de façon que εm ≍ ξ (l’expression a ≍ b signifie qu’il existe deux constantes positive c− et c+

telles que c−a ≤ b ≤ c+a).

Ï De l’estimation (2.1.9), on voit également que dans un cadre déterministe, le niveau du bruit

δ=max
{∣∣∣y

(
τni

)
− yδi

∣∣∣ , i = 1,2...n.
}

dépend du niveau du bruit ξ produit par les m mesures bruitées, mais il ne dépend pas du nombre de points

de collocation.

• Pour poursuivre l’analyse de notre méthode de calcul, on aura besoin aussi à hypothèse suivante :
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(H2) On suppose que, pour tout n = 1,2..., et pour δ ∈ (0,1) suffisamment petit, les donnèes de collocation

perturbées yδ1 , y
δ
2 , ...,y

δ
n sont telles que

∣∣∣y
(
τni

)
− yδi

∣∣∣≤ δ, i = 1,2, ...,n.

En tenant compte de l’hypothèse (H2) et la condition
n∑

i=1
ωn

i ≤ ω (voir (H2)), le niveau du bruit du vecteur per-

turbé
−→
yδn :=

(
yδ1 , y

δ
2 , ....y

δ
n

)
de

−→
yn :=

(
y

(
τn1

)
, y

(
τn2

)
, ...., y

(
τnn

))
par rapport à la norme de Rn

ω est donné par :

∥∥∥∥
−→
yn −

−→
yδn

∥∥∥∥
ω,n

=
(

n∑

i=1
ωn

i

∣∣∣(K x̂)
(
τni

)
− yδi

∣∣∣
2
) 1
2

≤
p
ωδ. (2.1.10)

En effet, ∥∥∥∥
−→
yn −

−→
yδn

∥∥∥∥
2

ω,n

= 〈−→yn −
−→
yδn ,

−→
yn −

−→
yδn〉ω,n =

n∑

i=1
ωn

i

∣∣∣y
(
τni

)
− yδi

∣∣∣
2
=

n∑

i=1
ωn

i

∣∣∣(K x̂)
(
τni

)
− yδi

∣∣∣
2

≤
[
max

∣∣∣y
(
τni

)
− yδi

∣∣∣
]2 n∑

i=1
ωn

i ≤ωδ2,

d’où
∥∥∥∥
−→
yn −

−→
yδn

∥∥∥∥
ω,n

=
(

n∑

i=1
ωn

i

∣∣∣(K x̂)
(
τni

)
− yδi

∣∣∣
2
) 1
2

≤
p
ωδ.

On sait que la solution (analytique) de l’équation intégrale (2.1.1) est fournie par le Théorème de Picard via la

décomposition en valeurs singulières de l’opérateur K . Soit

(K x) (s)=
∞∑

k=1
ak〈vk ,x〉L2

uk (s)

où {vk } et {uk } sont deux systèmes orthonormés engendrés par les de fonctions propres des opérateurs K ∗K et

KK ∗ respectivement, et a2
1,a

2
2, ...a

2
k sont les valeurs propres correspondantes.

La solution exacte (instable) x̂ de (2.1.1) est donnée par :

x̂ (t )=
∞∑

k=1

〈uk ,y〉
L2

ak
vk (t ) , (2.1.11)

sous la condition du critère de Picard soit satisfait : x̂ ∈ L2 (0,1) si et seulement si

∞∑

k=1

∣∣∣〈uk ,y〉
L2

∣∣∣

a2
k

2

<∞.

Le Théorème de Picard nous fournit un critère théorique et pratique, dans le cas où on connaît explicitement

le système singulier de l’opérateur K .

Remarque 2.1.1. On remarque que le terme général de la série (2.1.11) est un produit de deux quantités avec

des vitesses opposées :
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• le coefficient

∣∣∣〈uk ,y〉
L2

∣∣∣

a2
k

2

−→ 0 (terme général d’une série convergente, il tend donc vers 0),

• les hautes fréquences 1/ak −→+∞.

A partir de cette remarque, il clair que la convergence de la série (2.1.11) ne pourrait être garantie sauf si le

coefficient de fourier 〈uk , y〉L2
posséderait une certaine vitesse de décroissance qui peut contrôler la vitesse

des hautes fréquences.

Par conséquent il semble naturel demesurer la régularité de x̂ par la vitesse de décroissante des coefficients de

Fourier 〈uk , y〉L2
, plus prècisèment, on a besoin d’une condition forte de type :

∞∑

k=1

〈uk ,y〉2
L2

a2
k
ϕ2

(
a2
k

) <∞

oùϕ est un fonction continue croissante, définie sur l’intervalle [0,a]⊃
{
a2
k

}
avecϕ (0)= 0. Pour se référer à ces

propriétés, on note : conditions (VHS) 1.

D’après (2.1.11), on a

x̂ (t )=
∞∑

k=1
ϕ

(
a2
k

)
〈v,vk〉L2

vk (t )=
(
ϕ

(
K ∗K

)
v
)
(t ) , (2.1.12)

où

v :=
∞∑

k=1

〈y ,uk〉
L2

akϕ
(
a2
k

)vk ∈ L2 (0,1) .

La condition
∞∑

k=1

〈uk ,y〉2
L2

a2
k
ϕ2

(
a2
k

) <∞,

exprime donc une certaine régularité en terme d’une fonction d’indexation ϕ.

Pour une famille de fonctions Φ = {ψ} vérifiant les propriétés (VHS), on introduit la famille de sous-espaces,

notée HΦ = {Hϕ ⊆H , ϕ ∈Φ}.

Notation. Si la solution exacte x̂ possède la régularité donné par (2.1.5) :

x̂ (t )=
(
ϕ

(
K ∗K

)
v
)
(t ) ,

où

v :=
∞∑

k=1

〈y ,uk〉
L2

akϕ
(
a2
k

)vk ∈ L2 (0,1) ,

on dit alors que x̂ est de type Hϕ.

Puisque l’image R(K ) ⊂ L2(0,1), tandis que l’image R(Kn) ⊂ Rn , alors la théorie des perturbations présentée

dans le livre de Vainikko [34, Chap.4] ne peut pas être appliquée pour les méthodes de collocation régularisée,

1. VHS signifie en anglais : Variable Hilbert Scales

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



2.1 Position du problème 47

du fait qu’on peut pas estimer la norme de ϕ
(
K ∗K

)
−ϕ

(
K ∗

nKn

)
en s’appuyant sur les arguments de perturba-

tion. Pour contourner cette difficulté, on fait appel à la théorie des fonctions monotones d’opérateurs.

Notation. On note parA(H) l’ensemble des opérateurs auto-adjoints sur H , i.e.,

A(H)= {A ∈L (H) : A = A∗}.

L’ordre partiel A ≤B surA(H) signifie que 〈Ax,x〉 ≤ 〈Bx,x〉 pour tout x ∈H .

Définition 2.1.1. Soit ϕ : J = [0,a]⊂R−→R une fonction continue. On dit que ϕ est une une fonction mono-

tone d’opérateurs, si pour toute paire d’opérateurs bornés A, B ∈L (H) avec σ(A), σ(B)⊂ J , on ait

ϕ (A)≤ϕ (B) , pour A ≤B.

On note parM[0,a](H) l’ensemble des fonctions monotones d’opérateurs :

M[0,a](H)=
{
ϕ : [0,a]−→R :ϕ(A)≤ϕ(B) siA ≤B , A,B ∈A(H) etσ(A),σ(B)⊆ [0,a]

}
.

Théorème 2.1.1. (Mathé & Pereverzer [24]) soient A,B deux opératers auto-adjoints positifs, et soit b une

constante positive telle quemax{‖A‖ ,‖B‖}≤ b. Supposons queϕ est une fonctionmonotone sur [0,a], où b ≤ a,

alors il existe une constante cϕ = cϕ(a,b) telle que

∥∥ϕ (A)−ϕ (B)
∥∥≤ cϕϕ (‖A−B‖) . (2.1.13)

De plus, il existe dϕ > 0 telle que

dϕ
t

ϕ (t )
≤

τ

ϕ (τ)
(2.1.14)

pour tout t , 0< t < τ≤ a.

Ainsi, la fonctionϕ (fonctionmonotone d’opérateurs) nous permet d’estimer la norme deϕ
(
K ∗K

)
−ϕ

(
K ∗

nKn

)
.

Pour cela, on introduit l’hypothése suivante.

(H3) On suppose que la solution exacte x̂ de l’équation (2.1.1) satisfait la conditions de régularité (2.1.5), i.e.,

x̂ (t )=
(
ϕ

(
K ∗K

)
v
)
(t ) , (2.1.15)

pour une certaine fonction monotone d’opérateurs ϕ sur l’intervalle [0,a] tel que :

max
{∥∥K ∗K

∥∥ ,
∥∥K ∗

nKn

∥∥}
≤ b < a, ∀n = 1,2, · · · , (2.1.16)

où les opérateurs K , Kn sont donnés par les expressions (2.1.1), (2.1.3) respectivement.
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Remarque 2.1.2. Considérons l’operateur integrale K avec le noyau k (s, t ) comme dans l’exemple 2.1.1. Alors,

on a

∥∥K ∗K
∥∥= ‖K ‖2 ≤ sup

{
|k (s, t )|2 , s, t ∈ [0,1]

}
≤ γ2

et de la preuve de la proposition 2.1.1, il s’ensuit que

∥∥K ∗
nKn

∥∥≤ sup
n∑

i=1
ωn

i

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣≤ γ2ω, s, t ∈ [0,1]

où ω est définie dans l’énoncé de l’hypothèse (H1).

En effet, le première estimation découle immédiatement de l’inégalité de Cauchy-Schwartz et de la bornitude

du noyau k(., .). Pour la deuxième estimation, on peut écrire

(
K ∗

nKn

)
x (s)=

∫1

0

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
x (t )dt ,

et de l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il découle

∣∣ (
K ∗

nKn

)
x (s)

∣∣ ≤
∫1

0

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)
x (t )

∣∣∣∣∣dt ≤
∫1

0

n∑

i=1
ωn

i

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣ |x (t )|dt ≤

sup
s,t∈[0,1]

n∑

i=1
ωn

i

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣
∫1

0
|x (t )|dt ≤ sup

n∑

i=1
ωn

i

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣‖x‖
L2
,

d’où
∫1

0

∣∣ (
K ∗

nKn

)
x (s)ds

∣∣2 ≤
∫1

0

[
sup

s,t∈[0,1]

n∑

i=1
ωn

i

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣‖x‖
L2

]2
ds.

On obtient donc

∥∥(
K ∗

nKn

)
x
∥∥≤ sup

s,t∈[0,1]

n∑

i=1
ωn

i

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣‖x‖
L2
,

ce qui donne

∥∥K ∗
nKn

∥∥≤ sup
s,t∈[0,1]

n∑

i=1
ωn

i

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣ , (2.1.17)

et le côté droit de (2.1.17) peut être estimé comme suit

∥∥K ∗
nKn

∥∥≤ sup
s,t∈[0,1]

∣∣k
(
τni , s

)
k

(
τni , t

)∣∣
n∑

i=1
ωn

i ≤ γ2ω. (2.1.18)

Ï On voit donc, que si l’opérateur K satisfait les conditions (H1) et (H2), alors la condition (2.1.16) dans l’hy-

pothése (H3) est satisfaite si on choisit une fonction ϕ ∈M[0,a](H) avec max
{
γ2,γ2ω

}
< a.

Exemple 2.1.3. (i ) Les fonctions ϕ (t )= tµ, 0≤µ≤ 1 sont des fonctions monotones d’opérateurs sur [0,∞[.
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(i i ) Les fonctions ϕ (t )= log−µ
(
1

t

)
ou ϕ (t )= log−µ

(
log(

1

t
)

)
, 0< µ≤ 1, sont des fonctions monotones d’opé-

rateur sur [0,1[. 2

Remarque 2.1.3. Sous la condition (2.1.15), ces classes de fonctions peuvent être exploitées dans notre cadre

d’étude. Pour se faire, il suffit de modifier l’opérateur K par un Kθ = θK , θ > 0 de façon que σ(K ∗
θ Kθ)⊂ [0,1[.

2.2 Procédure de Régularisation

Dans ce qui suit, on suppose que l’équation (2.1.1) admet une solution x̂ dans L2, soit alors

y (t )= (K x̂) (t ) .

D’après l’hypothèse (H2), les les données de collocation qu’on dispose sont en nombre fini, de plus elles sont

entachées d’erreurs :
−→
yδn :=

(
yδ1 , y

δ
2 , ....y

δ
n

)
∈R

n , de plus, d’après (2.1.10) on a

∥∥∥∥
−→
yn −

−→
yδn

∥∥∥∥
ω,n

≤
p
ωδ,

∥∥∥∥Γ△nK x̂−
−→
yδn

∥∥∥∥
ω,n

≤
p
ωδ, (2.2.1)

où ω est la constante indiquée dans ’hypothèse (H1).

Notre but ici est de reconstruire x̂ à partir de
−→
yδn . Considérons donc le problèmematriciel suivant :

Knx =
−→
yδn . (2.2.2)

Puisque le problème (2.2.2) est mal conditionné, on ne peut pas donc le résoudre directement. Pour pallier

cette pathologie, on considère alors le problème approché (régularisé)suivant :

αx+K ∗
nKnx =K ∗

n

−→
yδn (Régularisation de Tikhonov) (2.2.3)

où α> 0 est le paramètre de régularisation.

Pour tout α > 0, l’unique solution xδα,n de (2.2.3) est considérée comme une approximation de collocation

régularisèe pour x̂.

Avant d’analyser cette procédure, il est important de connaître la représentation de

xδα,n =
(
αx+K ∗

nKn

)−1
K ∗

n

−→
yδn .

2. Dans la littérature des problèmes mal posés, ces classes de fonctions ont été largement exploitées dans la régulari-

sation de Tikhonov. Pour plus de détails, on peut consulter les références :

■ H.W. Engl, M. Hanke, A. Neubauer, Regularization of Inverse Problems, Kluwer, Dordrecht, 1996

■ T. Hohage, Regularization of exponentially ill-posed problems, Numer. Funct. Anal. Optimiz. 21 (2000) 439464. Applica-

tions, vol. 517, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 2000, pp. 67-98.

■ S.V. Pereverzev, E. Schock, Morozov’s discrepancy principle for Tikhonov regularization of severely ill-posed problems

in finite-dimensional subspaces, Numer, Funct. Anal. Optim. 21 (7-8) (2000) 901-916.
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Il est clair que xδα,n ∈R
(
K ∗

n

)
. D’autre part, de la proposition 2.1.1, on sait que R

(
K ∗

n

)
est engendrée par

{
ωn

i k
(
τni , ·

)}n
i=1 ,

(
K ∗

nu
)
(·)=

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , .

)
ui , u ∈R

n .

Par conséquent

xδα,n =
n∑

j=1
c jω

n
j k

(
τnj , .

)
. (2.2.4)

En remplaçant (2.2.4) dans l’équation (2.2.3), on obtient

α xδα,n +K ∗
nKnx

δ
α,n =K ∗

n

−→
yδn ,

α
n∑

j=1
c jω

n
j k

(
τnj , .

)
+K ∗

nKn

n∑

j=1
c jω

n
j k

(
τnj , .

)
=K ∗

n

−→
yδn ,

α
n∑

j=1
c jω

n
j k

(
τnj , .

)
+

∫1

0

n∑

i=1
ωn

i k
(
τni , .

)
k

(
τni , t

) n∑

j=1
c jω

n
j k

(
τnj , .

)
dt =

n∑

j=1
ωn

j k
(
τnj , .

)
yδj ,

α
n∑

j=1
c jω

n
j k

(
τnj , ·

)
+

n∑

i=1

(
n∑

j=1
ωn

j

∫1

0
k

(
τnj , t

)
k

(
τni , t

)
dt c j

)
ωn

i k
(
τni , ·

)
=

n∑

j=1
ωn

j k
(
τnj , .

)
yδj ,

on arrive enfin à l’écriture

α
n∑

i=1
ciω

n
i k

(
τni , ·

)
+

n∑

i=1

(
n∑

j=1
ωn

j

∫1

0
k

(
τnj , t

)
k

(
τni , t

)
dt c j

)
ωn

i k
(
τni , ·

)
=

n∑

i=1
ωn

j k
(
τni , .

)
yδi ,

où les coefficients c j sont calculés à partir du systéme d’équations linéaires :

αci +
n∑

j=1
ωn

j

∫1

0
k

(
τnj , t

)
k

(
τni , t

)
dtc j = yδi ,

αci +
n∑

j=1
ai j c j = yδi , i = 1,2...n.

où

ai j =ωn
j

∫1

0
k

(
τnj , t

)
k

(
τni , t

)
dt , i , j = 1,2, ....,n.

Ce systéme s’écrit sous la formematricielle

α−→c + A
−→
c =

−→
yδn ,

−→
c = (c1,c2, ...,cn), (2.2.5)

où
A =

[
ai j

]
, i , j = 1,2, ...,n.

A =
[
ωn

j

∫1

0
k

(
τnj , t

)
k

(
τni , t

)
dt

]
, i , j = 1,2, ...,n.

A =
[
ωn

j mi j

]
, mi j =

∫1

0
k

(
τnj , t

)
k

(
τni , t

)
dt
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On remarque que

A =




ωn
1m11 ωn

2m12 · · · ωn
nm1n

ωn
1m21 ωn

2m22 · · ·
...

...
...

. . .
...

ωn
1mn1 . . . . . . ωn

nmnn



=




m11 m12 · · · m1n

m21 m22 · · ·
...

...
...

. . .
...

mn1 · · · · · · mnn



×




ωn
1 0 · · · 0

0 ωn
2 . . .

...
...

...
. . . 0

0 · · · 0 ωn
n



,

donc on peut écrire la matrice A sous la forme A =MW , M =
[
mi j

]
etW = diag

(
ωn
1 ,ω

n
2 , ...,ω

n
n

)
.

De la définition de 〈u,v〉ω,n =
n∑

i=1
ωn

i ui vi = 〈Wu,v〉Rn , on peut écrire

〈Au,v〉ω,n = 〈WAu,v〉Rn = 〈WMWu,v〉Rn = 〈u, (WMW )∗ v〉
Rn

= 〈u,W ∗M∗W ∗v〉
Rn

= 〈u,WMWv〉
Rn

= 〈Wu,MWv〉
Rn

= 〈Wu,Av〉
Rn

= 〈u,Av〉ω,n ,

de sorte que

〈Au,v〉ω,n = 〈u,Av〉ω,n , ∀u,v ∈R
n
ω.

On voit que A est auto-adjoint pour le produit scalaire 〈·, ·〉ω,n , de plus 〈Au,u〉ω,n = 〈MWu,Wu〉Rn ≥ 0. En effet,

soit ϕ (t )=
[
ϕ1 (t ) ,ϕ2 (t ) , ...,ϕn (t )

]
tel que ϕi (t )= k

(
τni , t

)
, i = 1,2, ...,n, on a

〈MWu,Wu〉Rn =
n∑

i=1

n∑

j=1

∫1

0
ϕi (t )ϕ j (t )ω

n
i ω

n
j uiu jdt =

∫1

0

n∑

i=1

n∑

j=1
ϕi (t )ϕ j (t )ω

n
i ω

n
j uiu jdt

=
∫1

0

(
n∑

i=1
ωn

i ϕi (t )ui

)(
n∑

j=1
ωn

j ϕ j (t )u j

)
dt =

∫1

0

(
n∑

i=1
ωn

i ϕi (t )ui

)2
≥ 0.

Ainsi, pour toute valeur du paramètre de régularisation α> 0, la matrice αI + A du systéme (2.2.5) est un opé-

rateur strictement positif et auto-adjoint sur Rn
ω. En conséquence, le systéme (2.2.5) est uniquement résoluble.

Lemme 2.2.1. Sous les conditions (Hi ), i = 1,2,3, on a l’estimation

∥∥∥x̂−xδα,n

∥∥∥
L2

≤ ĉ
[
ϕ (α)+ϕ (πn )

]
+

p
ω

2
p
α
δ

où la constante ĉ est indépendante de α et n. En particulier, pour α > 0 appartenant au domaine de ϕ, et si

n := n (α) est le plus petit entier positif tel que πn(α)≤α, alors

∥∥∥x̂−xδα,n
∥∥∥
L2

≤ 2 ĉϕ (α) +
p
ω

2
p
α
δ.

Preuve. Soit gα (t )= (α+ t )−1. En utilisant cette notation, on peut écrire xδn,α sous la forme

xδn,α =
(
α I +K ∗

nKn
)−1

K ∗
n

−→
yδn = gα

(
K ∗
nKn

)
K ∗
n

−→
yδn .
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En vertu de la proposition 3 (cf. [25]), on a pour toute fonction ϕ satisfaisant (2.1.14),

sup
t∈[0,a]

∣∣(1− gα (t ) t
)
ϕ (t )

∣∣≤
ϕ (α)

dα
, (2.2.6)

où dα est la constante indiquée dans le théorème 2.1.1.

On a

x̂− xδn,α = x̂− gα
(
K ∗

nKn

)
K ∗

n

−→
yδn + gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn x̂− gα
(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn x̂,

Kn x̂ = Γ△nK
∧
x,

d’où

x̂ − xδn,α = gα
(
K ∗

nKn

)
K ∗

n

(
Γ△nK x̂−

−→
yδn

)
+

(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
x̂. (2.2.7)

En utilisant (2.2.1) et le calcul fonctionnel des opérateurs auto-adjoints, on peut estimer le premier terme du

côté droit comme suit

∥∥∥∥gα
(
K ∗

nKn

)
K ∗

n

(
Γ△nK x̂−

−→
yδn

)∥∥∥∥≤
∥∥gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

n

∥∥
R
n
ω→L2

∥∥∥∥Γ△nK x̂−
−→
yδn

∥∥∥∥
ω,n

≤ sup
t≥0

∣∣pt (α+ t )−1
∣∣pωδ,

et de l’inégalité sup
t≥0

p
t (α+ t )−1 ≤

1

2
p
α
, on obtient

∥∥∥∥gα
(
K ∗

nKn

)
K ∗

n

(
Γ△nK x̂−

−→
yδn

)∥∥∥∥≤
p
ω

2
p
α
δ. (2.2.8)

D’autre part, en tenant compte de (2.1.5) (x̂ = ϕ
(
K ∗K

)
v), on peut décomposer le deuxième terme de (2.2.7)

comme suit

(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
x̂ =

(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
ϕ

(
K ∗

nKn

)
v

−
(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
ϕ

(
K ∗

nKn

)
v +

(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
ϕ

(
K ∗K

)
v,

d’où

(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
x̂ =

(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
ϕ

(
K ∗

nKn

)
v

+
(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)(
ϕ

(
K ∗K

)
−ϕ

(
K ∗

nKn

))
v.

En utilisant la condition (2.2.6) ainsi que le calcul fonctionnel des opérateurs auto-adjoints, on obtient les

estimations suivantes :

∥∥(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
ϕ

(
K ∗

nKn

)
v
∥∥≤

∥∥(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)
ϕ

(
K ∗

nKn

)∥∥‖v‖
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≤ sup
t≥0

∣∣(1− gα (t ) t
)
ϕ (t )

∣∣‖v‖ ≤
‖v‖
dϕ

ϕ (α) .

Puisque
∥∥(

I − gα
(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)∥∥≤ sup
t

∣∣(1− gα (t ) t
)∣∣≤ 1,

le théorème 2.1.1 et la proposition 2.1.1, nous permettent d’écrire

∥∥(
I − gα

(
K ∗

nKn

)
K ∗

nKn

)(
ϕ

(
K ∗K

)
−ϕ

(
K ∗

nKn

))
v
∥∥≤ ‖v‖

∥∥(
ϕ

(
K ∗K

)
−ϕ

(
K ∗

nKn

))∥∥

≤ cϕ ‖v‖ϕ
(∥∥K ∗K −K ∗

nKn

∥∥)
≤ c ‖v‖ϕ (πn) (2.2.9)

En combinant les estimations (2.2.8) et (2.2.9), on trouve

∥∥∥x̂−xδα,n

∥∥∥
L2

≤
p
ω

2
p
α
δ+

‖v‖
dϕ

ϕ (α)+ c ‖v‖ϕ (πn)≤ ĉ
[
ϕ (α)+ϕ (πn)

]
+

p
ω

2
p
α
δ,

où ĉ =max

{‖v‖
dϕ

,c ‖v‖
}
. Si α ∈Dϕ tel que πn ≤α, alors ϕ (α)≥ϕ (πn) entraîne

∥∥∥x̂−xδα,n

∥∥∥
L2

≤ 2ĉϕ (α)+
p
ω

2
p
α
δ.

Ce qui achève la preuve du lemme 2.2.1. ■

Soit la fonctionΘ (t ) définie par :Θ (t )=
p
tϕ (t ) , t ∈

[
0,‖K ‖2

]
. Cette fonction peut nous servir au choix a priori

du paramètre de régularisation. Notons que pour α> 0, α=Θ
−1 (δ) si et seulement si ϕ (α)=

δ
p
α
.

On note ici, que pour α
 0, n (α) désigne le plus petit entier positif satisfaisant πn(α) ≤ α, où {πn} est la suite

introduite dans l’hpothése (H1).

Théorème 2.2.1. On suppose que les conditions (Hi ), i = 1,2,3 sont satisfaites. Soient δ> 0 tel que δ ∈ R (Θ) et

α=Θ
−1 (δ). si n = n (α) est le plus petit entier positif tel que πn(α) ≤α, alors

∥∥∥x̂−xδα,n(α)

∥∥∥
L2

≤ cϕ
(
Θ
−1 (δ)

)
, (2.2.10)

où la constant c ne depend pas de δ.

Preuve. D’après le lemme 2.2.1, on a

∥∥∥x̂−xδα,n(α)
∥∥∥
L2

≤ 2ĉϕ (α)+
p
ω

2
p
α
δ.

De plus, de la définition du paramètre α :

α=Θ
−1 (δ)⇐⇒ϕ (α)=

δ
p
α
,
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il vient

ϕ
(
Θ
−1 (δ)

)
=

δ
√
Θ−1 (δ)

,
δ
p
α

=ϕ
(
Θ
−1 (δ)

)

ce qui donne

∥∥∥x̂−xδα,n(α)

∥∥∥
L2

≤ 2ĉϕ
(
Θ
−1 (δ)

)
+
p
ω

2
ϕ

(
Θ
−1 (δ)

)
≤

(
2ĉ+

p
ω

2

)
ϕ

(
Θ
−1 (δ)

)
= cϕ

(
Θ
−1 (δ)

)
,

où c = 2ĉ+
p
ω

2
. ■

On voit donc, si la condition de de régularité est exprimée en fonction d’une fonctionmonotone d’opérateurϕ

(voir (2.1.5)), alors on peut utiliser le théoréme 2.2.1 pour établir un bon ordre de précision. Pour cela, il suffit

de choisir α=Θ
−1 (δ) et n = n (α) comme dans la théorème 2.2.1.

Remarque 2.2.1. Notons que dans le travail [25], il a été démontré, que l’ordre de la précision ϕ
(
Θ
−1 (δ)

)
ne

peut être amélioré en général sous la condition (2.1.5). Par conséquent, ce taux peut servir comme étant un de

repère d’évaluation d’erreur.

Plusieurs auteurs ont étudié des schémas d’approximation K ∗K de K ∗
nKn dépendant de α.

Ï Dans [9], il a été montré que la condition
∥∥K ∗K −K ∗

nKn

∥∥ ≍ α2 donne un ordre optimal si la condition de

régularité est exprimée en fonction de ϕ (t )= tµ, 0<µ≤ 1.

Ï Il est important de noter que l’estimation (2.2.10) est un résultat général. Elle englobe tous les types de régu-

larité 3 qui ont été étudiés dans les procédures de régularisation. De plus, l’ordre de précision obtenu sous la

condition (2.1.15) est optimal.

2.3 Choix du paramètre de régularisation

Dans la pratique, il est très difficile et parfois impossible de choisir de manière optimale le paramètre α. Ce

constat est dû au fait que la solution qu’on cherche est inconnue, et les information a priori dont on dispose

sont limitées, ce qui rend certains résultats théoriques inapplicables, notamment dans les problèmes d’aspect

expérimental. 4

■ La question est donc comment faire un choix de façon à obtenir ordre quasi-optimal relativement acceptable

vis-à-vis l’objectif souhaité.

Dans ce but, on suit la méthode développée dans [25] et qui a été généralisée dans [28].

3. Type Höldérien : ϕ(t )= tµ, 0<µ≤ 1.

Type logarithmique : ϕ (t )= log−µ
(
1

t

)
ou ϕ (t )= log−µ

(
log(

1

t
)

)
, 0<µ≤ 1.

4. Les problèmes pratiques sont de nature très complexe et leurs traitement ne se fait pas par des méthodes

standards. On doit penser donc à d’autres méthodes sophistiquées qui peuvent traiter cette complexité.
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Pour poursuivre les calculs, on aura besoin d’un résultat crucial démontré dans [27, lemme 3]. Ce résultat se

résume comme suit :

soient ϕ est une fonction monotone d’opérateurs et η un réel strictement positif. Alors il existe deux

constantes positives c−(η,ϕ), c+(η,ϕ) ne dépendent que de ϕ et η telles que

c−(η,ϕ)ϕ (t )≤ϕ
(
ηt

)
≤ c+(η,ϕ)ϕ (t ) , (2.3.1)

pour tout t tel que t et ηt appartiennent au domaine de ϕ.

Dans la pratique, les valeurs du paramètre de régularisation α sont souvent choisis parmi certaines suites géo-

métriques :

GM
q =

{
αi =α0q

i , i = 0,1, ...M
}
,

où α0 = δ2, q > 1 et M est déterminé selon le critère qM−1α0 ≤ 1< qMα0.

En vertu du lemme 2.2.1, on peut proposer une stratégie adaptative pour choisir le nombre n de collocation en

fonction de α ∈GM
q , telle que l’influence de l’erreur de discrétisation n’amplifie pas demanière brutale le bilan

d’erreur global.

D’après le lemme 2.2.1, on a

∥∥∥x̂−xδα,n(α)

∥∥∥
L2

≤ 2ĉϕ (α)+
p
ω

2
p
α
δ (2.3.2)

Notons que si n > n (α) l’erreur
∥∥∥x̂−xδα,n

∥∥∥
L2

demure valable, mais la taille du systéme linéaire algébrique qui

donne la solution xδα,n augmente.

Dans la suite, on suppose que ĉϕ
(
δ2

)
<

p
ω

4
. Ce cas n’est pas une restriction, car dans le cas contraire, le côté

droit de (2.3.2) est superieur à la constante

p
ω

4
pour tout α ∈GM

q .

En vertu de l’estimation (2.3.2) et le [28, théorème 1.7.1], on montre que si

α+ =max

{
α j ∈GM

q :
∥∥∥xδ

α j ,n
(
α j

)−xδαi ,n(αi )

∥∥∥≤
2
p
ω

p
αi

δ, i = 0,1... j

}
, (2.3.3)

alors
∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ 12ĉ
p
qϕ

(−
α

)
, (2.3.4)

où
−
α est la solution de l’équation 2ĉϕ (α)=

p
ω

2
p
α
δ.

Preuve. On a ∥∥∥∥∥x̂−xδ−
α,n

(−
α

)

∥∥∥∥∥
L2

≤ 2ĉϕ
(−
α

)
+

p
ω

2
√−
α
δ,
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donc ∥∥∥∥∥x̂−xδ−
α,n

(−
α

)

∥∥∥∥∥
L2

≤ 4ĉϕ
(−
α

)
.

D’autre part, on a ∥∥∥∥∥x
δ
−
α,n

(−
α

)−xδα+,n(α+)

∥∥∥∥∥
L2

≤
2
p
ω

√−
α

δ= 8ĉϕ
(−
α

)
,

et
∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∥x̂−xδ−
α,n

(−
α

)+xδ−
α,n

(−
α

)−xδα+,n(α+)

∥∥∥∥∥
L2

≤

∥∥∥∥∥x̂−xδ−
α,n

(−
α

)

∥∥∥∥∥
L2

+
∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ 4ĉϕ
(−
α

)
+8ĉϕ

(−
α

)
,

ce qui donne
∥∥∥xc −xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ 12ĉϕ
(−
α

)
,

Il résulte enfin
∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ 12ĉ
p
qϕ

(−
α

)
. (2.3.5)

■

Théorème 2.3.1. Sous les conditions (Hi ), i = 1,2,3, on a

∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ cϕ
(
Θ
−1 (δ)

)
,

où la constante c ne dépend pas de δ.

Preuve. Remarquons que α dans (2.3.5) peut être représentée comme suit

−
α=Θ

−1 (cωδ) , où cω =
p
ω

4ĉ
.

En effet, Θ (t ) =
p
tϕ (t ), et on a 2ĉϕ

(−
α

)
=

p
ω

2
√−
α
δ, donc

√
−
αϕ

(−
α

)
=

p
ω

4ĉ
δ = Θ

(−
α

)
, soit Θ−1

(p
ω

4ĉ
δ

)
= −

α =

Θ
−1 (cωδ)).

Si cω ≤ 1, alors la preuve du théorème dècoule immédiatement de (2.3.4). Supposons que cω> 1, i.e.,

−
α >αopt =Θ

−1 (δ) .

De cω =
p
ω

4ĉ
=

Θ

(−
α

)

δ
(carΘ

(−
α

)
=

p
ω

4ĉ
δ), et δ=Θ

(
αopt

)
=

√
αoptϕ

(
αopt

)
, on a

cω =
Θ

(−
α

)

Θ
(
αopt

) =

√−
αϕ

(−
α

)

p
αoptϕ

(
αopt

) ≥

√−
α

p
αopt

,
(−
α>αopt =⇒ϕ

(−
α

)
>ϕ

(
αopt

))
.
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En utilisant (2.3.1) et (2.3.4), on obtient

∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ 12ĉ
p
qϕ

(
c2ωαopt

)
, (

−
α≤ c2ωαopt =⇒ϕ

(−
α

)
≤ϕ

(
c2ωαopt

)
),

et de (2.3.1), on a

ϕ
(
c2ωαopt

)
≤

−
c2ωϕ

(
αopt

)
,

donc
∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ 12ĉ
p
q

−
c2ωϕ

(
αopt

)
.

Or

ϕ
(
αopt

)
=ϕ

(
Θ
−1 (δ)

)
=⇒

∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ 12ĉ
p
q

−
c2ωϕ

(
Θ
−1 (δ)

)
,

donc, si c = 12ĉ
p
q

−
c2ω, il résulte alors

∥∥∥x̂−xδα+,n(α+)

∥∥∥
L2

≤ cϕ
(
Θ
−1 (δ)

)
.

■

Remarque 2.3.1. A partir du théorème 2.3.1, on voit que cette stratégie adaptative de choix du paramètre de

régularisation α, donne une erreur optimale de l’ordre ϕ
(
Θ
−1 (δ)

)
. De plus, elle n’exige aucune connaissance

sur la régularité de la solution exacte.
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3
Méthode de Sinc-Collocation régularisée
pour une équation intégrale de Fredholm

de première espèce

3.1 Position du problème

Le but de cette étude est de développer une méthode numérique d’ordre de précision très élevé, pour une

classe d’équations intégrales de Fredholm de première espèce :

∫b

a
k(s, t )x(s)ds = y(t ), t ∈ [a,b] , (3.1.1)

3.1.1 Approximation de Sinc sur la droite réelle

L’approximation de Sinc d’une fonction x(t ) définie sur l’intervalle (−∞,∞) est donnée par :

x(t )≈
N∑

k=−N

x(kh)S(k,h)(t ). (3.1.2)

Il faut mentionner ici que cette approximation est formelle.

Définition 3.1.1. On note parDd la bande infinie de largeur 2d (d > 0) du plan complexe :

Dd := {z ∈C : |z| < d}.

Pour < ε< 1, soit

Dd (ε)=
{
z ∈C : |Im(z)| < d(1−ε), |Re(z)| <

1

ε

}
.

On note par H1(Dd ) l’espace de Hardy surDd , i.e., l’ensemble des fonctions analytiques surDd , telles que

N ( f ,Dd ) := lim
ε→0

( ∫

∂Dd

∣∣ f (z)
∣∣ |dz|

)
<∞.

Le théorème qui suit, démontré par Stenger 1, précise le taux de convergence de l’approximation de Sinc, qui

est de type exponentiel si la fonction qu’on veut l’approcher appartenant à l’espace deHardyH1(Dd ) et décroît

exponentiellement sur la droite réelle. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux références

1. F. Stenger, Numerical Methods Based on Sinc and Analytic Functions, Springer, Berlin, New York, 1993.
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Théorème 3.1.1. Soient γ, β et d des constantes positives, et soit f une fonction vérifiant les conditions suivantes

(i ) f ∈H1(Dd ),

(i i )
∣∣ f (t )

∣∣≤ γexp(−β |t |), ∀t ∈R.

Alors on a

sup
−∞<t<∞

∣∣∣∣∣ f (t )−
N∑

k=−N

f (kh)S(k,h)(t )

∣∣∣∣∣≤ cN
1
2 exp

[
−(πdβN )

1
2

]
,

où c une constante positive, et h =
(
πd

βN

) 1
2

.

Soit t =ϕ(z) une application conforme qui transforme le domaineD (de frontière ∂D) vers une bandeDd telle

que

ϕ((a,b))= (−∞,∞), lim
t→a

ϕ(t )=−∞, lim
t→b

ϕ(t )=∞

Maintenant, pour appliquer l’approximation de Sinc sur un intervalle fini (a,b) , on choisit la fonction ϕ(t ) :

ϕ(t )= ln

[
t −a
b− t

]
.

Cette fonction transforme le domaine complexe

{
z = x+ i y :

∣∣∣arg
(z−a
b− z

)∣∣∣< d ≤
π

2

}

vers la bande infinie

Dd =
{
µ= γ+ iβ :

∣∣β
∣∣< d <

π

2

}
.

Les fonctions de base sur l’intervalle fini (a,b) deviennent :

S(k,h)◦ϕ(t )=





sin
[
π(ϕ(t )−kh)/h

]

π(ϕ(t )−kh)/h
, ϕ(t ) 6= kh,

1, ϕ(t )= kh,

= Sinc
[(
ϕ(t )−kh

)
/h

]
.

De plus, on a

S(k,h)( jh)= δ(0)
k j

=
{

1, k = j ,

0, k 6= j .

Donc, les noeuds de la fonction S(k,h)◦ϕ(t ) seront :

tk =ϕ−1(kh)=
a+bekh

1+ekh
,

et les formules d’interpolation et de quadrature pour une fonction x(t ) sur [a,b] seront données par les expres-

sions :

x(t )≈
N∑

k=−N
x(tk )S(k,h)◦ϕ(t )=

N∑

k=−N
x(ϕ−1(kh))S(k,h)◦ϕ(t ), (3.1.3)

∫b

a
x(t )dt ≈ h

N∑

k=−N

x(tk )

ϕ
′
(tk )

. (3.1.4)
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Théorème 3.1.2. Supposons que, pour un changement de variable x =ϕ−1(t ), la fonction f (ϕ−1(t )) satisfait les

hypothèses (i )− (i i ) du théorème 3.1.1, pour certaines constantes positives γ, β et d. Alors on a

sup
a<x<b

∣∣∣∣∣ f (x)−
N∑

k=−N

f (ϕ−1(kh))S(k,h)◦ϕ(x)

∣∣∣∣∣≤ cN
1
2 exp

(
−(πdβN )

1
2

)
, (3.1.5)

où c est une constante positive, et h =
(
πd

βN

) 1
2

.

3.2 Méthode de Sinc-Collocation régularisée

Dans cette partie, on considère le problème régularisé suivant :

[
(αI +K ∗K )xδα

]
(s)= (K ∗yδ)(s), s ∈ [a,b] , (3.2.1)

En utilisant l’approximation de Sinc, on transforme le problème continu (3.2.1) en un problème discret en

dimension finie. Cette étape intervient les opérations suivantes :

On commence tout d’abord par une approximation de la solution régularisée xδα(t ) comme suit :

xδα(t )≈ PN (x
δ
α)(t )=

N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)◦ϕ(t ) (3.2.2)

Remarque 3.2.1. Pour tk = ϕ−1(kh) ∈ [a,b], on a

xδα(t j )= PN (x
δ
α)(t j ), j ∈ [−N ,N ] .

En effet, on a

PN (x
δ
α)(t j )=

N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)◦ϕ(t j ) =

N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)◦ϕ(ϕ−1( jh))

=
N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)( jh)

=
N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))δ(0)

j k
= xδα(t j ).

En substituant l’expression (3.2.2) dans l’équation (3.2.1), on obtient deux expressions

(
(αI +K ∗K )

N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)◦ϕ

)
(s)= (K ∗yδ)(s), s ∈ [a,b] , (3.2.3)

et

RN ,δ
α (s)=

(
(αI +K ∗K )

N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)◦ϕ(s)

)
− gδ(s), s ∈ [a,b]

où RN ,δ
α (.) est la fonction résiduelle.
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Pour résoudre l’équation intégrale (3.2.3), on emploie une méthode de collocation standard, comme dans le

calcul des intégrales. On fixe donc un ensemble de points de collocations {si } ⊂ [a,b], et puis on calcule les

valeurs de la fonction recherchée aux points de collocation.

Pour

si =ϕ−1(ih)=
a+be ih

1+e ih
, i ∈ [−N ,N ],

on a (
(αI +K ∗K )

N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)◦ϕ(t )

)
(si )= (K ∗yδ)(si ), i ∈ SN ,

et

RN ,δ
α (si )= 0, i ∈ SN .

Ainsi, l’équation (3.2.3) prend une nouvelle écriture matricielle :

ANXN = bN , (3.2.4)

où

AN =
[
αS(k,h)◦ϕ(si )+

∫b

a

∫b

a
k(τ, si )k(τ, t )S(k,h)◦ϕ(t )dtdτ

]N

k=−N

,

X T =
[
xδα(ϕ

−1(kh)
]N
k=−N

,

et

bN =
[
gδ(si )

]
, i ∈ SN .

En utilisant la formule de quadrature (3.1.4), on peut évaluer les élément de la matrice AN comme suit : On a

αS(k,h)◦ϕ(si )=αS(k,h)◦ϕ(ϕ−1(ih))=αS(k,h)(ih)=αδ(0)
ik
,

et
∫b

a

∫b

a
k(τ, si )k(τ, t )S(k,h)◦ϕ(t )dtdτ=

∫b

a
k(τ, si )

[∫b

a
k(τ, t )S(k,h)◦ϕ(t )dt

]
dτ.

≈
∫b

a
k(τ, si )

[
h

N∑

j=−N

k(τ, t j )S(k,h)◦ϕ(t j )
ϕ

′
(t j )

]
dτ, t j =ϕ−1( jh)=

a+be jh

1+e jh
, j ∈ [−N ,N ].

De

h
N∑

j=−N

k(τ, t j )S(k,h)◦ϕ(t j )
ϕ

′
(t j )

= h
N∑

j=−N

k(τ, t j )δ
(0)
j k

ϕ
′
(t j )

= h
k(τ, tk )

ϕ
′
(tk )

,

il vient

∫b

a
k(τ, si )h

k(τ, tk )

ϕ
′
(tk )

dτ≈ h2
N∑

n=−N

k(τn , si )

ϕ′(τn)

k(τn , tk )

ϕ
′
(tk )

, τn =ϕ−1(nh)=
a+benh

1+enh
, i ∈ [−N ,N ].
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On trouve donc

AN ≈
[
αδ(0)

ik
+h2

N∑

n=−N

k(τn , si )

ϕ
′(τn)

k(τn , tk )

ϕ
′(tk )

]N

i ,k=−N

Demême, pour le vecteur bN , on trouve

gδ(si ) =
(
K ∗yδ

)
(si )=

∫b

a
k (τ, si ) y

δ (τ)dτ

≈ h
N∑

n=−N

k (τn , si ) y
δ (τn)

ϕ′ (τn)
, i ∈ [−N ,N ],

i.e.,

bN ≈
[
h

N∑

n=−N

k (τn , si ) y
δ (τn)

ϕ′ (τn)

]
, i ∈ [−N ,N ].

3.3 Analyse de convergence

Cette partie est consacrée à l’analyse de convergence de la méthode Sinc-collocation, appliquée à notre équa-

tion intégrale de première espèce (3.1.1).

Pour établir le résultat de convergence, on commence tout d’abort par le résultat préparatoire suivant :

Proposition 3.3.1. On suppose que k(., .) ∈ C ([a,b]× [a,b] ;R), et soit ϕ−1 (ζ) =
a+beζ

1+eζ
telle que xδα

(
ϕ−1 (ζ)

)

satisfait les hypothèses (i ) et (i i ) du théorème 3.1.1, où xδα est la solution de l’équation régularisée (3.2.1). Soit

Pnum
N (xδα)(t )=

N∑

k=−N

xnum,δ
α (ϕ−1(kh))S(k,h)◦ϕ(t ),

l’approximation de Sinc de xδα, pour un pas de taille h, où les coefficient xnum,δ
α (ϕ−1(kh)) sont la solution de

l’équation matricielle AN X = bN . Alors sous ses conditions, on a l’estimation d’erreur suivante :

∥∥∥xδα−Pnum
N (xδα)

∥∥∥
∞

≤
p
N

[
c1+ cα

∥∥A−1
N

∥∥
∞N

]
exp

(
−c2

p
N

)
, (3.3.1)

où c1,c2 et cα = c (α) sont des constantes positives.

Preuve. Soit

xδα (t )≈ Pnum
N (xδα)(t )=

N∑

k=−N

xnum,δ
α (ϕ−1(kh))S(k,h)◦ϕ(t )

où xnum,δ
α (ϕ−1(kh)) sont les coefficients de l’approximation de Sinc de la solution régularisée xδα, évalués nu-

mériquement en résolvant l’équation matricielle (3.2.4). Notons aussi

PN (x
δ
α)(t )=

N∑

k=−N

xδα(ϕ
−1(kh))S(k,h)◦ϕ(t ),

l’approximation de Sinc de la solution régularisée xδα, où xnum,δ
α (ϕ−1(kh)) sont les coefficients de l’approxima-

tion en valeurs exactes aux points ϕ−1(kh).
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En substituant Pnum
N (xδα) (resp. PN (x

δ
α)) dans l’équation (3.2.1), on peut écrire

gδ (s)=
[(
αI +K ∗K

)
Pnum
N (xδα)

]
(s) , s ∈ [a,b] , (3.3.2)

∧
g
δ
(s)=

[(
αI +K ∗K

)
PN (x

δ
α)(t )

]
(s) , s ∈ [a,b] . (3.3.3)

Endonnant à la variable s les valeurs {si }Ni=−N , on convertit les (3.3.2) et (3.3.3) sous formede systèmes linéaires,

a partir desquels, on calcule les coefficients :

[
xnum,δ
α (ϕ−1(kh))

]N
k=−N

= A−1
N

[
gδ (si )

]N
i=−N

,

[
xδα(ϕ

−1(kh))
]N
k=−N

= A−1
N

[
∧
g
δ
(si )

]N

i=−N

.

D’où

sup
k∈SN

∣∣∣xnum,δ
α (ϕ−1(kh))−xδα(ϕ

−1(kh))
∣∣∣≤

∥∥A−1
N

∥∥ sup
i∈[−N ,N ]

∣∣∣∣g
δ (si )−

∧
g
δ
(si )

∣∣∣∣ (3.3.4)

D’autre part, on a

[(
αI +K ∗K

)
PN (x

δ
α)

]
(s)= gδ (s)−

[(
αI +K ∗K

)(
xδα(t )−PN (x

δ
α)

)]
(s) ,

ce qui donne

∧
g
δ
(s)= gδ (s)−

[(
αI +K ∗K

)(
xδα(t )−PN (x

δ
α)(t )

)]
(s) .

Puisque la fonction k(., .) est continue sur [a,b]×[a,b], soit alorsM = sup
a≤t ,s≤b

|k(t , s)|. Une estimation directe en

utilisant l’inégalité triangulaire donne

sup
i∈[−N ,N ]

∣∣∣∣g
δ (si )−

∧
g
δ
(si )

∣∣∣∣≤α
∥∥∥xδα−PN (x

δ
α)

∥∥∥+ (b−a)2 sup
t ,s,τ∈[0,1]

|k (τ, s)k (t , s)|
∥∥∥xδα−PN (x

δ
α)

∥∥∥ ,

ou encore

sup
i∈[−N ,N ]

∣∣∣∣g
δ (si )−

∧
g
δ
(si )

∣∣∣∣≤
(
α+ (b−a)2M2)∥∥∥xδα−PN (x

δ
α)

∥∥∥

En vertu du théorème 3.1.1, on a
∥∥∥xδα−PN (x

δ
α)

∥∥∥≤ c1
p
N exp

(
−c2

p
N

)

et donc

sup
i∈[−N ,N ]

∣∣∣∣g
δ (si )−

∧
g
δ
(si )

∣∣∣∣≤
(
α+ (b−a)2M2)c1

p
N exp

(
−c2

p
N

)
(3.3.5)

Enfin, en substituant l’estimation (3.3.5) dans l’estimation (3.3.4), on obtient

sup
k∈[−N ,N ]

∣∣∣xnum,δ
α (ϕ−1(kh))−xδα(ϕ

−1(kh))
∣∣∣≤

(
α+ (b−a)2M2)∥∥A−1

N

∥∥c1
p
N exp

(
−c2

p
N

)
.
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Maintenant, en faisant une estimation uniforme, la quantité
∥∥∥PN (x

δ
α)−Pnum

N (xδα)
∥∥∥ peut être estimée comme

suit :

sup
t∈[a,b]

∣∣∣
(
PN (x

δ
α)−Pnum

N (xδα)
)
(t )

∣∣∣= sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣
N∑

k=−N

[
xδα(ϕ

−1(kh))−xnum,δ
α (ϕ−1(kh))

]
S (k,h)◦ϕ (t )

∣∣∣∣∣

≤
∥∥∥xnum,δ

α (ϕ−1(kh))−xδα(ϕ
−1(kh))

∥∥∥ sup
t∈[a,b]

N∑

k=−N

∣∣S (k,h)◦ϕ (t )
∣∣

≤
(
α+ (b−a)2M2)∥∥A−1

N

∥∥c1
p
N exp

(
−c2

p
N

)
sup

t∈[a,b]

N∑

k=−N

∣∣S (k,h)◦ϕ (t )
∣∣ ,

et de sup
t∈[a,b]

N∑

k=−N

∣∣S (k,h)◦ϕ (t )
∣∣≤

2

π

{
3+ log(N )

}
(cf. Stinger [29], pourN assez grand, onpeut remplacer

2

π

{
3+ log(N )

}

par N de façon que

sup
t∈[a,b]

∣∣∣PN (x
δ
α)−Pnum

N (xδα)
∣∣∣≤

(
α+ (b−a)2M2

)∥∥A−1
N

∥∥c1N
3
2 exp

(
−c2

p
N

)
.

De
∥∥∥xδα−Pnum

N (xδα)
∥∥∥
∞

≤
∥∥∥xδα−PN (x

δ
α)

∥∥∥+
∥∥∥PN (x

δ
α)−Pnum

N (xδα)
∥∥∥ ,

on a
∥∥∥xδα−Pnum

N (xδα)
∥∥∥
∞

≤ c1
p
N exp

(
−c2

p
N

)
+

(
α+M2

)∥∥A−1
N

∥∥c1N
3
2 exp

(
−c2

p
N

)

donc

∥∥∥xδα−Pnum
N (xδα)

∥∥∥
∞

≤
p
N

[
c1+ cα

∥∥A−1
N

∥∥
∞N

]
exp

(
−c2

p
N

)
,

où cα =
[
α+ (b−a)2M2]c1. ■

Proposition 3.3.2. Soit K un opérateur linaiér bornée et α> 0, alors

∥∥∥
(
αI +K ∗K

)−1
K ∗

∥∥∥≤
1

2
p
α

Preuve. Posons Rα =
(
αI +K ∗K

)−1
K ∗, alors l’opérateur

RαR
∗
α =

(
αI +K ∗K

)−1
K ∗K

(
αI +K ∗K

)−1 =
(
αI +K ∗K

)−2
K ∗K

est un opérateur auto-adjoint positif. D’après la théore spectrale des opérateurs auto-adjoints, on a

‖Rα‖2 =
∥∥RαR

∗
α

∥∥= sup
{
λ (λ+α)−2 :λ ∈σ

(
K ∗K

)}
,

et donc

‖Rα‖ = sup

{ p
λ

λ+α
:λ ∈σ

(
K ∗K

)
}
≤

1

2
p
α
.

■
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Proposition 3.3.3. Pour tout α> 0, δ> 0, on a

∥∥∥xα−xδα

∥∥∥≤
δ

2
p
α
,

où xα (resp. x
δ
α) est la solution régularisé de l’équation 3.1.1 pour les données exactes y (resp. les données bruitées

yδ), avec ‖y − yδ‖ ≤ δ.

Preuve. On a

‖xα−xδα‖ = ‖(αI +K ∗K )−1K ∗(y − yδ)‖ ≤
∥∥(αI +K ∗K )−1K ∗∥∥

∥∥∥y − yδ
∥∥∥≤

δ

2
p
α
.

■

Théorème 3.3.1. Soit x̂ la solution exacte de l’équation 3.1.1. On suppose que x̂ ∈ R
((
K ∗K

)ν)
, pour un certain

ν ∈ ]0,1]. Alors
∥∥∥x̂−xδα

∥∥∥≤ c0max

{
αν,

δ
p
α

}
,

où c0 > est une constante positive.

Preuve. On a

x̂ :=
(
K ∗K

)−1
K ∗y, xα := (αI +K ∗K )−1K ∗y,

ce qui implique

(αI +K ∗K )x̂ =αx̂+K ∗y,

et donc

x̂− xα =α(αI +K ∗K )−1x̂.

Comme par hypothèse x̂ ∈ R
((
K ∗K

)ν)
, il existe donc u ∈ L2 (a,b) tel que x̂ =

(
K ∗K

)ν
u, ce qui nous permet

d’écrire

‖x̂− xα‖ ≤α
∥∥(αI +K ∗K )−1

(
K ∗K

)ν∥∥‖u‖ . (3.3.6)

Or, l’opérateur K ∗K est auto-adjoint positif, donc d’après la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints, on

a

∥∥(αI +K ∗K )−1
(
K ∗K

)ν∥∥= sup

{
λν

λ+α
:λ ∈σ

(
K ∗K

)}
. (3.3.7)

On remarque que, pour λ> 0 et ν ∈ ]0,1], on a

λν

λ+α
=αν−1 (

λ
α )

ν

1+ λ
α

≤αν−1, (3.3.8)
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et de (3.3.6), (3.3.7) et (3.3.8), il résulte

‖x̂− xα‖ ≤ ‖u‖αν (3.3.9)

D’après la proposition 3.3.2 et l’inégalité (3.3.9), il découle

∥∥∥x̂−xδα

∥∥∥≤ ‖x̂−xα‖+
∥∥∥xα−xδα

∥∥∥≤ ‖u‖αν+
δ

2
p
α
,

donc
∥∥∥x̂− xδα

∥∥∥≤ c0max

{
αν,

δ
p
α

}
,

où c0 = 2max{‖u‖ ,1} ■

Remarque 3.3.1. Le théorème 1.4.3 montre qu’on peut choisir α en fonction de δ de façon que

∥∥∥x̂− xδα

∥∥∥≤ ‖x̂− xα‖+
δ

2
p
α

−→ 0,α−→ 0.

Ceci est réalisable, si on choisit α :=α (δ) telle que

lim
δ→0

α (δ)= 0 et lim
δ→0

δ
p
α

= 0.

Théorème3.3.2. Sous les conditions de la proposition 3.3.1 et la condition x̂ ∈R
((
K ∗K

)ν)
, pour certain ν ∈ ]0,1],

alors on a
∥∥∥x̂− xnum,δ

α

∥∥∥≤ c0max

{
αν,

δ
p
α

}
+
p
N

[
2c1+ cα

∥∥A−1
N

∥∥
∞N

]
exp

(
−c2

p
N

)
,

où c0, c1, c2 et cα = c (α)> 0 sont des constantes positives.

Preuve. La preuve repose sur la proposition 3.3.1 et le théorème 3.3.1. En effet, on a

∥∥∥xδα−xnum,δ
α

∥∥∥≤
p
N

[
2c1+ cα

∥∥A−1
N

∥∥
∞N

]
exp

(
−c2

p
N

)
,

et
∥∥∥x̂− xδα

∥∥∥≤ c0max

{
αν,

δ
p
α

}
,

ce qui implique

∥∥∥x̂− xnum,δ
α

∥∥∥≤
∥∥∥x̂− xδα

∥∥∥+
∥∥∥xδα−xnum,δ

α

∥∥∥

≤ c0max

{
αν,

δ
p
α

}
+
p
N

[
2c1+ cα

∥∥A−1
N

∥∥
∞N

]
exp

(
−c2

p
N

)

■

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA





A

Programme MATLAB

% PROGRAMME COLLOCATION

clc;clear all;close all;

k=input(’k=’); % le noyau k

a=input(’a=’); % la borne inférieure de l’intervalle d’intégration

b=input(’b=’); % la borne supérieure de l’intervalle d’intégration

y=input(’y=’); % la donnée exacte

N=input(’N=’); % le nombre de discrétisation

exacte=input(’exacte=’); % la solution exacte

epsilon=input(’epsilon=’);% le niveau du bruit

W(1)=(b-a)/(2*(N-1));

W(N)=(b-a)/(2*(N-1));

for i=1:N

taux(i)=(((i-1)*(b-a))/(N-1))+a;

end

taux

for i=2:N-1

W(i)=(b-a)/(N-1);

end

W

%calcul la matrice A_N

for j=1:N

for i=1:N

S0=0;

for n=1:N
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S2(i,j)=S0+W(j)*W(n)*k(taux(j),taux(n))*k(taux(i),taux(n));

S0=S2(i,j);

end

end

end

S2

%calcul y_delta

for i=1:N

f(i)=y(taux(i));

end

f

ydelta=f+epsilon*randn(size(f));

%calcul delta

delta=norm(f-ydelta)

%calcul de alphamax et alphamin et alpha (MOROZOV)

L=0;

E2=1;

while E2 > delta2

L=L+1;

B=0.75^L*delta*eye(length(S2))+S2;

C=inv(B)*ydelta’;

for i=1:N

D0=0;

for j=1:N

X2(i)=D0+C(j)*W(j)*k(taux(j),taux(i));

D0=X2(i);
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end

end

X2;

for i=1:N

D20=0;

for n=1:N

D2(i)=D20+W(n)*(k(taux(i),taux(n))*X2(n));

D20=D2(i);

end

end

D2;

E2=max(abs(ydelta-D2))

end

L

alphamax=0.75^L*delta2

l=L;

V2=alphamax;

while V2 < delta

l=l+1;

B=0.75^l*delta*eye(length(S2))+S2;

C=inv(B)*ydelta’;

for i=1:N

D0=0;

for j=1:N

X2(i)=D0+C(j)*W(j)*k(taux(j),taux(i));

D0=X2(i);
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end

end

X2;

for i=1:N

D20=0;

for n=1:N

D2(i)=D20+W(n)*(k(taux(i),taux(n))*X2(n));

D20=D2(i);

end

end

D2;

V2=max(abs(ydelta-D2))

end

l-1

alphamin=0.75^(l-1)*delta2

alpha=(alphamin+alphamax)/2

%calcul de la solution approchée par la méthode de collocation

B=alpha*eye(length(S2))+S2;

C=inv(B)*ydelta’;

for i=1:N

D0=0;

for j=1:N

X2(i)=D0+C(j)*W(j)*k(taux(j),taux(i));

D0=X2(i);

end

end

X2;

%calcul de la solution exacte

for i=1:N
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EX(i)=exacte(taux(i));

end

EX;

ERRcollocation=max(abs(X2-EX))

figure(1),

plot(taux,X2,’g’),

hold on

plot(taux,EX,’r’),

figure(2),

plot(taux,abs(X2-EX),’r’),

% PROGRAMME SINC

clc;clear all;close all;

k=input(’k=’); % le noyau k

a=input(’a=’); % la borne inférieure de l’intervalle d’intégration

b=input(’b=’); % la borne supérieure de l’intervalle d’intégration

psi=@(T) (b-a)/((T-a)*(b-T));

y=input(’y=’); % la donnée exacte

N=input(’N=’); %le nombre de discrétisation

exacte=input(’exacte=’); % la solution exacte

epsilon=input(’epsilon=’); % le niveau du bruit

h=pi/(N^0.5);

%les points de collocation

for i=-N:N

t(i+N+1)=(a+b*exp(i*h))/(1+exp(i*h));

end

t

%calcul de la matrice S

for i=1:2*N+1

R(i)=psi(t(i));
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end

R

for j=1:2*N+1

for i=1:2*N+1

s0=0;

for n=1:2*N+1

s(i,j)=s0+(k(t(n),t(i))/R(n))*(k(t(n),t(j))/R(j));

s0=s(i,j);

end

end

end

s

%calcul de ydelta

for i=1:2*N+1

H(i)=y(t(i));

end

H

ydelta=H+epsilon*randn(size(H))

%calcul de delta

delta=norm(H-ydelta)

%calcule le vecteur Bn

for i=1:2*N+1

b0=0;

for n=1:2*N+1

b(i)=b0+(k(t(n),t(i))*ydelta(n))/R(n);

b0=b(i);

end

end

b
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B=h*b’

%calcule de alphamin et alphamax et alpha (MOROZOV)

e=0;

E=1;

while E > delta

e=e+1;

A=0.7^e*(delta*10)*eye(length(s))+h^2*s ;

X=inv(A)*B ;

for i=1:2*N+1

D0=0;

for n=1:2*N+1

D(i)=D0+(k(t(i),t(n))*X(n))/R(n);

D0=D(i);

end

end

F=h*D;

E=max(abs(ydelta-F))

end

e;

alphamax=0.7^e*(delta*10)

K=e;

V=alphamax;

while V < delta

K=K+1;
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A=0.7^K*(delta*10)*eye(length(s))+h^2*s ;

X=inv(A)*B ;

for i=1:2*N+1

D0=0;

for n=1:2*N+1

D(i)=D0+(k(t(i),t(n))*X(n))/R(n);

D0=D(i);

end

end

F=h*D;

V=max(abs(ydelta-F))

end

K-1;

alphamin=0.7^(K-1)*alphamax

alpha=(alphamax+alphamin)/2

%calcul de la solution approchée par la méthode de Sinc

A=alpha*eye(length(s))+h^2*s ;

X=inv(A)*B

%la solution exacte

for i=1:2*N+1

EX(i)=exacte(t(i));

end

EX

Z=max(abs(X-EX’))

%les figures

figure(1),

plot(t,X,’g’),
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hold on

plot(t,EX’,’r’),

figure(2),

plot(t,abs(X-EX’),’g’),
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Tests numériques

On considère les deux exemples suivants :

Exemple1

∫ π
2

0
[4s+1]sin(3s3+2t −1)x(t )dt =

π

4
[4s+1]sin(3s3),

où la solution exacte est x(t )= cos(2t −1).

Exemple2

∫1

0
(s−1)e s

2+t−1x(t )dt =−
1

2
(e−2−1)(s−1)e s

2

,

où la solution exacte est x(t )= e t−1.

B.1 Méthode de Collocation

Exemple1
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Exemple2
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B.2 Méthode de Sinc

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



B.2 Méthode de Sinc 85

Exemple2
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B.2 Méthode de Sinc 87

Commentaire. On remarque d’après l’expérimentation numérique que la méthode de Sinc est meilleure par

rapport à la méthode de collocation standard.
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