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Résumé

Ce mémoire est une analyse numérique du probléme variationnel de friction simplifié.
Nous avons prouvé ’existence, 'unicité, la régularité de la solution puis nous avons ap-
proximé le probléme par la méthode des éléments finis de degré un. L’objectif principal
de ce travail est d’étudier la convergence de la solution exacte vers la solution approchée
en combinant un lemme de densité. En conclusion une estimation d’erreur de la solution

d’ordre O(h) est obtenue.
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Introduction

Dans les soixante derniéres années, les inéquations variationnelles sont devenues un
outil redoutable dans I’étude mathématique de nombreux problémes non linéaires en phy-
sique et en mécanique, la compléxité des conditions aux limites et la diversité des équations
constitutives conduisant aux formulations variationnelles de type inéquations [7,8,9].

Un probléme d’inéquation variationnelle englobe en les généralisant un certain nombre
de problémes classiques tels que la recherche d’un zéro d’une fonction, la recherche d'un
point stationnaire d’un probléme d’optimisation, le probléme de complémentarité linéaire,
etc [13,14,18]. Les inéquations variationnelles permettent souvent par une résolution ap-
prochée de proposer une modélisation des courants océaniques et des mouvements des
masses d’air de 'atmosphére pour les météorologistes, la simulation numérique du compor-
tement des gratte-ciel ou des ponts sous ’action du vent pour les architectes et ingénieurs
et des plusieurs problémes non linéaires en physique et en mécanique [6,10,11].

En 1972, Duvaut et Lions [4] ont écrit un livre modélisant des phénoménes importants
de la physique et de I'ingénierie en termes d’inéquations variationnelles qui sont devenues
la principale source de future recherche appliquée dans ce domaine.

En 1933, A. Signorini [17] a formulé un probléme de contact sans frottement entre
un corps linéairement élastique et une fondation rigide. Ce n’est qu'en 1964, que G.

Fichera [5] a pu résoudre ce probléme en utilisant quelques propriétés des inéquations
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variationnelles elliptique. L’étude mathématique des problémes de contact a commencé
en 1972, avec I'ouvrage de Duvaut et Lions, ol on trouve des résultats d’existence et
d’unicité de plusieurs problémes de contact, mais dans le cas linéaire.

Stampacchia [9,18] a présenté une théorie des inéquations variationnelles impliquant
une forme bilinéaire non symétrique et a publié le document pionnier conjointernent avec
Lions en 1967.

Dans [12,16] les auteurs ont établi une analyse numérique par éléments finis d’ une
inéquation variationnelle appelé probléme d’obstacle et une analyse du probléme varia-
tionnel de la torsion elasto-plastique.

Nous présentons dans ce mémoire un probléme souvent rencontré dans la théorie de
Pélasticité avec frostement (voir Signorini [17], Fichera [5]), dans lequel nous considérons
le déplacement dun corps solide avec frottement sur sa frontiére ou une partie de sa
frontiére.

Ce mémoire est divisé en deux chapitres. On commence notre travail par des gé-
néralités sur I'inéquation variationnelle elliptique, dans la deuxiéme section du premier
chapitre nous définissons le probléme continu et nous démontrons un théoréme d’existence
et d’unicité de la solution. Dans la troixiéme section nous présentons une approximation
de I'inéquation variationnelle elliptique et un théoréme de convergence.

Le deuxiéme chapitre est consacré & 1’étude du probléme variationnel de friction, par
analogie du chapitre un nous commencons par une définition du probléme et nous donnons
une propriété de régularité de la solution. Dans la troisiéme et quatriéme sections nous
introduisons un résultat de dualité puis nous prouvons la propriété de Lipschitzianité de
la solution. Les sections cing, six et sept sont consacrées a 'approximation par éléments
finis du probléme ot nous démontrons un théoréme de convergence et nous établissons une
estimation d’erreur basée sur les estimations standards de Ciarlet [3], en précisant I'ordre
de convergence optimal O(h). Finalement nous terminons ce travail par une preuve du
point selle d'un multiplicateur de Lagrange pour le probléme continue et un algorithme

de type Uzawa ol nous proposons une solution itérative du probléme continu et discret.

Boukhedenna Ibtissam 5 Univ. Guelma



Chapitre 1

Généralités sur I’'inéquation
variationnelle elliptique (I.V.E) et

son approximation

1.1 Introduction et contexte fonctionnel

1.1.1 Notations et hypothéses

Soient :

2 un ouvert borné de R? 4 frontiere I' = 8Q suffisamment réguliére.

V' un espace de Hilbert réel, avec un produit scalaire (.,.) et une norme associée ||.||.

V*le dual de V.

a(.,.): VxV — R une forme bilinéaire continue et V-elliptique (coercive) sur V x V,
ie

3M>0 telque a(u,v) <M |ul|v|, Vu,veV



Chapitre 1. Généralités sur ’inéquation variationnelle elliptique (I.V.E) et
son approximation

Ja>0 tel que a(u,u)>allul|?’, VueV.

L:V — R une fonctionnelle linéaire continue.
K un sous-ensemble convexe fermé non vide de V.

Jj(.): V= R= R U 400 une fonctionnelle convexe semi continue inférieurement

(s.c.i) et propre, i.e ( vérifiant j(v) > —oo, Vo € V, j # +0).

1.1.2 IVE du premier genre

trouver uw € K solution du probléme

(P1)
a(u,v—u) > Llv—u), WeK
1.1.3 IVE du second genre
trouver u €V  solution du probléme (P2)

a(u,v—u)+j(v) - j(u) 2 Llv-u), WYweV
Remarque 1.1. 5t K=V et j=0, lesproblémes (P1) et (P2) se réduisent d une

équation variationnelle classique

trouver u € K tel que

a(u,v) = L(v), YvekK

Remarque 1.2. (P1) est un cas particulier de (P2). Il suffit de poser j(v) = Ix(v)

ot Ix est une fonctionnelle sur K définie par

Ix () 0 si ve K
k\v)=
| too si veg K

Boukhedenna Ibtissam 7 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur I’inéquation variationnelle elliptique (I.V.E) et
son approximation

1.2 Reésultats d’existence et d’unicité de I’IVE du se-
cond genre

Théoréme 1.1. [7] Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue V-elliptique, L(.) une

forme linéaire continue, j:V — R une fonctionnelle conveze semie continue inférieu-
rement (s.c.i) et propre, i.e vérifiant j(v) > —oco, Vv €V, j#£oo. alorsle probléme

(P2) a une unique solution.

Démonstration. 1) Unicité :

Soient u; et uy deux solutions de {P2), alors

a(ur, v —w) +j(0) — jw) 2 Lw—w), VoeV, eV, (L1)

a(uz. v — ug) + j(v) — jug) > L(v — uy), YoevV, u €V, (1.2}

comme j(.) est une fonctionnelle propre, il existe alors vy € V' tel que
—00 < j(vg) < +00.

Ainsi on a pour i=1,2

—00 < j(u;) < j(vo) — L(vo — w;) + a(ui, vo — u;) < +00.

Cela montre que j(u;) est finie pour i =1, 2.
Posons v = uy; dans (1.1) et v = w; dans (1.2) et en additionnant les deux

inéquations, nous obtenons

af|ug — ugl]® < a(uy — ug,ug —u1) < 0.

D’ou

Ul = Us.

Boukhedenna Ibtissam 8 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur I’inéquation variationnelle elliptique (I.V.E) et
son approximation

2) Existence :
Considérons le cas ou a(.,.) est symétrique, alors le probléme (P2) est équivalent &

un probléme de minimisation

trouver uw €V tel que (P3)
Eu) < Ev), VYveV
avec
1 . .
E(v) = zalv,v) — j(v) - L(v) (1.3)

2

r4

comme j(.) est propre, convexe, s.c.i, donc elle est bornée inférieurement par une fone-
tionnelle affine.
J() = Li(v) + co YweV. (1.4)
Ou L; est une forme linéaire continue sur V' et ¢y € R (voir 'ouvrage de Atkinson-
Theoretical Numerical Analysis, page 326). ainsi d’aprés les hypothéses sur af.,.) , j(.)
et L(.) , on voit que E(.) est propre, strictement convexe. s.c.i, Gateaux différentiable
et vérifie la propriété
E() — 00 quand ||v|]| — .

Donc le probléme ( P3) posséde une solution unique, ainsi le probléme (P2) posséde une
solution .

Considérons ensuite le cas général sans 'hypothése de symeétrie.

L’idée est de transformer le probléme variationnel 4 un probléme de point fixe .Pour

# > 0 le probléeme (P2) est équivalent &

ueV (w,v—u)+05(v)—07(u) > (u,v—u)—0a(u,v—u)+0L(v—u), Yv e V.

Pour uw € V' considérez le probléme

trowver w eV tel que

(w,v —w) + 05 (v) — 0j(w) > (u,v —w) —fa(u,v —w) +0L(v —w), YWweV,weV
(1.5)

Boukhedenna Ibtissam 9 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur I'inéquation variationnelle elliptique (I.V.E) et
son approximation

Le probléme (1.5) a une unique solution pour tout u € V, 8 > 0, ( voir Pouvrage de
Glowinsky page 67).

Pour # > 0 définissons 'application Fp:V —V par Ppju=w ol w estunique
solution de (1.5).

montrons maintenant que Fj est une contraction pour # convenablement choisi :

pour tout ui,us €'V soit w; = Fyu; et wy = Pyus , alorson a

(wr,wz — wy) + 05(w2) — 05(w1) > (ur,ws — wy) — Oa(uy, wy — wy) + L (wy — wy),

(w2, w1 — wa) + 0j(w:) — 05(w2) > (ug, w1 — wa) — Ba{ug, wy — wa) + 6L(wy — wa),

additionnant les deux inégalités, on obtient

|lwy — w2||2 = (wy — wo, w1 — wa) < (ug — Uz, wy — wy) — fa(u; — uy, wy — wy)
< (ug — ug,wy — wa) — O(A(ur — us2), wy — wsy)
= ((I = QA)('Ltl e ug),w1 - ’UJQ).

Ou l'opérateur A est défini par la relation a(u,v) = (Au,v) pour tout u,v € V, alors

|lwn —wpl| < ([T = 0A) (w1 — wa)]].
Maintenant pour tout z € V, on a
17— 0l = Jfu— OAull? = [[ul]2 — 26(Au, ) + 67| Au]

= |lull® — 20a(u,w) + 6%|| Au|]® < (1 — 200 + 62M2)|jull%,

avec M et o sont les constantes de continuité et V-ellipticité de la forme bilinéaire a(.,.)
par conséquent, en choisissent 6 tel que 1 — 20 + #*M? < 1 Tapplication Fj est une

contraction sur ’espace de Hilbert V, donc Fj a un unique point fixe v € V' tel que

Pou = u.

Boukhedenna Ibtissam 10 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur ’inéquation variationnelle elliptique (I.V.E) et
son approximation

Cela implique
(u,v —u) +0j(v) — 6j(u) > (u,v —u) — fa(u,v —u) +0L(v —u) , Yo e V.
Par conséquent, il existe un unique u € V' tel que
a(u,v —u) +j(v) - j(u) > Llv—u), WYvelV.

Alors le probléme (P2) a une unique solution u € V. O

1.3 Approximation interne de I’I.V.E du second genre

- Théoréme de convergence

1.3.1 Probléme continu

Considérons encore le probléme (P2)

I trouver uw €V  solution de

1 a(u,v —u) +jw) —jlu) > L{v—u), WwevV

1.3.2 Probléme approché (discret)

Approximation de V

Soient données un parameétre h — 0 et une famille {V}}, de sous-espace de dimen-

sions finies dans V. Nous supposons que {V}}, satisfait :

(3) 3UCV telque U=V et Yh>0, 3Iry:U—>V, tel que

}Lim Pr= fortement dans V.
—0

Boukhedenna Ibtissam 11 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur I’inéquation variationnelle elliptique (I.V.E) et
son approximation

Approximation de (P2)

Le probléme (P2) est approximé par

trouver up € V) tel que

(P2h)
alUp, v — up) + j(vr) — J(un) = L(ve —up), Vo, € Vi
Théoréme 1.2. Le probléme (P2h) a une unique solution.
Démonstration. Méme démonstration du théoréme 1.1, en remplacant V' par V}, . O

1.4 Résultat de convergence
Théoréme 1.3. Sous lhypothése ci_dessus de {Vi}, on a :
lm s — sy = 0.

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme 1.2, on divise la démonstration en
trois parties :

L. estimation a priori de {u,}, .

2. convergence faible de {u, }, .

3. convergence forte de {u,} .

Pour plus de détails voir 'ouvrage de R.Glowinsky([7] . O

Boukhedenna Ibtissam 12 Univ. Guelma



Chapitre 2

Le probléme variationnel de friction

simplifié

2.1 Le probléme continu : Existence et unicité

Soit © un domaine borné de R? avec une frontitre suffisanment réguliére I' = 99.

en utilisant les mémes notations que dans chapitrel, nous définissons

V=H(Q),

a(u,v) —/‘C"u.Vv dz +/u-v dz,
Q Q

Lv)={fv), [feV

j(v)=gfr vl dT, o g > 0.

Nous avons ensuite :

Théoréme 2.1. [l existe une et une seule solution w €V de l'inéquation

a(u,v —u) +j(v) - j(w) 2 L{v — ),

13

YeeV, uelV.

(2.1)
(2.2)
(2.3)

(2.4)

(2.5)



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

Démonstration. Pour appliquer le théoréme 1.1 du chapitre 1, il suffit de vérifier que j(.)
est convexe, propre, et s.c.i :

- Convexité de j(.) :
jlau+ (1 —a)v) = gJ[r |v(eu+ (1 — a)v)| dT'

< de / lyul ]+ g[(1 - a) j byo] dr]

f;r/IWI ar]+ (1= )y | el

)+ (1 —a)j(v).

IA

IA

-j(.) est propre :
jlv) > —c0, YveV

jlw)# oo, YvelV.

- Semi continuité inférieure de j(.) :
En fait j(.) est une semi-norme sur V. Donc en utilisant ’inégalité de schwarz dans

L3(T") et le fait que v € £ (H (), L*(T)), nous avons

i@ =il = o[ luldr-g [ nlar)
- 9 / (Ivul — yer]
< hm, — yv| dT
< gl / 1 dr)1/2 f |v(u - v)|? dI)'/2 26)
< g T ||y (u - U)”L?(r'}
= gl flu—oly
£

Cllu = vl|v, Yv e D(Q),
pour C' constant.

Donc j(.) est Lipschitzienne continue sur V, par conséquent j(.) est s.c.i sur V, ainsi
toutes les conditions du théoréme 1.1 sont vérifiés, Donc il existe une et une seule solution

u € V' du probléme (2.5). O

Boukhedenna Ibtissam 14 Univ. Guelma



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

Remarque 2.1. 87 g = 0, [linégquation (2.5) se réduil ¢ une équation variationnel, en
effet , on a

a(u,v—u) > L(v —u), YveV, ueV, (2.7)

enposant v=0€V, ona
a(u,—u) > L(—u) = a(u,u) < L{u), ueV. (2.8)
De plus ,en posant v=2ueV ,ona
a(u,u) > L(u), ueV. (2.9)
De (2.8) et (2.9) , on obtient
a(u,u) = L(u), u€eV. (2.10)
De (2.7) et en utilisant (2.10), on a
a(u,v) —a(u,u) > L(v) — L(u), WYveV, ueV,

ce qui donne

a(u,v) > L(v), YveV, (2.11)
en remplagant v par (—v) € V, on obtient
a(u,—v) > L(—v), WYvelV,

ce qui donne

a(u,v) < L(v), YveV. (2.12)

De (2.11) et (2.12) , on conclent qui

a(u,v) = L(v), YveV.

Boukhedenna Ibtissam 15 Univ. Guelma



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

Remarque 2.2. Puisque a(.,.) est symétrique, la solution de (2.5) est caractérisée,

comme la solution unigque du probléme de minimisation
E(u)<E(w), YveV, wueV, (2.13)

ol

) = %u(v,’u) 4+ 60 = L),

Remarque 2.3. Le probléme (2.5) (resp (2.13)) est la version simplifiée du probléme de

contact se produisant dans la théorie de l’élasticité [4,6] .

2.2 Reégularité de la solution

Théoréme 2.2. (H.Brezis [1]) . Soit Q un domaine polygonal bornée convere de R? 4

frontieré T' suffisamment réguliére si

L) = fﬂfvd.:c avec  f e L*(f),

alors la solution u de probléme (2.5) est dans H?(S)).

Démonstration. Démontrons par pénalisation.
D’apres le théoréme 2.1 le probléme (2.5) admet une unique solution u € V. Soit € > 0,

considérons le probléme de Dirichlet suivant

eAu, +u. =u dans . (2.14)
Ou A est un opérateur différentiel linéaire définit par

Au=—Au+u tel que

(Au,v) = a(u,v).

Boukhedenna Ibtissam 16 Univ. Guelma



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

Le probléme (2.14) a une seule solution
u. € H (Q),
et par la régularité de I', nous avons
u. € H* ().
L’inéquation (2.5) s’écrit aussi
(Au—fo—u)+j@)—j)>0, VoeV. (2.5bis)
Ce qui donne

(Av—fiv—w)+j(v)—j(u) = (A(v—u)—f,v—u)
+(Au— fiv—u) +j (v) — j (u)

2 {‘4u—f,U—U)+](i))—j(U)20, VIUEVVJ

implique
(Av— fiv—u) +j(v) —j(u) >0, YoeV. (2.15)

Et réciproquement (2.15) implique (2.5 bis). En posant v = u, € V dans (2.15), il vient
(Aue — fiue —u) +j (ue) — j (w) 2 0.
Comme u, — u = —eAu,, alors
—€(Auc — f, Aue) +j (ue) — j (u) 2 0,
ce qui donne
—e(Au, — f, Au.) + g/F e —u[dl" > 0,

—E(AuE—f,AuE)—i-Eg./IAuE[dP > {,
r

Boukhedenna Ibtissam 17 Univ. Guelma



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

(4ue — £, 40) < g [ | Aue] T,
ik

et par conséquent

I

1/2
“4“6”}?:2 Q) = ”AHE“LEIQ) ”f”LZ(Q) +g|T| / I|Au6”L2{Q) ;
@

donc

1/2
Atell 2@y < [ fllz2@ + 91T,
|| Aue ”_r,?(g) < C

En passant a la limite quand € — 0, on obtient

[Au]l 2y < C.

2.3 Reésultat de dualité
Proposition 2.1. Soit
L(v)::j fodz, fevV:
0

La solution u du probléme (2.5) est caractérisée par

.

—Au+u=7f dans Q
ou
—] i p.I
4 an| = g p.p
e 4 |u| =0 '3

Démonstration. On a

/VuV(v—u)+u(v—u)d:s—f—g/hv}dl"ug/|fyu|aT2/f('v—u)da:, Yu e V.
Q T r Q

Boukhedenna Ibtissam 18
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Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simmplifié

Soit weV telque v=u+weV, alors

/ (VuVw + vw) dz + g/ |vu + yw|dl' — g] |yu|dl > f fwdz, VYwelV, (2.16)
Q r r o)

ce qui donne

(VuVw + uw)dz + g/ |vw|dl > f fwdz, YwelV,
T o

Q

done

a(u,w)+j(w)>L(w), YwelV. (217
Posons v =0¢€V dans (2.5), alors
a(u,—u) +j(-u) = L(-v),

a(u,u) +j(u) < L(u). (2.18)
Posons v=2u €V dans (2.5), alors

a(u,u)+7(u) > L(u). (2.19)
De (2.18) et (2.19), il s’en suit

a(u,u) + j (u) = L(u). (2.20)

Déterminons I’équation différentielle

Soit ve D(Q), ue H*(Q) de (2.15), ona

wvdz + g/ [yv| dT'
Q

= Auvvdr + [ uvdz (2.21)
Q

= /fvda: Vv € D(Q).

a(uw,v)+jw) = f VuV'ud,s':—l—/
Q

Remplagons v par (—v) € D (2) dans (2.21), on obtient

/Auvd:cwfuvdxz Mffvda:, vu € D(9),
Q Q Q
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Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

De (2.21) et (2.22), on déduit

—fAuvd:c—I—/ u:ud:r:z/fvdm, Vv € D(§),
Q Q Q

donc

—Autu=f p.p dans Q. (2.23)

Déterminons les conditions au bord

Soit v € V, en multipliant (2.23) par v et en utilisant la formule de Green, cn obtient

: 0
j Vquda:-!—fuvd;r —-./—uyvdF=ff11d$, Yv eV,
Q Q r In Q

il s’ensuit que
o (4, n)i= f frdz + f @ﬂwdl‘, Yv e V. (2.24)
0 r In

De (2.17) et (2.24), on obtient

f(-aﬁvv +glyw))dl 20, WYveV,
r On

d’ot
v% +glv| >0  ppsur T, (2.25)
on
en remplagent v par (—v) € D(2) dens (2.25), on obtient
Ju
—v—+glv| 20 ppsurl. (2.26)
an
De (2.25) et (2.26), on déduit
g—:; <g p.p.sur I. (2.27)

En prenant v = u dans (2.24), et en utilisant (2.20), on obtient

/ @ﬂ(udl“ + g/ |yu|)dT = 0, (2.28)
r On I

en appliquant (2.25) 4 (2.28), on déduit

ou

o +glul=0 ppsurl. (2.29)

u
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en appliquant (2.25) & (2.28), on déduit
u
u—+glu/=0 ppsurT. (2.29)
dn
De (2.23) ,(2.27) et (2.29), on définit le probléme différentiel

—Au+u=f dans ()

iBu =
—|<g ppsul
L
u 4+ glu/=0 ppsurT

on

\

2.4 Lipschitzianité de la solution

Proposition 2.2. Soient fi, fo deuz fonctions dérivables dans V*, u; et ug les deuz so-
lutions correspondentes respectivement du probléme variationnel (2.5). Alors Iapplication

[ — u est lipschitzienne, i.e

1
[lur — uafly, < - Ifr = folly--
Ot o est la constante de coersivité.

Démonstration. Soient
a(u, v —w1) + 7 (v) — j (wm) 2 (f1,v —w), Ywev, (2.30)

a(ta, v —ug) + j (v) — j (u2) > (fo,v — uz), Yo eV, (2.31)

en posant v = uy dans (2.30) et v =1u; dans (2.31), et par sommation, on obtient
a(ug —up,up —wy) < (fa — fr,us — ),

Comme a(.,.) est coercive, on obtient alors

a |lug - u1||f; < |fe = ful Ve [luz — Vo

Boukhedenna Ibtissam 21 Univ. Guelma



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

2.5 Approximation par éléments finis

Dans cette section, nous considérons 'approximation de (2.5) par éléments finis li-

néaires par morgeaux.

2.5.1 Approximation du domaine {2

Supposons que 2 est un domaine polygonal borné de R?. Considérons une famille de

triangulation classique 7, de 2, i.e 7; est un ensemble fini de triangles T' tel que

Tc® Vlen, U =8 (2.32)

TeTh

o o

TiNT; = @, VT],TQ €T €t T1 % T5. (233)

De plus V 17,75 € 75, et Ti # T3 'une des conditions suivantes doit &tre vraie
() ThNT, =0.
(2) Ty et T ont au moins un seule sommet en commun. (2.34)
(3) T1 et T, ont une seule arréte en commun.
h désigne la longueur de la plus grande arréte de ces triangles, h est destiné a tendre

vers zéro. Pour le moment nous considérons les approximations par éléments finis linéaires.

2.5.2 Approximation de ’espace V'

L’espace V = H'(f)) peut étre approché par les espaces V},, ot
Vi={vneC(Q), vyre P. VT er,}.

Ou P, est I’ensemble des polynomes de Lagrange de degré inférieur ou égale a 1.
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2.5.3 Le probléme approché (discret)

L’analogue discret du probléme (2.5) est

trouver wu, € V,, tel que

(2.35)
a(un, vy, — un) + J (Un) — J (un) = L(vn — ua), Yo, € Vi

On peut facilement, prouver que
Proposition 2.3. Le probléme (2.35) admet une solution unique uy € V.

Démonstration. Mame démonstration du théoréme 1.1 de chapiterl en remplagant V' par

W . (]

Remarque 2.4. Puisque a(.,.) est symétrique, (2.35) est équivalent & un probléeme de

programmation quadratique

trouver up € Vi tel que

. (2.36)
B () = min B (un)
Ou
1
E (vp) = 54 (v, V) + 7 (vn) — L (vp). (2.37)

2.6 Reésultat de convergence
Avant de démontrer le théoréme de convergence, considérons un lemme de densité
dont la démonstration se trouve dans I'ouvrage de R.Glowinsky [6,7] .

Lemme 2.1. Sous les hypothéses données sur £ , on a
C= (Q) = H(0).

Démonstration. Soit v € H* (), v € H* (R?) tel que 7jo =v, i.e ¥ est le prolongent

3

de v nulle en dehors de ). et soit une suite régularisante

pn€D (R, p, >0, /m pn()dz =1, 0 supp(p,) = {0}.

5

Boukhedenna Ibtissam 23 Univ. Guelma



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

Ou {supp(p,)},-n est une suite décroissante de sous ensembles. Définissons U, par

Uy =R (2.38)
tel que
= F o
U () =] U (y) pa (T — y) dy.
ﬁ?
Alors
U, €D (RQ) et limo, =7 fortement dans H! (Rg) ) (2.39)

Définissons v, par

2 =B (2.40)
De (2.39) et (2.40), il s’ensuit que

v, € O (ﬁ) 5 lim v, = v fortement dans H' ().

n—oo

Donc et le lemme est démontré. ad

Théoréme 2.3. Supposons que les angles de tous les triangles de 1), sont bornés infé-
rieurement par o >0 quand h — 0 (i.e 7, est une famille de triangulation réguliére),

alors

flzii]% llun —ull;, =0. (2.41)
Ou u etuy sont respectivement les solutions de (2.5) et (2.35).

Démonstration. Pour prouver ce théoréme nous suivons la méme démarche appliqueé dans
la démonstration du théoréme 1.3 du chapitre 1. Ceci implicue qu’on doit vérifier les trois
propriétes suivantes :

(i) 3UCYV, U=V et r,:U — Vs, tel que
113“(1) ryv=v fortement dansV, VveU.
(i1) si vy — v faiblement dans V, alors

lim inf j(on) > j(0).
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(4i1)

1iin i jlrpy) = j(v), YveU.

Vérification de (i) :
Posons U = C* (Q), du lemme 2.1, il résulte que U = V. Définissons ensuite

it HHQ) e? (ﬁ) — Vh.
Pour

o € Vi, Ywe H(Q)NC° (ﬁ) :
mo(M) = v(M), VMe)_ |
h

alors r,v  est interpolation linéaire de v sur 75,. D’apreés les hypothéses données sur

Th, nous avons (voir Ciarlet [3])
lrwo —olly < Chlolgsg,  ¥oeC=(@). (2.42)

Ou C' est une constante indépendante de h et v, cela implique que

Ilwin}} lrnw —v||, =0, WVwelU. (2.43)
et par densité on a
EH(I) lrav — vy, = 0, VveV. (2.44)

D’ou (i) est vérifiée.
La vérification de (ii) est triviale puisque j (.) est s.c.i.

Vérification de (iii) Yo e U, ona
: : f
lirav) = §()| = g | lyrwvldl —g | |yv|dD
g r

g f e — )T

< gt o —olly, , WweU,

IA
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qui tend vers zéro quand h — 0.
En appliquant le théoréme 1.3 on déduit que wu, converge fortement vers v dans

V. O

2.7 Estimation d’erreur

Nous allons maintenant estimer la quantité ||u — upl|;- .

Théoréme 2.4. Soit Q un domaine polygonal et w € H* (Q). Supposons que tous les
angles de Ty, sont bornés inférieurement par 8g >0 quand h — 0 (i.e ), est une famille

de triangulation réguliére),alors

lu —uplly, < C inf {Hu — wplly + la (w,vp —u) + 7 (vg) — § (w) — L (vp — u)|%} ;
v EVL
(2.45)

Démonstration. Posons v = up dans (2.5) , il vient
a(u,up —u) + j(up) — j(u) > L(up — u), (2.46)
en additionnant (2.35) et (2.46), on obtient
a(u, up, —u) + alup, vy — up) = j(vn) — j(u) > L{vy —u), Vo, € V. (2.47)
Comme a(.,.) est coercive ,il s’ensuite

a|lu— uh||$, < a(u—up,u—up)

= a(up—u,vp—u)+a(u,vy—u) —a(u,u, —u) —a(up, vy —u), Yo
En appliquons (2.47) et (2.48), on obtient

allu—unl? < a(up —u, o — ) + a(u,vp —u) + j(un) — j(w) — Llvp —u), You € V.
(2.49)
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Comme a(.,.) est continue, on a

aflu—usly < M up—ully lon—ully

+a (u,vn — ) + 5(vp) — j(u) — L{vy — u)

o 2 M 2
s 5l —ullyy + 5=l = ully
+a (u,vp — u) + j(vn) — j(u) — L(vp —w), Yup € V4,
ce qui donne
M? 2 ) ; ;
e = wnll} < =5 o = wully + = lo (w00 — ) + () = 50) — Lwn —w) |, Von € Vi

Donc

e —wally < C inf {lu = wnlly +la (00 — ) + 5 (o) = (u) — L (om — w)F}.

Nous donnons maintenant un ordre optimal de I’erreur.

Théoréme 2.5. Soit 0 un domaine polygonal et w € H? (Q). Supposons que tous les
angles de Ty sont bornés inférieurement par 6o > 0 quand h — 0 (i.e T, est une

famille de triangulation réguliére),alors

[l = wn

| < C () h. (2.50)

Démonstration. On a , Yo, € V),
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a(u,vp —u)+j{vn) —j(u) — L(vy—u) = bfVuV(-1);1~u)dm+/u(vh —u)dz
Q Q

+g/|fyvh|dr_g/|fyu|dr-ff(vh—u)dz
- /Au bh—u)d$+/u(vh—u)d3:
/a h--udF+g/|'yvh|dF
—g/|7u|dr /f e

= [ |5 o= 0+ gl - gl ar
+-/Q[—Au+u—f1(vh~ﬂ')d~'ﬂ

du 1
o +g|T12 | lvn — vl ;20
(Han - g|T| )II b= ull g2y

+[-Au+u - f“f,z(n} llvn — ”||L2(Q)

IA

IA

& (U) (“Uh - u”L2(]‘_“) + “'Uh g U”LQ(Q)) y V?J'h S I/h.
En utilisant (2.30) , on aura

e = unlly < € @) inf {llon = ully + [lon — |

L%(r)

1
+llow —ul?, | }-
Posons vy, = Vhu, et d’aprés les estimations de ciarlet [3]

lu —uplly, < C(u) (Cy(w) h+ Co(u) h+ Cs (u) h) < C (u) h.

D’ou ’ordre optimal de convergence. O

2.8 Meéthode de dualité pour le probléme continu

2.8.1 Existence d’un multiplicateur de Lagrange

Soit 'ensemble A définit par
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A={pel?’T) | |lul€£1 pp.surT}.
On a le théoréme suivant

Théoréme 2.6. La solution u du probléme de fonction (2.3) est équivalente au probléme

de trouver v €V et A€ A tel que
a (u,v) -I—gv/r)v)'vcﬂ‘ = L), YveV, {2.51)
My = | (2.52)
A est appelé multivlicateur de Lagrange.

Démonstration. Montrons que (2.5) implique (2.51) et (2.52) prevons v = 0 et v = 2u
dans (2.5),i] vient

il suit alors de (2.5) et (2.53) que
Lw)—a(u,v)<jlv), WYwev,
remplagons v par —wv, nous obtenons
a(u,v) — L) <j(-v)=j(v),
ce qui implique
L (v) —a(u,v)] <jv) = g[r |yv] T, Yv e V. (2.54)

Ona H'(Q)= H}Y) @ [HYY, ou [HHQ)]* estle complément orthogonal de
H}(Q) dans H*' (). Comme « :[Hi{Q)]* — HY?(T') est un isomorphisme, il suit de
(2.54) que

L(v) —a(u,v) =l(yv), Wwev, (2.55)
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ou I(.) est une fonctionnelle linéaire continue sur Az (T"). 11 suite alors de (2.54) et (2.55)

que

)] <g ”J“”L?(r) , Vpe Hi(D).

(2.56)

Comme Hz (T) ¢ LYI), il suit de (2.56) qu’on peut appliquer a I(.) le théoréme de

Hahn-Banach ,il existe alors A € L=(T"), |[A(z)] <1 p.p. T tel que
(w) = g/F,xp dl, VueL*([).
Par conséquenc il suit de (2.55) et (2.57) que
a(u,v) —}-g/FA'yUdF =L(v), Yve V.

Ce qui preuve (2.51).

Posons v =wu dans (2.51) , on obtient
a(u,u) + gfp)vrudl" =5 Bl
utilisant (2.53) et les équations aux dessus , on obtient
f(]’yu[ — Myu) dl' = 0.
g
Puisque |A| <1 p.p,ona

Myu < |Amva| < A [yl < vl

[yul - Ayu >0 p.p,
de (2.58) et (2.59), on déduit que
|vu| = Avyu p.p.

Cela termine la démonstrations de (2.51) et (2.52).

Inversement : Supposons que (2.51) et (2.52) sont vrai et montrons (2.5) .

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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Soit {u, A} une solution de (2.51)_(2.52). De (2.51) il suit que
alu,v —u) + g/I:JW('U —uw)dl=Lv—u), WYwevy,

qu’on peut écrit aussi sous la forme

a(u,v —u) + g'/l;)\fy'vdl‘ - g‘/;/\'yudf‘ =L{v—-~u), YweV (2.60)
De (2.52) et (2.60), on obtient

a(u,v —u) + gfr)\'}'-vdl" - g/1: |yuldl' = L{v —u), YveV. (2.61)
Mais puisque Ayv < |yv| p.p, on déduit de (2.61) que

a(u,v —u) + j(v) — j(u) > Lv —u), VveV.

Cela prouve la caractérisation du théoréme.

Considérons la fonctionnelle Lagrangienne £ : H' () x L2 (T') — R, définie pour
1
Llep) = 50 (v,v) — L (v) + g/,w}'vdf_ (2.62)
g

d

Le théoréme suivant provient du théoréme 2.6.

Théoréme 2.7. Soit {u,\} une solution de (2.51)_(2.52) alors {u,\} est lunique
point selle de L sur H' () x A.

2.9 Algorithme de Uzawa pour la résolution itérative
du probléme continu

Dans cette section nous allons introduire les travaux de Céa [2] pour itérer un algo-
rithme de type Uzawa qui va étre appliqué & la résolution numérique du probléme de

friction.
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Soit
A ¢ A arbitrairement choisi (par exemple \° = 0), (2.63)
par induction, en supposant que A" connu, on calcule u™ et A" par
L' )< LW, WeH (), veV. (2.64)
y\nHl

= pa (A" + pgyu™), p >0, (2.65)

ol py est I'opérateur de projection de L* (I') sur A pour la norme de L2 (T').

En effet

Lu"p") = %/ﬂ(i‘?u"ﬁ + [ *)dz — /ﬂfu“da: +g/r)\”'yu"dl‘,

pour n =0, A?donnée.

Calculons 40 et A!
LN = % / |Vl + [u]*)dz f fuldz +g f A0yuldr,
0 Q r
AL = pa (/\0 + pg"{au.o) 5 p > 0.
Calculons u! et A?
Gl Y = 1‘[(|\7u1|2 + |u1|2)d:1: - f fuldx + g/ MAutdl,
2 Jq Q T
A o= py (M +pgyut), p>0.

Calculons 1" et A"

L) = % /Q (IVu")? + [u"*)dz — /ﬂ futdz + g fr Ay dr.

F4

AT = pa (N +pgyut),  p>0.

Le probléme de minimisation (2.64) est équivalent au probléme de Neumann

—Au"+u" = f dans

] (2.66)

%‘n——l—g)\”=0 ppsur [

pa est Popérateur de projection de L? (T') sur A défini par
pa (1) =sup (—1,inf (1,u)), Vwue L*(I"). (2.67)
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Proposition 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.7, et supposons que 0 < p <

g% 177, alors on a

limu® = wu fortement dans H' (Q).
lim \* = X fortement dans L* (T).

Démonstration. Du théoréme (2.6), on a

a(u,v) = L{v) — g/ Modl, Yve H'(Q), ue H (), MeA, (2.68)
r

a(u™v)=L(v) — ng”’yUdT, Vo e H (Q), u*e€H'(Q), XN €A (2.69)
I

Au théoréme 2.7, cn a
L(up) LN < L(,A), Y{v,u} eV x A, {v,A\} € V xA.

I suit alors que
gf(A—p)’yudTEO, YuedA, Ae€A (2.70)
r

La relation (2.70) peut s’écrire aussi comme

f(#m)\)(A—(/\Jl—pgfy-u))dFZ0, Vueh p=0,1€A.
r

Laquelle est classiquement équivalente a
A=ps A+ pgyu). (2.71)

Considérons

s -
=yt —=u, A =A"=A\
Comme p, est une contraction si 0 < p < 2 2, alors on a
/ 9

o

s = IPA YT+ 2970%) = pa (A -+ pgyu)]l oy (2.72)

< A" A+ pgyu™) = (A + pgvu)ll 12

< X" + pgyan
N .

Boukhedenna Ibtissam 33 Univ. Guelma



Chapitre 2. Le probléme variationnel de friction simplifié

il s’ensuit que

H‘*ll 1

2
< f )\ +,og’7u dr’

L2(r)

f\)2+2p>\mu +p%¢* (vu ))

Il
\

ce qui donne

2

vV

1.

_ “XWH

—2pg | y@ X dl — p? 2/ ~a)?dr . 2.73
et 1) Py F(. ) (2.73)

L2(T)

Prenons v = %" dans (2.68) et (2.59), et en soustrayant les deux expressions, nous

obtenons

a(@",a") = —g / N vutdo. (2.74)
r

En substituant dans (2.73), on obtient

1,

Y

2pa (T, ") - p*¢? |7 |22

H—n+1

L(T) L(T)

v

2p 7|13 — p*g* ||’}’ﬁﬂ||iﬂ(r)

v

20 @[3 — 20 I 117" 3oy (2.1)

Y%

p (2~ pg® INII%) I1" I, -

Si0 < p< 9-_22 [|7|(27 la suite {H-)_\n‘ 2(”} est décroissante, donc convergente, par
L neN

conséquent
s —n+1
i (= 7 ) =
n—oo L2(T) L¥(T)
ce qui montre que
lim ||@*||;, = 0.
n—co
D’ot la convergence. O

2.10 Algorithme de Uzawa pour le probléme discret

Par analogie, considérons

Ap = {#h € NI |uy(x)| <1 ppsur P} ;

h
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Soit

Al € A, arbitrairement choisi (par exemple A = 0) .

Par induction , en supposant que X connue, on calcule uf et A\J*' par

L (up, AL) < Ly (vn, AR), Yo € Vi, up € V3, (2.76)

Mt =pa [\ — pgyui], p> 0. (2.77)

On prouve que si 0 < p < 3, avec 3 assez petit [2], alors on a

lim up = .

n—eco

Ot wy, est la solution du probléme discret .
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Conclusion

Dans ce travail, on a prouvé la convergence de la sclution discréte de 1'inéquation
variationnelle elliptique du second genre, et on a montré que ’erreur de la convergence
par éléments finis de degré un est optimale d’ordre O(h). En perspective nous souhaitons

approximé ce probléme par les éléments finis quadratiques.

Boukhedenna Ibtissam 36 Univ. Guelma



Bibliographie

3]

[4]

[5]

8]

H.Brezis, G.Stampacchia, Sur la régularité de la solution d’inéquations elliptiques.

Bull. Soc. Math. Fr.96, 159-180 (1968).

J.Céa, Optimization Theory and Algorithms.Lecture Notes, vol.53 (Tata Institute of
Fundamental Research,Bombay,1978).

P.G.Ciarlet, The Finite Element Method for Elliptic Problems (North-Holand Ames-
terdam 1978).

G.Duvant and J.L.Lions, Les inéquations en mécanique et en physique (Dunod,Paris
1972).
G.Fichera, Problemi elastostatici con vincoli unilaterali : ilproblema di signorini con

ambigue condizioni al contorno, Mem. Accad. Naz. Lincei Ser., VIII(7), 91-140 (1964).

R.Glowinsky, J.L.Lions , R.Tremolieres : Numerical Analysis of Variational Inequa-
lities, studies in mathematics and its applications, volume 8,(North-holand, Amster-

dam, 1981).

R.Glowinsky : Numerical Methods for Nonlinear Variational Problems (sprin-

ger,1984).

D. Kinderlehrer, G. Stampacchia, An introduction to Variational Inequalities an their

Applications, Academic Press, New York, 1980.

a7



Bibliographie

[9]

[10]

1]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

J. L. Lions, G. Stampacchia, Variational inequalities, Comm. Pure Appl. Math., XX,
1967.

J.L.Lions, E.Magense, Problémes aux limites nonhomogénes, Vo.l, Dunod, Paris1968.

J. L. Lions, Quelques methodes de résolution des problémes aux limites non linéaires,

Dunod, Paris, 1969.

A. Mehri, Polycopié du cours, Inéquations Variationnelles Elliptiques et leurs Ap-
proximations, Cours et Exercices, Niveau : Master2 Mathématiques Appliquées, Uni-

versité 08 Mai 1945 Guelma (2016/2017).

U. Mosco, An introduction to the approximate solution of variational inequalities,
Constructive aspects of functional analysis, Erice 1971, 497-684, Ed. Cremonese,
1973.

U. Mosco, Implicit variational problems and quasi-variational inequalities, Lect.

Notes in Math., 543, 83-156, 1975.

Mrabti Wafa, Analyse Numérique par Eléments Finis du Probléme variationnel de
Signorini, mémoire de Master2 mathématiques appliquées, Université 08 Mai 1945

Guelma (2017).

Oumeddour Azzeddine, Analyse Numérique par Eléments Finis du Probléme varia-
tionnel de la Torsion Elasto-Plastique, mémoire de Master2 mathématiques appli-
quées, Université 08 Mai 1945 Guelma (2016).

A. Signorini, Sopra alcune questioni di elastostatica, Axti Societa Italiana per il Pro-

gresso della Scienze, 1933.

G. Stampacchia, Variational inequalities, Theory and application of monotone ope-

rators, Proceedings of a NATO Advanced Study Institute, Venice, Ttaly, 1968.

Boukhedenna Ibtissam 38 Univ. Guelma



