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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions la méthode directe et puis on applique la
méthode itérative pour I’approximation du spectre d’'un operateur compacte
sur un Banach. Les tests numérique sont développés pour montrer l'efficacité

de ces méthodes.



Introduction

La théorie spectrale des opérateurs bornés représente un grand intéret
mathématiques. Elle est la généralisation naturelle des notions des valeurs
propres, vecteurs propre et de la diagonalisation des matrices.

Mais, la difficulté de ce probléme augmente, puisque la dimension devient
infinie lorsqu’on remplace une matrice par un opérateur.

La Premiére approche consiste & remplacer I'operateur par un opérateur ap-
proché de rang fini. Ce dernier est construit par une discrétisation ou en
appliquant des opérateurs de projections sur des sous-espaces de dimention
finis.

Néanmoins, ces méthodes directes sont trés limitées, car pour obtient des
erreurs acceptables il faut augmenter la Dimension du rang de 'opérateur

approché.
La méthodes itérative est une bonne solution pour ce dernier probléme. Elles

permettent & partir d’une valeur propre et un vecteur propre calculés & un
rang donné, de raffiner ces valeurs pour obtenir une meilleur approximation.

Ce mémoire est divisé en 4 chapitres :
Dans le premier chapitre, on rappelle les théorémes d’analyse fonctionnelle,
et on présente la décomposition spectrale et quelques propriétés. De plus, on

démontre des résultats qui seront utilisés dans les chapitres suivants.
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Le deuxiéme chapitre, est consacré pour la convergence du spectre approché
d’un opérateur borné. On démontre la propriété U et L au sens de la conver-

gence en norme. Puis on étude les estimations d’erreurs.

Dans le troisiéme chapitre, on définit une méthode itérative on on raffine
les résultat de chapitre précédent sans agrandir la dimension de ’opérateur
approché.

Dans le chapitre quatre on montre les résultats numériques obtenus.

7



Chapitre 1

Décomposition spéctrale

1.1 Notions générales

Cette section est présentée sous forme d’un rappel des notions de base
utilisée par la suite pour construire nos résultats. Les notions sont mention-

nées sans leurs démonstrations.
On commence cette partie par définir les concepts les plus importants autour

un opérateur borné. Premiérement, on note par (X, ||.||) un espace de Banach
et par BL(X), l'espace de tous les opérateurs linéaires et bornés, on le munit

de la norme :

[T]]

1Tl p(x) = sup {m 3 = X\{O}}_

Sl y aurait pas d’ambguité, on note ||.|| au lieu de ||.||sr(x)-

On rappelle que le spectre d'un opérateur T est I’ensemble A € Sp(7T") C C
dont Popérateur (7" — AI) n’est pas inversible. Le complémentaire de Sp(7T')
dans C s’appelle 'ensemble résolvant, et on la note par re(7"). La résolvante
de l'opérateur T est définit par R(\,T) = (T — M)~'. En outre, on rap-

pelle que 'ensemble Sp(7’) est une partie compacte dans C, et la fonction

8
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A (T — AI)™! est holomorphe sur re(T") d’image dans BL(X).

On s’intéresse maintenant a étendre les théorémes fondamentaux de ’ana-
lyse complexe au cas vectoriel, spécifiquement, la formule de l'intégrabilité

autour d’un contour de Cauchy I

frg(Z)dz, (1.1)

O, ici g est une fonction continue prenant ses valeures dans un espase de
Banach Y. Précisons, on dit que I' est un contour de Cauchy, si ' est la

frontiére orientée d’'un domaine de Cauchy dans C.

On définit un domaine de Cauchy A, comme 'ensemble de la réunion
disjointe d’'un nombre fini des domaines élémentaires
(A1, Agy -+, (AN A; = (), ol ceux-ci sont ouverts et connexes et la
frontiére OA; est une interséction finie de courbes de Jordan.

Si o est une partie compacte dans un ouvert {2 C C, alors on peut toujours
trouver un contour de Cauchy I" dans Q tel que o C [(T'), c’est-a-dire I sépare
o a ). Retournons de l'intégrale (1.1), on dit qu'une fonction continue est
intégrable sur une courbe de Jordan dans un espace de Banach Y, si la limite
de la somme de Riemann-Stieltjes est finie. Pour cela, la quantité /g(z)dz
est définie comme la somme d’intégrale de g sur toutes les restrictirons des
courbes qui constituent I

On rappelle qu’une fonction g de 2 C C vers un espace de Banach Y est

dite analytique au point 2z si
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dans un voisinage de zy. Bien entendu, et sans susciter la discussion, la
plus part des théorémes qui font la plate forme de l'analyse complexe sont

lien étendus au cas vectoriel, cependant, nous allons suggérer seulement les
théorémes qu’ on va utiliser dans la suite. Soient {2 un domaine dans C, et

g : 2 — Y une fonction analytique.

Théoréme 1.1.1 :[Théoréme de Cauchy/

St  est simplement conneze, alors

l g(z)dz =0,

pour toute courbe v de Jordan dans ). De plus, si zp € f('y)

|
Pl = 2 /——M——dz Vk > 0.
v

2mi [, (z — zp)k+!
Cette formule est connue sous le nom de la formule d’lntégrale de Cauchy.
Preuve : voir [9]

Théoréme 1.1.2 : [Théoreme de Taylor/

Soit zg € §2, alors il existe r > 0 tel que

+00
g9(z) = Zak(z — 2)F quand |z — z| <,
k=0
ot
k
g (Zo)
ap = k:l i

Preuve : Voir [6].
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Théoréme 1.1.3 : [Théoréme de Laurent/
Sizg € 2 tel quiil existe 0 <7y <ry dont {z€C : r; <|z— 2| <r} CQ,

et que v est une courbe de Jordan tel que

{z€C : |z—z|=r}eint(y), {z€C : |z— 2| =ra} € ext(y) .

Alors, on a :
+oo
glz] = Z cx(z — 20)* quand 1y < |z — 20| < 73,
k=—o0
ol
1
i _ 92 vkez

T 2mi Ly [ )P

Preuve : Voir [6].

Théoréme 1.1.4 : [Théoréme de Liouville|

Sig:Cw—Y est une fonction analytique et bornée, alors g est constante.

Preuve : Voir [6].
Considérons maintenant l’exemple ot Y = BL(X). Soient T(z) € BL(X)
une famille d’opérateur dans C, si celle-ci est analytique dans un domaine (2,

alors on a
/T(z)dzz: e / T(2)zdz, Vz € X,
i ] ¥
pour toute courbe v de Jordan dans 2. En outre, si A est un opérateur dans
BL(X), alors
A /T(z)dz = /AT(z)dz. O
7 ¥

11
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1.1.1 La méthode de Nystrom
La méthode de Nystrom a été initialement introduite pour traiter des
approximations basé sur l'intégration numérique de 'opérateur intégral dans

I’équation de Fredholm suivante :

b
Au(z) =/ K(t,s)u(s)ds + f(t). (L)
a

La solution résultante se trouve d’abord sur ’ensemble des points de
noeud de la quadrature, ensuite il est étendu & tous les points de D au moyen
d’une commande spéciale, et généralement assez précise : Formule d’interpo-
lation. La méthode numérique est beaucoup plus simple & mettre en oeuvre
sur un ordinateur, mais ’analyse des erreurs est plus sophistiquée compare
aux méthodes de projection. La théorie résultante a pris une forme abstraite
qui comprend également une analyse d’erreur des méthodes de projection.
Bien que ces derniéres soient probablement encore mieux comprises comme
des méthodes distinctes d’intérét a part entiére. Soit le systeme d’intégration

donnée par :

f w)dy = S wig(;), g € Cla,b) (1.3)

j=1
Nous supposons que pour tout g € C(a, b). les intégrales numériques convergent

vers la valeur exacte de l'intégrale lorsque n — +oco En utilisant la quadra-
ture ci-dessus, on obtient une nouvelle équation :

Mun(z) — ijK(J:,J:j)un(xj) = f(z) z € [a,b] (1.4)

Nous écrivons ceci comme une équation exacte avec une nouvelle fonction

inconnue U, (z). Pour trouver la solution aux points de noeud, on remplace

12
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x par les noeuds z;. Cela produit
n

Mun(2:) = D wik (24,23 un(m;) = f(21) i=1,..,n (1.5)

j=1
Qui est un systéme linéaire de la forme :
AX —AX = b; Xi = UnZi, bi = f(mi):Ai,j = K(Ii, IJ)

La solution u,, sera calculée par la formule suivante :

1.2 Décomposition spéctrale

Soient M et N deux sous espaces fermés dans X et T' € BL(X).
Définition 1.2.1 On dit que (M, N) décompose T si, M et N décomposent
X et ils sont invariants sous T ¢-d-d T(M) C M et T(N) C N.

Alors, la maniére la plus pratigue d’avoir une décomposition de T est par
la constrction d’une projection P c-d-d un operateur P : X — X qui vérifie
P% = P. Si on note par M = Im(P) et N = Ker(P) .

Proposition 1.2.1 Le couple (M, N) décompose T <= T commute avec P.

Preuve
Supposans que le couple (M, N) decompose T’

TPr = T
PPy = P(T-’Iﬁj\{‘*‘Tﬁj\r) =T$n,f
13
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supposans que T' commute avec P
Soit z € M;dy € X telle que : z = Py.

Denes Te=TPy =Pyl =Py e M
Soit z € N,
Pr=0=Plz=0=TPr=T0=0=Tze N [
Voyons maintenant le théoréme qui établit la décomposition spéctrale

d’un opérateur borné.
Théoréme 1.2.1 Si (M, N) decompose T, alors

Sp(T) = Sp(Tiar) U Sp(Tiw)
Preuve
Soit z € re(T), si y € M tel que : y = (Tjp — 2I)z, alors on peut voir que
z € M, donc z € re(Tjy). D’autre part, si on remplace M par N on outient
que z € re(Tjp) Nre(Tin), de plus
(TiM = ZI)_I — (T - ZI)\_}.}:
et
(T]N B ZI)‘l = (T— ZI)E\}
Inversement, définissons la projection P : X — M. Pour z € re(Tj5) N (T)n)

et z € X, on peut voir facilement que :

(T — 2D)[(Tys — =)' P+ (Tiy — 2I)"Y(I — P)|z =

et
[(Tiag — 2) PP+ (Tiy — 2) (I = P)(T - 2)z = «.
Do, (T —zI)"' = (i — 2I)' P+ (T\n — zI)"}(P — I). Cela implique que
zere(T). O
14
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Proposition 1.2.2 L’opérateur P,y définit une projection.

Preuve
Soient I'y et 'y deux contours de Cauchy séparent {¢}. On suppose que

int(I";) C int(T'y). Alors, on a :

2
Ply = (i> R(Z,T)dzf R(A, T)dA
rl Fg

27

2
s (i) f R(z, T)R(), T)dzd.
271'7', Ty T

D’une part, on utilise la premiére identitée de la résolvante,

R(z, T) — R(Xo, T) = (z — A)R(z, T)R(Xo, T) , ¥z, Ao € re(T) .

Donc,

P{2O.}ZQ+L

O,

1 1 1
—_— ™| — dz | dX\
2w Jr, i )(QM' /1‘1 (z—2A) Z)
= «—1~ R(X,T)dX = Plyy-

2mi Jr,

Et de 'autre part,

3 = (%)1 frzﬁﬁ(z, T)dzd)o

1 1 1
= — | ReD)|— | ———dr)dz
2mi Jp, (= )(ZM /I“z (z— o) dAU) .
= 0.

15
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Ici, on a utilisé

1 1
/ dz=27rz'/\€l"2,f dz=0zel;.
Ty 2 — A ry 2= A

Ces identitées sont vraies, du fait que int (I';) C int(I;). De plus, le chan-

gement de l'ordre d’intégration est justifié par le fait que les intégrants sont
des fonctions continues en ['; x ['s. O

On va construir maintenant nétre théoréms principal.

Théoréme 1.2.2 Soit {c} une partie spéctrale dans Sp(T), on met
M = Im(Pisy) et N = Ker(Ppy). Alors, M®N = X, et que les sous-espaces
MetN sont invariants sous T', en outre

o = Sp(Tin), Sp(T)\o = Sp(Tiw).

Preuve
La premiére partie du théoréme est facile & conclure. En effet, on sait que
P(sy est une projection, donc d’aprés la proposition 1.2.1 il nous suffit de

montrer que P(,) commute avec T,

27

1
= = TR(Z,T)dZ
2mi Jr
1

= 27rz'/I:R(Z’T)sz

= P57,

|
TP{U} = T—/R(Z, T)dz
r

Mais, d’aprés la proposition 1.2.1 T' commute avec R
Pour la deuxiéme partie, soit I' un contour de Cauchy separant a {c} .

Pour A ¢ " on définit,

S() = — /F L Rz, T)dz.

:2m' A— 2z

16
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Néanmoins, on savait que P(,; commute avec T', donc Pf,) commute avec
R(z,T), ce qui implique que, Pj,3 commute avec S(A), d’ot, d’aprés la pro-
position 1.2.1, on verra que M et N sont invariants sous S(A) .

Calculons S(A)(T'— AI) :
TP = {7—ANE0)

1 / R(z, T)(T — AI)
= — dZ
2w Jp A—z
1 1 1
= % FzﬁAIdZ—% FR(Z, T)dz

—Py si A€ ext(T)
I— Py sideint(T) .

Prenons A € o alors, sans perte de généralité on suppose que I' soit choisé
de telle facon o A est dans ’extérieur de I'. D’aprés le calcul ci-dessus, on

peut voir que
ST — M)z =—z, Vz € M.

Or, S(A\)M C M cela implique que (Tjpr — AI)™! = —S(X). Donc, on obtient
Sp(T)\{c} C re(T\ar). Si A = {¢}, par le méme raisonement on conclut que
{o} Cre(Tin) ou

SA(T - Az =z, Vz € N.

D’aprés le théoréme 1.2. 1
Sp(T) = Sp(Tjm)USp(Tiw) ,
on a alors,
{o} Cre(Tin) = Sp(Tiar) C re(T)

= Sp(Tim) = {a},
17



UNIvERSITE 8 Mar 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

et Sp(Tiny) € Sp(T)\{c}. Finalement, afin de voir I'inclusion dans l'autre
sens, on va faire le complémentaire de Sp(T)\{c} C re(T}x) et Ao C re(Tjy)
dans Sp(7). O

18



Chapitre 2

Approximation Spectrale
Propriétés U & L

La difficulté numérique qui apparait en premier lieu lorsqu’on veut appro-
cher le spectre d’un opérateur est 'impossiblité de bien construire la conver-

gence d'une suite d’ensembles.
Pour cela, nous allons définir au sens précis adopté sous la propriétés U et L

pour montrer la convergence spectrale.
Soient T' € BL(X), et(Ty)nen C BL(X), une suite d’opérateur, tel que :

lim || T =T || six)= 0.

Dans cette section, nous allons montrer :
Propriétée U : Si T, = T et A, € Sp(Ty,) et Ay — X alors X € Sp(T),
Propriétée L : Si T, — T et A € Sp(T), alors il existe A, € Sp(T) pour n

assez grand tel que A, — A.

19



UniversiTE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

2.1 Propriétée U

Pour démontrer la Propriété U on a besoin de démontrer le lemme et la

proposition suivante :

Lemme 2.1.1 de Neumann Soit X est un espace de Banach, L € BL(x),
SUPPoOsoOns que :

L]l <1
alors (I — L) est une bijection sur X, et son inverse est un opérateur linéaire
borné avec,

17 = L)~ (2.1)

P —
— 1L
Preuve

Soit (Sp)nen une suite de BL(X), définie par :

Ty = zn:Li, Heo (I
i=0

avec, L = I. Or,
n+p ntp n+p
1Snsp — Sall = 11 D LI < DL < > IILE
n+1 n+l1 n+1
o Iz
L n

Par conséquent, on a :

sup [|Sp+p — Sull — 0, quand n — 0.
p=1

Donc la suite (S,) est une suite de Cauchy dans ’espace complet BL(X).

Alors il existe S € BL(X) tel que

[[Sn —S|| — 0, quand n — oo.

20
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On remarque aussi que,

(I - L)8y = Sa(I—=L) =I—I",

lim S,(I—L)= lim (I —L)S,= lim (I — L"),

n—oQ n—oeo n—>00

(I =L —I|| = ||IL™Y < ||L|" — 0 quand n — oo.

Ce qui nous donne,

(I-LS=8(I-L)=1I

Ce qui nous permet de dire que 'opérateur (I — L) est inversible et on a

o0

S=(I-L)'=) I

i=0
Il reste & montrer (2.1). Or,

Donc,
. 1
o2 5l =181 < Ty
1
I— Lyt
I( )~ ||—1 LIl

Proposition 2.1.1 Soit z € re(T) alors z € re(Ty), pour n assez grand.
Preuve
Soient z € re(T), et n € N, alors
(Th—2I) = (Tn—-T)+(T—2I)
= (T, =TT - zD)7' + I|(T — zI).

21
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Comme pour n assez grand,

(T = THT — 2I)7H| < 1.
En utilisant le lemme précédent, ((7,, — T)(T'— zI)~' + 1) existe et borné.
Alors, (T, — 2)™' = (T — 2I)7YT,, = T)(T — 2zI)~! + 1], ce qui implique que
z € re(T},) pour n assez grand. [

Maintenat, nous allons démontrer la propriété U.

Théoréme 2.1.1 Soit A\, € sp(Ty), tel que A, —> A, alors X € sp(T).
Preuve

Supposons que A € re(7"). Comme l'ensemble re(7") est ouvert dans C, alors
on peut trouver une boule B de rayon £ tel que 3B(A,€) C re(T). Comme
aussi, Ay — A alors dng € N tel que :

A — Al <& Yn >mng, A € B(A,E) Cre(T).

D’apres la proposition 2.1.1 on a : A\, € re(7,) pour n > ng, d’ot la contra-
diction, donc A € sp(T). O

2.2 Propritée L

Pour démontrér la propritée L on va montrer d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soient P, et P deux projections dans X.
Si|| (P — P)P ||[<1 alors

dimIm(P,) < dimIm(Py)
En particulier, st
ma:c{ | (Pr = P)Py ||, || (P — P2) P2 || } <1 alors
dimIm(P,) = dimIm(F;)

22
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Preuve

On considére @ : X — P, X, défini par :

Ve e PX, Qr = Px.

De plus, on a
Vz € .P]_X,Q.I' = PgPllll

= PIIL'—(P]—PQ)Plx
= $—(P1—‘P2)P1£E.
Montrons que @ est injective ; En effet, si Qz = 0 et = # 0 alors on a :
lzll = (A -PR)Az|
< [ (A-PR)A || =
< [[=].

Contradiction, done () est injective, ce qui implique que
dimlm(P,) = dimIm(FP). O

Les valeurs propres spectrale importantes sont les valeurs isolés dans
Sp(T") qui sont multiplicitée algébrique finie.
Proposition 2.2.1 soient T’ une courbe de jordan. T, —= T et A € sp(T),
une valeur isolée dans Sp(T) de multiplicité algébrique finie, alors il existe

une suite (Ap)n>n, telles que A, € nt(T') N Sp(Ty,) et A, — A. De plus
dim(ImPy) = dim(ImPy,).

23
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Preuve
Soit A une valeur isolée dans Sp(7’), notons par I' courbe de Jordan. Soit

z € I, alors pour tout n € N on a
(T = 2D)(I = YT = T)) = (T - 2D)(I - 1R(z)(T - T,)
(I = YT = T))(T - 21) = (T = 21)(I - LR()(T - To)

);
).

333

On definit 'opérateur :
Ru(z) = (I = LR(2)(T — T)Tw)*R(2)(I - LR(2)(T, — T)).
Done,

(B = P)Pa || =

L /F Ro(2)(Ty — T)R(2) Padz |

21
< e[ (Tn-T)P |-

Car, on utilise  Rp(z) = L(Ra(2) — I), et [ 1dz=0.

De plus on a

| (Tn —T)P) IS¢ || (Tn —T)T2) || -

On applique le lemme 2.2.1 et on a :

dimM,, < dimM.

D’autre part :

ma-mﬂlzn——/m (T - T)R(2)adz |
< C| (T T)Rzo)z || -

Comme || P, — P ||— 0 quand n — oo
Donc :

dimM,, > dimM &
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2.3 Estimation de I’Erreur

On définit
a1(C) = sup{|| R(z) [:z€ C} <0
a2(C) = sup{|| Ra(2) [|: z € C,n 2 no} < o0
@1(C) = sup{|| R(z)u |: z € C}
a2(C) = sup{|| Ru(2)im. [l z € C,n = no}
B(C) = sup{|| R(6,2) || z € C}
Ben(C) = sup{|| R(bn,2) ||: z € C}

Lemme 2.3.1 Soit P et P sont deuz brojection telle que P, P € BL{x) & :
p(P—P)<1,Y =R(P) Y = R(P)
JE’IYJ; sont bijective et ran(P) = ran(P)
Preuve :
. Soit y € Y avec Py = 0 puisque p(P — P) < 1 alors 1 € re(P — P)
Comme [I — (P — P)Jy est inversible alors :
[[-(P-Ply = [y—Py+Py|+P

= py—py+U

= 0
Avec P2=P
Donc IE‘IYJ-, est injective.
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.Soit § € Y, p(P — P) < 1[I — (P — P)y est inversible sur BL(X).

g=U—-(B- Pz
Mais

R
I
el

<

= Pz — Pz+ PPx

= fj.y,ffpl'

Donc By i est surjective.

ran(P) = dimIm(P) = dimIm(P) = ran(P) O

Proposition 2.3.1 soit T, 2 T alors

| (T, = T)ar ||[— 0 pour tout n

| (Pa = P)as lI< R0 (C)an(O) || (T = T |
de plus si rang(P) est nul , alors

| (Pa— P) [lo< 5281(C)a(C) || (T — T)e |

2

Preuve
i Ty = T alors || T(Ta=Thyas 1] T(Tu=T) | — Ot || T(Ta=T)pas, <]
T(T,-T)||—0
Si 0 € ext(C), on voit :
[T =Dl £ (T=-T)P[—0

[ To =T | < [[(Ta—T)Pu||—0
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Pour tout n assez grand, on a :
1
(Pa= Pl = % | Bula) (@ = TIR(:) )
= — / Ra(2)(T — T)a R(2) pedlz
Puisque R(z)(M) C M ,Vze C.
d’ot :

léi) 2(C) || (T = T)iar || @ (C).

| (Pn— P)iar I

De méme comme R, (z)(M,) C M,, Vz € C. On obtient :

(Pn— Plim, = —/ W — Tjax, Bedz) .82

Pour que :

J(C)

I (= Pty l|= ——=aa(C) | (T = Ty || @2(C).

Ensuite, 2 € C, nous avons R(z)p = pR(f,2) et R,(2)pn = pnR(0n, 2),

de sorte que :

(Fo—Plp = z)(Tn — T)R(0, 2)dz

Q’rz'

(P.— P)pn = / R(2)(T — T)pnR (0, 2)d2

2mmi
D’ot les estimations voulus || (P, — P)® ||e €t || (P — P)®y ||eo suivez. O
D’abord nous considérons le cas quand A consiste en une seule valeur
propre simple de T.
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Théoréme 2.3.1 Soit A valeur propre de T, telle que 0 < € < dist(X, Sp(T)\0)

et C, le cercle orienté positivement avec le centre \ et rayon € Suppose que :
T

Soit ¢ un vecteur propre de T' correspondant d A pour tout n > ng et soit v,

un vecteur propre de T, correspondant d A,. Puis, d chague n assez grand,

Py, est un vecteur propre de T correspondant d A\, P,pest un vecteur propre

de T,, correspondant @ A,, et

| An = AL Qemin{al(C’c)W, ag(Cc)%ﬂ} qui tends vers 0.

Aussi, pour tout n assez grand

eay (Ce)

distOn, C)) | (T —T)eon || -

“ wn — Py ”S

Si (|| @n ||) est bornée, alors || (T, — T)wn ||[—> 0. Pour n assez grand, soit

c, non compleze telle que P, = ¢, ip,, alors :
| aton — 9w [[— 0.

Aussi, st pn = @/cn, alors @) est un vecteur propre de T' correspondant d

A telle que Pupny. On a || om) [|< 2 || @n || pour tout n assez grand
| (Tn —T)e |

Pn — @
n = o Il < as(C.) T

H P(n) ”
En effet, si @} de Ty correspondant A, telle que (p, p:) = 1 alors ¢, = (p, ¢2)

Preuve
Vn € N, dim M =1 = dimM,, on a, d’aprés proposition 2.3.1 :
M = N(T - Xl) et M, = N(T,, — A\, I) et d’aprés le lemme 2.3.1 on a :
Vn, Qn = Pl ar et bijective, Py, est non nul de N(T'—XI), i.e Py, vecteur
28
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propre de T' correspondant 4 A.
1
En outre, || (Pn — P)B, ||I< 3 Vn e N

Donc =z € M, et

Izl =1Pe] < 2 Pz]
= (P~ P)Puz |
. =l
- 2

Ainsi, ||@;Y| € 2 pour tout n assez grand.

Notons que Q@ 1Py, = ¢,, P, = P et PT = AP, on obtient :
}\nﬁpn == )\(;Dn = Q;lp(Tn(Pn - pT(Pn)
= Q.'p(T. — pT)pn

Donc pour tout n assez grand

”)\n(pn - ’\S‘On“ < 2 ”p” ”(Tn - T){pn.H

Et pour que :
T, — T,
DA < 2 (01— Denl
”‘Pnnlxl
Alors, on considérant 8,, = [\,] € C.
On voit que :
1
62,11(05) = sup /\n _ Z‘
On obtient :
len — Poll = [[(Pn— P)enll
[(Co) 1
< ! —_
= o Ofl(cc) sup o — 2] H(Tn T)‘wgn”
eap (Ce
=l _yq 1y

dist(A,, Ce)
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Tant que : A, — A, on a dist(\,,Cc) > § Vn € N.

Si||n|| < C alors :
(T = Thpall < (T = T)laell = 0 et done  flon — Pronl] 0

En changeant les roles de 7" et 7T, nous voyons que pour tout n assez
grands Pp|pn, @ M — M, est bijective P,p est vecteur propres de T,
corespondont & A,
(P,
et

<2,

-1
IM,Mn)

|[—A] = QEQQ(GC)M
llll

puisque dim M, =1, on a
Pn(/o — Cnﬁpn-

Aussi
ICaspnll = | Puie — Pl = [|[(P — P)Po|| < [|[(Pa — P)P|| ]l — 0.

Puisque ¢, = ¢/C,, on voit que :
P'n(p(n) = -PTLQO/CTL = @n
Comme B,y 0, est injective, () est unique de T, tel que : Ppm) = @n et

ona: || g <2 wall-

Aussi, en considérant § = [A\] € C, on a.:

1
C.) = su
bilCa = sup 57—
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Et donc par la proposition 2.3.1 on obtient :

1
lon —oml| = ol |(pn — P)el|
(A 1 B
= . |az(0)supﬁ 1(Tn — T)el|
- 2y, -1yl
0w
— 0(C) I - )el|
Avec | = 27r,r € Z, donc
llenll < CBUCE) llenll < CI(C‘ = 1, pour que :
ln — el _ (T = T)ell
O A e
R
0ApeM,02¢p € M, ona:
T
e T “(WM
T. — T,
(T = Tlasal| = ““(Wﬂm

Par la proposition 3.2.1 A, est une valeur propre de 7}, et P, est une projec-

tion
@ vecteur propre de T corespondant & A, tq < @,, ¢, >=1 alors :

Cr = (Cnﬁpn:@o:) = (Pnﬁcnx‘P:> = (99; P:QQ:_) = (QD,{,OZ) I}
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Chapitre 3
La Méthode Itérative

Les méthodes directe développées pour le calcule spectrale donnent des
résultats limités. Puisque ces résultats sont toujours liées & la taille de la
matrice construite & partir de la discrétisation ce qui génére des problémes
techniques d’ordre numérique causé par la dimension de cette matrice. Done,
on utilise les méthodes itératives pour résoudre ces difficultés ot on fixe la
taille(ot la dimension) de la matrice discrétisée puis on construit une suite
itérative qui nous permet la diminution de I'erreur obtenue par la méthode
directe.

3.1 Présentation de la méthode

La méthode itérative spectrale est donnée par :
0
(Pn = (10?'1’

Soih 8 AE = Tl et 5

on=on '+ SuOnpn™ = Teon™)
Ona:
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< O, Bl G5, Pl vl BoSam, ot el L) =),
En plus,

< o9 o > <Onpi=0. V k=12..

<o, 0h > = <ol 0>+ < SalMeh T =T ™) >
= <o, on >
= i
Donc :
<@® o >=1  VE=0.12... (3.1)
M- A=< (T -T) (¥ — oy, 05, > k= 0.1.2....... (3.2)
e =12
{ P8 = oy = Sal(T = T) (¥ ™ = () + (O = N ™ = (O — Vo)
(3.3)
{ o= sup|| R.(2) ||,z€ C,Vn 2 ny < o0 (3.4)

Pour demontré, le théoreme de la convergence on demontré le lemme

suivant :

Lemme 3.1.1 On supose que T\, — T, alors

a) P, et S, sont bornée, en plus
| (T —T)SaTn IS || (T —T)Tn ||, VE=cte

b) i) (|| ey ||) est une suite bornée <= (|| @n ||) est une suite bornée

w)(|| @k ||) est une suite bornée <= (|| @n ||) est une suite bornée
preuve

Soit C' le cercle avec le centre A et le rayon e, ol
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0 < e < dist(A, Sp(T)\0)

An — A, dng telle que | A, — A |< £,Vn > ng

H&H=W—fm

as(C)
27r dist(An, C)
22(C)
- g/2
= 2a3(C)

puis :

Avec ap = sup|| Rn(2) ||,z € C,Vn > ny <
(Il S ||) est bornée, alors S,T;, = T,,5,

Ce qui implique :

| (Tn = T)SuTo [|<]| (T = T) T [[]] S |l

Donc, on peut suposons que le cercle C' ne passe pas par Uorigine, si € #| A |

T.R.(2) = I+an
s, f N

=—f/M&m—Wf£§
Zmil fR” z(An —Z) I/c%]

On voit la resultat si ¢ >|| S, ||, Vn = ng

b) i) Vn
Pnﬁo(n) = (90(71)) ‘P;)chn = ©n
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on a :

I I1=1 Papeny 11 En ([l oy |l
Car (P,) est une suite bornée,
d’autre part

IBap =@l = [ (Pa—P)Pg||
< [E-P)Pllell—0

Et aussi
I {2, @)n lI=Il Pag I —1l @ [1 0
D’ot1
Ll <) tormd
Et,
lom Il = | @f‘;;) [
< 2| e

Vn assez grands, la suite (|| ¢(n) [|) est bornée ssi la suite (|| ¢, ||) est bornée

ii) Noter que pour tout n assez grand

| £ ” = sup| Pz ||;z € X, |

z [[£1
= supl| (z,on)en iz e Xz, ]z |1

= llenllll @nl
Puisque chaque P, est une projection.
Nous avons || P, ||< 1 pour tout n assez grand, la suite (|| P, ||) est bornée.
(Il @5 |1) est bornée ssi la suite (|| ¢x ||) est bornée.C]
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3.2 Convergence de la méthode

Théoréme 3.2.1 Si T - T alors 3 n, tel que pour tout n > n, et
k=0,1,2..

max{ 2B X[+ [ o® — g | } < (B Ta=T )

preuve
D’aprés le lemme 3.1.1 || S,, || est bornée, || ¢, || est bornée et les zéros sont
bornée

onnote || wn <7 Lllen<p Jlem <all ISall<s et | T,-T (<t
soit p1 = maz{l,~v}

D’aprés le lemme 3.1.1, on a

T 2T, Yn>ng

max{[ Ap — A |: H Pn — P(n) “} Sen||G—T ”
soit 8 = max{cy,p,s(1+p+q+pg+cn)},
on choissi n < n; tel que :

1
[| T —T||< B Vn > ny.

Fixons n > n;  nous montrons par I'absured sur k£ que :
maz{| Xy = A, || @k — o 1} < (B | T = T |))*+!
Depuis A0 . (pa(lo) = ¥n
maz{l,v} = cm
< B et m<my
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Par équation (2), on a :

| A X < @il T =T |l ¢ — oy |l

IA

P T=T| (B Tn—T )<
£ Bl 5T

Pour p < f, Ensuite par l'eq (3) :

leF =y | = I Sal(Tn = T)(@ — o) + AFH = A)pl?
+ (A= X)) — o) |l
< NSl U Ta =T Ml @8 — o I+ 1A = X[l 8 |
+ X = [l 08 — o 1)
Noter que

. N *
|28 X < T = T Il 0% — oy Il 5 |l
| A=A €en || T-T|

Pour
On a:
I e¥) —pm | < B Tn—T )+
< 1
Donec :
I < 11e® —om |+ 1 e
= 1

37



UnivERSITE 8 Ma1r 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

| oD —pom | € s(l+p+g+pg+en) | T—T Il 0¥ — e |

BITu=T I (BIITn—T )"

IA

< BIT-T)H

Puisque s(1+p+qg+pg+cn) <6
Ainsi I'inégalité désirée est vraie pour k + 1 l'absured est complet.
Ensuite, si A # 0 alors par le lemme 3.1.1 on a : Vn > ng
maz{| dn = A || ¢n — o I} S e | T =T |
D’ou, si on prend
a=cn B=maz{ps(l+p+ap+tal|T|)} VY >mng
IT-TI<L, [ITa=TI<} Ya2n

Donc
maz{| X=X |, || oF =@ 1} < a || (To=T)T || (B || To—T II)*,Vk =0,1,..0
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Chapitre 4
Méthode Numérique

Dans ce chapitre nous allons présenter les resultats numeriques appliquées

& cet opérateur intgrale. Nous considerons l'opérateur compact 7 definit par :
b
Yue X =C[0,1],t € C[0,1],Vs Tu(s) = / k(s, t)u(t)dt (4.1)

4.1 Exemple 1 :

Nous allons reprendre l'exemple presenté dans 'article [2], od

k(t, s) = 2+/] sin 107t — sin 107s |,0 < t,s < 1.

Remarque 4.1.1 Tout les concepts développés peuvent parfaitement fonc-
tionner sous la notion de v-convergence définit par :
sup | T [[< o0, [ (T=TR)T =0, || (T-Tw)Tn|—0.

Pour cela, nous allons utiliser la méthode de Nystrom qui converge au sens v
seulement (i.e. la v -convergence ne nous donne pas la convegence en norme),
puisqu’elle est facile a developper comparer aux autres méthodes qu’on a pas
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eu suffisament du temps de programmer.

Pour construire une approximation numérique du vecteur propre u(t) de

I'équation (3.1), on construit une subdivision {¢;}o<icn , 7 € N*;t; = a +ih;
b—a
= ;
n
Dans le but que u; =~ u(¢;), On applique la méthode de Nystrém, en utilisant

la quadrature donnée dans le chapitre 1. On va approcher 'opérateur T par

lopérateur T, ce qui donne :

Tou(s) = Y w;k(s, t;)ult;).
=0

En remplagant dans (4.1), s par ¢; pour 0 < i < n, on récupére le systéme
suivant :

n
ijk(ti, tj)u; = Ay, pour0 <i<m,
=0

est equivalent 4 :

Al = AU,

ol
A= (a’ij)i,j:O.“n & ?Ujk(t.,j, tj))
et U est le vecteur propre de la matrice A associe 4 la valeur propre A qui

sera elle méme valeur propre A qui sera de T,.
Le vecteur propre de T, correspondant A, est calculer par :

n

1
wls) = 3 ijk(s, tidus, X £

5=0
Sauf pour A = 0, dans ce cas le calcule du vecteur propre est imposible.
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Les résultat de la méthode direct :

max A

3.6362e — 07

—0.4800
—0.3838
—0.3497
—0.3497
—0.3838
—0.4800

Les résultats de la méthode itérative :

n ep

A*

Nombre d’itéra-
tion

5 10-°

7.7935e — 07

—0.4821
—0.3839
—0.3489
—0.3485
—0.3827
—0.4802
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4.2 Exemple 2 :

Soit 'operateur compact définit par :

1
Taafis) = / (e -+ Dt = )
0
cela implique que :
1 1 1 1
s/ u(t)dt—[—/ tu(t)dt = Au(s) avec 3[ u(t)dt = (x,f tu(t)dt = 3,
0 0 0 0
on intégre sur [0,1], et on obtient : 1o+ 8 = A

On multiplé par s et on intégre sur [0, 1], on a

1 1
—a+ =B
3a+2ﬁ B

) ()= ()

On calcule les valeurs propres exactes et on obtient :
Aesy =1.0774, Newo = —0/0774.

Ce qui équivalant a :

b i
o= =

Dans cet exemple nous allons étudier le spectre de 7" qui a poue nouyau :

k(t,s) =t + s + exp(—1000ts). On a :

1
IT=Ti|| = Sup/ exp~1000st
se[01] Jo

—1000st
—exp |
— S — _— =
oy 1000s o
1 — exp—1000s
— sup s—ksh T
se[01] 1000s
£ 0.1

Le spectre de 7' n’est pas connu mais il est composé de valeurs propres

prochent de celle de 77.
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n ep Adir A* nbr d’itéra-
tion

5 10°°® 1.2478 1.1003 7

10 10°° 1.1661 1.1004 7

Bl 1 1.0958 1.1004 7
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