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Introduction

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles & des
ordres non-entiers. Comme il est bien connu, beaucoup de systémes dynamiques
sont mieux caractérisés par un modéle dynamique d’ordre fractionnaire, basé en
général sur la notion de différentiation ou d’intégration de 1'ordre non-entier.

Les origines du calcul fractionnaire remontaient a la fin du 17¢™¢ siecle, partant de
quelques spéculations de G. W. LEIBNIZ concernant la question de 1’'Hépital, posée
le 30/09/1695, sur la signification de £ sin = 3- Depuis, de nombreux
mathématiciens ont contribué au développement de cette théorie, nous citons entre
autres P. S. LAPLACE, J. B. ]. FOURIER, N.H. ABEL, J. LIOUVILLE, A. K.
GRUNWATD, A. V. LETNIKQV, Q, HEAVISIDE, H. WEYT. et M. RTES7 etc.
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Récemment, les équations différentielles fractionnaires sont apparues comme une
nouvelle branche des mathématiques appliquées qui ont été utilisées pour de
nombreux modeles mathématiques en science et en ingénierie. En fait, les équations
différentielles fractionnaires sont considérées comme un modéle alternatif aux
équations différentielles non linéaires [1]. La théorie des équations différentielles
fractionnaires a été largement étudiée par DELBOSCO et RODINO [2] et
LAKSHMIKANTHAM et AL. [3 — 6]. Les problemes de stabilité pour les systémes
différentiels fractionnaires sont discutés dans [7, 8]. En dehors de la stabilité, le
comportement qualitatif le plus important d"un systéme dynamique est la
controlabilité. Cela signifie qu'il est possible de diriger n'importe quel état initial du
systéme vers n'importe quel état final dans un certain temps fini en utilisant un
contrdle admissible. Le concept de la contrélabilité joue un réle majeur dans les
espaces de dimensions finies et infinies, c’est-a-dire des systémes représentés par des
équations différentielles ordinaires et des équations différentielles partielles
respectivement. Il est donc naturel d’étendre ce concept a des systémes dynamiques
représentés par des équations différentielles fractionnaires. De nombreuses équations
différentielles fractionnaires partielles et des équations intégro-différentielles peuvent
étre exprimées en équations différentielles fractionnaires et intégro-differentielles
dans certains espaces de Banach [9].

Il existe de nombreux travails sur la contrdlabilité en dimension finie des systémes
linéaires [10] et des systémes dimensionnels infinis dans les espaces abstraits [11]. Le
probléme de la contrdlabilité des systémes non linéaires et des systémes
intégro-différentiels, y compris les systemes de retard, a été étudié par de nombreux
chercheurs dans des espaces 2 la fois finis et infinis [12, 13]. La contrdlabilité des
systémes différentiels fractionnaires dans 1’espace de dimension finie a été discutée
dans [14 — 16].

Ce mémaoire esl arpanisé comme suil

Le premier chapitre est consacré aux bases mathématiques du calcul fractionnaire,

quelques notions essentielles en calcul
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fractionnaire seront introduits comme les deux approches de la dérivée fractionnaire
(Riemann-Liouville, Caputo). Quelques éléments de base sur la théorie des
semi-groupes sont ensuite considérés, ainsi on fait rappel sur les théorémes de point
fixe qui sont trés utils a la résolution des systémes dynamiques fractionnaires.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est dédié aux systémes dynamiques décrits par
des équations différentielles non linaires d’ordres fractionnaires et au rappel des
principaux résultats concernant ces systémes. Nous nous intéresserons a la question
de l'existence et la controlabilité d"une classe de systéme dynamique (linéaire et non
linéaire).

Le trosiéme chapitre est consacré aux systémes intégro-différentiels non linéaires
d’ordres fractionnaires, ot1 on expose les résultats d’exixtence et la contrélabilité de

ces systemes en utilisant la théorie du semi-groupe et un théoréme de point fixe.
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Chapitre 1
Bases Mathématiques du Calcul
Fractionnaire

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions mathématiques nécessaires pour
I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville, les fonctions spéciales
(Gamma, Béta), les dérivées fractionnaires au sens de Riémann-Liouville et au sens

de Caputo, la théorie des semi-groupes.
1.1 Opérateurs fractionnaires

1.1.1 Intégrale d’ordre arbitraire

Soit f : [a;b) — R (ou & valeurs vectorielles) une fonction continue. b pouvant étre
fini ou infini.
TTne primitive de f est donnée par l'expression

(If) () = / f (7 dr

pour une primitive seconde on aura
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1.1 Opérateurs fractionnaires ¥

En utilisant le théoréme de fubini, on peut écrire

(21) (t) = / (t—7)f(r)dr,

a

en itérant, on arrive a :

e = [ T rear

1.1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L'approche de Riemann-Liouville relative & la définition de 'intégrale fractionnaire
s'appuie sur la formule de Cauchy pour le calcul de I'intégrale répétée n fois qui est
donnée par
1 [t .
I"ft) = (—1)'] (t—3s)""" f(s)ds; t >aetn e N*
n—1)!J,
En généralisant cette formule & un ordre a réel positif et en remplacant la fonction
factorielle par la fonction Gamma on aura la définition suivante :
Définition 1.1. L'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 d'une

onction f € L' (R,), est formellement définie par
p

0= [ =9 F(9)ds (L.1)

1.1.3 Exemples pour 'intégrale fractionnaire R-L
a) Soit la fonction f (t) = tP ot f > —1

l t
ol B +— g)* 1 B
ID+ I' () ~/0 =a) e

pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variables s = ¢z

1 t
o '6 — —=— — o=l ‘\'8
784 P(a)/o (t —t2)*" (t2)° tdz

{el B i 5(1 )u—ld
= z =g >4
['(a) Jy
Jo+B
= F(O{)BUj_l_l,u)

ot T(B+1)T ()
T(@) T(a+h+1)
rp+1) st
Fla+s+1) ’
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1.1 Opérateurs fractionnaires 8

b) Soit la fonction: f (t) = C
4
BRC = (Lf (t—s)* ' Cds

= [(t—s)“

pour évaluer cette intégrale on effect-ue le changement de variablesu = ¢ — s

t
s @ = L /u”’_ldu
" F(Q')o
t&

(@)
C (a3

T(at 1)t
1.1.4 Propriétés de l’intégrale fractionnaire de R-L

1. L'opérateur d’intégration fractionnaire /¢, est borné dans L? (R.), (1 < p < o) et
ona
145+ £, < K\ £,
pour toute f € LP (R, ).
2. Soit v, # > 0, alors pour toute f € L' (R,) ona

IST0 B = ISP i) = IR 1),

pour presque tout L « R,
3. Soit @ > 1, alors pour toute f € L' (R, ) ona

d a—1
dt (IU+.f) ( ) (IU+ ) (t)a

4. Soit a > 0, alors pour toute f € L' (R,) ona

lim (I{,if) (L) = f{L}.

a—+04
1.1.5 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2. Pour o« > Uet n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de

Riemunn-Liouville d'ordre o d'une fonction f € L' (Ry) est formellement définie par

> f (t—s)"Lf(s)ds, teR,  (1.2)

"D f (t) = D"Ig° f (2) = T —a)de ),
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1.1 Opérateurs fractionnaires 9

D7 = 4%
o D" = 2=,

1.1.6 Exemples pour la dérivée fractionnaire R-L

a) Soitla fonction f(t)=%?, 3> ~1,0ona:
an T(8+1) _
lDa tﬂ i £ a+/3
0+ di* \I'{+1+n—a)

LOED (4 o
F'B+14+n—a) \dt

on sait que :

(%)ntn_a+ﬁ=(ﬁ+nwa)(ﬁ+n—a-—-1)...(ﬂ—a‘i-].)tﬁﬂl

par substitution on obtient :

Fw+&ﬂﬁ+n—aﬂﬂ+n—aﬁlywﬁ—a+1%&a

lpa 8 _
Bet™ = T(B+1+n—0a)
_ T+1)B+n-—a)(B+n-—a-1)..(B—a+1) 4,
- (B+n—-a)B+n—a-1)..(B-a+1)T(B—a+1)
_— F(IB+1) B—a
r—a+1) '
b) Pour a = 1, la formule de dérivation se réduit a :
; F(B+1) 5
Il 48 f—1
Dy, t° = ——P(ﬂ) t
d
— B-1 _ .8
= =g

¢) Sion prend 3 = 0 dans I'exemple précédent, on arrive au résultat suivant :
t*&
'l-a)

c’est-a—dire que la dérivée fractionnaire de Riemann—Liouville d’une constante n’est

=

pas i nulle nl constante, mals on a
1 ey = -y
Remarque

e Pour o € N*, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la

dérivée ordinaire.
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1.1 Opérateurs fractionnaires

10

1.1.7 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La définition formelle de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par

Définition 1.3. La dérivée fractionnaire a gauche au sens de Caputo d’ordre a > 0 d'une

fonction f € L' (R..) est donnée par
DG f (t) = o / t (-8 ™ (s)ds, teR,
g F (n == a) 0 ! !

avec

n=[al+1sia¢N; n=apouracN.

1.1.8 Exemple pour la dérivée fractionnaire de Caputo

Soit la fonction f (t) =t B >n -1

ona
ngy— LB+1) 5,
f (t)AT‘(ﬁ’——m-—T_)tﬁ ;
donc

ct 18 _ I‘(B_'_l) ' _ n—a-1,8-n
Dy, t hF(n—a)I‘(ﬁ-—n+1)/0(t s) " "ds,

en effectuant le changement de variables s = ¢z on obtient :

F(ﬁ'i_l) ! _ n—a—1 ,8—n >
I‘(n—a)l"(ﬁ—n—l—l)fo(i ]

_ F(ﬁ+1) 13—& __ _\n—a-1 =
B F(n—a)l"(ﬁ—n-l—l)/(;t H—8 4

I‘(b’+1)B(ﬁ—a+1,n—a)tﬁ_a
F'n—a)T'(B—n+1)
PE+YT(B-atYT(n=-a) 4,

'h—a)T(B—n+1)T(B—a+1)
r'(B+1) (B—a

I'6—n+1)

S

Conséquence : Contrairement a la dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée

fractionnairc de Caputo d’une fonction constante f - I esl nulle.
p

(1.3)
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1.2 La fonction de Gamma 11

1.1.9 Propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur
I'intervalle R. est décrite par le théoréme suivant :
Théoréme 1.1. Soit & > 0, n = [a] + 1. Si f posséde n — 1 dérivées en 0 et si “Dg., f existe,

alors

°Dg. f (1) =* {f (t) - Z L0, } (1.4

presque partout sur R .

Remarque . On constate que la dérivée au sens de Caputo n’est définie que si celle de
Riemann-Liouville existe et que la fonction est (n — 1) fois dérivable au sens ordinaire.
Corollaire 1.1. 5i “Dg, f et LD, f existent, et si 'on suppose que f*(0) = 0 pour tout

k € {0,1,...,n — 1}, alors la dérivée fractionnaire de Caputo coincide avec celle de

Riemann-Liouville, i.e.
“Dgif(t) =" D& £ (t), pp.t € Ry (1.5)

Remarque
La dérivée fractionnaire de Caputo est également l'inverse de I'intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville.
Corollaire 1.2. Si °Dg, f et CDD’B+ f existent, on a
Qpefpl ri) # “DePripLe (1.1)
“D§,°Dg,f(t) # °D§C°Di.f ()

1.2 La fonction de Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire. Cette
fonction généralise le factoriel n!.

Définition 1.4. La foriction Gamma est définie par I'intégrale
+oo
Flz)= / e~'t*"'dt, Re(z)>0, zcC (L.7)
Jo

avecI'(1) = 1; T(04) = +o0; T'(2) est une fonction strictement décroissante pour

0<z<1.
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1.3 La fonction Béta 12

1.2.1 Quelques propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de récurrence

suivante :

I'(z+1) =2I'(2)
qu’on peut la démontrer par une intégration par parties
+00 F00
T'(z+1) = f e -1 — / e M7 dt
0 0
=1 +00 S e
- [_e_ttb] i + z f e—ttz.—ldt
0
= 2T (2],

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car T'(n + 1) = n!; Vn € N.

1.2.2 Représentation de la fonction Gamma sous forme d’une
limite

La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la la limite

nln®
T = i
(z) ngl}rlooz(z+l)...(z+n)’

ott nous supposons que Re(z) > 0.

1.3 La fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire : la fonction Béta. Cette fonction
joue un réle important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction
(Gamma

Définition 1.5. La fonction Béta est donnée par
1
B(z,w) - / p=hiry t)"'_1 di, Re(z) > 0, Re(w) > . (L.Y)
0

La fonction Béta est liée a 1a fonction Gamma comme suit

[ (2)T (w)

Bz = I'z+w)

, Vz,w: Re(z) >0, Re(w) > 0.
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1.4 Semi-groupes des opérateurs linéaires 13

1.4 Semi-groupes des opérateurs linéaires

Dans cette section nous présentons les notions de base de la théorie des semi-groupes
qui seront utilisées tout au long de ce travail.
fosod

L (X) est 'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans lui méme dont la norme

Soit X un espace de Banach muni d"une norme noté ||.

est
10l = s p”“U ”‘i’,“

pour tout U € £(X), £ (X) est un espace de Banach.

1.4.1 Définitions

Définition 1.6. Une famille d’opérateurs {S(t)},.., linéaires bornés définis sur X est dite
semi-groupe fortement continu (ou de classe Cy), ou simplement Cy—semi-groupe si on a :
(i) S(0)=1I(1Iest l’opémteur d’'identité dans L (X)).

(i) S(t+s) = S (s) pour tout s, t > 0. (propriété algébrique)

(iii) tli_n}(] IS () z — x|| = 0 pour tout x dans X .(propriété topologique)

Si en remplace (iii) par :

lim (S () - 1] =0, t >0,

il s'agit d'un semi-groupe uniformément continu.

Théoréme 1.2. Pour {S(t)},5, un Co—semi-groupe sur X, alors on a les propriétés
suivantes :

(i) t—|S(t)|gex) est bornée sur tout intervalle compact [0, 1) ;

(i) Pour tout z dans X, la fonction t — S (t) z est continue sur R.. ;

(i) 1l existe des constantes w € Ret M > 1 telles que :
IS ()| pxy < Me*', Vt € Ry

Définition 1.7.
L'opératenr A défing par : I (A) { wt X, Jin S ule pour bout ¢ > U} ot

st

Azr = limM = dif& S (t) z|,q, pour z € D (A)

t—s0 i
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1.5 Représentation de la solution (Solution mild) 14

est dit générateur infinitésimal du Cy—semi-groupe.
L'espace D (A) est muni de la norme du graphe ||z|[ 4, = [lz|| + [|Az]|, z € D (4).
Remarque. Si {S(%)},, est un Cp—semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés de

générateur infinitésimal A, alors il est unique.

1.5 Représentation de la solution (Solution mild)

Dans cette section on présente la solution de I’équation différentielle linéaire
fractionnaire. Le concept de solution mild peut étre introduit pour étudier le
probléme a valeur initiale non homogene suivant

£l — Az (t)+ f(t), 0<t<T, (1.9)
z(0) =z, z € X, )

ot f: [0,T[— X.

Nous définissons maintenant le concept d’une solution mild

Définition 1.8. Soit A un générateur infinitésimal d'un Co—semi-groupe {S(t)} o sur X,
zo € X, et f € L'([0,T], X) 'espace des fonctions Bochner - intégrables sur [0, T) & valeurs
dans X. La fonction x € C([0,T], X) donnée par

m(t)=S(t)$g—i—/0t5(t—s)f(s)ds, 0<t<T,

est la solution mild du probleme & valeur initiale (1.9) sur [0, T).

1.6 Théorémes du point fixe

Les théorémes de points fixes sont des outils trés utiles en mathématiques et
particulierement dans la résolution des équations différentielles et intégrales.
En effet, ces théoremes fournissent des conditions suttisantes pour lesquelles une
tonction donnée admet un point fixe, ainsi on assure Vexislence de Ta solulion d’un
probléeme donné en le transformant en un probléme de point fixe, et on détermine
éventuellement ces points fixes qui sont les solutions du probleme posé.
Définition L.9. Soit [ une applicatlon d'un ensemble & duns lur méme. On appelle point fixe
de F tout point x € E tel que

Flz) =
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1.6 Théoremes du point fixe 15

En 1922 STEFAN BANACH prouva son fameux résultat dit "principe de contraction de
Banach”, ce théoréme est le résultat le plus élémentaire et le plus utilisé puisqu'il
n’assure pas seulement l'existence d"un point fixe mais aussi son unicité.

Théoréme 1.3. (Banach)

Soit E un espace de Banach sur un corps K (K = R ou C), et soit ||-|| Ia norme sur E. Soit D
un sous ensemble fermé de E. Soit F une fonction qui applique D dans D, telle qu’il existe un

nombre yavec 0 < v < 1 et
|Fz — Fyl| < v||lz —yl|| pourtout z.y € D.

Alors il existe un point unique z € D tel que Fz = z.
De plus, si xqg € D et z,, = Fx,_ pour n = 1,2, ... alors
lm &, =2
n—r+co

et on a l'estimation

12 = 2| < 7™ (1 = 7)7 |21 — zoll pour n=1,2, ...
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Chapitre 2
Controlabilité des systémes
dynamiques non linéaires
fractionnaires

Dans ce chapitre, nous étudions la controlabilité d“une classe de systéme dynamique

(linéaire et non linéaire) d’ordre fractionnaire.

2.1 Equation différentielle fractionnaire linéaire
Considérons I'équation différentielle linéaire fractionnaire suivante

°Dex(t) = Az(t)+f(t), te J21l (2.1)
:E(O) = I

oul <a <L,z € X et Aun générateur intinitésimal d'un C—semi-groupe {S () kin
sur X.

La solulion wild du systéme (2.1) est donnée par

218 =8 Bas + [S(t—s),f(s)ds
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2.2 Contrdlabilité des systemes dynamiques fractionnaires non linéaires 1¥

Nous remarquons que le systéme de contrdle déterministe linéaire fractionnaire
°Doz(t) = Az(t)+Bu(t), teJ22 (2.2)
z(0) = =z,
associé a (2.1) est contrdlable sur J si et seulement si le Grammian de contrdlabilité
1 T ax—1
VV=——f (T—s) S(T-s)Bds (2.3)
I'(a) Jo
est défini positif, pour tout T’ > 0.
Ici + désigne I'adjoint de 1'opérateur.
Similaire au concept de contrélabilité classique, la controlabilité du systéme
dynamique est défini comme suit
Définition 2.1. On dit que le systéme (2.2) est controlable sur J si pour chaque
g, z1 € X il existe une fonction de contrdle u € L? (J,U) telle que z(0) = z et

BT} =iy

2.2 Controlabilité des systémes dynamiques
fractionnaires non linéaires

Considérons le systéeme dynamique fractionnaire non linéaire représenté par
I"équation différentielle fractionnairc de la forme suivante

°Dox(t) = Az(t)+Bu(t)+ f(t,z(t), teJ=]0,T] 24 (2.3)

T (O) = Xy,

ou l'état z(-) prend ses valeurs dans I"espace de Banach X, 0 < a < 1. La fonction de
contrdle u(-) est donnée dans L?(J, U) I'espace des fonctions de contrdles admissibles,
U est un espace de Banach. B est un opérateur linéaire borné de U dans X ;
f:IxX—->X.
En conséquence, Il convient de réécrire le probleme (2.4) selon 'équation intégrale

¢quivalente

z(t) = zo+ ﬁ /Of (t - s) l | Az (s) + Bu (s)] ds2.5 (2.4)

1 i as
—I—m—j/(; (t—s) f(s,z(s))ds.
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2.2 Confrolabilité des systéemes dynamiques fractionnaires non linéaires 18

La solution mild du probléme (2.4) est donnée par
1 ¢ a—1
E(t) =8 [t)zy +—/ (t—s) S(t—s)Bu(s)+ f(s,z(s))]ds.
I'(a) Jo
Soit B, = {y € X : ||y|| < 7} pour certains 7 > 0. Nous supposons les hypothéses
suivantes :
(H:) A génére un Cy—semi-groupe de ’opérateur linéaire borné S (¢) et il existe une
constante M > 0 telle que ||S (¢)]| < M.
(H,) L'opérateur linéaire W de L? (J,U) dans X défini par

T 1
Wu=—/ (T —s)" 8(T —s)Bu(s)ds
0

induit un opérateur inversible W défini sur L? (J, U) / ker W et il existe une
constante positive K > 0 telle que HBW‘l H < K.

(Hs) f:J x X — X est continu et il existe une constante N > 0 tel que
I (s:21) = f (s,22)l| £ Nlz1 — 22 pour tout z,, z; € B,

(Hy)
M ||zo|| + YMEK [[|lz1|| + M ||zo|| + NM7y]+ NM7y < T
ol y = r(zif)-

(Hs) Soitp=yMN [MK~+1]tel que0 < p < 1.

2.2.1 Reésultat de contrdlabilité

Théoréme 2.1. Si les hypothéses (H,) — (Hs) sont satisfaites, alors le systéme fractionnaire
(2.4) est controlable sur J.

Preuve. Soit Z =C (., B;) . En utilisant I’hypothése (H,), pour une fonction arbitraire
z (-) . On définit la fonction de contréle par

1 1
w(t) =Wt ,::cl S(T)xzy FTU«_)l (T — s) S(T—s)'f(s,m(s))d:j} (1).

MNouns montronn que Vopérateur & - 7y 7 défini par
1 3] - S(T) =y
e T LAY =1 St — o\ B (i P e [l g
Gz (t) = S(t)xy | 1_‘((;5 ./0 (t—8) &(t-s)BU 1 ) F(‘Q) Jo (T —8) % (%) ils
S(T—-0)f(0,z(6)) do

£ a1
+f‘T&")“fo(*—s) S(t—s)f(s,z(s)ds
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2.2 Contrélabilité des systémes dynamiques fractionnaires non linéaires 19

a un point fixe. Ce point fixe est alors une solution du probléme de controle (2.4).

1l est clair que, ®z (T') = x4, ce qui signifie que le contrdle u dirige le systéme (2.4) de
I'état initial zo & 2; dans le temps T nous fournissons un point fixe de l'opérateur &.
Nous montrons en premier, que ® (Z) C Z. D’apres les hypothéses précédantes et des

calculs standards, on obtient

. 1 t, a—1 r 7 %
& S - . :
1oz (1) < M||$g||+r(a)/ﬂ t—s)" MK [|[ﬂ:1||+M||IO||+QF(Q)NMTJ i
1 L a=1
+— t—s NMrtds
r@ ), 9
< Mlzoll + = MK ||lza + M |lz0]| + ——— N M+
= N Tla+1) . WP e
T(!
e
MRk Py
< M|zl + yMK [[|a1|| + M ||wol| + NMT9] + NM7y
=T

Ainsi, 'opérateur ® applique Z sur lui méme. En effet, soit 2,y € Z, nous avons

- " . 1 4 a=1 = f
oz (t) - 2y ()] < m/ﬂ (=) S~ s) BV
T
<t [ @0 IS T =0)1 6,5(6) - £ (0,4/(@)) doas

+ﬁ /Dt (t—3)" ISt —9)[f (5.2 () = F (5,5 (s))]l| ds

(a3

IA

PR T T i 7 .
T D) [MKMJ\ T MA} lz ) =y @)

YMN MK~y +1] ||z (¢) —y (t)]|

pllz (@) —y@)|.

IA

IA

Puisque 0 < p < 1, alors & est une application de contraction et existe donc un paint
fixe unique z € Z tel que @z (t) = = (2).
Tout point fixe de ® est une solution mild de (2.4) qui satisfait 7 (T') = =, Ainsi, le

systéme (2.4) est contrdlable sur .J.
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Chapitre 3
Contrélabilité des systémes
intégro-différentiels fractionnaires

Dans ce chapitre, nous étudions la contrdlabilité des systémes intégro-différentiels
fractionnaires dans les espaces de Banach. Les résultats sont obtenus en utilisant le

calcul fractionnaire, la théorie des semigroupes et le théoréme du point fixe.

3.1 Equation intégro-différentielle fractionnaire non
linéaire

Soit C' (J, X) espace de Banach des fonctions continues z (¢) avec z (t) € X pourt € J

et ”'THC(J,X) = maxey ||z (8] -
Considérons le systéme suivant représenté par 1'équation intégro-différentielle

fractionnaire de la forme suivante

da;f) - AI(t)"‘BU(f)'i'f(t,:c(t), /0 h(t,g,x(s))ds), teJ—[0,T],3(8.1)
z(0) = m,
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3.1 Equation intégro-différentielle fractionnaire non linéaire .4 |

ou l'état z(-) prend ses valeurs dans I’espace de Banach X, 0 < o < 1. La fonction de
contréle u(-) est donnée dans L*(J, U) l'espace des fonctions de controles admissibles,
U est un espace de Banach. B est un opérateur linéaire borné de U dans X et les
fonctions f: Jx X x X — X eth: A x X — X sont continus. Ici

A ={(t,s):0 <s <1< T} Notons la fonction H par

H:c(t)=/; h(t,s,z(s))ds

Eq. (3.1) est équivalent & 'équation intégrale non linéaire suivante

z(t) = )/ (t—5)"" Az ( .s)d.s—i— / ™ Bu(s)ds
+m/0 t—s)" f(s,z(s),Hz(s))ds.

et la solution mild du systéme (3.1) est donnée par
(1) =S(t)$o+ﬁ£t(t — )" S(t—s)[Bu(s)+ f(s,z(s), Hz (s))]ds. (3.2)
Pour le cas ol o« — 1, la représentation ci-dessus devient
2(8) = S () 7o + /Dts(t — 5)[Bu(s) + f (s, (s), Ha (s))] ds

qui est la solution mild de 1’équation

dx (t)
dl

=Az(t)+Bu(t)+ f(t,z (t),Hz (t)),

avec la condition initiale z (0) = z5 € X.

Définition 3.1. Le systeme fractionnaire (3.1) est dit controlable sur l'intervalle J si pour
chaque xo, x1 € X il existe un contrdle u. & T2(.117) tel que la solution « () de (3.1) vérifie
2 (1) =iy,

Soit B, = {y € X : ||ly|| < r} pour certains r > 0. Nous supposons les conditions
REMANINGE

(H1) A génére un Cy—semi-groupe de I'opérateur linéaire borné 7 (¢) et il existe une

constante M > 0 telle que ||S (¢)|| < M.
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3.1 Equation intégro-différentielle fractionnaire non linéaire 22

(Hz) L'opérateur linéaire W de L? (J, U) dans X défini par
T —
Wu = I’(a)f S( s) Bu(s)ds

induit un opérateur inversible W défini sur L? (J, /) / ker W et il existe une

<K

constante positive K > 0 telle que ”BW‘l
(H3) f:JxX x X — X est continu et il existe des constantes N; > 0 et N, > 0 telles

que
”f (ta :Elvyl) - f (t} 552,92)” S Nl [”2:1 - 1’2” o+ ”yl - yQJH pour tout Ly, T2,Y1,Y2 € B?’

et No = maxey [ f (2,0,0)]-
(Hs) h:AxX — X est continue et il existe des constantes H; > 0 et H, > 0 telles que

7 (t,s,21) — h(t,5,22)|| £ Hyllz: — 22 pour tout z1, z, € B,

et Hy = maxgs)ea [|A (£, 5,0)] .
(H5)
M llaoll + v ME [llz3]| + M |jzoll + N] + Ny < r
ou N = M (Nyr+ NyH {Tr + NyHoT + Ny) ety = (q+1)
(Hs) Soitp = vy [MENyy + N1 [M + MH T telleque 0 < p < 1.

3.1.1 Resultats de contrélabilité

Théoréme 3.1. Si les hypotheses (H;) — (Hg) sont satisfaites, alors le systéme
intégro-différentiel fractionnaire (3.1) est contrdlable sur J.

Preuve. Soit Z =C (J, B;) . En utilisant I’hypothese (H,), pour une fonction arbitraire
z (+) . On définit la fonction de controle par

| - | ¥ =1
u(t) =W {2?1—‘5(1)370—%/0 (T —s) S(T—s)f(s,a:(s),Hx(s))dsJ(t)

(3.3)
Nous montrerons que l'opérateur ci-dessus @ : Z — Z défini par
z1 ~ S (T) zq
Bz (t) = :cu—i- )/ S(t—s)BW 4 { —P—({ﬁfoT(T—G)“dx
S(T—~06)7(0,z(0),Hz (6))do
+%a)fu (t=5)" S (t—3) f(s,2(s), Ha (s)) ds
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3.1 Equation intégro-différentielle fractionnaire non linéaire 23

a un point fixe. Ce point fixe est alors une solution du probléme de contrdle (3.1).
1l est clair que, @z (T') = z;, ce qui signifie que le contrdle u dirige le systeme (3.1) de
I'état initial z, & z; dans le temps T" nous fournissons un point fixe de I'opérateur .

Nous montrons en premier, que ® (Z) C Z. D’apres les hypothéses précédantes et des

" . I Jant ’ T
[z (B)]| < M“fﬂﬂil"'m_/o (t—s) MK [“331” + M ||zo| + T (a) ]ds+—f (t—
e T N r™
'(a+1) I‘(a%l)]_'_ I'la+1)
M ||zol| + YMK [[|z1]| + M ||zo]| + Nv] + Ny <7

calculs standards, on obtient

IA

M flzo]] + MK [nmlu - M Jlaol] +

Ainsi, I'opérateur ® applique Z sur lui méme. En effet, soit z,y € Z, nous avons

1z (1) — By ()] < f-(ia_)fo'(t—s) s -5 B “ )f (T - 0)"
IS T =~0)17 (0.2(0), Hz () - § 0.3 0) Hy () s
T oy NP [f(s=3r(s),H:v(s))—f(s,y(s),Hy(S))]llds
< ( P [AJK]\IHVIﬁA—MM} llz — yll + [ Hz — Hyl]
< BMENiy-+ N M+ MELT] 2 (0) ~ y ()]

pllz: (t) — 2 ()|

Puisque 0 < p < 1, alors ® est une application de contraction et existe donc un point
fixe unique z € Z tel que ®z (t) = z (¢).

Tout point fixe de © est une solution mild de (3.1) qui satisfait z (T) = z;. Ainsi, le
systéeme integro-différentiel fractionnaire (3.1) est contrdlable sur J.

Remarque. Si nous prenons f = 0, alors le systéme se réduit au systéme fractionnaire
Linéaire de la forme

a*x (i
die

) _ Ac(t)+ Bu(), tes—[0,T], (3.5)

ou les opérateurs Aet 5 sont comme avant. Alors la solution mild du probléme (3.5)
s’écrit

2(t) =8 ()20 + )ftws_ (t — 5) Bu(s) ds. (3.6)
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3.1 Equation intégro-différentielle fractionnaire non linéaire

24

Dans ce cas si (H>) est satisfait et si on choisit le contréle
u(t) =Wz, — S(T) o) (), alors la solution mild z (¢) de (3.5) satisfait z (T) = z;

et donc le systéme (3.5) est contrélable sur J.
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Applications

3.2 Exemple 1

Considérons le systéme dynamique décrit par 1'équation différentielle non linéaire
d’ordre fractionnaire suivante

! 92

5t (b2 =55 (L2) = p(t2) + f(t,z(t,2), (4.1)
z(0,2) =20 (2), z€[0,1], (4.2)
z(0,t)=2z(1,8) =0, t € J, (4.3)

o010 < g < 1, les fonctions z(t)(z) = z(z,t) et f(t z(t))(z) = f(t,z(z,t)). Lopérateur
linéaire borné B : U — X est défini par Bu(t)(z) = ju(z,t), 0< 2 <1, uw € U.
Solt X =U =L%0,1], Z=C([0,T],B,), B,={y € L2[0,n] : |Jyl| < r}.
On définit 'opérateur A : D(A) ¢ X — X par Az = 2" o1 le domaine N(A) est donné
par

{z € X : x,2" sont absolument continues, z" € X, 2(0) = z(1) = 0} .
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3.3 Exemple 2 26

Alors,
Aw = Z —n?(z,2,)2n, T € D(A),
n=1

ol z,[2) = (\/2 / Tl') sinnz, n = 1,2, ... est 'ensemble orthogonal de fonctions propres

de A. De plus, pour tout z € X nous avons

Stz = e, Tn)2n.
n=1

Choisissant B = I , l'opérateur identité, alors I'opérateur W : L2 (J,U) /ker W — X

est défini par
Wu = —L-—/T(T— 8)* TS(T —s)u(s)ds
L(a) Jo )
- L ifT (T — 5)* L e™T=9) (y(s), 2 s
F(le) s J ydn)Lln

a un opérateur inverse et satisfait la condition (H>).

Par conséquent, avec les choix ci-dessus (A, B, f), le systéme non linéaire (4.1)—(4.3)
peut s’écrire comme une formulation

abstraite du probléme de controle (2.1) et ainsi le Théoreme 2.1 guarantit que le

systeme (4.1)-(4.3) est contrélable sur J.

3.3 Exemple 2

Considérons ’équation intégrodifférentielle partielle non linéaire suivante de la

forme
[o" 82 t
prees (t,2) = 537 (6 2) +p(t,2) + ko(2)sinz (¢, 2) + ky / e~*e2) s, (4.4)
; {1z u
z{(0,2) =zg(2), O=<Lz<w (4.5)
T(0) =zt m) =0, fc.d=|0T (4,6)

ot 0 < a < 1, ko (2) est continu sur [0, 7] et &; > 0.
Soient X =U = L?[0,7] ,Z=C([0,T],B,), B.={y € L?[0,7] : ||yl < r}.
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3.3 Exemple 2 27

Notons par z (t) = z (t,.) et Bu (t) = p(¢,.) oup: J x [0, 7] — [0, 7] est continu,
f(t,z, Hx) = kosinz (t,.) + Hz, h(t,s,z) = ke =0
Soit 'opérateur A : D (A) C X — X défini par Az = z” avec le domaine

D(A) = {z € X : z,2’ sont absolument continues; z” € X, z(0) = z (7) = 0} .

alors
A an (z,2,) 20, x€D(A),

ol 2, (2) = \/2/msinnz,n = 1,23, ..est 'ensemble orthogonal des vecteurs propres
de A. Il est bien connu que A est le générateur infinitésimal d"un semi-groupe

analytique S (), t > 0 dans X et est donné par

Stz = z:e’”z"t (z,Zp) Tn, TE€X

n=1
Avec ce choix de A, f, H et B = I,l'opérateur d'identité nous voyons que Egs.
(4.4)-(4.6) sont une formulation abstraite du probléme de contrdle (3.1). Supposons
que l'opérateur W : L2 (J,U) / ker W — X défini par

1 [T et
Wu = )/ (T—=5)""8S(T-s)u(s)ds

I'(a

_ 1 Jal g=n(T=s) (
= T(a) Z/ (w(s),2,) Tpds

n=1
a un opérateur inverse et satisfait la condition (H5).
Autres conditions (H3) — (Hg) sont satisfaits et il est possible de choisir kg, k; de sorte
que la constante p < 1. Par conséquent, d’apres le Théoréme 3.1, le systeme (4.4)-(4.6)

est contrdlable sur J.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié "existence et la contrdlabilité pour deux classes
de systémes dynamiqués non linéaires décrits par des équations différentielles
(intégro-différentielles) d’ordres fractionnaires dans un espace de Banach. Des
conditions suffisantes pour la contrdlabilité de ces systemes sont considérés, en
basant sur le calcul fractionnaire, la théorié du semi-groupes et le théoréme de point

fixe.
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