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Résumé

L’objectif de ce mémoire s’inscrit dans ’étude de ’existence et I'unicité des solutions
d’un probléme & valeurs aux limites en trois points généré par une équation différentielle
ordinaire du troisieme ordre suivante :

W+ ftu)=0, 0<i<l1

(L1)
w(0) = au(l) , v (1) = B (), (0) = 0

oiin € (0,1), et o, B deux parametres tels que (1 — ) (1 — 8n) # 0,et f: [0,1] xR —
R est une fonction donnée vérifiant certaines hypothéses. Nous établissons des condi-
tions suffisantes permettant d’obtenir I’éxistence et I'unicité des solutions en utilisant ’al-
ternative non-linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach lorsque

f est une fonction de carathéodory puis lorsque f € C ([0, 1] x R, R) .Comme applications

les résultats sont illustrés par des exemples.



0.1 Introduction

Les problémes aux limites en trois points ont connu un essor considérable et sont
devenus un important sujet de recherche. Ceci est di au fait que de nombreux phéno-
menes physiques peuvent étre modélisés par des équations differentielles ordinaires aux
conditions non locales. En revanche les problémes liés aux conditions non locales ont
beaucoup d’applications dans de nombreux problémes tels que la dynamique des popu-
lations, le processus de conduction de la chaleur, la théorie du controle, etc. L’intéret
porté sur l'introduction de ce type de conditions et que ses derniéres peuvent améliorer
les caractéristiques qualitatives et quantitatives du probléme ce qui conduit & de bons
résultats concernant l'existence et I'unicité de la solution. C’est dans ce contexte, que
ce mémoire s’inscrit et I’objectif est donc I’étude de I’existence et 'unicité des solutions
d’un probléme aux limites associé a une équation différentielle non linéaire d’ordre trois
a conditions aux limites en trois points suivant :

u" + f(t,u) =0, 0<t<1

(1.1)
uw(0) =au(l) , ¥ (1) =5 (n),«(0)=0

oun € (0,1), f:[0,1] xR — R est une fonction donnée vérifiant certaines hypothéses
qui seront précisées plus tard et a ,  deux parametres tels que (1 — a) (1 — A7) # 0.

L’idée général du travail cousiste donc a transformer le probléme aux limites (1.1) en
i prohléme de point five An fait 1a théarie dn point five se révéle dtro un outil troo
important dans I’étude de ce type d’équations, plus particuliérement et en se basant sur
lalternative non linéaire de Leray- Schauder et le principe de contraction de Banach, nous
proposons d’étudier alors I’éxistence et 'unicité de solutions non triviales du probléme
(1.1) lorsque f est une fonction de carathéodory, ensuite on éxamine le cas ou f &
¢ ([0,1] x R, R) ot nous n’imposons aucune condition de monotonicité sur f mais nous
supposous que [ (4 0) = 0 et qn'lls existent deiry fonetions positives £, b & 12 ([0, 1] Ky )

telles que

If (&) S k()P +R(t), on px0, (tx)e[0,1] xR



Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Nous présentons dans ce chapitre quelques notations et définitions fon-
damentales concernant les opérateurs compacts et leurs propriétés ainsi que le théoréme
d’Ascoli-Arzela.

Chapitre 2 : Ce chapitre est dédié a quelques théorémes de point fixe tels que le
théoréme de Banach, Brouwer, de Schauder et notamment ’alternative non linéaire de
Leray- Schauder et le principe de contraction de Banach.

Chapitre 3 : Ce dernier est consacré entiérement & I’étude du probléme aux limites

(1.1) qui porte sur I’éxistence et 1'unicité des solutions non triviales.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Notations et définitions

L*(Q) : L’espace de classe des fonctions a carrées intégrables.

- C(X,Y): L’ensemble des fonctions continues de X dans Y.

- L(X,Y) :L’ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y.

- K (X,Y) : L’ensemble de tout les opérateurs compacts de X dans Y.
Q : L’adhérence de ().
o0 . La frantiére de .

- B, (0,7) :La boule borné de centre 0 et de rayon r.

Définition 1.1 [2/Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre

n est une relation entre la variable réelle t et ses dérivées au point t définie par
F (t,:c,:c’, ...... :1:") =0 (1.2)

01

FiUCU L] xR =R

x" répresente lu dérivée d'ordre i de x par rapport a L.



- L’ordre d'une EDQO est défini comme le plus grand ordre de dérivation présent dans
’équation (1.2) c’est & dire n.
- La variable t représente en général le temps dans les équations qui modilisent un

processus d’évolution en temps.

Conditions aux limites

Une équation différentielle seule n’a que peu de sens sans la donnée des conditions
aux limites. Deux grands types de conditions aux limites peuvent étre donnés pour les
EDO qui conduisent aux problémes & valeurs initiales ou probléme de Cauchy, soit aux

problémes & valeurs aux limites.

1.2 Espaces Fonctionnels

1.2.1 Définitions (Rappels)
Commencons par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé)

Nous considérérons des espaces vectoriels sur le corp k = R ou C. Une norme sur
Uespace vectoriel E est une application ||.|| : E — RY vérifiant pour tout z,y dans E et
w dunw I

t) ||z|| = 0 si seulement si z = 0.

i6) lla|| = o |lz]

@) [lo +yll < flz]l + llyll -

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Exemple 1.1 Soit C([a,b],R), I’espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] & va-
leurs réelles.

Pour tout f &€ C([a,b],K), on pose

b
|Mh=jmewetnmm=mMﬂmL

7E[n

9



Les applications ||.||; et ||.||., sont des normes sur C([a,b],R).

o0

Définition 1.3 (Espace métrique complet)

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E.

Définition 1.4 (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.
Exemple 1.2 (C([a,b],R),||.||l..) est un espace de Banach.

Délinition 1.5 (Espace Cla,b])
Des fonctions continues sur [a,b], de norme ||z|| = m[ai(] |z (t)] .
te|a,
Définition 1.6 ( Espace C*[a,b] )
Des fonctions k fois continument dérivables sur [a,b], de norme

k
lz|l = > max|z* (t)|, telle que 2°(t) = x(t) .
=0

1.2.2 Espaces L?(())

Définition 1.7 (Espaces L' (Q))
Soit 0 un ouvert de R™, on désigne par L' (Q) des fonctions intégrable sur Q a valeur

dans R, on pose

111, =/ f (z)| da
Q

Définition 1.8 Soit 1 < p < +o0, on pose

LA (R = {f : Q= R, f mesurable et |f (x)]P € L! (Q)}

muni de la norme 1

1w = 1141, = ( / |f(a:)|”dm)
\ 1

4

10



Sip=oco, on a L=(Q) est l’espace des fonctions f : 2 — R mesurable, vérifiant
Jc > 0 telle gue |f (z)| <e, p.p. sur§d.

La norme est notée par

N Fllges = | Fll o = inf {e > 0, |f (£)] < & p.p. surfl}

1.3 Quelques propriétés

Définition 1.9 (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et qui est complet

pour la norme associée a ce produit scalaire.

Théoréme 1.1 [1] L? (Q) muni de la norme ||-|| Le(q) €St un espace de Banach pour tout

149 < ¢

Remarque 1.1 En particulier lorsque p = 2, L*(Q)) muni du produit scalaire
(F9) 20y = [ £ (@)g()de
!

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2 (Fubini)

Si f:]a,b] x [a,b] — R est continue, alors les intégrales

d

b b d
/ ( f(;z;,t)dm) dt et / (/f(’r_f) dt) dr

N
(| o v

existent et sont égales.

i |



1.4 Notions sur les opérateurs

1.4.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.10 Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur A défini sur X dans
Y et dite linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

pour tout u, v dans X et «, 3 dans R

i) AueY.

ii) A(au + fv) = aAu+ SAv.

Définition 1.11 Un opérateur linéaire A défini sur X dans Yet dite borné s’il existe

une constante positive C, telle que :
[Aully < Cllully, Yu e X.

Définition 1.12 Soit (E,||.||) un espace de Banach , et soit M C E . Une application

T:M— M, est dite continue sur M, si pour toute suite {z,} de M;
lim ||z, — z|| = 0 entraine que lim ||Tz, — Tz| =0
n—00 n—oo

Proposition 1.1 Le plus petit de nombres (0 vérifiant cette inégalité s’ appelle norme de

Uopérateur et se note ||A|| , on a

A
14l = sup [|Auf) = sup 124
uf] <1 w0 |||

Proposition 1.2 Soient X et Y deux espaces normés et T : X — Y un opérateur
linéaire, les proprietés suivantes sont équivalentes

i) Tapératour T cot continu aur X,

) T opératenr T est continu o paint N,

i) L'opérateur 1" est borne.

12



1.4.2 Opérateurs compacts

Définition 1.13 Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout

recouvrement de U par des ouverts de U on peut extaire un sous-recouvrement fini i.e.

VV;,j € J(ouvert); U C UVj,EIV}(k), j(k)=1,2,...,n tel que U C U V; (k)

jed k=0

Définition 1.14 Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si

son adhérence est compacte.

Définition 1.15 /3] Soit T un opérateur d’'un espace normé X dans un espace normé

Y, on dit que T' est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné dans X @ un

ensemble relativement compact dans Y .

Définition 1.16 Lopérateur T est compact, si et seulement si pour toute suite bornée

1%Tn}tns1 € X, la suite {Tx,}, ., admet que sous suite convergente dans Y .

Définition 1.17 (Opérateur complétement continu)

L’opérateur T' est dite complétement continu, si il est continu et compact.

Définition 1.18 Une famille de fonctions F C C(X, R) est dite uniformément bornée

s'il existe M > 0 telle que :
lu(z)] < M, Vz€ X, YueF

Définition 1.19 Soit (X, d) un espace métrigue donné, une famille de fonctions F C

C(X, R) est dite équicontinue si et seulement si :
Ve e X,36 > 0 9(2,y) ¢ X7, d(w,y) < 8,vu € I'on a: [u(z) —uly)| < c.
Thiwwtane 1.3 [1] Aseoll-Arsely)

13



Soit X un espace métrique complet, alors une famille de fonctions F C C(X, R) est
relativement compact si et seulement si :
1) F est uniformément bornée.

2) F est équicontinue sur X.

Théoréme 1.4 Soit T un opérateur borné de X dansY , & image T(X) de dimension

finie. Alors T est compact.
Théoréme 1.5 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Preuve. En effet, si on désigne par
B(0,1) ={z e X, [|lz]| <1},
alors T'(B(0,1)) est relativement compact d’ou
|Tz|| < C,Vz € B(0,1).

Alors T est borné.
Réciproquement, 'opérateur indentique / de X dans X est borné, mais il n’est pas
compact car [(B(0,1)) = B(0,1), n’est pas relativement compacte sauf si X est de

dimension finie. =

Remarque 1.2 Tout opérateur linéaire compact est continu
La condition de compacité est généralement utilisée sous la forme :
Pour toute suite bornée (z,),_, C X, il existe une sous suite (z,, ), telle que Tz,

converge.

14



Chapitre 2

Existence et unicité de solutions
pour le probléme (1.1) et théorémes

de point fixe

2.1 Quelques propriétés

Dans ce chapitre nous allons donner quelques résultats concernant les théorémes de
point fixe de Brouwer, de Schauder, L’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le
principe de contraction de Banach ou ces deux derniers sont utilisés pour prouver I’exis-
tence et I'unicité des solutions du probléme (1.1).

Nous allons présenter maintenent les théorémes du point fixe pour une application
continue dans les espaces de Banach en dimension finie et infinie. En particulier, nous

présentons les théorémes de Brouwer et Schauder.

Définition 2.1 Soit T une applicalion d'un ensemble X dans lui méme. On appelle point
ﬁ.L'C tout poind . & X el e .

T'(a) = 2.
Néfinition 2.2 Soil (X, ||.||) un espace de Banach; T : E — E unc application .

15



on dit que T est Lipschitzienne de constante k > 0 sur E si: ||Tx — Ty|| < k||lz — y|| .
- 81 k=1 : On dit que T est contractante .

-8t k<1 :Ondit queT est strictement contractante .

2.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

le théoréeme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. 11 fait
partie de la grande famille des théorémes du point fixe. Il existe plusieurs formes de ce
théoréme selon le contexte d’utilisation. Ce théoréme donne ’existence d’un point fixe

pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.

Théoréme 2.1 /8] Soit K une partie non vide, compacte et conveze de R™ et T : M —

M wune application continue. Alors il existe x € K tel que T (z) = .

Les parties compactes et convexes de R sont les segments. Le théoréme de Brouwer

prend donc dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :

Théoréme 2.2 Si T : [a,b] — [a,b] est continue, alors il existe x € [a,b] tel que T(x) =

x.

Preuve. Si T est continue de [a,b] dans lui méme, la fonction ¢ — T(z) =z cst
continue, et prend en a la valeur 1'(a) —a > U et en b la valeur 1'(b) — b < 0. Alors par
le théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en un point z,, qui est un
point fixe de 7. m

De méme dans le plan, Les parties compactes et convexes sont les disques fermés ou

bien les boules fermées, la forme du théoréme de Brouwer prend la forme suivante :

Théoréme 2.3 Toute application T' continue du disque férmé dans lui-méme admet au

moins un point fize.

16



2.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour monter ’existence d’un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.
Le théoréme du point fixe de Schauder est plus topologique, est affirme qu’une application
continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement
unique.

Et nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.4 [{/( Premier théoréme de Schauder)
K un sous-ensemble non vide, compact, conveze dans un espace de Banach X et suppo-

sons T': K — K une application continue. Alors T admet un point fize.

Théoréme 2.5 [4] ( Deuziéme théoréme de Schauder)
M wune partie non vide et convexe d’un espace normé X et soit T : M — K une applica-
tion continue, ou K est un sous-ensemble compact de M. Alors T posséde un point fire

dans K.

2.4 L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoreme 2.6 [5] (T.’alternative non linéaire)

Soit X un espace de Banach et Q sous-ensemble borné , ouvert de X tel que 0 € Q.
Soit T : Q) — X est un opérateur complétement continue, alors :

i) Ot bien il existe x € 90, A > 1 telle que T(z) = Az

it) O bien il existe un point fivre x* € Q de T.

Théoréme 2.7 [5](T alternatioe de Teray-Sehauder )
T : X — X un opérateur complétement continu.
€T) ={z € X \ T(z) = Az, pour tout A > 1}.

Uensemble €(T') est non borné, ou T admet un pownt fire.

17



2.5 Principe de contraction de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach dit aussi principe de 'application contractante
est 4 la base de la théorie du point fixe. Ce principe garantit ’existence d’un unique point

fixe pour toute application contractante d’un espace métrique complet dans lui méme.

Théoréme 2.8 soit (M,d) un espace métrigue complet et soit T : M — M une appli-
cation contractante,

t.e qu’il existe 0 < k < 1 telle que
d(T(z),T(y)) <k d(z,y); Yo,y € M
alors T' admet un point fize z* € M, de plus pour tout v € M on a :

lim T%(z) =»*

n—o0

et
kn
d(1"(2),2") < T —d(z, T(z)).
Preuve. (a) Unicité Supposons qu’il existe z,y € M tel que

z = T'(z)
et

y=T(y)
Alors

d(zyy) = d(T(x), T (y)) < kd(z,y).

Par conséquent

n’{::; y) —

18



ce qui entraine

EH=Y

(b) Existence Soit z € M, nous allons établir que {7™(x)} est une suite de Cauchy.

Pour tout n € N, on a :
AT (), T (2)) < Bd(T Ya), TH2)) £ coovne < kPd(z, T'(z))

Ainsi, pour m > n,otin >0 on a

IA

d(T"(z), T™(x)) d(T(z), T"(z)) + d(T"(2), T"*3(2)) + ... + d(T™(2), T™(x))

< kd(z,T(z)) + ... + k" d(z, T(x))

< kd(a, T(@)[1+k+ K + ... + k™1
AL

- 1=k d(;L',T(a:))

Ainsi pour m > n, n > 0,

kn

d(T" (@), T"(2) <

d(z,T(z)) (1)

Ceei montre que{T™ () }est une suite de Canchy et comme M est espace complel, alors
il ealsle u* @ M el yue

I T ()= "

n—o0
De plus, la continuité de 7" entraine que

a= limT""(z) = lim T(T"(z)) = T(a)

n—0oC n—oo

par conséquent, * est un point fixe de 7. Ainsi si m — oo dans (1) alors

Lt

A(T"(x),x*) = 1A_kd($’T($))

19



donne un résultat dans ce sens =

Exemple 2.1 Considérons Uapplication T : R — R défine par T (z) = % + 3, alors
T une contraction avec 0 < k = % < 1, et admet comme point fire x = 1 de plus

lim {T" ()}, =1

Remarque 2.1 Les conditions du théoréme sont nécessaires, pour s’en convaincre consi-

dérons les exemples suivants :

Exemple 2.2 T':[0,1] = R, T (z) = £ + 1, est contractante mais n’admet pas de point
fize. Le probléme est que T ([0,1]) € [0,1] et on ne peut pas itérer : zop = 0, 71 = 1,

x9 = 1.3, mais 3 n’est pas défini!

Exemple 2.3 T':)0,1] —]0,1], T (z) = §, est contractante et vérifie T (]0,1]) C ]0,1]
mais n'admet pas de point fizve. Le probléme est que ]0,1] n’est pas fermé : limu, = 0

n’est pas contenue dans ]0,1].

Exemple 24T :R - R, T(z) =z + 1_._% vérifie |T (z) — T (y)| < |z — y| pour tout
x # y, mais n'admet pas de point fize. Le probléme est que T n’est pas contractante, et

pour tout xyp € R on obtient x,, — +occ.

2.6 Solution du probléme (1.1)

Soit £ = C([0,1],R), muni de la norme ||y (¢)|| = tm[gnf] ly(t)|,VyeE.
€lo,

L’idée générale du travail consiste & transformer le probléme aux limites (1.1) en un

probleme de point fixe. Pour commencer et pour mieux encadrer la suile éludiowus un

probléme auxilliaire donné par le lemme préliminaire suivant :



Lemme 2.1 soity € E, si ( = (1 —a) (1 — 3n) # 0, alors le probléme auz limites

Wy () =0, 0<t<l
u(0)=au(l) , v' (1) =6¢(n),v (0)=0

admet une solution unique

u(t)=—%/0 (t#,s)?y(s)ds_g%(tg(l—a)—t—a)/(;q(n—s)y(s)ds

+%fo (1-s)(*(1—a)+afn(l—s)+as)y(s)ds.

Preuve. On intégre trois fois I'équation suivante :
uﬂl + y (t) — D

on obtient

W (t) = /0 y(s)ds + Cy.

u’(t)z—fot (/Omy(s)ds)d$+6’1t+02,

t
w (f)= —f (t—s)y(s)ds+ Cit + Ca,
0

t 2
/ (f—S)zy(S)dS—FC]%‘FCQt‘FCg,
G =~

Cherchons C1, Cy et C4
de

on a
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de
7
' (n) = —] (n — s)y(s)ds + nCy + Cs
0

et
o (L=~ f (1— s)y(s) ds + C, + Cy = Bul (n)
0

ona

3
1—pn

g
Cy=— 1 —)6.377 /0 (n—s)y(s)ds +

/ (1— s)y(s)ds + (8 — 1) Ca.

on remplace Cs dans C; on trouve

= B f; (n—s)y(s)ds+ 7 —ﬁﬂ?? /0 (1 —s)y(s)ds

“1-5n
de
1
w(l) = —lf (I—S)Qy(s)(l8+—ci+02+cg
2 /o 2
et
u©(0) = C3 = au(l),
alors,on a

(@7 (@]

1
(@) 2 9. ¢ ‘ y
Cs — Q(I—a')/o (1-38)y(s)ds- 2(1_Q)CJ+1_QCZ’

on remplace C; et Cy dans C3 on trouve

n 1

a(l—pn) /1 2 af o
Cy=———-= 1—s s)ds — — —s)y(s)ds + — 1—s)y(s)ds
3 o 0( )"y (s) QCO(U Jy(s) 2Co( Jy(s)

avec ¢ = (1 - a) (1= B) £0;
eu tewiplagaut C, Oy el Cy daiies
1 3 g
u(®)=—3 [ = y()ds+ G +Cat+C,
- U -
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on obtient

ulh) = —é/ﬂ(t—s)gy(s)dsQﬁc(tQ(l_af)—l-a)fon(n—s)y(s)ds

T 2 .
Jﬁfo (1—5) ((1— 0) +afn (1 — 5) + as) y (s) ds.

Définissons l'opérateur intégral T : E — E, par

Tu(t) = —%/0 (sl £ o ()] dis (2.1)
"-% (t*(1—a)+a) fnn (n—s) f(s,u(s))ds

+%/0 (1=5) (& (1~ a) +afn(l - s) +as) f(s,u(s))ds.

En accord avec le lemme 2.1, le probléme (1.1) a une solution si et seulement si
l'opérateur 7" admet un point fixe dans E. Pour ce faire, nous prouvons deux résultats, le
premier est un résultat d’unicité basé sur le principe de contraction de Banach ou nous
montrons que 7' est une contraction. Le deuxiéme est un résultat d’éxistence basé sur
l'alternative non linéaire de Leray-Schauder ot nous prouvons par le théoréme d’Ascolie-

Arzela que T est un opérateur complétement continu.



Chapitre 3

Solutions non triviales du probleme

aux limites (1.1)

3.1 Existence et unicité

Dans toute cette section, pour établir nos résultats d’éxistence nous supposons la

fonction f : [0,1] x R — R une fonction de Carathéodory c’est & dire une fonction

vérifiant les hypothéses suivantes :
(i) t — f(t,z) est mesurable pour tout = € R.

() @ f(t,2) est conbinue presque pour tout L& [0,1].

Théoréme 3.1 Supposons qu’il existe une fonction positive k € L' ([0,1] ,R,) telle que
Fte) - FEl <k@la—yl YoyeR, teo,l) (3.1
et
! 2
A= [ el +1a8) (1= 9 + (1 + 2Jal) (151 + 1) (1~ 5)] K(s)ds < 21c],
0
wlerrw, Tty preoldone oo lirndden (:1 1) admmet wree aewle solution w* dane £,
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Preuve. Transformons le probléme (1.1) en un probléme de point fixe ou I'opérateur

T est défini dans (2.1).

A présent, montrons que T est une contraction. IEn effet, soient u,v € I, alors,

L J* "
Tu(t) ~Toe) < 5 [ @ =9"If (su(s) = Fls0 (oDl ds (3.2
v3 2] a+2tad [ a-91s6ue - revias

9|<|f“‘3 (1+ 2] + [aB] (L= 8)) I (s,u(s)) — f (5,0 (5))] ds,

en vertu de (3.1), on obtient

ITu(t) - To(®)| < % fo (1= 2 k() [u(s) — v (s)| ds (3.3)
—!—% fg‘ (1+2 lal)/m (1 —=35)k(s)|u(s) —v(s)|ds

t 2 [ =) (L 2lal + 0Bl (L = ) k() u(s) = v ()] ds
21¢| Jo

i 3
e R
+ (14 2(al) (18] + 1) (1 — )] k(s) [u (s) — v (s)| ds

IA

Dot en passaut au suprémum ||Tu — To|| < ||u —v||. Conséquemment T est une
contraction dés lors, elle admet un unique point fixe qui est I’'unique solution du probléme

(1.1). m

Théoréme 3.2 Supposons que f(t,0) # 0 et qu’ils évistent deux fonctions positives

khe L'([0,1] ,Ry) telles que
|f (£, 2)] € E(t) 2] +Ah(t), () C[0,1] x R, (3.4)

d leed [ - Bl(L+2al) /7 o -
(1 7, rl )ﬁ (1 s)zk(s)ds—i—LmM i (n— s)k (s)ds (3.5)

v 2]
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+%/{)1(1—5)k(3)ds<1

Alors le probléme aux limites (1.1) a au moins une solution non triviale u* € E.

Pour démontrer ce théoréme nous appliquons ’alternative non linéaire que nous rap-

pelons ici

Lemme 3.1 [4] Soit F' un espace de Banach et Q) un sous ensemble ouvert, borné de F
tel que 0 € Q. Soit T : Q — F un opérateur complétement continu. Alors, soit qu’il existe

€00, N> 1 tels que T (z) = Az, ou il existe un point fize z* € QO de T.

Preuve. Tout d’abord, définissons un ouvert, borné 2 C E. Soient

M = (1+n!?—foU (1—5)2k(s)ds+%lgu On(nﬁs)k(s)ds

A+20eD) 70 e ds
ol ]Uu ki (s)d
et,
N = (Hn%)/{) (1—8)2h(8)d8+|5—’(13|%|2mf0n(nSJh(S)dS
2fa) Lo
SREE /ﬂu Yh(s)ds,

On vertu de I’hypothése (3.5), nous savons que M < 1. Comme f (¢,0) # 0, alors

il existe un intervalle [o,7] C [0, 1] tel que min |f(¢,0)] > 0. Puisque h(t) > |f (¢,0)],
r <<

Vt € [0,1], d'out N > 0. Soit m = , alors ’ensemble ouvert, borné Q est defini par

Q={ueC0,1]: ||u|| <m}.

1—-M

Montrons que 7" est un opérateur complétement continu dans §2.
(i) T est continu, en effet, soit (u,) convergente pour la norme || - || vers une limite u

dans E. Alors



IA

lmax / (t — 8)%|f(s,un(s)) — f(s,u(s))|ds

2te(0,1] Jq

18] " )
mg‘w&)ﬁ (t* (1 +|al) + |a]) fo (n —s)|£(5,un(8)) = f(5,u(s))|ds

[Tun(t) — Tu(t)]

+ﬁmﬁ‘1/0 (1=8) (# 1+ o) +abln (1 = s) +a]s)
X |£(s,un(s)) — f (s,u(s))|ds
%f (1= 9)*1f (5,n (5) = f (5,u(s))] ds

+%§ (1+2]al) / (L =38)|f (s,un(s)) = [ (s,u(s))|ds

b [ =) 1 2l 1081 (1= )15 (00 (5) — £ s 5D s

(1+ QAL+ D0 21 + s

IA

IA

) 1 Gt () = £ (ou (D),

Comme f est de type carathéodory alors,

(B[ +1) (1 + 2|al) + af]|
<l

I~ Tl < (14 )1 ot () = (Dl =0 quand n = oo

D’ou T est continu.
(ii) Boit O, — {u € I, ||u]| €1} uu suus eusewble buiué. Moulious yue T (11 5,.)
est relativement compact :

a) Soit © € QN B, alors en tenant compte de (3.4)

I(Tw) ()] <

PR (7 N S T N o o I A
w LW )/ I ou) k(y)dy | — / (n — 8)k (8)ds+
b | (21 053q) f @ o 20y

(1+2] oz|)
o Sy (TR }
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leBl) [ 2 18l (1 +2[af) [7
(1+ m)] (1—29) h(s)ds+T (n—s) h(s)ds

0

(1+2]al)
21|

Donc ||Tu|| < Mr + N est par suite T (2N B,) est uniformément borné.

1
(1 —s)h(s)ds = M ||u|| + N.
0

b) T (Q N B,) est équicontinu. En effet, soient t;,ts € [0,1], t; < 2 et u € , nous

avons par application de (3.4)

; 5 Yt — S)Qf (s,u(s))ds
5 B (1—a)+a) [ (n—s)f(s,u(s))ds
L fi(1=9) (B (1 —a)+abn(l—s)+as)f(s,u(s)ds
+3 52 (k2 — )% f (s,u(s))ds
+& (B (1 -a)+a) [ (n—s)f (s,u(s))ds
=, (1=9)(B(1—a)+aBn(l—s)+as)f(s,u(s))ds

[Tu(t) - Tu(ts)| =

< _%/Ol(zl—s)Qf(s,u(.s))dH;/Dg(trs)ﬁf(s,u(s))ds

| EGa-w ) fo-9fGul)ds
’3(1‘2(1—0 —f—()z)fn (n—8) f(s,u(s))ds

chn ) (1—a)+afn(l—s)+as) f(s,u(s))ds

—3¢ fn t% (1—a)+afn(l—s)+as)f(s,u(s))ds

on pose

~/ (= Fsu@)ds+3 [ (2= 9 (syu(s)ds

_ —g Otz(tl%s)zf(su ds——ﬁ (ty —5)° f (s,u(s))ds
li;fut’(f. 8)2 F(s,u(s))ds,
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—%/02 ((t - 5 = (& —S)g)f(&“(s))dsméft;(h —5)° f(s,u(s))ds

_%f02 (t1 —tz)gf(s,u(SJ)dS“%/; (t1 = )" f (s,u(s)) ds

<

f (tr — )% |f (5,0 (s |ﬁ-—[lm—mfuwm@M@

en vertu de (3.4) ; on obtient

o B](}z(tl_tQ)?k(s) |u(s)|ds—% tzl(tl—tg)gk(s){u(sﬂds}

t1,t2€[0,1]

1
< /0 (1—8)2k(s)ds [lu(t:) —u (),

et
B ﬁf—c(t'f(l—a )+ ) fon n—s)f(s,u(s))ds
£ (8 (L— o 4 o) [ ln—s) £ (syule)) ds
5%@%1+MD+M|]'w—sLﬂsuwnws
+ o (CBa+lah+la) [ 0= 5)1 (s (sl ds
<L +20al [ -9k (s)ds (e (el
et
o_| %l =9 (E1-a)+afn(l—3s)+as)f(su(s)ds
—2% 01 (1—s)(t(1—a)+afn(l—s)+as)f(s,u(s))ds
_gmf t2 (1+|a]) +|aB]n (1l —s)+ | )[f(s,’u(s))|d.s

mqj'u o) (< (1 fal) + Bl (1 =) +lal5) I (5, (5)] ds

1 1
S_2|C|/ (1—5)((1+2]al) + |aB[n (1 - s)) k(s)ds|lult)) —u(t)]l,
0
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d’ou

Lt i;ﬁlﬁ) Jo (L= 8)"k(s)ds + 3 (1 + 2]al) J§ (n — s) k (s) ds

+8220D [ (1 - 5) k (s)ds

[Tu(ty) — Tul(tz)] < (

Xl (t1) = u (@),

par conséquent

[Tu(ts) = Tulta)l| < M [luty) — (i),

lorsque t; — ta, alors ||[Tu(ty) — Tu(ts)|| tend vers 0, par conséquent T (2N B,) est

equicontinu. En vue du théoréme d’Ascoli-Arzela, T' est complétement continu.

A présent, nous pouvons appliquer 1’alternative non linéaire pour 7" :  — E. Suppo-

sons que u € 982, A > 1 tels que Tu = Au alors,

Am = Alful] = [|Tu]| = max [(Tw) (1)] <

I Kl—(—n!;ﬁl) /”1 (1= 8%k (s) ds+wf(n— e el

Icl /. 2|¢|
(+2le) [, .,
SIS fﬂ(l s)k(s)ds]—l—
’r~|~a—5| 1 — s)2 h(s)ds + 16](1 +2]a]) —
(1+ngigy) [ 0o neras+ PLGEEED [
(1+2]al)

1
s | -9 ha)ds = 2l + .

D’ici on obtient A < A | N/m — 1, contradiction avec le falt que A = 1. B verlu

du lemme 3.1, on conclut que T a un point fixe u* € Q et donc le probléme (1.1) a une

solution non triviale u* € £. m
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3.2 Exemples

Comme applications, nous considérons deux exemples permettant d’illustrer les ré-

sultats obtenus.

Exemple 3.1 Considérons le probléme aux limites en trois points suivant :

w + 20 ittt =0, 0<t<l (B)
1
w(0) = —2u (1), (1) =3 (3),2' (0) =0
Nous avons o« = =2, 8 =3, =4, ( =%, f(t,z) = 2%\/5+f€_t et |f(t,z)| <

k(t)|z| + h(t), o k(t) = VT, h(t) = te™t, k, h € Ly ([0,1] ,R,). En utilisant le théoréme

3.2, on obtient

4 [ > 5 x i
11425/0(1—5) \/Eds+§/(1—s)\/§dsT5/0 (n — s) V/sds

1
0
Alors, le probléme P, a au moins une solution non triviale u*dans E.

Exemple 3.2 Considérons un autre probléme auz limites

| it b ot = 0,0 v 1,
Vvl (Pﬂ)

u(0) = zu(l),u (1) = -3¢/ (3),%/(0) =0 )

ota=xf=-1 = %, [ = %.Pmﬂ application du Théoréme 3.1, il découle
|f(t,2) — f(t.9)| < k(®) |z —y|,Vz,y eR,t € [0,1].

ot k(t) = ﬁ-ﬁﬁ Dun simple calcul on obtient donc

11 ) s 5 s
A = = (I g) e S g
/o E RS Y. o il LS by e

= 0.25 < 3/2.

31



Alors, il éxiste au moins une solution non triviale u*dans E du probléme Ps.

3.3 Autres résultats d’éxistences

Dans cette section, en considérant f : [0,1] x R — R une fonction continue et en se

plagant dans un cadre plus général, nous prouvons les resultats suivants.

Théoréme 3.3 Supposons que f(t,0) # 0, ( # 0, 0 < p < 1, et qu'ils existent deux
fonctions positives k,h € L' [0,1], k(t) # 0 presque pour tout t € [0,1] et telle que

|f (t,z)| <k (t) |z’ +h(t), pour (t,z) € [0,1] x R, (3.6)

alors, le probléme aux limites (1.1) a au moins une solution non trivial u* € E.

Preuve. Comme k est positive et k(t) # 0, pour t € [0,1], alors M # 0, soit
L= (M-I—N)ﬁ,rzmax(l,m),Brz {fueE:||lul|<r+1},uedB, et 0< A< 1
tel que u = ATu. On a

el = A|Tul| < M [u|l” + N.
Si|u|| > 1, il s’ensuit que
el < M + N|ju|| ™ < M + N,
par conséquent
llul| < (M + N)™7F =m 57)

Smon ||u|| < 1, done ||u|| £ max (l,m) = r, ce qui montre que la condition (3.7) contredit
le tait que u € UJ,. D'aprés le leuuue 3.1, vu conclul ue Pop@rateur T pusséde un poinl

fixe u* € B, et donc le probléme (1.1) admet une solution non triviale v* € C'[0,1]. =



Théoréme 3.4 Supposons que f (t,0) # 0, #0, p=1 et qu’ils existent deux fonctions
positives k,h € L'[0,1] telles que

|f(t,z)] <k(t)|z|+h(), pour (t,z) € [0,1] x R,

M<1 (3.8)

alors, le probléme aux limites (1.1) a au moins une solution non triviale v* € C'[0,1].

Preuve. Comme f est continue et f (¢,0) # 0, il existe donc un intervalle [, 7] C [0, 1]

telle que rgtig |f (¢,0)] > 0 et puisque A (t) > |f (¢,0)|, pour tout t € [0,1] alors N > 0.
OSLET

N
Posons r = Py T alors r # 0.S0it B, = { v € E: ||u|]| <7},u € 0B, et A > 1 tel que

Tu = Au. Alors
wr = Allull = |[Tul] = mex [(Tw) ()] < M [lu]] + .

D’ici on obtient A < M + “7 = 1. Ce qui contredit le fait que A > 1. En vertu du Lemme
3.1 on conclut que 'opérateur T a un point fixe u* € B, et donc le probléme aux limites

(1.1) admet une solution non triviale u* € C'[0,1]. =m

‘I'héoréme 3.5 Supposons que f(t,0) #0,¢ #0,p > 1 et qu'ils existent deux fonctions
positives k,h € L1[0,1], k(t) # 0, pour tout t € [0,1] et telle que

|f @t 2)| < k(@) 2" + (1),
M+ N <1 (3.9)
alors, le probléme aux himates (1.1) a au mowns une solution non truvale u* € C'|0, 1.
Preuve. Soit By = {ue F:||u|]| <1}, u € dB; et A > 1 tel que Tu = Au. Alors

Allall = ITull < M [jul| + N.
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Des lors A < M + N = 1. La condition (3.9) entraine A < 1, contrediction avec le fait

que A > 1. En conséquence T a un point fixe u* € B; qui est une solution du probléme

(1.1). m

3.4 Exemples

Comme applications, nous considérons deux exemples permettant d’illustrer les ré-

sultats obtenus.

Exemple 3.3 Considérons le probléme aux limites suivant

1

us3
u” + —arcsint +2cost+4sint=0, 0 <t <1
9 (Ps)

uw(0)=—3u(l), v (1) =—3v(3), v (0)=0.

1
203

Nous avons f (t,z) = ( 5 ) arcsint+2cost+4sint. Alors |f (t,z)| < (3 arcsint) 2|3 +

2cost + 4sint = k (t) ’:L‘é +h(t),p=3<1,{(=1+#0, f(t0) = 2cost + 4sint # 0.
Par le théoréme 3.5, on conclut que le probléeme Ps; a au moins une solution non triviale

uw*dans E.

Excmple 3.4 Considérons le probléme aux limites suivant

’M"'+(lit)sug+14+t!:0’ 0<t<l

w(0) =3u(l), v (1) =84 (3), v (0)=0.

(£s)

3 2 =
Nous avons f (t,z) = ﬁm‘kﬁlfz- Alors |f (t,z)] < ﬁ |22+ =k (t) [z[2+h (1),

fOEMN#0,p= % ST 6= g # 0 Par application du théoréme 3 5, on ahtient
M+ N = 0.4564 + 0.20690 = 0.6633 < 1.
Dés lurs, le problome Fy w uw mwing wne solulion non bréviele u* duns E.
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