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Résumé

Ce mémoire a pour but de donner les conditions suffisantes pour prouver I'existence
des solutions positives d’'un probléme fractionnaire.

Nous avons rassemblé les outils nécessaire pour cette étude qui consiste a présenté les
différentes définition liées & la dérivation non entiére et la théorie du point fixe.

En s’intéresse a I’étude de I'existence des sclutions positives d’un probléme aux Ii-
mites fractionnaires en utilisant certains théorémes de point fixe notamment ’alternative
non linéaire de Leray-Shauder, le principe de contraction de Banach et le théoréme de
Guo-Krasnosel’skii, ainsi que le théoréme d’ Avery-Peterson pour prouver 'existence d’au
moins trois solutions positives.

Mots clés : Dérivées fractionnaires, intégrale fractionnaire, théoréme de point fixe,

probléme aux limites fractionnaire.



Abstract

This thesis aims to give sufficient conditions to prove the existence of positive solutions
of a fractional problem.

We have gathered the necessary tools for this study which consists in presenting the
different definitions related to the non-integer derivation and the fixed point theory.

It is interested in the study of the existence of positive solutions of fractional boundary
value problem by using some fixed point theorems including the Leray-Shauder nonlinear
alternative, the Banach contraction principle and the theorem of Guo-Krasnosel’skii, as
well as Avery-Peterson’s theorem to prove the existence of at least three positive solutions.

Keywords : Fractional derivatives, fractional integral, fixed point theorems, fractio-

nal boundary value problem
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Introduction

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire & la
généralisation de la dérivalion & un ordre quelconque, entier ou non entier, réel ou com-
plexe.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons anjourd’hui, ces origines remontent & la fin du 1777

siécle, I’époque ott Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et

1

intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole pour désigner la n"™ dérivée

n
d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une Iettre{ﬂ;} I’Hépital (apparemment avec
Uhypothése implicite que n € N), ’Hépital a répondu :

Que signifie C;HTI si n = 1. Cette lettre de ’'Hépital, écrite en 1695, est aujourd’hui
admise comme le¢ premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire,
et le fait que 'Hépital a demandé spécifiquement pour n = %, c’est-a-dire une fraction
(nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

On peut noter ici que la plupart des travaux sur le calcul fractionnaire sont consacrés
4 la solvabilité des problémes engendrés par des équations différentielles fractionnaires
linéaires & la base des fonctions spéciales. Nous retrouvons beaucoup des mathématiciens
qui ont fourni des contributions importantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du
20 éme siécle.

Récemment, d’autres résultat traitant Pexistence, 'unicité, la multiplicité des so-
lutions et l'existence des solutions positives des problémes fractionnaires non linéaire
utilisent des techniques d’analyse non linéaire comme les théorémes de point fixe.

Ce mémoire est structurée en trois chapitres :

Le chapitre 1 contient un ensemble de définitions et de notion de dérivation et
d’intégration fractionnaire et des résultats qui nous seront utiles dans la suite de cette
etude.

Le chapitre 2 nous donnons quelques théorémes de poinl lixe tel que le prin-

cipe de contraction de Banach, l'alternative de Leray-Schauder, le théoréme de Guo-
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Krasnosel’skii et le théoréme d‘Avery-Peterson.
Le chapitre 3 on s’intéresse & 'étude du probléme aux limites fractionnaire (P)

suivant

DL ut) = al)f(u)); 0<t <1, (P)
u(0) = ¥'(0) =0, ¥'(0) = au(l),

ot f:R — R est une fonction donnée, 2 < g < 3, “Df, est la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo, a € C([0, 1],R). On établit I'existence d’au moins une solution positive
du probléeme (P) en utilisant le théoréme de point fixe de Guo-Krasnosel’skii sur le
cbne, ensuite sous certaines conditions sur le terme non linéaire, on applique le théoréeme

Avery-Peterson pour prouver 'existence d’au moins trois solutions positives.



Chapitre 1

La dérivation fractionnaire

L’idée principale de la dérivation et d’intégration fractionnaire est la généralisation
de la dérivation et d’intégration itérées. Le terme fractionnaire est un terme trompeur

mais il est retenu pour suivre ’'usage dominant.

1.1 Outils de base

1.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonction de base du calcul fractionnel est la fonctions Gamma qui prolonge
le factoriel aux valeurs réelles et complexes.

Pour Re(z) > 0 on définie T' (2) par :
+20
r'() = / 1o dt. (L.1)
4]

Quelques propriétés de la fonction Gamma [17]

Une propriétés importante de la fonction 1'(2) est la relation de téeunrence suivinle @

D(z+1) = 2T(2)



qu’on peul la démontrer par une intégration par parties

+co +oo
PMz+1)= /tze_tdt = [ty +2 /eﬁttzﬁldt.
0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel car
In+1)=nlYne N".

Excmple 1.1

) _ 2 _ o, T ) = .

FZl=l=1 Dlij=5l=120, ——=

Exemple 1.2 Considérons la suite des monémes 2". On a :

—d—im” =nz"!, (1.2)
et par récurrence
d \*
(E) B =nn—-1)---(n—k+1)z"F, (1.3)
multipliant par (n — k)! on obtient :
(=Rt W
m—kr -kl 5

On appliquant la propriété de la fonction Gamma d’Euler on obtient :

d g no__ F(n 5 1) Ln—k P
(E) T Thri-k) (1.5)

Alnoi on pourroit poser comme définition de la dérivée fractionnaire pour les mo

noémes :

d\° U'(n+1) ‘ \
o LR WG S AT U i 1
(‘1""") ! T(n+1—1m) (1.6)



et prolonger par linéarité aux fonctions qui sont des sommes de séries entiéres par exemple,

si on considére les exponentielles ¢**, on aura d’abord
¥

a\F
(@) e = M., (LT

qui conduit & la définition suivante :

(i) e = A2 (18)
dzx

11 n’est pas difficile de voir que les définitions (1.6) et (1.8) sont incompatibles. En effet,

puisque
+°0 An
eAE: E El'n, (19)

n=>0

alors on aura d’aprés la premiére définition

d 9 Az = A" n—c a _Ax

1.1.2 La Fonction Béta

Définition 1.1 [17] La fonction Béta (qui est un type d’intégrale d’Euler) est une
fonction définic par :

1

B(p)';{) = /LF—1(1 L)Q—T{M rm
0

T'(p)T(q)

T(p+gq)’ Ro(p) » 0 ul Ru(y) > 0. (1.11)

Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta

_ T(p)T(q)

B(p,q) = Tora) Re(p) > 0 et Re{g) >0 (1.12)

10



Freuve

On a évidement

{ oo AN / oo aotoo

T'(p)T{q) = (fe_’:wpldm) (/e‘yyq—ldy) /]e e=VgP=ly =l dady
0 00

0
Dans ceite intégrale double, effectuons le changement de variable y = p — = pour

: d :
0 < z < pu, et conservons la variable z, comme d_y =1 on a dzdy = dxdp on obtient que
Lt

oo K oo 7
I'(p)L'(g) = / / e FaP M (p — z) " dedp = / et ( / 2P — x)* " dr | dp
00 ‘0 \'o

Pour évaluer 1'intégrale relative & dz, effectuons le changement de variable x =t on

obtient quc

I 1 1
‘/[3,}.'19 lu.b— (} d ‘/[('f].i, i)qélﬁ-t == iiﬁq_ljf'ﬁp—l(l —t)q_ldt = ﬂi—p+q B(p q',l
0 0 i

Par la suite

I'(p)T(q) = B(p,q) / e PPt dp = B(p,q)T'(p + q)
0

Ce qui donne le résultat désiré.
1.2 Intégration fractionnaire

Snit. f nne fonetion eantinne sur Vintervalle [, 0], on pose

(TO (7)) = /f(t)n’f., (1.13)

11



(19 f)(z) = / dt f £ (w)du, (1.14)

En permutant 'ordre d’intégration, (d’apres le Théorém de Fubini) on obtient

(I®f)(z) = / (z — 1) f)dt,

Par récurrence on peut montrer que

(I F)(z) = : /(g‘;— )@Y £(¢)dt, vn € N. (1.15)

(n—1)L,

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel
par la fonction Gamma, Riemann rendu compte que le second membre pourrait avoir un
sens méme quand n prenant une valeur non-entiére, il était naturel de définir I'intégration
fractionnaire comme suit.

Définition 1.2 Si a € Ry, l'opérateur I* définit sur L'|a, b] par
(Ii::}f)(a:) = %/(L — t)e=Df(t)dt, telle que, a €] — oo, +00] (1.16)
e!

Pour z € a, b est appelé opérateur d’intégration fractionnaire (o gauche) de Riemann-

Liouville d’ordre «, et U'intégrale
1 y
I f(z) = mf(:ﬂ — 1)V f(t)dt, telle que, b €] — 0o, +00] (1.17)
Q@
T
Pour z € |a, b] est appelée l’intégrale fractionnaire (a droite) de Hiemann-Liouwille

dordre o

Exemple 1.3 Considérons la fonction f(z) = (r — a)™ et le changement de variable

12



t=a+ (z—a)7, alors

T

/ (z — 1)V (¢ — g)mdr,

a

Iy — )™ = F(la')

1

1
I®(z —a)™ = —(z — a)“*mf(l — )= Drmdr,
0

T(a)
- ——(z —a)*™™B(m +1,a),
I(a)
T(m+1)

pgee - RGO B TEES _ q)aTm
_F(a—i—'m,—i—l)( SR

Pour @ = 0.5, m =1 et a =0, on aura

(2) A S ﬁ?
Te5) @ = TEs)

109)(z) =

Remarque 1.1 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement 'intégrale (4 gauche).
Théoréme 1.1 Pour f € Cla, b], 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-

séde la propriété de semi-groupe
I@(1B f(z)) = 1A f(z), pour o >0, B> 0. (1.18)

Preuve

La preuve découle directement de la définition

T(“}(fffg)f(:zr)} /('?’_-1']& 1{]7‘/7”(?;)(7‘—1;)‘3 Ldu,

T“( T()1(7)

13



.
Cla, b}, d

k]

m

i ~ 1 1 - Y 1 TR A x
or f apres ie tnéoréme de Fubinl

T T
I@U@Hﬂ%— [fuf&—ﬂ””hﬂmﬂﬁm,
v oA s (*‘}F([j)‘/ Ay J X / hY 7 ¥

et par le changement de variable ¢t = « + s(z — u), on obtient

T
(@) 1(8) - _ onetf-1 a 1.8-1
IO () = _)r{ce, [ty —w) /(1 oLt
a O

D’apreés (1.15) on a

1
f(l — 8)*1sP1ds = I'(a) (1@ sP-1),

n
u

alors par une relation de récurrence en obtient

1
1
(IW A1 77 lds = =.
o
/(2 1 y 3'8 i
1297 = [Sds= gy
0
. ' gh+l i
(3)b.ﬁ—|
o / [ (ﬁ+1) ~BB+(B+2)
L f?er 2
(o) B-1y _
(=) = f6(8+1)(6+2 Bra—2™
1]
1

BB+1)(B+2)..(8+a—-1)

14



Multipliant par (3 — 1)! on obtient

(@) B (8 —1)!
i BB+1(B+2)..(B+a—-1)(B-1)
B-1)! I

(B+a—-1) T(B+a)

alors on revient
1

a1 -1, _ L(@)T(B)
/(1—“3) s? ds_F(,B+a)’

‘0

finalement, on obtient

1 T
(@) ¢ 7(8) VT o _ q)atB8-1
FE{Tv o)) F(ﬁ+a)/($ w) T f (u)du,
c.-a-d par définition

I8 f(x)) = TP () avec a, 3 > 0.

1.3 Dérivées fractionnaire

Il v a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les

approches qui sont [réquemment utilisées dans les applications.

1.3.1 Approche de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation
entiére d’une fonction & des ordres de dérivée arbitraires, la dérivée d’ordre 1 d'une

fonction f au point x est définie par :

LS = =0

h—0 h

D'y =

3



donc on peut exprimer la dérivée d’ordre entier p (si p est positif) et I'intégrale répétée
(—p) fois (si p est négatif) d'une fonction f par la formule suivante :

DPF() = limh? S (1) Q) (¢ — k) aveet) = LB L RHD (g g
k=0 .

La généralisation de cette formule pour p non entier {(avec 0 < n—1 < p < n) et

comme

(- = Zeopllkmpmd)
—p(1—p)...(k—p—1)[(—p)
KT (—p)

I'(k —p)
Tk + DT (—p)

3

nous obtenons

SO = lim A~ ”Z e 1)1_?2) [t —kh),

ct
“\ D(k+p)

=0 m”t — kh).

Gnry—pyg = iE »
L 2f(Ly }E%h :

Si f est de classe C™, alors en utilisant 'intégration par parties on obtient :

k=0

BP0 (0) (¢ - )kt 1
“prr =37 T k)—l(—tp 1) Tmtp f (¢ =y rar

aussi
t

n—1 (k b
G f (a) t— (L = 1 / _ n—p—1 r(n)
DPf(t) = ]’E < T(h-p 1D + — (t —7)" P (r)dr

Exemples 1.4

1- La dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov
Eun générale la dérivée d'une fonction constante au sens de Griluwald-Letnikov n’est
pas nulle ni constante.

16



Sif(t) =cet P non entier positif op g -

FP@) =0 pour k=1, 2, ..., 7.

CDPf(t)

— g} f® (a)(t — a)f»
St o+ £ et

+
o Tk—p+1)

1 ;
i B — Y1 p(n)
+F(n—p)_/ (t —7) S (r)dr
¢

M-pt=a~

n—1
et
Fla+1)
(n} _ a—n
§ o) = m(T a)
d’on

Yy o “+1 /+ n—p—1, . Le=jg
0] Fﬁ_(n—pjl"(a—n-rl t r) (7 — a)+~"dr.

17



o = Fl 1 g [ . f N\ i
En faisant le changement de variable 7 = ¢ + 5{{ — aj on trouve :

t
Gppes) — e +1) [t — ryvr1(r — gye—gr.
JAYS / \ s H

k Uin—p)lla—n+ 1),{1 .

1
I 1
= = ‘(‘c_)'z’—i— ) —(t —a)*7? /(1 — gyl g
Fn—plla—n+1) T d

a

_ TIle+1)B(n—pa—n+1) (t —a)o?
N I'ln—plla—n+1) ’

Ta+1)Tn-—pT(e—n+1)

= t—q)eF

P(nwp)F(a—n+1)F(a—p+1)( o)
— M(f -

I‘(aﬂ—p+1)\‘ =

) 1

Un contre exemple si p = 3 a=1l,a=0o0na:
r'(2) Vit
G i/2 _ _
D7 = 1‘(1..5)‘/;'_ r'(1.5)

1.3.2 Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, t|, alors la dérivée [ractionnaire d’ordre p (avec

n—1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

Eprf(t) = ﬁ% / (t — )" P71 f(1)dr, (1.20)
dn - @€
= @(I f(1)).

Remarque 1.2 Si f est de classe (7, alors en faisant des intégration par parties et

18



des dérivations répélées on obtient :

_ 8@ -t 1 [
"r) = SR e € O

= SDPf(H).

Dans ce cas Papproche de Griinwald-Letnikov et 'approche de Riemann-Liouville sont
équivalentes.

Exemples 1.5

1- La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville

En générale la dérivée non entiére d'une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

rpre = — ¢ )(t —a)™. (1.22)

i—-p
2- La dérivée de f(t) = (t —a)™ au sens de Riemann-Liouville

Soit pnonentieret 0 <n—1<p<neta>-—1,alorson a:
D - = e par / (t — 7y — a)edr. (1.23)

En faisant le changement de variable 7 = a + s(t —a), on aura :

t
EDP(t —a)* = - ﬁ(t ) / (1— )" P 1s%ds
I'(n — p) dt® b =

_ I‘(n-;—a—p-f—l)B(H—P,a‘f‘l)(f a)*F
= T(n —p) o

Pl oo p 1 D0 p)l(a 1 1)

—— t ok a—p
F(n—p)F(a—p+1)F(n+a—'p+1)( o
T(a+1)
= ——' ‘t— = :D
T p11)" a)

19



A titre d’exemple

RDO 5t05 - I‘I-(‘zl';))\/_ 1—\(1 5)

Propriétés 1.1

1. Composition avec ’intégrale fractionnaire

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire
RDP(IPf(1) = f(t),
en général on a
RDP(17f(t)) =" DP~f(2),

etsip—g<0,
Epraf(t) = I7Pf(¢).

En général la dérivation et P'intégration fractionnaire ne commutent pas

RD-P(RDIf(8) =R DIPS(H) — DR f (O L

k=la

Aveem —1 < g<m.

2.Composition avec les dérivées d’ordre entier

T(p—Fk+1)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne com-

mutent que si : f®(a) = 0 pour tout k=0,1,2, ..., n—1

dar

= (DPF(R) = D R(D)

~ f9(a)(t — )
Tk—-p-—n+1) '

mpp(Lf(1)) =R DM () — Z

(11.

20
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3.Composition avec les dérivées fractionnaires

Soitn—1<p<netm—1<gqg<m,alors

R (RN #(4\y R Mpta £(4) _ N R gk gy E—@) P ¢
DP(RDAf(t)) =F DPHaf(t) k;[ DA j(t)]ha—r(p_k_i_l), (1.29)
. RDURDP () =R DPHIF(L) EH:[RD”““ Fet= D (130)
s M(—g—k+1)

Par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire #D? et #D7(p # ¢), ne com-
mutent que si [EDP*f(t)],—, = 0 pour tout k£ = 1,2, ..., n, et [ED?* f(t)];—, = 0 pour

tout k=1,2, ...,m.

1.3.3 Approche de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires a
cause de leurs applications dans les mathématiques pures (solutions des équations diffé-
rentielles d’ordre entier, définition de nouvelles classes de fonction, sommation des séries,
...). Cependant, la technologie moderne demande une certaine révision de "approche ma-
thématique pure bien connue. De nombreux travaux sont apparus, spécialement sur la
théorie de viscoélasticité et des mécaniques du solide, ol les dérivées fractionnaires sont
utilisées pour une bonne description des propriéiés des matériaux. Une modélisation ma-
thématique est basée sur les modeles rhéologiques méne naturellement a des équations
différentielles d’ordre fractionnaire, et & la nécessité de la formulation des conditions ini-
tiales de telles équations. Les problémes appliqués demandent des définitions de dérivées
fractionnaires autorisant, 'utilisation des conditions initiales interprétables physiquement,
lesquelles contiennent f(a), f(a)’, etc....

Malgré la fait cue las problémes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales

peuvent &tre résolus mathématiquement (voir par exemple solutions données dans [11] ),
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la solution de ce probléme a été proposée par M.Caputo (dans les années soixante) dans sa
définition qu’il a adapté avec Mainardi dans la structure de la théorie de viscoélastiques
[12]. Donc on introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de
Riemann-Liouville.

Définition 1.3 Soit p > 0 avec n—1 <p < n, (n € N*) et f une fonction telle que
-2 f € La,b].

di»
La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par

Cpri() = ﬁ/ (£ — 7)7=P=1 £ (), (1.31)
= IR f).

Propriétés 1.2

1.Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

Soit p>0avecn—1<p<mn, (n €N*), supposons que f est une fonction telle
que CDPf(t)et RDPf(t) existent alors

“DPf(t) =* Dpf(t)—g Th—pr D) (1.32)

On déduit que si f%*(a) = 0pour k =0,1,2, .....,n—1, on aura “ D f(t) =8 D f(¢).
2.Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a
== f®)(a)(t — a)
CDPIPf = f et IP°DPf(t) = Z i 0 ( iy (1.33)
Done Popérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de Poperateur d’in-

tégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

Excmplcs 1.6
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1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle
“prC =0. (1.34)

2. La dérivée de f(l) = (I — a)* au sens de Caputo.

Soit punentieret 0 <n—-1<p<naveca >n—1,alors on a

Mao+1 ‘
) = Fae gy~ ==
d’ott
GDp(t —a)® = T(n— F(a Z 1_ —— ] /(t — 1) P — @)*"dr, (1.36)

effectuant le changement de variable 7 = ¢ + s(t — a) on obtient

Ma+1)

“LF b —a)” I'n—p)Ta—n+1)

(t — T)“‘p_l(’r — a)*7"dr,

(o + 1) 1

T Tr-pllea—n+1) 2~ a)a_p./(l — §)" P15 s,

a

Fa+1DBhn—pa—n+1), e
- : (t —a),
F'n—pTlla—n+1)

TNa+1)Tn—p)T(a—n+1)

- ‘ : d o a—p
Fn—pTl(a—n+1)I(a—p+1) (t —a)*?,

. Tle+l) . s

= Pm-prls 4
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1.3.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Ca-

puto et celle de Riemann-liouville

* L’avantage principal de Papproche Caputo est que les conditions initiales des équa-
tions différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équations différentielles d’ordre entier, c’est & dire, contient les valeurs
limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur z = a.

* Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la
dérivée d'une constante est nulle par Caputo (1.34) par contre par Riemann-Lioville elle

C

est m(m —a)™.

1.3.5 Propriétés générales des dérivées fractionnaires
Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DHAf(R) + g (1)) = AD®f(t) + nDg(2). (1.37)

La régle de Leibniz

Pour n entier on a

4

(FB)g(t)) = : F9 ) gm(t).

k=0

o
dtn

La généralisation de cette formule nous donne

T

DP(f(t) g(t) = >

k—0

7o) r9@ g | re), (1.38)
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oin>p+1et
s t t
et e s —p—1 e(n41) ¢~ _ n
R = s [ ¢ =07 e [ o0 - orac,

avec lim RP(t) = 0.
—o00

Si f et g sont continues dans [a, ] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

n

DP(fe)g ) =S| | F® ) D). (1.39)
=0 \ K
D%est 1a dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.

1.4 Champs d’application

Les applications de la dérivation fractionnaire dans les sciences physiques et les
sciences de I'ingénieur relévent des contributions scientifiques de ces derniéres décennies,
elle est utilisée comme outil de modélisation dans plusieurs domaines [15], en mécanique
et en rhéologies en physique. En prenons par exemple 'équation de la chaleur :

Equation de la chaleur.

C’est un exemple classique d’application de la dérivation fractionnaire ou la dérivée
d’ordre un demi s’introduit naturellement quand on cherche & calculer un flux de chaleur
& 'aide de la loi de Fourier.

L’équation de la chaleur est donnée par ’équation aux dérivée partielles suivante :

el Py

EI—I.

=t(t).t>Uy>0
A = @t >ty 2L (140)

O ¢ est un variable positive présente le temps, p est une constante strictement posi-

Lives de dillusivité el [ une lTonction qui (pour cel exemple) ne dépand gue do lemps, La
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variable d’espace y € [0, +o0[ est typiquement une direction orthogonale & une direction
principale ¢ d'un écoulement fluide.

Nous considérons les conditions initiales et aux limites suivantes :

u(0,t) = 0, (1.41)

%tg(y,t) — 0 siy+— +oo.

La température est fixée (arbitrairement) 4 0 pour une ordonnée y nulle. Elle a un
gradient qui tend vers 0 si 'ordonné y tend vers +oo.

Le flux de chaleur est donné par

ou

est représenté graphiquement par la tangente en y = 0.
Nous supposons que p est une fonction intégrable. Ainsi, le probléme peut étre résolu
a l'aide de la transformation de fourier en temps.

Soit
+o0

ut) = - [ Flulyw) explint)du,

—00
ot F'(u(y,w)) la transformation de fourier de la fonction u.En dérivant par rapport 4 £,

nous obtenons :
u 17
E“ = f iwF (uly, w)) exp(iwt)dw,
ainsi
F (%) = jwF(u),
ol

par conséquent 'équation (1.40) devient

8 F(u)
dy?

Wk (u) — p = F(f(t),
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dont la solution est

F(u(y,w)):}m F(f)+ aexp (\/2‘: )—I—[J’exp( %y)

Avec les conditions aux limites (1.41), nous obtenons

Fm@ﬂw=7%FU)P—mm(— @%)}

I

ainsi la transformée de Fourier du flux est donnée par
F(g(w)) = =/ = F(f).
Tw

plt) = Y (0)

avec Y(t) la fonction de Heaviside définie par

{05it<0,
Y{t) =

Maintenant si nous posons

1s8¢>0,

Flp) =/ —,
W

ﬂ@=—¢§ﬂﬂﬂﬁ-

Nous arrivons a
d’on

On sait que
Flpx f) = F(p)F(f),

Flo) = Vrff )=
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Nous verrons de [aire apparaitre 'intégrale d’ordre un demi de la fonction f. Ce qui
permet d’établir que le flux de chaleur est donc un dérivateur d’ordre %

Electricité

Schmidt et Drumheller [36] ont examiné le Lithium Hydrazinium Sulfate (LiN2H5504)
et ont pu constater que sous sur large gamme de températures et de fréquences, les par-
ties réelle et imaginaire de la susceptibilité ou encore, de la fonction diélectrique sont
trés grandes (¢ = ¢ = 10°) et varient en fonction de la fréquence suivant un ordre de
puissance %

Soit la fonction diélectrique

g E: + jgn?
d’aprés les résultats expérimentales nous trouvons 'équation suivante
e=cwT (1—j) =€ V2(jw)7, avec j = V-1.

Comme la relation entre la fonction diélectrique et 'impédance est donnée par

1
7= m, ot C, est une constante,
fal
alors, on arrive
1
Z = 2 o]
juCee'V2(jw)
ol
K 1
4 =——7%, avec K = e,
(jw)= Cee'v2

En utilisant la variable de Laplace s nous obtenons

Ainsi on définit une impédance fractionnaire de capacité, qui peut ¢tre fabriquée A

partir de composition de matériaux spécifiques.
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Chapitre 2

Rappels et notions fondamentales

2.1 Théoréme de ’application contractante

Le théoréme du point fixe de Banach garanti I’existence d’un unique point fixe pour
toute application contractante, s’applique aux espaces métriques complets et qui posséde
de nombreuse applications. Ces applications inclucnt les théorémes d’existence de solution
pour les équations différentielles ou les équations intégrale et 1’étude de la convergence
de certaines méthodes numériques.

Définition 2.1 Soit (M, d) un espace métrique complet et I’application T : M — M,
on dil que T est une application Lipschilzienne s’il exisle une conslante posilive k > 0

telle que 'on ait, pour tout couple d’éléments x, y de M, 'inégalité
d(T(z}, T(y)) < k(d(z, ).

Si k < 1, Papplication T est appelée non expansive.

Si k < 1, Uapplication T' est appelée contraction.

Théoréme 2.1 (Théoréme du point fixe de Banach (1922))[19]

Send (M, d) e espoce. mébvgue. comgled, el soil T o Mo— M oune aggdacadon, conlio-

tante avec la constante de contraction k, alors T a un unique poinl five x € M. De plus
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on a

Si Iyp € M et Tn = T(-'rn-l)7

lim z, = zetd(z,, z) <k*(1-Ek)d(z;, z0) n > 1,

n—oo

Remarque 2.1 Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une
contraction) mais I'une de ces itérées T? est une contraction, alors T a un seul point
fixe.

En effet, soit z I'unique point fixe de T? on a TP(T(z)) = T(T?(z)) = T(z) ce qui
convient & dire que T'(z) est aussi un point fixe de 77 et grace a 'unicité T'(z) = .

Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent 1'unicité du
point fixe.

Remarque 2.2 1l sc pcut que 7" ne soit pas une contraction sur tout 'espace M mais
juste dans le voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant

Soit (M, d) un espace métrique complet et 7' : B — M telle que
d(T(z), T(y)) < kd(z, y) Vo, ye Betk <1,

ou

B={reM, dlz, z) <elze Mete>0.

Sid(z, T(z)) < e(1 — k), alors T' posséde un unique point fixe z € B.

2.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréme du point fixe do Schaudor affirmo qu’une applicotion continue our un
convexe compact admel un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.
Théaoréama 2.2 [2‘.2] St K un. gous ensemble non wmde, compact, conveze dans un

espace de Banach F et supposons T : K — K une application. continue  Alars '1' admet
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un poinl fize.

Théoréme 2.3 [6] (Théoréme de l’alternative non linéaire de Leray Schauder)

Soit X un espace de Banach, Q) un sous ensemble ouvert borné de X, avec 0 € ) et
T : Q — X une application compact. alors un des deuz énonvés suivants est vériffié

(i) T a un point fize sur Q

(i) il ewiste A € (0, 1) et u € IO tel que © = AT (x).

2.3 Théoréme du point fixe de Krasnosel’skii

Définition 2.2 Soit K un ensemble non vide d’un espace de Banach E. On dit que
K est un cone si K est conveze fermé et satisfait les conditions suivantes

Nlare K, Vce Keta>0

rzet—xeK=>z=0

Tout cone défini une relation d’ordre sur E par
ztLlyesy—zc kK.

Définition 2.3 (Opérateur complétement conltinu)

Soient E un espace de Banach et § une partie de E. On dit que [’ opérateur T' : ) — E
est complétement continu s’il est continu et si pour tout partie bornée B de Q, T'(B) est
relativerment compact dans IY.

Théoréme 2.4 [13] Soit I un espace de Banach et K C E un cone, {1, Qo sont
deuz ouverts de E avec 0 € §; et €03 C §)s.

Soit T : KN (Q:\Q) — K un opérateur complétement continu tel que

| Tul| < |ju|| pour tout w € K oDy, et [Tu|| > ||lul| pour tout v € KNIQ,. ou bien

it) || Tu|| < |ju|| pour tout u € K N8y, et ||[Tuf] > ||u|| pour tout v € K NIY.

Alors T posséde un point fire dans K N (Q\Qy)
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2.4 Théoréme du point fixe d’Avery-Peterson

Théoréme 2.5 (3] Soit K un céne dans un espace de Banach E. Soit les fonction-
nelles ¢ et ¢ non négatives, continues et convezes sur K, soit la fonctionnelle A non
négative, continue et concave sur K, el soit la fonctionnelle ¥ non négative et conlinue

sur K satisfaisant U(ku) < Ekllull pour 0 < k < 1. Définissant les ensembles,

K, d = fuek, p(u)<d},
K, A, b, d) = {uek, b<Aw), o) <d},

K, & A b e d = {uek, b<A), ¢u) <e, o) <d},
R(p, U, a,d) = {uek,a<¥(u), plu)<d}.

Pour les nombres positifs M et d, on a Alu) < U(u) et ||u]] < Me(u) pour tout

u € K(,d). On supposant que T : K{p,d) — K(p,d) est complétement continu et qu’il

eziste trois nombres posilifs a, b et ¢ avec a < b tels que
(81) {u € K(p, ¢, A, b, ¢, d), Au) > b} #0 et A(Tu) > bpouru e K(p, ¢, A, b, ¢, d),
(52) A(Tw) > b pour u € K(p, A, b, d) avec ¢(Tu) > c,
(53) 0 € R(p, ¥, a, d) et ¥(Tu) < a pour u € R(p, ¥, a, d) avec ¥{u) = a.

Alors T a au moins trois points fizes u, us, uz € K(p,d) tels que

o(u;) <dpour i =1,2,3, b < Auy), a < U(ua) avec A(ua) < b et U(uz) < a.

2.5 Théoréme du point fixe de ’opérateur croissant

Définition 2.4 Soit K un céne dans un espace de Banach E, et soit D un sous
ensernble de E.L'opératewr A: D — E est dit croissant st 1 < 22(21, g & D) implique
Az, < Az,

Définition 2.5 Un céne K C E est dit normal s’il existe une constante § > 0 telle
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que

0<z<y=|z| <dllyll vz, ye K.

Théoréme 2.6 [10] Soit K un cone normal dans un espace de Banach E, ug, vy €
K, ug <wg, A:ug, vo] C K — K un opérateur. On suppose que les conditions suivantes
sont satisfaites

(i) A est un opérateur croissant

(it) A est complétement continu

(48) ug < Aug, Avy < vy.

Alors A a un point fite minimal u* et un point fize maximal v* dans [ug, vo), de plus

u* = lim u,, v* = lim v,,
n—oo n—oo

ol

Uy = Ay, g, Vp=AYp5, B =1,2,8...

et

U < U S <. SU .Sy 2. S < L.

2.6 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 2.7 Soit X = C([a,b]) muni de la norme |lu|| = né%fu(t)l avec —oo <
a<b<4oo. Si M esl un sous ensemble de X lel que o
(i) M est uniformément borné, i.e.3 r > 0, |jul| < r,Vu € M,

(#) M est équicontinu, i.e.

Ve>0, 38 >0, Vi, ty € la, bl tel que |t; — &l < d et v e M = lu(ty) —ully)] <e.

Alors, M est relativement compact.

o
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Chapitre 3

Existence de solutions positives pour
un probléme aux limites

fractionnaire

Résumé
On discute dans ce chapitre Pexistence des solutions positives d’un probléme aux
limites fractionnaire en utilisant certains théorémes de point fixe et sous certaines condi-

tions sur le terme non linéaire.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons les conditions suffisantes pour Iexistence de trois

solutions positives du probléme fractionnaire () suivant

DEu(t) = alt)f(u(®), 0<t<1, )
u(0) = «'(0) =0, v"(0) = au(l),



oll f: R — R est une fonction donnée, 2 < ¢ < 3, “D§, est la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo, a € C([0,1],R). On montre que sous certaines conditions de croissance
sur le terme non linéaire [, le probléme aux limites fractionnaire (P) a une ou trois
solutions positives.

Dans [7], El-Shahed a considéré le probléme aux limites fractionnaire non linéaire

suivant

D, u(t) + da(t)f(t,u(t)) = 0,0<t <],
u(0) = «/'(0)=4(1)=0,

ou 2 < g < 3, et Df, désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. En utilisant
le théoréme de point fixe de Krasnoselskii sur le cone, Pauteur a prouvé I'existence et
non cxistence des solutions positives de ce probléme fractionnaire.

Dans [4], Bai et Lu ont étudié Pexistence et la multiplicité des solutionus positives du

probléme aux limites de 'équation différentielles fractionnaire suivante

D u(t)+ ft,ut)) = 0,0<t<]1,

nill) = wl)=0,

ol 1 < q < 2,et Di, désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. En appliquant
la théorie de point fixe sur le cone, les anteurs ont prouvé certains résultats d’existence

et de multiplicité des solutions positives.

3.2 Préliminaires

Lemme 3.1 Pour > 0, gy € C([0,1],R) [équalion di[férentielle [ractionnaire

homogéne Y L, g(t) = U posséde une solution :
gt)=ci+eat +eat? + ... +ent™™, ou ER, et n=[n]+1.
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Soit E = C[0, 1], muni de la norme |ju}] = mgx}|u(t)|
te[0,1
On commence par résoudre un probléme auxiliaire qui permettra d’obtenir ’expres-
sion de la solution.

Lemme 3.2 On suppose que o # 2 et y € C([0,1], R), alors le probléme

°Di.u(t) = y(t), 0<t<]l,

u(0) = '(0) =0, «"(0) = au(1),
a une solution unique donnée par

u(t) = L

T(q) G(t: S)’y(S)dS,

:J\l—‘

ot
(t—s)t 4 221 —a)?, 0<s<t,

o

Gt &) =
F2t2(1-s)r1, 0<t<s< 1.

Preuve. En utilisant les propriétés du calcul fractionnaire, on a

u(t) = IE y(t) + a+ bt + ct? (3.1)

La condition u(0) = 0 implique que a = 0. En dérivant les deux membres de (3.1)
et en utilisant la condition initiale v/(0) = 0, on trouve b = 0. La condition u"(0) =

ou(l), donne que u”(0) = 2¢ = au(l), 2c = oI, y(1) +c|, 2c — ac = adg, y(1), et

36



o

c= 3213, 5(1). En remplagant a, b et ¢ par leurs valeurs dans (3.1), on obtient

8
u(t) = Ig+y(f)+mf2f§+y(1),

1

L[ gy @ Bl o
= *@[(t—s) y(S)ds—i- 5 _ ar(q)t [(t 3) y(s)ds,

1 1
= F@[G(t’ s)y(s)ds.

3.3 Existence des solutions positives

Dans cette section on suppose que 0 < a < 2 et les hypothdses suivantes
1
(Hy): a € C([0,1], Ry) et pour tout 7 tel que 0 < 7 < 1 alors [(1—s)?"ta(s)ds # 0.
(Hz): feC(Ry, Ry)
On définit Vopérateur intégral T : E — E par

T)(t) = 5 [ Gt )ao) u(s))ds, (3:2)
0

qui peut étre écrit comme

T()(0) = I, a0 (u(t)) + 518, a(1)f (u(1). (33)

2

Définition 3.1 La fonction u est dite solution positive du probléme (P) si u(t) >
0, Vt € [0, 1] et elle satisfait les conditions auz limites dans (P).

On introduit les notations suivantes Ag = 11;15»% L(fl, Ay = lllirgo @ Lecas Ag=0et
A = 00 est appelé le cas super linéaire tandis que le cas Ag = oo et Ay, = 0 est appelé
le cas sous linéaire.

Lemme 3.3 97 0 < v < 2 alors la fonction 7 a les propriétés swinantes :

(1) G(t,s) >0, et

G(t,s) < 2v(s), Vt, s € [0, 1]. (3.4)
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(2) Pourtout telr, 1l et s€(0, 1], 7>0,0<7<1,0na

G(t,s) > ar?vy(s) > 0. (3.5)

S (1—s)
om(s)=—(2_3)a .

Preuve. Pour { € [0, 1], alors on obtient

2
2 —a

G(t,s) < (1= 9)(5——) = 27(s).

Sit € [r,1], on trouve

G(t,s) > (1—5)" i >(1-38)" g, = ar?y(s) (3.6)
3 == J I = T YLS). &
Lemme 3.4 La solulion du probléme aux limile fractionnaire (P) salisfail
ar?
tg;jg]u(t) 2 —[lull (3.7)

1
Preuve. D’apéslelemme 3.3, on a vt € [1,1], G(t,s) > a7?y(s), donc rr f at?y(s)y(s)ds <
0
_ at?
u(t) ce qui implique tm[.ir}‘u(t) - —2—||'u|[
£[r,1]

Théoréme 3.1 En supposant que les conditions (Hy) — (Hz) sonl vérifiées, alors le

probléme aux limite (P) a au moins une solution positive dans les deuz cas sous-linéaire

et super-linéaire.

Pour prouver le théoréme 3.1, on applique le théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii

sur le cone.

Preuve. On note par £ l'ensemble défimt par £+ = {u € &, u(t) 2 U, vt € [U, 1]}

et on détini 1o eAne I por

2
_1( = {'Lb E E+, lllill Uit) 2 Eﬁ“““!'”_}'r (3'8)
tefr, 1] 2



1l est facile de voir que K est un sous ensemble de E non vide, fermé et convexe,

donc c’est un cone. On peunt vérifier aussi que TK C K. Il est évident de voir que T est

continu puisque les fonctions f, a et G sont continues. Maintenant on prouve que T est

complétement continu.

(i) T(DB,) est uniformément borné, ou B, = {u € K, |lu| <r}.

Comme les fonctions a et f sont continues, alors il existe une constante ¢ telle que

maxyep,) |a(t) f(u(t))| = ¢ pour tout u € B,.. A partir du lemme 3.1 on obtient

2c

Tu(t)] € =———=——.
T G-ar
Donc T'(B,) est uniformément borné.

(ii) T(B) est equicontinu, pour tout ¢, t2 € [0,1], ¢ <fs, u € Br.on a

s (= (¢ - 9I2ale) als))ds
Tyl = : | ,
-%-ﬁ/%i—’j—;;(l — 5)¥  a(s) f(u(s))ds

c y g—2 dc : e . il
£ l‘(q——l)/ﬂ.(l_s) ds+_I‘(q)(2-a)[(l s)¥ds,
C 2 _ Cy
* Tt e T

Donc

|Tu(ts) — Tu(t,)] = | f (Tuy ()] < 31(;:1%)&)

(3.9)

(3.10)

Par conséquent T'(B,) est equicontinu. Par application du théoréme d’Arzela-Ascoli

en déduit que T est complétement continu.

On considére en premier temps le cas super linéaire.

Comme Ay = 0, alors pour tout £ > 0, il existe R; > 0, tel que si 0 < u < R, alors
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flu) < zu. Soit Q; = {u € E, |lul]| < R}, pour chaque u € K NdQ,, on a

Tu (f) = F??) [ G(t, 3)a(s)f(u(s))ds,

1
2efju] / .
< v(s)a(s)ds. (3.11)
T(g) J
T'(q)?
Douc si on choisi € = (2(] [~(s)a(s)ds, on obtient ||Tu|| < ||u||, pour tout u €

0
K Noty.

Deuxiément, de A, = oo, on déduit que pour tout M > 0, il existe Bz > 0, tel que
f(u) > Mu pour © > Rs.

Soit R = max{R;, 2%}, et on note ; l‘ensemble ouvert défini par
Q={ueE:|lu| <R}
Siue KN oy, alors

at?
= TR > Rs. (3.12)

min u(t) >
telr,1] ( ) -

En utilisant (3.5) et le lemme 3.4, on obtient pour ¢ € |7, 1]

1

ar*M )
Tu(t) > ) /’}’(b)a(_b)u(é)dé. (3.13)
Donc
Tu(t) > & ’AM ””” / (s)als (3.14)

EF
Si on choisit M =

Jf} a(s)ds, on obtieut ||Tu|| > ||u]|, Vu € K N OQ,.
Le théoréeme du point ﬁxe de Krasnosel’skii implique que 7" admet un point fixe dans
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K 0 (Q2\01) tel que Ry < [Jul] < R.
Pour prouver le cas sous linéaire on procéde d’une maniére similaire au cas précédant.
On définit sur K, les fonctionnelles non négatives et continues suivantes
*A(u) = g[nn |u(t)|, concave et on a A(u) < |[ul|,
xp{u) = ¢(u) = ||u||, ¢ et ¢ sont convexes
#WU(u) = |juf|, on a alors ¥(ku) < kfjuf| pour 0 <k < 1.
Théoréme 3.2 On suppose que (H;) — (H,) sont satisfaites, 1et qu’il existe des

constantes positives a, b, c, d, p, [ et v telles que a < b, u > mf(lus)q‘la(s)ds, 8 <
0

(g_a}r(q) f (1—s)?ta(s)ds, et

() £(w) < 2 pour u € 0, d),

(i) fu) < % pour u € b, ¢,

(i) f(u) < & pour u € 0, d

Alors le probléme (P) a au moins trois solutions positives u;, Us, Uus € m telles
que

olu;) <d pour i =1,2,3, b < A(uy), a < ¥(uz) avee A(us) < b et U(uz) < a.

Pour montrer ce théoréme, on applique le théoréme du point fixe d’Avery-Peterson.

Preuve. En procédant de maniére analogue que celle de la preuve du théoréme 3.1,
on montre que 7" est complétement continue sur m

1) T(K (g, d)) C K(p,d). Pour chaque u & Rr(-irl.,‘;‘ll_}, alors |lu]] <2 d. Done o Paide de

la supposition (z) on a

1 1
P(Tu) = |Tul = max s / G(t, s)als)f(u(s))ds
= F(q)[ a(s) f(u(s))ds,
d

IA

St nf)l“(fI){ W =g )it
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Alors T'u € K(p,d).
2) (S1) est vérifiée, alors {u € K(p, ¢, A, b, 125, d), Alw) > b} # 0 et A(Tu) > b
pouru € K(p, ¢, A, b, 12, d ) Soit y(t) = b(12 5) avec £ < A < 1, alors

o(y) = ¢(y) = llyll =b(1:\.,\) < 13\'

De plus on a

M) = miny(®) =0 (125) > 0> W=Vl

Alorsy € K(g, ¢, A, b, d), donc{ucfx.(gc &, A, b, d), Alu) > b} #0.
Pour chaque v € K(p, ¢, A, b d), puis b < u(t) <

1A’

de plus en appliquant

;S —1»

le lemme 3.3 et la supposition (i), on obtient

1
aT?

MTw) = i [Tult) 2 s [ (1= )a(s) f(u(e))ds

T

ar? b ] g
> m B[(l — 8) a-[s)ds > b,

Donc la condition (S1) est satisfaite.
3) (52) est vérifite. En effet pour chaque u € K (@, A, b, d) tel que ¢(Tu) = ||Tul| > ¢,

alors
A (Tu) = min |Tu(t)| > b,

Le[r,1]
ceci implique que (S2) est vraie.
4) (S3) est vérifice. En effet pour chaque u € R(p, ¥, a, d),alors0 < a < ||ul| < d, et
donc 0 € Ry, ¥, a, d) avec ¥(u) = ||ul| = ¢, en utilisant le lemme 3.3 et la supposition
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(#), on a

U(Tu) = : f (t, s)a(s)f(u(s))ds.

z‘.E[O 11 (g

Alors (S3) est satisfaite.

3.4 Exemples

Exemple 3.1 On considére le probléme aux limites fractionnaire suivant

CDmu( y=alt)flult)), 0<i<],

1 4
ol g = g a=s, f(u) =exp(—u), a(t) =t, 7= % un simple caleul donne
0.8
/a( ds-/srls:[}. g2£0.
0 u

Alors les hypothéses (H,) — (Hs) sont vérifiées et Ay = 0o, Ax = 0. En appliquant
le théoréme 3.1, on en déduit qu’il existe au moins une solution positive.

Exemple 3.2 On considére le probléme aux limites fractionnaire suivant

CDFu(t) = a(t)f (ult)), 0 <t <1,
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obg=9%, a=1, alt)=+1+1, T=lg—0,

£ 0<u<3
Flu, v) = 7‘2‘2,—13,3 <u<4
38,u>4

Comme les hypothéses (Hy) — (H,) sont satisfaites, on vérifie les hypothéses du théo-

réme 3.2

»MU!

2(0 1)

po>

»hlv:

1
/ 1+ sds = 2.1517,
0

B < _(9__9_1_%9)_1__5/\/ sds = 0, 87149,

Sionchoisit w =230 B=05, a=2 b=3, ¢=101, 4 > 127,65, alors
les hypothéses du théoréme 3.2 sont satisfaites, par conséquent, il existe au moins trois
solutions positives u,, Ua, Uz € m telles que

lull < d=128.3 < él[gll 1-u1(t) 2 < usl|, avec inm ]u2 (t) <3 et |jus]| < 2

Conclusion v o

Dans ce mémoire, nous avons prouvé ’existence d’au moins une solution positive du
probléme (F) en utilisant le théoréme du pomt fixe de (Guo-Krasnosel’skii dans le cdne,
puis sous quelques conditions suffisantes sur le ferme source non linéaire, nous avons
appliqué le Théoréme Avery Peterson pour prouver 'existence d’au moins trois solutions

positives. On peut prouver I’existence de plusieurs solutions positives en utilisant d’autres

théorémes du point fixe.
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