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Introduction

L’exploitation humaine de 1'énergie nucléaire a conduit a l'apparition du

probléme du stockage des déchets, I'agence internationale de I’énergie atom-
ique (AIEA) a montré en 2007 que I'enfouissement profond ne peut empécher
les déchets radioactifs d’atteindre le sol. les sources d’eau, et menacer
la présence d’organismes vivants i la surface de la plancte. Cela montre que
la modélisation des écoulement et du transport en milieu poreux est trés im-
portant.
Dans ce mémoire nous sommes intéressés par I'application de la méthode de
Rothe sur un probléme dégénéré parabolique intégro-différentiel non linéaire
(voir[7]) avec un condition au bord de dirichlet inconnue, ce genre de probleme
on peut le rencontrer dans la modélisation des flux des fluides dans des
meélieux poreux.

Elle est composé par trois chapitres essentiels:

@ Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions d’analyse fonc-
tionnelle nécessaire pour 1'étude des problemes parabolique.

@  Le deuxiéme chapitre consiste a resoudre une équation dégénéré parabo-
lique intégro-différentielle non linéaire 9y g(u) —Au = F+ f; f(s,u(s))ds
avec une condition de Dirichlet inconnue «(t) qu’on va essayer de la re-
construire & travers une nouvelle condition intégrale E(t) = [, ¢(u(t, z))dz,
de cela on va montrer l'existence et I'unicité de la solution approchée
ainsi que quelques estimations a priori.
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® Dans la troisiéme chapitre on va étudier la convergence de la solution
approchée vers la solution du probleme posé, 'existence et I'unicité de
la solution faible dans des espaces fonctionnel appropriés.



|
Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Espace de Lebesgue L?({))

Définition 1.1.1 Soit p un élément de [1,+oo] et & un ouvert de R™, on
appel espace de Lepesque, on le note LP(Q) [’espace vectoriel des fonctions
numériques u de Q0 dans C, Lebesgue mesurables vérifiant :

1. §5i1<p< +oo, .
/ |u(z)|P dz < +oo,
PAY

2. Sip=+oo,

supess |u(z)| < 400,
el

ot
supess |u(z)| = inf {M\ |u(z)| < M p.p }.
T€EN
Définition 1.1.2 Tout espace vectoriel normé complet est appelé de Ba-
nach.

1.1.1 Quelques propriétés

a) L’application de LP(Q) dans R.. :
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1
_— ”qu = (fn lu(z)[P dl’)” ; 1 Eop < o,
llu| supess |u(z)|, p= +oo,

zE

|

définit une norme sur L?(2), norme pour laquelle L? (©2) est un espace de
Banach .

b) Pour tout réel p dans [1,+oo[, le dual de LP(£2) est isomorphe algébri-
gquement et topologiquement & L%(£2), avec %—I—é = 1, Papplication de dualité
est définit par:

LP(Q2) x L4(Q)) — C7,

(u,v) — [Qu(x)v(x)d:c:

pour tout réel p dans [1, +oco[, le bidual de L? (Q), s’identifie algébriquement
et topologiquement & L?(£2) (pour plus d’information voir[J]).

On dit que Pespace LP(£2) est réflexif.

Lemme 1.1.1 (De Densité)
L’espace C.(Y) des fonctions continues @ support compact est dense dans
L? () pour tout 1< p < +oo.

1.2 Espace de Hilbert

Soit (H,{.,.)) un espace préhilbertien. On définit une norme sur H par
lzll = V/{z, z).

On appelle espace de Hilbert espace préhilbertien dont la norme associée en
fait un espace complet.

Définition 1.2.1 ( L'espace L? (Q))

Soit @ un ouvert de RN | muni de la mesure de Lebesque, on définit Uespace
L*(Q) des fonctions mesurables de carré sommable dans Q. Muni du produit
scalaire:
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(f,9) = [, f(@)g(x)dz, I

L%(Q) est un espace de Hilbert. On note

1oy = (ol (@) d2)

la norme correspondante.

1.2.1 Espaces de Sobolev

Soient Q un ouvert de RY, on définit les espaces de Sobolev suivants:
- H'(Q) = {u e L*(Q) t.q Diu () € L*(Q), pour tout i = 1,. . . , N }.
Dans cette définition, lorsqu’on dit D;u (2) € L? (), on sous entend, il

existe une fonction g € L%(Q) telle que

(Dif (82),9) pr )o@y = — Jo 90 dz pour tout o € C2(R).

Notation 1.2.1 (D'(Q2))
L’ensemble des formes linéaires sur C°(S2) : on dit que D'(Q) est le dual de

C=(9).

2- Pour m € N,

HP ) Y {u € L*(Q); D*u € L*(Q) pour tout « € NV tq |a| < m} ;

3-Pour 1 <p<+ooetmeN, ona:

Wme(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q) pour tout o« € NV tq |a| < m}.

Noter que pour m = 0, l'espace W™P(Q) est un espace de Lebesgue LP(2).
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Les espaces H™(§2) sont des espaces de Hilbert lorqu’on les munit du produit
scalaire:

d’ou

N oy ov
(u,v)m:_/sl(u.vqtgaxi.ami).

Notons aussi que W™2(Q) = H™(Q).

Une norme naturelle sur W™?(Q2) est définie par:
1

P
> ID%ulE, ] . Si1<p<+oo;
“u”Wm,P = 0<]a|<m
Doyl e Si =
" D%l fo i p = +00;

ot |||, désigne la norme dans LP().
L’espace W™P(Q) muni de la norme précédent est un espace de Banach.

1.3 Espaces de Boschner

1- C([0, 7], L*()) = { f:[0,T] — L*(Q) continue} muni de la norme:

“f”c([a,T],L?(sz)} = max || f”L‘!(sz) :

t€[0,T]

2- L=([0, 7], H () = { f: [0,T] — H'(Q) essenstiellement bornés} muni
de la norme:

f - = sup f % P-P.
” ”L ([0,T],H(22)) te[O,T]H “Hl(!l)

3- L2((0,7), L)) = { £ : [0,T] — L*(Q) & carré intégrable} muni de la
norme:

. 2
”f”LQ((o,T),m(sz)} — J{Q,T) Hf”L'Z(sz) dt < +00.
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1.4 Convergence faible

Soit £ un espace de Banach.

Définition 1.4.1 (z,) converge faiblement dans E vers x (voir[']) si l'on
oy

lith ¥, B.)= (@, &) & lm (g, —-2)=0Nz" € E.

n—-+00 n—+0oo

avec E' I'espace dual de E.
Notation 1.4.1

1. On note par z, — z la convergence faible dans E.

2. On note par z, — x la convergence forte dans E (c¢’est-a-dire la con-
vergence en norme).

Remarque 1.4.1

» 5iz, = z fortement ||z, — z||z = 0) =z, = z car:
V' € E': (2 ,z, — z) < ||| |z — || — 0.

Définition 1.4.2 Soit F et F' deuz espaces de Banach. et T une application
linéaire continue de E dans F et soit {z,} une suite de E telle que x , =

z alors T'(z, ) & &)

Remarque 1.4.2 La convergence faible n'implique pas la convergence forte.
On pourra considérer une suite orthonormée dans un espace de Hilbert de
dimension infinie puis montrer qu’elle converge faiblement vers 0, mais que
l'on ne peut en extraire aucune sous-suite fortement convergente.
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1.5 Les inégalités utilisées

1.5.1 Inégalité de trace

Soit & C R™, on a

1ZI2 < eIVZ|® + C. || 2|, ¥Z € HY(),0 < e < &p.

(pour plus de détails voir[(]).

1.5.2 Inégalité de cauchy-schwarz

Soit Q C R, Vf,g € L*(Q) :

< (Llf m)m (/“Ig |2dsc)l/2-

l f.gdz
Q

92

" V2 7w 1/2
= (Z ffdx) (Z gfd:c) .

=1

Z fi-gidz
i=1

1.5.3 Inégalité de young
Soient a , b >0, et p,q € ]1,+o0], %4» (l; =1 alors

a? b
a.b<—+ —.
p q

1.5.4 e-Inégalité

1
lz.y| < g;:c2 + z—yz, Ve>0, Va,y
£

10
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1.6 Quelques théorémes utilisés
1.6.1 Lemme de Gronwall

eCas continu: Soit «, 8, et 7y des fonctions réelles & valeur dans I =[1, co[, su-
ppossons que 3 et 7 sont deux fonctions continues. Si 8 est non-négatif, a
est non-décroissant et si  satisfait I'inégalité intégrale suivante:

() < a(t) + /tﬁ(s)'y(s)ds, Viel,

alors

t
7(t) < aft) exp (/ ﬁ(s}ds) :
e Cas discret: Siy, >0, a, > ap_1, 8; > 0et

n—1

Tn S an_f_Z.Bj(Yj 3 nZ 03
7=0

alors

n—1
o i i (z @j) |

J=0

1.6.2 Le Schéma de discrétisation de la méthode de

Rothe
On divise 'intervalle du temps en n sous intervalles (¢;_,¢;),7=1,....,n ol
Ty = th et h = %

On note par u; = w;(z,1h) les approximations de u.

Ou Ui —Ui—]

On remplace la dérivée de la fonction u, 5 bar du; = ===1 pour tout
t=1;.

On obtient un systéme formé de n équations en z ol u;(x) est I'inconnu,
donc on approxime le probléeme posé & tout point t = #;,¢ = 1,...,n. Par un
nouveau probléme discret.

On détermine les fonctions u™ solutions de systéme obtenu.

11
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On construit les fonctions de Rothe (voir[{]) comme suit:

ut =u;_q + (t = ti_l)dui, te [ti—hti] 2= L0

c-a-d : on vas approximer la solution u par une suite de polynome de degré
1, u™ par morceau sur chaque sous intervalle [¢;_;,;].

Les fonctions test correspondantes:

- U; = 2
t)= = .
Ty (1) { e b i . T

Apres avoir démontré quelques estimations pour la solution approchée, nous

établissons la convergence de la solution approchée u™(t) vers la solution du
probléme posé.

1.6.3 Lemme d’Abel

J J
Z zi(wi a wi_l) = Z;W; — Wy — Z(ZI = Zi._l)’w«,;_l, VZ“ w; € R.
i=1 i=1
(voir [17]).

1.6.4 Formule de Green

On suppose que 2 est un ouvert borné de frontiere I' = 99 régulidre, alors:
Yu,v € HY(Q)
On a:

@.’Ud.’ﬂ =— f . o dz + /u.v.%da.
o Oz i

Ou +; est la iéme composante du vecteur unitaire normale exteérieure.

En remarquant que Au = div(Vu) alors on a:

Jo Auvdz = — [, Vu.Vude + [ (Vu.n)vde.

12
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1.6.5 opérateur demicontinue et hémicontinue
Définition 1.6.1 On dit que A: V — V* un opérateur demicontinue dans
V.

Siv, € Vin=1,2,..et v, = v lorsque n — +co alors A(v,) — A(v) dans

V* (voir [i]).

Définition 1.6.2 On dit que A: V — V* un opérateur hémicontinue dans
V.

StueVit, - 0,n=12 . .etv+t,uecV alors Alv +t,u) — A(v) dans V*

(voir [i41]).

13
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Chapitre 2

Position du probléme et
estimations a priori

2.1 Position du probléme

Ce travail est consacré & la reconstruction des données de Dirichlet man-
quante sur une partie de la frontiére & partir d’'une mesure intégrale supplémen-
taire

B() = /Q gl o 21)

ou g est une fonction non linéaire. Soit 2 C R% d € N, un domaine borné
avec une frontiere Lipschitzienne continue I' = Ty | JT'; tq |T'z| > 0, on note
v le vecteur unitaire orienté a ’exterieure sur I', le probleme déterminant est
représenté par une équation intégro-différentielle parabolique non linéaire
avec un terme de mémoire et des données initiales, plus précisément

dg(u) — Au=F + fcf f(s,u(s))ds dans (0,7) x ©;

—Vuv=h sur (O,T) X Fl; ( )
u=q sur (0,7) x Ty; F
u(0) = wp dans €.

Ce genre de probleme modélise ’écoulement dans des milieux poreux et le
transport des contaminants réactifs ( pour plus de détail voir [2] et [7]).

14
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L’opérateur de Volterra modélise alors les effets de mémoire (absorption /
désorption). La condition au limite de Neumann sur I'; décrit le flux & travers
I'; et la mesure intégrale (2.1) représente la masse stockée & lintérieur de 0
a I'instant ¢ . Nous cherchons la concentration des contaminants u(t, z) dans
tout le domaine et sur le bord Ty, ol u(t,z) = a(t) (dépend uniquement de
t ), par exemple, d'un contact avec un milieu & diffusion rapide.

On définit ’espace de Sobolev V = {(,0 € HY(Q); o\, est constant} tq

el = lfull® + [ Vull*

2.2 Hypotheses

Pour resoudre le probleme (p), on suppose que:

H;) g € C'(R) vérifiée:

g est une fonction continue croissante monotone telle que

9(0)=0, 0<6<g(s), lg(s)| <C(1+]s]). VsE€R.

H,) f est une fonction globalement lipschitzienne continue c-a-d

b

ft,v) — f(t’,v')’ £ Ot ~t" + ‘tﬁt!} ‘U‘ + ‘v —v

Hs) F:[0,T] — L%(Q), h : [0,T] — LA(T,).
Hy) E' 1 [0,T] > R, et ug € L3(Q).
Hs) 8,F € L*((0,T),L3Y)}, 8:h € L2((0,T),LA(TY)).

Remarque 2.2.1
1- On note par ||.|| la norme de l'espace L*(Q).

2- Le produt scalaire dans L*(T') est définie par (u,v). = [ u(z)v(z)dl.
3- V*est le dual de l’espace V.

15
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Définition 2.2.1 Une solution faible du probléme (p) est une fonction sat-
isfaisant :

1) Oig(u) € L*((0,T),V*),u(0, z) = up(z).

2) Pour tout ¢ nous avons

(9i9(w), 0) + (Vu, Vo) = (F,0) — (h, 0, + o1, (Vuw, 1), (2.2)

+ (f;f(‘s’“(s))ds,(p) o T

Ou
(Vuv, 1), = E —(F1)+ {h, L)p, — (/0 f(s,u(s))ds, 1) ;

2.3 La discrétisation temporelle

La discrétisation temporelle est basée sur le schéma d’Euler implicite. On
divise l'intervalle [0,7] en n sous intervalles [ti1, ], avec t; = 47, nous
introduisons les notations

pour toute fonction z.

Apres la discrétisation, le schéma d’approximation récurrent pours = 1, .oyt
devient

(0g9(ui), ) + (Vu;, Vo) = (E;W>_<hia9‘9>rl+(if(tj=uj)7-":9> (2.3)
=0

s O\,

B, — (Fyy 1) + (i, 1)y, — (Z S (t,u5)r, 1)} ,
7=0

pour toute fonction ¢ de ’espace V. Notons que u; désigne I’approximation
de la solution & linstant t;,i = 1,...,n, i.e, u; ~ (t:)-

16
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Le lemme suivant montre 'existence et 'unicité d une solution faible & chaque
pas du temps.

Lemme 2.3.1 Supposons que les hypothéses (Hi), (Hs),(Hs)et (Hy)
sont satisfaites. Alors, pour tout 7 et pour tout i = 1,...,n. Il eziste
un u; € Vunigque qui résout le probléme variationnel (2.3).

Preuve 2.3.1 Nous appliquons la théoric des opérateurs monotones ( voir
[11]). Nous définissons lopérateur A:V — V* comme

(A(u), @) = (9(u), ) + (Vu, Vo) 7.
Nous voulons montrer l’hémicontinuité, la coercivité et la monotonie de A.
Ceci est suffisant pour montrons lexistence et 'unicité de u;.

Premiérement, nous prouvons que Uopérateur A est demicontinue. De cela,
il s’ensuit que A est hémicontinue. Par conséquent, nous montrons que

5t vy — v dans V, alors A(v,) — A(v) dans V*. Un calcul simple donne

|< A(va) — A(v), 0 > [{g(vn) — g(v), ) + (V(v, —v), Vi) 7|, Vo eV.

Il

< [g(vn) — g(), )| + (V(vn — ), V) 7|, VeeV.
< lgve) = g@) el + [V (wn = o) IVl 7, Ve € V.
< llg(va) = g() leelly + llve = vll; llell; 7, Yo € V.

De la continuilé de g et v, = v dans 'V, il s’ensuit que

< A(vp) — A(v),o >| =0 VpeV

done A est demicontinue.

Ensuite, en utilisant le théoréme de la valeur moyenne et la monotonie de g,
nous obtenons

<A(u) - AWw),u—v> = {(g(u) —gv),u—v) +{(V(u—v),V(u—v))7
g @) =l +V(@—-v)|*r

§llu—vl* + V(w - v)[*r

C(r) lu— vl

17
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Cela montre la monotonie de A. De la méme maniére, en utilisant g(0) = 0,
on obtient

<A(u),u> = (g(u)—9(0),u—0)+ (V(u), V(u)) T
> g @) lull®+ V@)
> C(7) [lull},

a partir de laquelle nous concluons la coercivité de A.

Finalement, nous montrons que y; € V*, avec
i-1

(vi, o) = (Fo)7—(hi, o) 7+ (Z f(tg,up)T, @) 7+ (g(ui-1), ¥)

=0
i-1
+ e {E — {F3 1) + (b L)y — (Z Fts,u5)T, 1” &
j=0
De plus, il est facile de voir que

<y > < IE el 7+ Il el 7+ Z 17w lell 7 + g (i) | ]

’

+ IQO\['2| T (‘Ez

BN+ Wy, My + 3 15, 100 ) .

A partir de la, en utilisant la condition de croissance de g, et la continuité
lipschitzienne de f, linégalité de trace et le fait uy € L*(Q), nous obtenons

(i, ) < C(@) lleelly

et donc y; est borné. Ceci conclut la preuve.

Dans cette section on va démontrer quelques estimations a priori:

2.4 Estimations a priori

Pour tout fonction f, nous introduisons la notation suivante:

op(z) = j: B(s)ds, VzeR. (2.4)

18
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Si B est une fonction monotone croissante, alors ¢ est convexe, on vérifie
facilement que

B(z1)(z2 — 21) < dp(22) — 9p(21) < B(2)(22 — 21), (2.5)

pour tout z1,zo € R.

Si B est lipschitzienne coutinue avec le coefficient Ly et 5(0) = 0, alors

(2.6)

Notons que (I15) assure que cette considération peut étre appliquée 4 3 = ¢!
(voir [5]).

Notre prochaine étape est d’effectuer 'analyse de stabilité et de trouver une
estimation pour la fonction u; et dg(u;).

Lemme 2.4.1 Supposons que les hypothéses (Hy), (Ha),(Hs) et (Hy)
sont satisfaites. Alors, il existe une constante positive C, telle que:

n
max [lui]® + > [Vul*r < C.
=1

1<i<n

Preuve 2.4.1 On pose ¢ = u;7 dans (2.3) et faisons la somme sur

t=1,....k en gardant 1 < k < n, nous obtenons
k k

Z (9(us) — g(wi-1), ) + Z IVusl®r =" (Frw) T = (o) 7
i=1 i=1

o Zuz\FZ
- Z (z Fltaa)r, ui) T
i=1 \j=0

On applique la formule(2.5). On trouve

: — (Fi, 1) + (hy, 1) (th ;)T ”

J=

g (g(ui))(9(w:) — g(wi-1)) = dg-1(g(w:)) — Gg-1(g(ui-1)),
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ensuite par la formule (2.6) et Uhypothése (Hs), on déduit que

> lotun) — sl = S [ Byra(o) - o))

i=1

— [ 1952 (glu)) = 6y (gtu) |

> 5 [ a)? - § [ o)y

5||“k||2 d 2
= ~ 9 9 ||9(u0)||9

3 2
0 ||ul]

5~ Cllwll* = C.

v

En utilisant Uinégalité de Cauchy et de Young et la continuité lipschitzienne
de f, nous obtenons facilement

k i—1
Z(F uy T+ Z ( F (o), u1~> T

=1 =0
k k i—1
< Z(EFu1T+Z( Flts, UJ}TU%) |
i=1 i=1
k i—
? ZIIFH il 7+ “f(tﬁuj)TH [Jwil| 7

i=1 j=0

IA

ch ||| 7
i=1
k
C (1 [lusl?)r
=1
k
C+ Z llws]| 7.
=1

IA

IA
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En utilisant l'inégalité de trace, nous déduissons de la méme manicre que

k r ] k
Zui\rz E; — (F;, 1) + (s, L)p (thj,uj)T 1) T*Z(hivuﬁmfr
i=1 i i=1
i :
< D uare | B — (B, 1) + (hi, Ip (thj u;)T, 1) T
z;l L
+ Z(hz‘aui>r‘17
i=1
i-1
=5 X:\/]—F—Iluz'\lr2 + I EN L+ (1A, |11||r17+§[|f(fj,uj)”f|l |lli|}7

+ Z 1Aillpy lwslle, 7
i=1

k k
% Z Ce “ui”rg s o ZCS ||u2||F1 T
i=1 i=1
k k
2
< > llallp, 7+ Ce+ ) lully, 7
i=1 i=1

k k
< &) IVul*r+C+Ce > luall® -
i=1 i=1

Nous rassemblons toutes les inégalités obtenu, on trouve

" k k k
0 i
5 lluxll® + SoIVul®r <e ) IVl 7 +Ce + Ce >l
= i=1 i=1 i=1
Pour € peut choisi arbitrairement petit, on déduit
k k
2 2
lucll® + D IVaalPr < C+C Y Jluil*
i=1 i=1
Une application du Lemme discret de Gronwall implique que

k
lel® + Y I Vesl* 7 < C,

i=1

ce qui est valable pour tout 1 < k < n. Ce qui achéve la preuve.
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Lemme 2.4.2 Supposons que tout les hypothéses sont satisfaites. Alors,
il eziste une constante positive C, telle que

Imax IVarll* + > llows*r + Y Vs — Vg | < C.

=1 =1

Preuve 2.4.2 On pose ¢ = du;7 dans (2.3) et faisons la somme sur
1=1,....,k en gardant 1 < k < n. On obtient

k E k k
Z (0g(usi), dus) 7+ Z (Vui, Vu; — V1) = Z (F;, o) T — Z (s, BanghpyT
=1 =1 =1 i=1
2 feii
+ Y duars | B — (Fi 1) + (s, gy — ( f(t,u)T, 1)} T
i=1 j=0

B Fad
+ Z (Z It u5)T, r’fuq:) .
=1 \5=0

i=1

On applique le Lemme d’Abel, on aura

k k
1:
= IVur)® = Vol + Y 1Vus = Va2 = S (Vus, Vi — Vi)
2

=1 i=1

En utilisant le théoréme de la valeur moyenne sachant que ¢ > 6, on obtient

[N

k
I:”vukHQ = ”vu0”2 + Z [Vu; — vui—1||2

i=]1

k
8> llowl®r +
i=1
k

k
< Y (Og(u), du) T+ Y (Vs Vi — Vi)

i=1 =1

D’autre part, les inégalités de Cauchy et de Young, le Lemme 2-4-1 et la
continuité lipschitzienne de f, impliquent
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IA

IA

<

IA

k k i—1
Z E,5u1>7+2(2ft uj’r()ui)
= =1

i=1

k k i—1

Z(Fi,é—uz 7|+ Z (Zf 4, Tia T, 5u1)
i=1

k k  i—
PR IéuaIIT+ZZIIf g, ws) 7| [[owsl| 7
=1 i=1 7=0

k

2C [|owill 7

i=1

k
Cete ) |lul’.
=1

En utilisant le Lemme d’Abel, les inégalités de Cauchy, Young et de trace,

aussi le Lemme 2-4-1, nous déduisons que

k

i=1

> (b Sugdpy 7

k
(P W)y — {Bos o)y + D (s tict)py 7

=1

k
hkllpy llully, +C + z 0hs]lpy lwiallpy 7

<
=1
k
< Cllugllpy +C+ > Cllusaallpy 7
i=1
k
2 2
< lullyy + €+ Z llws-allpy 7
=1

S £ ”vukng .y CE‘

De la méme maniére, nous pouvons écrire
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Z(Sui\rz o= Fay 1+ (B 1)y (Zf ts,u)T, )]
By — (Fi, 1) + (hi, 1) (Zf (t;, u;)T. 1)]

k
— > iy [8F; = (0F3, 1) + (8, Dy — (Fltios,ima), 1)) 7

= |Up\I2

Up\r2 [E — {(Fo, 1) + (Ro, 1)y }

(|Be| + 1B 020+ Wl D12, + > e u)rl I10) +

= [l (
\/IT ’ pars
i Z IIUz 1l €

1Ll + I1f G w1217

k
Cllurllpz +C+ D Clluicallpy 7

=
=1
k
2 2
< iy +C+ D llwiallgy 7
1=1
S & ||V’U,k-”2 -+ Cc—.

Nous rassemblons toutes les inégalité obtenu, on trouve

k k
1 >
Y lléul*r + 5 IVal® = 1Vuoll* + > IV = Vi ||*

i=1

k
e Vull® + Ce+ e [luil* 7.

=1

Pour un ¢ fixé suffisamment petit mais positif, le Lemme démontré.

Puisque les lemmes précédents ne fournissent aucune estimation pour dg(u;),
nous choisissons un autre moyen d’obtenir des informations & ce sujet.
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Lemme 2.4.3 Supposons que tout les hypothéses sont satisfaites.Alors,
il eriste une constante positive C, telle que

llag(u)lly. < C,

pour tout i =1,....,n.

Preuve 2.4.3 La relation (2.3) donne

(6g(wi), 0) = (Fi ) — (Vui, Vo) — (i, )y (Zf(%ﬂ;)ﬂw)

3=0

T P2 E; — (F, 1) + (b, Dy — (thjiui 7 1)}

En appliquant les estimations standard et en utilisant le Lemme 2-4-2, nous

obtenons
[(0g(us), )| < Cllell;

ce qui implique

I6g(ui)lly= = sup [{dg(u:), )| < C.

[leelly <1

25



|
Chapitre 3

Existence et unicité de la
solution faible

3.1 Existence

Maintenant, nous sommes en mesure de montrer ’existence d une solution au
probléme variationnel (2.2). D’abord, nous introduisons la fonction linéaire
par morceaux, définie par

Ty (F) = tor (E— fea)0us € [ty = Ly P
Ug t=0
et la fonction escalier 4, :
i t .k )
Ty ) = = € i1t =T A ) T
Up t=20
de plus, nous définissons la fonction E’;comme suit
— E'(té) t e [tz'—l- tg] ’
E (t) = ; ; S .
Lo={ Z il o
Ensuite, nous définissons gn,hn,Fret fn, d'une maniére similaire
= h; t € [ti_1,ti] .
)= = S =5 P .
=1 pel L
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r . fz’ t e [ti—lati] .

fn(t)—— { f[) r—0 —1, ....... , 1.

R 2 t € [ti_y,t] ,

Fn(t) = { F() e 1= ].TL

e _ gi t e [ti—l:ti] _

gn(t) g £ 0 R n

O :

R

g(uo) t=0

La formulation variationnelle (2.3) peut étre rééerite

(atgn(t)r ‘10> £3 (Vﬁn V(,O) = (Fn: (P> - <En; (’0>1‘1 + (/UA 1 fn(S, ﬂn(s))ds; tp)

+ o [E;(t)—(Fn,1>+(ﬁn(t),1>m—( Oﬁfn(s,ﬁn(s))ds, 1)}. (3.1)

Cette relation est valable pour tout ¢ € V et pour tout t € [t;_1, ],
=1 wyth

= 2 iy = 2
max (|2, I + Jo VEn(s)l ds < C,

respectivement

"+ max ||[Va.(0)|> < C.
te[0,7]

fOT 18sun ()| ds + z;l ‘ j:_} 0y Vun, (t)dt

Finalement. nous voulons passer a la limite quand 7 — 0 dans (3.1) pour
arriver a (2.2). Notons que la convergence dans le théoréme est valable pour
les sous-suite. L’unicité de la solution (Théoréme 3-2-1) implique que la
convergence est vérifié pour la suite mere.
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Théoreme 3.1.1 (Ezistence ) Supposons que tout les hypothéses sont satis-
faites. Alors,

i) il eriste une solution w de la formulation variationnelle (2.2 elle que
u € C([0,T], L*(2)) N L= ((0, T), HY(R)) , avec du € L2((0,T), L*(Q

i) il existe une fonction o € L*(0,T) telle que {u, o} résout (2.1) — (p)

Preuve 3.1.1 i) L’analyse de stabilité effectuée dans le Lemme 2-4-3 montre
que toutes les conditions de [[i], Lemme 1.3.13] sont satisfaites, ceci implique
directement ['ezistence d’une fonction u € C([0,T], L2(Q))NL*® ((0,T), H(Q))
tel que du € L*((0,T), L*()) et lezistence d’une sous-suite de {u,} (pour
na pas alourdir l’écriture, on utilise le méme symbole), pour laquelle

u, — udans C([0,T],L*(Q)), (3.2)
O, — Byu dans L*((0,7), L*(2)),
Un(t) — wu(t) dans H'(Q) pour tout t € [0,7].

De plus, pour tout t € [t;_1,t;], on a

<Vih / 102 <

lt) = )] = (¢~ )0 < |

-t
/ OsUn
Ji

De (3.2) et (3.3), nous concluons que {u,} et {u,} ont la méme limite dans

c([0,T], L3(R)), c-d-d

(3.3)

un, — u dans C([0,T], L*(2)). (3.4)

La continuité de g, la condition de croissance de g et le TCD, avec (3.2) et
(3.4) donnent

g(un) = g(u), g(@n) — g(u) dans C((0,T], L*(1)). (3.5)

De pluslim F,, = F, lim f, = f, lim E! (t) = E'(dans C([0,T], L*())) et
lim h, = h dans (C([0,T], L3(T1))).
n—oo
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Maintenant, nous intégrons (3.1) sur [0, 7] nous obtenous

/Gt (Bugn(2), ) + f Ve Vi) = f {Fni ) - / Bt

4 _/O't P\r2 [E;(t) — (Fa, 1) + (Ralt), 1), — (/; Fuls, in(s))ds, 1)}

[ ([ s aatenas, ) (36)

Pour tout t € [t;_1t:], et Vo € V. Nous voulons passer & la limite quand
n — co dans (3.6). En utilisant le résultat de stabilité (3.2), nous avons

o /'t i), Pl = /O't (Vu(t), Vo) Vo eV, (3.7)

72—)00' 0

A partir des considérations précédentes, il est fucile de voir que

t t
lim/ (Fn(t),go>:/ (F,o) VYpeV. (3.8)
n—oo 0 0
avec
i [ (R0, = [ ) voew, (39)
de plus

in [([ F oo = [([ feuoise)  veev, (310

n—eo 0

et
t

i [ | B0 = (B 1) + (Ra(0).2

n—oo 0

Ja — | ! tﬁl(s,faﬂ(s))ds, 1)]
- [on|EO- @0+ 0000 - ([ o]
d 0

nous n'oublions pas le terme non linéaire

/ B = / " Wit / Y g

= {9(En (1)) — oluo). ) - ] Ogm).  (312)
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Selon le Lemme 2-4-3, nous avons

[ ¥ Banes| 2 / ? 1Bugal

Ainsi, en passant a la limite quand n — oo dans (3.12), on obtient

olly < Cr.

Vi.‘

i

im [ (Bsgn, 0) = (g(u(t)) — g(uo), @) . (3.13)

n—00 0

D’apres les résultats précédents, on trouve
i T t
(o(u(0) = olua). ) + [ (Vult), Vi) = f E = [ B
t
+ / O\r2 [E'(t) —A B 1y 4R{t), 1%, / f(s,u(s))ds, 1)}
0

[ sts.utsas.o) (3.14)

nous dérivons le résultat précedent par rapport a la variable t, nous obtenons
Vexistence d'une solution faible du probléme (2.2).

i) Nous définissons o, = un\r, €t @ = w\r,. BEnsuite, il suffit de montrer
que ay, converge vers . En utilisant les résultats de stabilité et inégalité de
trace, nous déduisons que

T T & P
f lim > < e / IVt — Yl + C, / et —
0 0 0

T
Ce + C’E/ e, — w|*.
40

IA

Notons que cette estimation est vrai aussi pour i,. Par passage d la limite
quand n — oo et en utilisant (3.2) ((3.4)dans le cas 4,) . On obtient

L
Hm [ |lu, —ulz < Ce,
n—eo 0

faisons tendre € vers 0, on aura

Un, Un — w dans L*([0, 7], L*(T))
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Par suite

1
& ﬂ llun — ullp,

/OT|an—aﬁsﬁ[:nun—un§g+o.

3.2 Unicité

et ainsi

Théoréme 3.2.1 (Unicité) Supposons que les hypothéses (H,) et (Hs)
sont satisfaites. Alors, le probléme variationnel (2.2) admet au plus une
solution uw € C([0,T], L*(Q)) N L>=2((0,T), H(Q)) pour laquelle dyg(u) €
L2((0,T),V*).

Preuve 3.2.1 Supposons qu’il y ait deuz solutions u; et us au probléme

(2.2). Nous soustrayons la formulation variationnelle pour us de celui pour
uy et nous intégrons par rapport au temps de 0 d € pour e € [0,T]. On obtient

(9 (&) = stuae)e) + ( | V(s —wa)ont ve)
= o ( /U E /D Pl ualel] — e (al st 1)
2 ( fe ) /O t f(s,ul(s))—f(s,uz(s))dsdt,go). (3.15)

Ensuite, nous substituons ¢ pour ui—us et nous intégrons par rapport & t
pour 1) € [0,T). Puis, aprés lintégration partielle du premier terme du cété
droit de (3.15) devient

(/D’i /th(s, u2(s)) — f(s,u1(s))dsdt, 1) fori(ul — )\ (€)de  (3.16)

_/0” [(/0: f(s,ua(s)) — f(s,ui(s))ds, 1) /Os(m - ug)\Fg(S)ds} s

£ \(fon /Otf(g:ug(s)) — f(s,u1(s))dsdt, 1) /On(ul — ug)\r,(€)de

f[]” K/OE F(s,u1(s)) — f(s,ua(s))ds, 1) ,/De(ug - ul)\r,(S)ds} ds

31

+




Université 8 Mai 1945 - Guelma 2018 DBouguerne Wafa

En utilisant les inégalités de Schwarz et de trace, la continuilé lipschitzienne
de f et l'inégalité de Young, nous déduisons successivement pour le premier
terme de droit de (3.16)

l (/un /ut F(s,uz(s)) = f(s,w(s))dsdt, 1) foﬂ(ui — u2)\r, (€)de

= 0 I/O-nl/ohtf(s,uz(s))_f(s,ul( dsdt~|F2| Fq -/.”(ulug)(E)de
< | [* [ #to.uato - stssum(snasat | [ o) - vatees
< C // o) —otfic) dsdtH v/on(ul(g)—uz(g))dg

+ C f / — U s)dsdt' fon(ul(a) — us(g))de

c/o [B isdi et (] s v/oﬂ(ul(g) - sl
+ C/()n /Ut lea(s) — u1(s)|| dsdt An(ul(s) — us(e))de

VAN

< %-/: ./O‘t l|luz(s) — ui(s)||® dsdt + g HV./D.n(ul(a) — ug(e))de :
+ oz fon(ul(s)fm(s))de 2
< c /On /0: liats) = s P 5 V/On(ul(e)—ug(a))ds 2

+ e./o'n (&) — us(e) P de .

Pour le second terme du coté droit de (3.16), nous déduisons que
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(3.17)

([ o) = ssmends) [ = uahe,s1as]

< [ ([ o - sts.utsnas.) || [ - wes(syas|

< [ #tssuon - stsmonas| e | [ (o) - watopas e
< Cfﬂftmz ) — ui(s)|| ds / (ur(s) — ua(s))ds e

< c/ /“m G — e ;ds

< c/ / ua(s) f un(s) — ua(s))ds|| de

" i — g ))d.s de

<c f fo Jua(s) = w () v [ (o) - wa(e)is Y

Les inégalités de Cauchy Schwarz et de Young et la continuité lipschitzienne
de f donnent pour le deuzieme terme intégré de (3.15)

_/ (/ / f(s,u1(s)) — f(s, ua(s ))dsdt;ul(g) _uz{g)) e

(s)) — f(s,ua(s))dsdt

Jo Jo ’ 0
Ce /On /Ut llui(s) — ua(s)||® dsdt + E/UU ||u1(€) — ua(e)||” de.

L’application de la théoréme de la moyenne sahant que ¢ > § Pour le terme
intégré du coté gauche de (3.15),0n obtient

£) — up(e)|| de

IA

IA
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]D " (001(6)) — 9(ua(e)), s (e) — uale)) de

[ ([ V- w0 v - ))&
- /’7 <g’(€)(u1(5) —us(e)), ui(e) — u2(5)> di % HV/OW(UI(E) —aliiis

0
2

> 5/; lur (€) — uz(e)|| de + % HV/O‘H(ul(E) — us(€))de

Nous rassemblons toutes les inégalités obtenu, on trouve

v [ wle) - w(e)ee

2

i 1
5 [ us(e) — wlol de + 5
0

2

< c;/;/: lua(e) = ua(e)|? dedt + ¢ Vfon(ul(s)—ug(e))ds

2

de.

+ EfonJlul(e)—ug(e)sza—f—CfDn v/:(ul(s)—uz(.s))ds

Pour e choisi arbitrairement petit mais positif, nous obtenons

2

[ 1@ ~ws@ e + |9 [~ atepee

< 0/0?7 (/Ot llua(s) — ui(s)||” ds + HV /Ut(ul(s) — ua(8))ds 2) dt,

ce qui est valable pour tout n € [0,7]. on applique le Lemme de gronwall, on
trouve

[ @) = waPae + v/ " ne) — uale))de

=4, (3.18)

Enfin, la positivité de tous les termes du cdté gauche de (3.18) donne u; = us
p.p dans (0,T) x Q.

Remarque 3.2.1 L’unicité de u a été montrée dans le théoréme 3-2-1. De
la, nous pouvons facilement conclure l'unicité de a(t), qui est la trace de u
sur I's.
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