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Introduction

Terminologie des problémes inverses

L'étude des phénomeénes dans la nature nous permet de calculer des quantités ou des pro-
priétés physiques d’un modéle donné. On distingue alors deux types de problémes :les
problémes directs et les problémes inverses. De maniére schématique, un probléme inverse
peut étre formulé comme étant une relation fonctionnelle (Input, Systéme, Output), ou
l'objectif d’étude est d’identifier des causes connaissant les effets. D’apres J.B. Keller, deux
problemes sont dits inverses 1'un de l'autre si la formulation de ’un met I'autre en cause.
La causalité et l'irréversibilité donnent une dichotomie entre les phénoménes phy-
siques, qui peut étre quantifiée mathématiquement en deux classes de problémes: les
problémes bien posés et les problémes mal posés. En se référant de cette dichotomie,
le mot problémes inverses désigne tous les problémes qui partagent le caractére mal
posé par opposition aux problémes dits directs.

La prédiction de I'état futur d’un systéme physique connaissant son état actuel est I'exemple
type de probléme direct. On peut envisager divers problémes inverses :

e Reconstituer I'état passé d’un systéme connaissant son état actuel si ce systeme est
irréversible.

e Déterminer des paramétres du systéme connaissant entidrement ou en partie son évolu-

tion (Problemes d’identification de parameétres)
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Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains paramétres
(ou inconnues) d’un modele doivent étre identifiées a partir d’observations (ou me-
sures) du phénomeéne. C’est également en quelque sorte le contraire d’un probléme direct :
supposons que I'on dispose d’'un modéle. Si on se fixe des valeurs pour les paramétres du
modele, on peut alors faire tourner le modéle, en déduire une trajectoire, et l’observer. Il
s'agit du probléme direct. Le probléme inverse consiste a remonter le schéma : connaissant
les observations, le but est de retrouver les valeurs des paramétres.

En médecine, on cherche les causes d’une maladie. Pour confirmer la cause, on se base en
général sur un diagnostique (bilan d’expériences, questions précises, informations a priori).
Mais plusieurs causes peuvent provoquer la méme maladie (probléme d’unicité). L'unicité
s'obtient par un processus d’éliminations successives basées sur une bonne expérience

medicale.

L'analyse d'une situation d’échec d’un systéme éducatif est un cas pratique d’un probléme
inverse en statistique. L'input est I’éléve, le modéle social est l’école (administration,
moyens, locaux, espaces de loisir, bibliothéque, enseignants, programme scolaire, emploi
du temps, mode d’évaluation, ......) l'output est un éléve diplomé. On fait une évaluation
du produit final (éléve diplomé) sur la base d’un protocole d’évaluation pour mesurer la
qualité du produit, et on essaye de déterminer les paramétres qui ont produit certaines
observations pour améliorer le produit.

Proble¢mes directs. Si on note par P I'espace des parameétres, E 'espace des excitations et
R I'espace des états (réponses), alors le probléme direct L : P x E — R, consiste 4 calculer
la réponse d a partir de la donnée des sollicitations x et des paramétres p. Les équations
de la physique donnent en général la réponse d comme fonction de x et p : L(x,p) = d, la
notation L symbolise les équations de la physique du probleme considéré; on parle parfois
du modele physique.

Problémes inverses. D'un point de vue "physique" ou "expérimental", on dit qu’on a un
probléme fnverse dans tomte sitiation b Fon soulaite evaluer une cecladoe grandeuar phy-

ﬁil]lll" 13 ill}ll't'i'?if-‘i]l]l' .‘\i ]JI'R[H"H‘I‘TH'I' >\I IIHI’HI" l’]i” ].’4 mesnrd t'rll'l'“_" antre g]'ﬂnuj{‘u[‘ (f |_‘1i1'r3|_'|_e]]'1e1'||_
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accessible a l'expérience, connaissant un modéle mathématique du probléme direct qui
donne explicitement d & partir de p (ce que 'on note symboliquement d = G(p)).R¢! !
Problémes directs en EDP.

Etant donné un domaine Q c RV, on s’intéresse aux solutions u :

Q x[0,00[3 (x,t) — u(x,t) €E de

ur+F(t,x,8§‘1‘u,...,83§u):f, dans Q,
{Bi}?zlu =g sur dQ x [0, oo,

u(x,0) = up(x) dans Q).

Problémes inverses en EDP
A partir d’une connaissance partielle de la solution u de ’'/EDP (mesures internes, mesures

frontiéres, .....), retrouver :

® f.81,.-, g, — Identification de sources.
e 115 —> Identification de données initiales.
e F — Identification de coefficients.

e () — Identification géométrique.

» Toute problématique directe générc unc famille de problémes inverses.

Tes problémes inverses sont un sujet trop vaste pour que nous puissions en donner un
exposé exhaustif dans une séance de demi-heure. C’est aussi un sujet qui a connu un
essor considérable ces dernieres décennies, parallélement au développement de techniques
numériques et de moyens de calcul permettant leur résolution.

On peut les classer en deux catégories : les problémes qui visent & déterminer des conditions
aux limites ou des sources inconnues, et les problémes liés 4 l'estimation de paramétres

intrinseques du systéme. Le premier type de problémes apparait dés que la mesure directe

1. Marc Bonnet, Problémes inverses : Cours de DEA Dynamique des Structures et Couplages (2004)
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de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en pratique. Dans la deuxiéme caté-
gorie de problemes inverses, l'objectif fixé est de déterminer a partir d’une connaissance

partielle de I'etat du systéme, les paramétres décrivant le modéle physique.

Problémes bien posés

W J. Hapamarp, Lectures on Cauchy’s problem in linear PDEs, New York (1923).

Deérinrrion 0.1. [Hadamard 1923] Soient X, Y deux espaces de Banach et L: X — Y un
opérateur. Le probleme inverse Lx = yp est bien posé au sens de Hadamard si

Existence : Pour tout y € Y il existe x € X tel que Lx = p.

Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution x € X,

Stabilité : La solution x dépend continiment de la donnée .

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probléme est dit mal

posé.

Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien siir trés important dans cette
définition. La stabilité est une condition primordiale. En effet, s’il y a un probléme
de stabilité, le calcul numérique de la solution peut devenir impossible a cause des
erreurs de mesures ou d’arrondis.

Un modele physique étant fixé, les données expérimentales dont on dispose sont en général
Lruitees, el tien ne garantit que de relles données proviennent de ce modéle, méme pour
un aulre jeu de parameéltres.

Si une solution existe, il est parfaitement concevable (et nous le verrons sur des exemples)
que des paramétres différents conduisent aux mémes observations.

Le fait que la solution d'un probléme inverse puisse ne pas exister n’est pas une difficulté
sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir I’existence en relaxant la notion de
solution (procédé classique en mathématique).

La non-unicité est un probléme plus sérieux. Si un probléme a plusieurs solutions, il faut
un moyen de choisir entre elles. Pour cela, il taut disposer d’informations supplémentaires

(une lormatlon a prior).
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Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier en vue d’une
résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu'il ne sera pas possible (indépendam-
ment de la méthode numérique) d’approcher de fagon satisfaisante la solution du probléme
inverse, puisque les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes,

des données réelles.



Exemples de problémes inverses et mal posés

Sensibilité des matrices mal conditionnées

Soient

1 1 1 1
A‘( 1 1.000001 ) by ( 1 ) bz‘( 1.000001 )

Les solutions des systémes Ax = b1 et Ax = b2 sont

{3 (1)

Evaluons la taille de I'erreur relative sur la solution du systéme
ez = zall/ll | = V2.

Evaluons la taille de l’erreur relative sur le second membre

0.000001
V2

Observation. Une erreur infime sur le second membre a eu comme conséquence une

b2 = b [1/11B1 ]l = AL,

erreur remarquable sur la solution calculée. Le systéme Ax = b est sensible aux erreurs

d’arrondis. On dit que la matrice A est mal conditionnée.

Cond(A) = |A|IlA™Y|| = 4 x 10°
La malrice est A esl presque singuliére.

Cond(A) 3 1 = la matrice A est sensible aux erreurs numériques!!!
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La différentiation et I’intégration sont deux problémes inverses I’'un de l'autre. Il est
plus habituel de penser a la différentiation comme probléme direct, et & l'intégration
comme probléme inverse. En fait, I'intégration posséde de bonnes propriétés mathéma-
tiques qui conduisent a la considérer comme le probléme direct. Et la différentiation est le
« prototype » du probléme mal posé.

Considérons I'espace de Hilbert H = L,(0, 1), et l'opérateur intégral A défini par
X
A= | Fode
0

Il est clair que A est borné (||A|| = %). Cet opérateur est injectif, par contre son image est le
sous espace vectoriel R(A) = {u € H(0,1) : u(0) = 0}, ou H'(0, 1) est 'espace de Sobolev.
L'image de A n'est pas fermée dans L,(0,1) (bien entendu, elle I'est dans H'(0,1)). En
conséquence, I'inverse de A n'est pas continu sur Ly(0,1), comme le montre l'exemple
suivant.

. 1 .
Considérons la suite f,(x) = —sin(n’x). on a
n

1(1 1 .
1l = =5 (5~ 5 sin2n)) — 0,1 — o0,

alors que

, 1 1 .
an”,%; — HZ(E + @sm(?_nz)) — 400, 1 —> +09.

d :
A = e n’est pas continu.
X

Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace. Considérons le probléme suivant :

au=0, (x,v)eRx(0, ),
u(x,0)=0, xelR, (0.1)
dyu(x, 0) = @.(x), x€R,
ou @,(x) = esin(x/¢), € > 0.
On vérifie aisément que u,(x, y) = e*sinh(y/¢) sin(x/¢) est une solution du probléme (0.1).
On remarque que (¢, — 0, ¢ — 0) mais (u.(x, ) — oo, € —> 0) pour tout x > 0 fixé. Ce

qui prouve que les solutions de (0.1) ne dépendent pas continiiment des données initiales.
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Probléeme d’identification de paramétres. Ce probléme consiste a la détermination du

parametre a(t) tel que :
= =glfl— =0, O<x<liiz=0;

dx (0.2)
u(0,t)=u(l,t)=0, t>0,
u(x,0) =sin(wx), x€[0,1].

On suppose que a(t) est positive et continue, Yt > 0.

La solution unique de ce probléme est donnée par

—Trzf!a(f)d'{
0 sin(mx). (0.3)

u(x,t)=e
Considérons le probléme inverses suivant : Pour une mesure interne de la temperature au
point x =1/2 (u(1/2,t) = h(t)) déterminer a(¢)?

De la formule (0.3), on peut écrire

—nzfa(r)d'r 2 2
h(t)=e 0 = In(k(t))=-n Ja('{)d’f =5
0
. =LA
a(t) = ) (S2)

m Ce probléme inverse admet une solution unique mais il est mal posé (instable) car la
formule (S2) intervient un opérateur de dérivation (h’(t)) qui est instable. En effet,

Supposons que :

0, 0<t<l,
1
_) -1 a1y, 1eigie,
du(t)— n2
1 1
-, 1+—2 <t
n 1

et

h (£)= hit)+d ()

n

2
ou h(t)=e™™ !, on trouve alors que a(t) = 1. De plus,
1
[h=hyllee €= — 0,1 — o,
7

D’autre part, on a
| h;(t)
B ho(t)|

n

-1 +d(r)
[ETMH+¢UJ
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avec
0 , DLES]
5 2 2 1
1
0 o o Feamn b
n

1
Un calcul direct de a, (1 + F) donne
n

=
—_—
—
+
%)
—
(8]
~——
|
|l
| —

Donc a (t) ne converge pas vers a(t) = 1.
Equation de la chaleur rétrograde. Trouver u(x, 0) = ug(x) (condition initiale inconnue),
sachant que le champ de temperature u(x, t) vérifié :
th—Hea=0; mE(0R)tec (0, T)
wix, T)=1x), 0=x2m (BCP)
u(0,t)=u(m, t)=0, 0<¢<T,
ou ¥ € L,(0, n) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la

solution du probléme (BCP) sous la forme :

= e
u(x, t) = ZE(T fin lpnen(x)
n=1

T
2
ou i, est le coefficient de Fourier d’ordre n de ¢ : ¢, = \/;Jw(x)en(x)dx, glx) =
0

\/zsin(nx).
Tt

Soit @(x) = uy(x, 0) la temperature initiale. Alors d’aprés 1'égalité de Parseval, on a :

(2.5]
2 T 2
il == 3 " T, .

n—1
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On considére maintenant le probléme (BCP) avec des données bruitées :
1
U=y + z sin(kx).

On remarque que [ — || — 0, k — +co mais [|u(y;0) — u(P; 0))| = %eZsz — +00, k —
+co. On voit tres clair que le probléme (BCP) est instable donc mal posé. C'est pour cela
qu'on dit que les phénomeénes de la chaleur sont irréversibles.

Probleme de Cauchy rétrograde. On se place dans un cadre Hilbertien, et soit A un
opérateur auto-adjoint positif. Considérons le probléme suivant : déterminer u(0) =g
sachant que u(t) vérifie l’équation :

w+Au=0, 0<t<T, u(T)=f, (ABCP)

ou f est un élément de H donné.
On sait d'aprés la théorie des semi-groupes, que la solution du probléeme direct est donnée

par u(f) = e""44(0). Le probléme de la détermination de u(0) devient
Bg=e"T44(0) = f.

On distingue deux cas trés importants :
(a) Silesemi-groupe S(t)=e T4 est compact, alors le probléme est mal posé.
Remarque. Si I'opérateur A~ est compact, alors A est diagonalisable, c’est-a-dire, il existe

une base propre {e,},» telle que :

Ae, = Aye,avecleg]|=1 et 0<A; <Ay <o <A, —> +o0,

Yhe H i Z(h» \‘.’“)f?,‘,,

n-1
alors le semi-groupe S(t) engendré par —A prend la forme :

(e

S(t) = Ze-"‘» s OU P, h=(h,e,).

n=1
Il est clair que o(S(t)) = op(A)U{0} = {e't""}n>1 U {0} et S(t) est compact pour tout ¢ > 0.
(b) [Effet régularisant et irréversibilité]. Comme A est auto-adjoint positif, alors le

4 est analytique, de plus. on a les praviétés sanivantes -

semi-groupe S(t) =e
(L) ISt L, Yt=0;

(2) pour toulr Qet ez 0, Lapdratenr S(H) + 27001, D(AT));
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(3) pour tout entier k>0 et t >0, [|S®(¢)]| = HAkS(f)“ <clk)t*;
(4) pour tout x e D(A”), r > 0 on a S(t)A"x = A"S(¢)x.

(voir Pazy, Chap. 2, théoréme 6.13, p. 74).

On voit d'apres les propriétés de S(t) que le probléme direct
u(t)+Au(t) =0, u(0) = u,

présente le phénoméne de régularisation suivant : En supposant seulement la donnée
initiale dans H, alors pour tout ¢ > 0, et tout entier k, on a u(t) e D(AK) (espace plus régulier
que H). Il en résulte que, pour que le probléme rétrograde (ABCP) ait une solution, il
faudrait que 0.98,0.00,0.00u(T) = f € D, = ﬁk’D(Ak). En fait méme dans ce cas, on pourrait
construire des exemples ou il n’y a pas de solution sur l'intervalle (0, T). On dit que le
probléme (ABCP) est irréversible dans le sens :
S5(T)=eT™ . H—H,

ST =™ i RISITDE Dl — 1
On montre que R(S(T)) est dense, mais n’est pas fermée.
» Onremarque d’aprés les exemples donnés qu’il y a deux questions sérieuses lides a cette
catégorie de problémes :
1 Lanon unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur
la solution et une bonne connaissance de la nature physique du probléme, pour récupérer
"unicité.
2 Linstabilité. Ce caractére est le plus problématique, surtout dans I'implémentation nu-
mérique. Cela veut dire qu'il est impossible de donner un schéma numeérique convergeant
et stable quel que soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce caractére
d’instabilité, on régularise par un probléme proche (dans un certain sens) qui est stable.
Les méthodes de régularisation sont variées, chaque probléme nécessite un traitement

spécifique selon sa complexité et son degré de mal position.



Fonctions de matrices et méthode de projection de
Krylov

La discrétisation par éléments finis ou différences finies d’'une EDP intervenant dans un
probléme inverse est une source d’erreur et son influence sur la convergence est certaine.
Pour remédier a ce phénomeéne, on propose une semi-discrétisation du probléme, ce qui
va nous permettre d'une part de diminuer les erreurs, et d’autre part de transformer le
probléeme semi-discrétisé en une EDO, dont I’étude repose en général sur des méthodes
spectrales en dimension finie.

Par un calcul opérationnel, on transforme notre probléme en un probléme de calcul
matriciel de la forme : u = ®(A)v, ol u := est la solution recherchée, v := les données du
probléme, A € R™™ est une matrice symétrique définie positive, et @ := une fonction
définie et continue sur une partie contenant le spectre de A.

Notons A,, € R"™*" I'opérateur discret de A, qui est une matrice symétrique, définie positive.
On suppose que les erreurs de la discrétisation sont petites par rapport a I'incertitude 6, et
que A,, est de taille suffisamment grande de fagcon que A,, soit une bonne approximation
de l'opérateur différentiel A.

Parmi les méthodes de calcul de I'expression u = ®(A)v il y a les méthodes de projection
de Krylov, qui sont bien étudiées et expérimentées numériquement pour certaines classes

de fonetlona.
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Les fonctions intervenant dans les problémes inverses sont des fonctions croissantes, donc

engendrent plus de difficultés, et peu de résultats sont disponibles.

Comme nous traitons un probléme mal posé, une procédure de régularisation est nécessaire
pour neutraliser le comportement instable. Lorsqu’il s’agit d’identifier ou de calculer une
grandeur physique a partir des observation (mesures), on est amené souvent a inverser un
ope¢rateur (la résolvante qui donne la solution du probléme direct). Cette inversion, qui est
souvent mal posée, nécessite un traitement particulier des instabilités, par des techniques
dites de régularisation qui consistent a perturber 1égérement le probléme, ou d’éliminer
les hautes fréquences responsables de cette instabilité, de maniére a rendre le probléme en

question bien posé et numériquement réalisable.

1. Méthodes de projection de Krylov

La résolution de systémes linéaires repose, dans la plupart des codes de calcul, sur 'utilisa-
tion de méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov dont les représentants les
plus connus sont la méthode de Lanczos pour les matrices symétriques définies positives

et la méthode d’Arnoldi. Ceci est di a leur efficacité sur une grande variété de problémes.

DEriniTiON 1.1. (Sous espaces de Krylov) Le m-sous espace de Krylov de A € M,,(C) et

v e C", v =0 est défini par :
K = Ku(Av) = vect{v, Av, A%y, ......., A" v} = {p(A)v,p € P,,_1), (1.1

ou vect{.} désigne I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments qui se trouvent entre

accolade et P,,_; I'ensemble des polynoémes de degré inférieur ou égal a m—1.

LemME 1.1. Le polyndme minimal de A par rapport d v € C" est donné par :
S S

. N
bant)=] [t-2)" € By, ot L=deg(pa) =) L 0slism,
i=1 i=1
L dépend de v uusst bien yue de A el Ay, Ay, As, ., Ag les vuleurs propres distincies de A, w;
étant la dimension du plis grawd Uloc de T mutyive de Jurdun duns le yuel Ap uppurufl (Tordre de

multinlieité de 1)
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Preuve. Montrons d’abord l'unicité de 1, ,. Supposons qu’il existe un autre polynéme
minimal x, , de A par rapport a v.

Par définition on a : deg(4,) = deg(xa,) et par conséquent on peut poser
p=a(xay—®¥ay) qui est polyndme unitaire avec & € C*. Donc p(A)v =0et

deg(p) <deg(i4,), ce qui est contradictoire car P4, a le plus bas degré.

Supposons maintenant que 4, contienne un facteur de la forme (¢ - 1;), ot

X e Sp(A). Donc (A — A;I) est inversible et par définition de ¢4, on a:
(A=2D) ™ Yanu(Ap = 0.

D’autre part, deg((t — I-)_II,DA_v) <deg((a,). Ce qui est contradictoire avec 4, minimal.

On a donc :
S

Pau(t) =] Je-an)h

i=1

Remarque 1.1. Onadeg(i4,) < deg(ip,)

Tutoreme 1.1. (cf.[?]) Pour tous polyndmes p et q et une matrice A € M,,(C),

p(A)v = g(A)v si et seulement si

pm(/l,-) = q(f')()t,-), j=0:L-1,i=1:5avec0<; <n,.

Tugortme 1.2, (of [7]) Svicnt A« M, (C), Ya,, le polyndme minimal de A par rapport a v € C*,
Si [ est une fonction définie sur le Sp(A), alors f(A)v = g(A)v, onl q est 'unique polynéme
d'interpolation d'Hermite de degré

i=1

deg(q) < deg(ipa,)= ) I;

s

et satisfait aux conditions d'interpolation de Hermite :

g"(A;) = FUN(A,), F=0sl-1,i=125
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D’apreés le théoréme 1.2, on a :f(A)v € K (A, v) ou 'indice
L=L(Av)=deg(is,) €eIN

est le plus petit nombre pour lequel K;(A,v) = K; (4, v).
Prorosition 1.1. 5i A™v € K, alors A"* v € K,,,, pour tout r > 0.

Preuve. Supposons A™v € K,,. Raisonnons par récurrence.

Par définition, K, = K,,,(A,v) = vect{v,Av,A%v,......, A" v} et
=1
A"veK, = A"y = ZakAkv, avec A =1.

k=0
Pourr=1,ona

Am+l'v‘ - A(A’”v)

m-1 m—1
= A( ZakAkv) = ZakAk”v
k=0

k=0
m—2
_ Ak+l m
= ay V+ a1 AT
k=0
m=2 m-1
= ZcrkAk“v + Cpy ZakAkv
k=0 k=0
m—2 m-1
= ZakAk+lv + Ao AQV + 1 ZakAkv
k=0 k=1
m=2 m=2
s Y akAk'H VA o1t + 1 T f_r“]A“] v
L L
k=0 k=0
m-2
& ! Ak+1
=0y oV + (ak +am—1ak+l) v
k=0
m—1
k
=Qp-_1a@oV + Z(akml + &y ak)A v.
k=1

Posons fg = a,_1a¢, Pr =1 +ap_jar, k=1:m-1.

Ona:

m—1

Artly = ZﬁkAkv ek,
k=0
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Donc pour r = 1, la relation est vraie.
Supposons que pour r > 1, A”""v € K, et montrons que A"y € K,,,.

m—1
AMHT, c Km - An1+rv : o Z}’kAkU
k=0

et donc

Am+r+1 A(A"Hr )

m—1

?/kAk+1y + Vm-1 ZVkA v

1

k=0 k=0
m=2 m—1
= ZykAkHv T Vm-1YoV + Vm-1 ZVkAkv
k=0 k=1
m-2 m-2
= ykA]\+ V4 Ym-1Y0V + Vin-1 Z?’k lAkJrl
k=0 k=0
m=2
= k+1
= Ym-1¥0V + Z(Vk + Vm1 Ve ) AT Y
k=0

m—1

=Vm-1YoV + Z(?/k—l + Vm-1 yk)Akv
k-1

En posant gy = ¥,y-1 Y0 et 0k = Vk_1 + Ym-1 ¥k, On obtient :

m-1

ATl ZUkAkv, et par suite ATy e
k=0

En conclusion, A™*"v € K,,,, pour tout > 0. o

1.1. Principe de fonctionnement. Soit A la matrice (1, 7) du systéme a résoudre, v un
vecteur quelconque, on nole . K,y — K,(4, v) = vect{v, Av,A'v, ..., A" ") le sous-espace
de Krylov engendré par A et v.

V., est la matrice des vecteurs d'une base de K,,(A,v), {v,..., V).
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Construction de V,,. Pour la construction de la base {vy,...,v,,} de K,,(4A,v), on utilise
'algorithme d’Arnoldi ou l'algorithme de Lanczos si la matrice A est symétrique.
Soit A = VHV?, ou V est orthogonale. Alors V*AV = H (matrice Heisenberg). Posons

V =[vy,v2,..,vy],0ona: AV = VH alors
j+1

Avj = Z‘hi’jvf = Lam~—1.
i=1
Ce qui peut s’écrire
] i
Av; = Zhi,jvf +Rje1,jVie1 © Bja, Vi = Avj— Zhi,jv,- = w;.

=1 i=1

Comme V est unitaire, h,-u,- = v;’Av]- ; F =i

Supposons que w; = 0, v,y = w;/hj,y,j avec hjyy i = [[w;ll>.
j+1

Comme Av; = Zh,-,jv,- ona:
i=1

vect{vy,vy,..., Vj} = vect(vy, Avy,..., Al o).
Donc cette procédure produit une séquence de vecteurs orthonormaux v, vy,..., v, tels que
pour chaque j, les vecteurs v, vy,..., v; constituent des sous-espaces de Krylov. Ces vecteurs

constituent la base orthonormale d’Arnoldi {vi}’;:] du sous espace de Krylov K,,,(A, v;).

D’apreés la méthode d’Arnoldi, on a, a ’étape m, la factorisation suivante :

o . T
Avm == K/m-v-le-i-l,m == VmHm F hm+1,mvm+l em'

2. Approximation de f(A)v par la méthode des sous espaces de Krylov

Considérons f,, = p(A)v € K,,, 'approximation de f(A)v. Pour chercher cette approximation,
on utilise la méthode d’Arnoldi, basée sur la décomposition de K,,.
Soit

K, = K,(A,v) = vect{v,Av, A%, ......,A™ 10},
les vecteurs calannes de ces matrices ne sont pas orthogonaux mais nous pouvons extraire
une hase orthogonale par la méthade d’arthaganalisation de (Gram-Schimdt Mais il se
lrtouve gue cette méthode n'est pas loujours stable. D'ou L'ulilisation de 'algorithme

d’Arnoldi ui permet de garantir la stabilité de la méthode de Gram-Schimdt et qui consiste
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a calculer recursivement la mise de A sous la représentation unitairement semblable H, H
étant de type Heisenberg.

Nous nous plagons dans le cas ou dim(K,, (A, v)) = m.

2.1. Procédure d’Arnoldi : Algorithme. La méthode d’Arnoldi est une méthode de
projection orthogonale sur un sous-espace de Krylov permettant de construire, pour
toute matrice A, une base orthonormale du sous-espace et une matrice de Heisenberg. La
construction est basée sur la multiplication successive d’un vecteur initial v par la matrice
A et l'orthonormalisation par une procédure de Gram-Schmidt modifiée appliquée aux

vecteurs obtenus, selon le schéma suivant :

v v
V=—", — Vp=Av; ~ ;= 2.,
Il (V2] 2.1
Vi (2.1)
e — Uy =AUyl 2 V=
vl

Soient A € M, (C), v; € C". Cet Algorithme calcule la factorisation de A sous la forme
AV =VH,ouVeM,,,(C) (m=deg(pay,) <n)de colonnes orthonormales et H € M,,(C)
Heisenberg supérieur. C’est-a-dire il calcule une base orthogonale d’un espace de Krylov
engendré par (v, Av, A%v,...., A" 'v) par la méthode d’Arnoldi et renvoie cette base stockée
en vecteurs colonnes dans V et la matrice Heisenberg des coefficients d’orthogonalisation

dans H. On Choisit un vecteur v,

Algorithme d’Arnoldi.
1: Donneées A, v, m

% Besultats Vi H,
v

Tk
4: forj=1:ndo

37 — initialisation
5 wi=Av;

¢: fori=1:jdo

7 hi,j :

8: w:=w-h;;v; — orthogonalisation de w, h; ; = (Av;,v;), i <]

:viw

9-  end for
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10 hjg,jo=lwllz — his1,;=0sij=m
11:  if by, ;>0 then
12 v =

; ] B

} hji1,j

13;:  else
14: vj+1 =
15:  end if
16: end for

A la sortie on a Vin = ['b’l,....,?!,,,], Vma1 Hnr = (hx,]) L= i!j =m, hm+l,m: ou les (Ui)izl,?_,...,j
sont les vecteurs du systéme orthonomé trouvé a I’étape m — 1. Les vecteurs sont calculés
récursivement.

La matrice V,, est alors une base d'un sous espace invariant associé¢ a A. On obtient donc
une base orthonormée de K,,, (A, v).

Les h; j sont calculées par 'Algorithme et donne une matrice de type Heisenberg supérieure.
On a ensuite H,, = V,;,AV,,. La matrice H,, est donc la représentation de la base formée par

les vecteurs d’Arnoldi de la projection orthogonale de A sur les sous-espaces de Krylov.

ha b2 - o . Byma Bim
hZ,l h2,2 . s h2,m—1 h2,m
0 h3,2 b LI hB,mfl h3,m
Hm = 0 0 h4,3 i h4,m—1 h4,m . (22)
0 0 b % ¥ h"l,”l—l hl‘”,""

Le probléme a une solulion si seulement si itération d’Arnoldi 8’arréte. L'Algorithme
d’Arnoldi s’arréte lorsque h,. 1, = 0.

L'interét de la méthode d’Arnoldi pour les grandes matrices (7 > 10%) est de pouvoir stopper
le processus a 'étape m x n et de travailler avec H de taille m x m ou (m+ 1) x m.

Lécriture matricielle du procédé d’Arnoldi conduit a la relation :
Avm - VmHm + hrn+1,nrvm+ler'1r;r (2-3)

ou encore

AV, = nnl‘qmal,m- (2.4)



2 Approximation de f(A)v par la méthode des sous espaces de Krylov

20

Soit

Avec

Nous définissons H,,, = [h

Hm+1,m =

A[Vl, V2seees vm] = [’U], Vs Vi Vimtl ]Hm+1,m'

0
0

0

i,jr

Heisenberg supérieure. Donc

peut s’écrire comme

En remplacant V),

ou Hm = (hi,j

CoroLLAIRE 2.1. Si m = n, alors AV, = V,H, et H, est unitairement semblabled A .

hig hi

hyy hao
O h3’2
0 0
0 0

(Avy,v1) (Avy,vp)
(Avy,va) (Avy, 1)

(Avy,v3)
0

0

hl,m—l Jlll,m
hZ,m—l hZ,m
h3,m~1 h3,m

hm,rn—] hm,m
hmfl,m

(A'Um, vl)
(A‘b’m, '1)2)
(A?)m, U3)

(A'Vm’ vm)
(Avm' vm+1)

Alvy, vy, war U] = [V10V2ren Vi Vinsl }Hmﬂ,m

[t | Y 80 2

)et e, =[0,0,....,0,1]7, e,, € R™ vecteur dont la m

T
A[vlrvb --uvm] = Iv1:v2f~-rvmr Vm+1 1Hm & hm+1,mvm+]em-

o s 94
AVm = VmHm + hrrt+l,171v?n+lem

ieme

composante est 1.

(2.5)

1 <i,i < m]en délogeant le dernier rang de H une matrice
m+1l,m

Remarque 2.1. On dit que H,, est la compression (ou projection) de A sur K,,. Elle

représente le calcul de A sur K,,, par rapport a la base d’Arnoldi {v;}

On peut poser

vect{vy,vy,... vj} = vecr[vi,Avl,...,Aj'Ivl b

_ avec j=1,2,3,..,m.

car la procédure d’Arnoldi produit une séquence de vecteurs orthonormaux vy, vy,..., v

tels que pour chaque #, les vecteurs vy,vs,..., v, constituent les sous-espaces de Krylov.
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Ces vecteurs constituent la base orthonormale d’Arnoldi {v,—}fz1 du sous espace de Krylov

Kin(A,vy).

2.2. Approximation d’Arnoldi de f(A)v. Trouvons l'approximation de f(A)v par le

procédé d’Arnoldi en prenant
v

1

v = ‘
[[vll2

LeMME 2.1. Pour m < ?’lﬁXé et
zZ)=a z'”+a _Zm_l'i' ...... +a,z+ag€P 7
p m m-1 1 0 m

— T :
avec Avm = VmHm ik hm+l,mvm+lem ona:

m
p(A)v = ”v”VmP(Hm)el + ”v”amamvmﬂf avec oy = ]—[hj+1,j' (2'7)
j=1

En particulier, pour tout pe P, ona:

p(A) = |[v[|V,,p(Hy e (2.8)

Preuve. Il est suffisant de montrer ces résultats pour p(z) = 2, ie.,
Alv = |[v||V,,Hye, pour j<m
et

ATy = ”U”VmH:;:Tel i “v”amvnH-I-

Pur construction de Ta hase d’Armoldi ona v = [[u||V,,#

Montrons que Aly = ||V, Hwe; . Raisonnons par récurrence.
Pour j =0, on a A% = |[v]|V,,He; & v = |[v]|V,,e; vraie. -

Supposons la relation est vraie 4 I'ordre k — 1 et montrons qu’elle est aussi vraie a l'ordre k.

Ak = A(A1v) = ANV, HE Ley) = WI(A V) HE ey
= ”v”(VmHm +hm+l,mvm+lefu)H:fr 1e]
A% = |||V, HE ey + 10l i1 m Ve € HE ey

= ||vI|Veri:rel it ”v”hm | 1,m(erth§v_1e'l )vm 11
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- t prk-1 :
En posant a,, = k41 (e, Hy, e1)ona:

k
A'v= ”v”VmH:;el + ”v”amvmﬂ'

0, k<im;

: K m—1
j=1

(ct.[?])
Pour k < m, AXv = ||[v||V,,HE e;.

Pour k =m, A™v = |v||V,,Hyje; + [Vl aty V1 - u

Deérintrion 2.1, (Approximation d’Arnoldi) Soit f une fonction définie pour H,,. L'ap-

proximation d’Arnoldi d’ordre m de f(A)v est définie comme

fm = ”V”me(Hm)el' (2'9)

L'Algorithme d’obtention de cette approximation f,, peut étre résumé par :
Algorithme. Données : A e M, (C), v e C" et m < n.

Resultat : L'approximation d’Arnoldi f,,.

(1) On détermine V,,, H,, utilisées dans la procédure d’Arnoldi.
(2) On pose fm = ”v”me(Hm)el

Remaryue 2.2, (1) La dimension du probléme qui éralt de n est réduite a m,
fAW = vV, f(Hy)ey = fin, Vi est la base orthonormale de Krylov et
v =|[v][Vier.
(2) On n’a besoin que de la premiére colonne de f(H,,) car on prend le produit f(H,,)e;
sinon le calcul de f(H,;) demeure toujours un petit probléme si on ne connait pas

les valeurs propres de H,,,.

(3) Méme si nous supposons que f est définie sur le Sp(A), H,, peut avoir des valeurs
Pp q P P
propres en des points ou f n’est pas définie. Dans ce cas f(H,,) n’est pas défini et

par consequent on ne pourra pas déterminer l'approximation d’Arnoldi d’ordre m.
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Conclusion Dans le cas de données exactes on pose I'approximation de u = f(A)v par la
projection sur les sous-espaces de Krylov, on a :
— Pour m=n, La méthode d’Arnoldi nous fournit une formule trés pratique pour son

calcul en posant v = et en calculant

Il |
f(Ay =V f (Ha)Vyv = lvllV,f (H (2.10)

avec v = ||v]|V,e;.
En effet :
D’apres la définition de f(A) par la formule d’intégrale de Cauchy on a :

~1
zmjf Nzl -A) " dz

ou f est une fonction analytique dans un domaine D, tel que I entoure D avec
I'nD=@.
Ona

Zme )(zl - A)'vdz.

D’autre part
zl —-H,, =zl - VLAV, = 2(V} V,,) - VLAV, = Vi(2V,, = AV,,) = V(2T - A}V,
et
(2] —Hp) ™' = Vig' (2 —AY (V) ™! = Via(2l - A)7 Y,
Done
f(Hy =2me )(zI —H,,) ldz—zﬁljf Vi(zl - A)1V,,)dz.

Par suite

1 =
0V ey = 51 [ SV V(e - AT Vi

57 | flear - A7 bl ez = flaw

— Pour m << n, on le projette sur un sous espace de Krylov de dimension

m << n, pour obtenir f(A)v = ||v||V,,f(H,,)e; car

flA) = AV Vv = ViV f(A) Vi Viv = Vi f (VEAVR) Vv = Vil f (Hi ey
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L'Approximation de Krylov est de la forme
Je= IV f (H e (2.11)

2.3. Valeurs de Ritz. Soit 1 <m < n. Les valeurs propres de la matrice H,, sont appe-
lées valeurs Ritz(m) de A.
En pratique, le calcul des couples propres d’une matrice carrée A est un travail souvent
fastidieux, c’est pour cela, il est commode de calculer les couples de Ritz qui peuvent étre
considérés comme des bonnes approximations a une certaine précision. Cette approche est
bien justifiée théoriquement et numériquement.

m

Soient (A;)i_, les valeurs propres de la matrice A et (§;)!

i—, les valeurs propres de H,, si

A = A" d’aprés Golub et Van Loan [?] (voir aussi, [?]) on a la localisation suivante :

Amin S 1 S P2 S+ < B < Ay

Chaque intervalle (~co, 81 ], [B1. B2], [B2. B3] -+ [Bm-1, Bm), [Bms +00) contient au moins une
valeur propre de A. Ceci montre que les valeurs de Ritz (8;), sont des approximations
des valeurs propres de A qui dépendent explicitement du choix du vecteur initial v dans la
procédure d’Arnoldi (Lanczos dans le cas symétrique). Approximation de f(A)v avec la
procédure d’Arnoldi en prenant v; = ﬁ et pour

(m = deg(an,) < n) est: f = [Wl[Viuf (Hler = f(ViHyVitJv = Vi f (Hy) Viyw qui est Véva-
luation de f(A)v sur le plus petit sous-espace de Krylov K,,(A,v;). Donc on peut ’étendre

sur tout Vespace de Krylov K,,(A,v,) avecn =1 : m.

% Tl

TuEOREME 2.1. (cf. [?]) Soient les matrices V,, et H,, obtenues par la procédure d’Arnoldi sur
AeM,(C)etveC". Ona:

VIV f (H)er = P (A)v, (2.12)
ol Py-y est l'unique polynéme d'interpolation de Hermite degré m — 1 qui interpole f sur

Sp(Hp).



Etude d'un probléme inverse d’identification de s_oufces‘
du type parabolique

0.1. Position du probléme.

1. Position du probléme

Soient (H,<.,. >,||.][) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et
A:D(A)C H— H un opérateur non borné a domaine dense dans H.

Considérons le probléme parabolique suivant :

u(0) = f,

ou la source f € H est une fonction donnée de t.

{ u(t)+Au(t)=0, 0<t<T,

On fait les hypothéses suivantes ;

H1 Lopérateur A est auto-adjoint, i.e., A= A"

H2 Lopérateur A est strictement positif, i.e., A >yl ot 0<y =info(A).

H3 Linjection H! := (D(A),|lllc) — H est compacte, ou ||.||g est la norme du graphe.
e Sous les hypothéses (H1, H2 et H3) I'opérateur A est diagonalisable. ! 2 Soit alors (&, A)ks1

les couples propres (valeur propres,vecteurs propres) de 'opérateur A :
AEk = A-k'ik: k= I ime = ém! 6?1 >= 5rnnr

O<y< A1 A2 0, — 00, k—> 0o,

1. H2 = 0 € p(A), H3 = A™! est compact.
2. (H1, H2, H3) = A™! est auto-adjoint compact, et donc diagonalisable d’apres le Théoréme de la
décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. En conséquence A est diagonalisable.
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YVheH, h= thék, hy =< h, &j > le coefficient de Forier d’ordre k de h.
k=1

TueorEME 1.1. Pour tout f € H, le probléme 1.1 admet une solution unique

u € C([0, T); H) donnée par I'expression

u(t)=R(A)f =e™f =) M <fE > & (1.2)

Comme exemple d’application, on prend H = L*(0,1) et
d 1 2
A= L D(A) = Hy(0,1)nH*(0,1),

i.e., I’équation de la chaleur avec conditions de Dirichlet :

du J*u
g 9x2 =, O<x<1,0<t<1,
u(x,0) = f(x), x€[0.1], (1.3)

u(0,t)=u(l,t)=0, te[0,1]

Notre probléeme inverse se formule comme suit :
Soit u(T; f) = g une observation finale de la solution u(t; f) au point t = T. Notre objectif est de
déterminer la donnée f d partir de la condition g.

On peut schématiser notre probléme inverse comme suit :
f—u(t)=R(t)f — ©(u) = u(T) = g, (1.4)
on obtient donc une équation de Fredholm de premiére espece
Kf=g K=R(T). (1.5)

Il est clair que I'opérateur K est auto-adjoint, compact et injectif, et donc d’aprés le théoréme

de Picard, la solution recherchée f sera donnée par la formule

f=KTg=) M<gg>g, (1.6)
k-1

sous la condition que

(o]

Zezmkl<g,£k>|2<+oo. (1.7)

Jem1
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2. Stabilisation et approximation

Nous voulons maintenant aborder la question de stabilisation dans le cas de données
entachées de bruit, parce que les données dont on dispose viennent de l’expérimentation,
ce qui implique I'existence d’erreurs de mesure. Cette cause d’incerlitude induit une image
floue a cause de la sensibilité des problémes inverses aux incertitudes, et l'interprétation
des réponses devient presque impossible et engendre un grand risque.

On suppose maintenant que la donnée u(T) = ¢ est entachée de bruit (inexacte), i.e., on

dispose d’une approximation gz de g : [|gs — gll < 6, & est le niveau de bruit.
2.1. Approximation numérique du probléeme par La méthode de Krylov.

Discrétisation et projection de la solution. Dans la suite, nous utilisons les notations
suivantes :
E,:=R", m>1.
G € E,, := l'analogue discret de g.
Gl E,, :=l'analogue discret de g;.
a(An) ={agliL, := V'ensemble des valeurs propresde A,, (0 < a; <a, <--- < a).
{Ck}iL, :='ensemble des vecteurs propres normalisés de A,,.
La solution discréte (resp. discréte tronquée) dans le cas exact et inexact sont notés respec-

tivement par :

m

= ZGT'TA(G, Ck>Ck1 (21)
k=1
Fo=) ™G, (n<m), (2.2)
k=1
Be ZBT“k(Gg,Ck)Ck, (2.3)
k=1
Fo=) eT™(Gs, )0, (n<m). (2.4)

k=1
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La méthode de projection de Krylov pour calculer (2.4) commence tout d’abord par la

génération du sous-espace de Krylov

K(A,g5) = span(gs, Ags,... A 'gs}, 1<m.

Soit (qt-)L] une base orthogonale de K(A,gs),avec q; = % Posons Q; = [g1,92,--9i]
o
et R; = Q;‘FAQ € M|(RR) la representation symétrique réduite de A sur cet espace. Une

approximation de (2.4) dans K(A, gs) est donnée par :
7 = |lgslQ/R exp (TR)) ey, (2.5)

ol e; est le premier vecteur de la base canonique de R'.
Notons (rj,Cj)‘j'-zl les couples propres de la matrice R; (valeurs et vecteurs de Ritz de A),

alors on peut approcher (??) comme suit

I
£ =llgellQi{ ) e™i(cfer)C (2.6)
=1
2.2, Exemple numérique. Dans ce paragraphe on donne un exemple numérique en
dimension deux.

On considere le probléme inverse suivant :

2
(%_%)u(xjt)zo, XE(O,T(), fE(O;T)r

u(0,f)=u(m,t)=0, te(0,T),
u(x, Ty=w(x), xe[0,u],

(2.7)

ou f(x) = u(x,0) est la source inconnue a déterminer a partir de la condition final u(x, T) =

8(x).
I est bien connu que 'opérateur
2
A= —%, D(A) = Hy(0,t) N H*(0,7r) € H = L*(0, ),
X

est positif, auto-adjoint et a résolvante compacte (A est diagonalisable).

Les couples propres (A, ¢,) de A sont

2
A, =n?, (06} = \ésin(nx), nelN".
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Dans ce cas, la solution recherchée est donnée par

Flay= %ZETHZ Jg(x)sin(nx)dx sin(nx), (2.8)
n=1 0

et la solution régularisée (solution tronquée) est donnée par la formule

T

N T
2
j ZeT n? J ¢(x)sin(nx)dx [sin(nx). (2.9)
n=1 0
L'exemple numérique est bien expliqué dans le script MATLAB suivant

%gaussleg .m
function [x,w]=gaussleg(a,b,n)
%Given the lower and upper limits of integration a and b, and
given n,
%this MATLAB function returns arrays x(1:n) and w(l:n) of length
n,
%containing the abscissas and weights of the Gauss—Legendre n-
point
%quadrature formula
format long e
epsilon=3+10~(-14);
m=(n+1)/2;
%The roots are symmetric in the interval, so we only have to find
half
%of them.
xm=0.5«(a+b);
x1=0.5%(b-a);
for i=1m
z(i)=cos(pi*(i-0.25)/(n+0.5));
%Starting with the above approximation of the ith root, we enter
%the main loop of refinement by Newton’s method
z1(i)=z(i)+2«epsilon;
while abs(z(i)-z1(i))>epsilon
pl(i)=1;
p2(i)=0;
%Loop up the recurrence relation to get the Legendre polynomial
%evaluated at z.
for j=1l:n



26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

Al

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

2 Stabilisation et approximation

30

p3(i)=p2(i);
p2(i)=pl(i);
pl(i)=((2%j-1)=z(i)*p2(i)=(j-1)*p3(i))/j;

end

%pl is now the desired Legendre polynomial. We next compute pp,

%its derivative , by a standard relation involving also p2,

%the polynomial of lower order.
pp(i)=nx(z(i)+pl(i)-p2(i))/(z(i)"2-1);
2l {1 )=2(] )3
z(i)=21(i)-pl(i)/pp(i);

end

%Scale the root to the desired interval, and put its symmetric

Y%counterpart.
x(i)=xm-xlxz(i};
X(n+l-i)=xm+xlxz(i);

%Compute the weight and its symmetric counterpart.

w(i)=2xx1/((1-z(i)A2)+pp(i)"2);
w(n+l-1i)=w(i);
end

function [T varargout] = myLanczos(mat,varargin)

%

Y lenlrlx T == I‘l'l}"].ill'n'?’.ﬂi(I'I'h"ll )

% T = mylanczos(mat,k);

% T = myLanczos(mat,v);

% T = myLanczos(mat,k,v);

% [T Q] = myLanczos(mat);

% [T Q] = myLanczos(mat,k);
% [T Q] = myLanczos(mat,v);
% [T Q] = mylLanczos(mat,k,v);
Y%

% Inputs: mat is a symmetric or Hermitian N x N matrix
%
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Y%

The

%

%

%

unit norm)
%

The default
%

unit sphere
%

% Qutputs:
<N, T is
Yo
= M. T 2§
%

That is, when
%

%

%

that

%

when k = N.

0()

%

% Description:

full
Y%
tridiagonal
%
respect to
%

that
%

%
%
%

%%

k is the number of Lanczos iterations to perform.
default value is N

v is an N x 1 vector (internally forced to have
specifying a particular starting vector to use.

vector is chosen uniformly at random from the

T is a k x k symmetric tridiagonal matrix. When k
approximately similar to mat up to rank k. When k
similar (in the linear algebra sense) to mat.

k = N, T has identical eigenvalues to mat

Q is the N x k similarity transformation such
mat = Q « T « Q". Note that equality holds only
For k < N, mat ~Q « T + Q’

This function uses the Lanczos algorithm with
reorthogonalization to compute k x k symmetric
matrix T that approximates mat up to rank k with
transformation Q. That is, mat = Q » T = Q’. Note
equality holds only for k = N. For k < N, mat ~ Q

NOTE: In particular, when k = N, T has identical
eigenvalues to mat
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87 % Author: Brian Moore

88 % brimoor@umich.edu
89 Y%

90 % Date: July 5, 2013

91 %

92

93 % Knobs
94 symTol = le-8§;

95
96 % Check input matrix size

97 [m,n] = size (mat);

98¢ if (m ~= n)

99 error ('Input.matrix.must.be.square’);
100 end

101

102 % Make sure input matrix is symmetric
103 if max(max(abs(mat — mat’))) > symTol

104 error ('Input.matrix.is.not.symmetricotooworking.precision’);
105 end

106

107 % Parse user inputs

1w if (nargin == 2)

109 if (length(varargin{l}) == n)
110 k = n;

111 Vv = varargin{l};

112 else

113 k = varargin{1};

114 ¥ = randnin,l);

115 end

116 elseif (nargin == 3)

117 k = varargin{1};

118 v = varargin{2};

119 else

120 k = n;

121 v = randn(n,l);

122 end

123
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124 % Initialize wvariables
125 Q = nan(n,k);

126 q = Vv / norm(v);

127 Ql:,1) =q;

128 d = nan(k,1);

129 od = nan(k-1,1);

130
131 % Perform Lanczos iterations

132 for i = 1:k

133 z = mat = q;

134 d(i) = q’ * z;

135

136 Yo

137 % Uncomment only one of the following 3 options
138 %

139 % Option 1: Full re-orthogonalization

140 %z =2z —Q(:,;1:1) & (OQ(:,1:1)" = Z)g

141

142 % Option 2: Full re—orthogonalization (x2)

143 z =8 —=Qf:,1:4i) & (Q1,1:4)" = @)
144 zZ =z — Q10 ) % (Ql:,121)° = =)y

145

146 % Option 3: No re—orthogonalization
147 %z =z —d(i) » q;

148 %Bif (i = 1)}

149 % z =g — odfi-=1) = Q:;i-1};
150 %oend

131 0

152

153 if {1 ~= k)

154 od(i) = norm(z);

155 q=2z/ od(i);

156 Q(:,i + 1) = q;

157 end

158 end

159

160 % Construct T
166 T = diag(d) + diag(od,-1) + diag(od,1);

162
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% Return user-requested information

if (nargout == 2)
varargout{l} = Q;
end
WSS Méthode de projection de Krylov — Y%98008888%0

cle

clear all

close all

a=pi;

b=0.01;

nx=150;nz =150; k =6;

N=100;teau=b/2;epsi=0.0;

WSS 9898r% Equation de la chaleur dans un domaine carré
S S S S S S S SRR S SSEESSho

dx = a/nx;

dz = b/nz;

x = 0:dx:a;

§ = 0idx:a;

z = 0:dz:b;

[X,Z]=meshgrid(x,z);

u=0;

phi= inline( sin(t) . =t,A2");

|t,w|=gaussleg(U,a,l00);

for i =1:N
g(i)= (phi(t).+sin(txpixi/a))*w’;
u=u+ (2/a)* g(i) #(sin(((ixpi)/a)=*X).xexp((b-Z)=(ixpi)/a))

end

W% condition finale YOS/l

h=griddata (X,Z,u,x,teau, ‘cubic’)+epsixrandn (size(x));

fi—ain (%) .xx. A2
W8/ Laplacien discret YOOS8/88/S8/8/88/8/8r8858/8%
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n = nx+1;
sub = diag(ones(n-1,1),-1);
A = 2xeye(n) + (=1) .x sub + (-1) .+ sub’;

RS S8y S T EST
S SIS SIS S SIS S/ Sy SIS SISy SIS/ S SIS SISy S/ S/ 8181 Y S/ 888 Sho
A=(nx/a)A2+A;
v=h’/norm(h);
[T Q] = myLanczos(A,k,v);
U2=0;[RITZ]|=eig(T);
for i=1:k
rit (i)=sqrt(RITZ(i));
U2=02+Q(: ,i)*(exp(rit(i)=b))=«Q(:,i) «h’;
end
[2=u2*+
BSOS/ SHIFT INVERT
S S S SV SISV IS SIS S SV S8 1SS SIS S/ SV SV SV S8 S v S/ SISV SIS/ 1 U8/ S/So
In=eye(n);
Ik=eye(k);
teta=0;
vn=h’/norm(h);
A=(A-tetaxIn)~-1;
[T1 Q1] = myLanczos(A,k,vn);
U3=0;[RITZ1]=eig ((T1A-1)+tetaxIk);
oy a=l:k
ritl (i)=sqrt(RITZ1(i)};
U3-U3+Q1(:,i)*(exp(ritl (i)+b))«Ql(:,i)  '«h’,
end
L3=0U3";

%
S S S B S B S S S S B S & VS S S 8 S S8 S 1S 1S S S SV 1B S S 1B S SV S Sy S Y S/ S/ S S S/ S S/ Su SIS /o

S S SIS S Sy SIS S VS S/ S S SIS SIS SIS/ S/ 1S/ 5/ 880
%o

S S S S S S S S S S S S S S VS S SIS SIS VS SISV S VS S8 SV S S S U8 SISV SV S SV S S SIS SIS VSIS SIS o



234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
a0
261
262
263
264

2 Stabilisation et approximation

36

clf

figure (1);

subplot(2 ,1 ,1),

hold on,

plot(x, 102, “o—" x,di, "'b—"});

legend ( ’'fapp-Ritz.val’ ,’fexct’),

title(’sol’),

grid on,

hold off,
subplot(2 ,1 ,2) ,
hold on,

er=abs( fi-U2);

plot{ = , er , '£* ),

legend ( ’Erreur.’),

title( "Eireur” ),

grid on,

figure(2);

subplot(2 ,1 ,1),

hold on,

plot(x,U3, ‘g—',x,fi, 'b—"’);

legend( ’fapp.—Invert.Ritz.val’,’fexct’),

title(’sol’),
grid on,

hold off,
subplot(2 ,1 ,2) ,
hold on,

arl—abhr( fi-U3);

plot( x , el , "g’ ),
legend ( 'Erreur.’),
title ('Erreur’),

grid on,
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ra
T

sol

i

005

1] o

oo

Erreur
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