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Résumé

Dans notre éssai nous établit la notion du mesure signée comme une
processus stochastique et on va présente les propriétés et les
caractéristiques.
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Introduction

Soit 2 I’ensemble des applications ¢ — Xi (w) de Ry dans R , continues et nulles powrt =
On munit Q de sa filtration naturelle (F:) .Le célébre théoréme de Paul Lévy caractérise la loi
brownienne comme la seule loi Pous laquelle X; et X2 —¢ sont des martingales locals.

Rappelons comment Dellacherie (sém. prob.VIII) en déduit la propriété de représentation
prévisible du mouvement brownienne dans 12 . Soit I le sous-espace fermé de L2 formé des
intégrales fooo H, dX, , avec E [ | H: ds] < oo . Tout revient & montrer que Porthogonal I+ est
réduit aux v.a. constantes.

Soit d’abord M un élément positif de 7+ . On peut supposer que £ [M] = 1 et introduire la loi
¢ = MP. L’orthogonalité entraine que, sous la loi @ , toute i.s. H.X est encore une martingale
locale; c’est donc le cas pour X, .Comme @ << P,ona (X, X], =t souslaloi Q. D’aprés le
théoréme de Paul Lévy | on a @ — P ,donc M =1ps- On passe de l4 sans peine au cas o M
est bornée | en remplacant A par AL | ¢ on ¢ est wue constante assoz grande.

Pour pagace s gy géndial on remarque quo It cot oluble par les upérateurs E [\ Fy] ou '
est un temps d'arrét. Or la martingale M, = £ [M \ 7] est coutinue, done adiuel des wirétdes

bornées, auxquelles on peut appliquer le résultat précédent, pour montrer finalement que M = cte

Malheureusement , dans cette derniere étape , on a perdu la simplicité de I'idée de Dellacherie
, car il a fallu établir au préalable que toutes les martingales du mouvement brownienne sont
continues. Yor est parvenu & supprimer cette difficulté en considérant le sous-espace fermé I dans

H' et son orthogonal 7+ dan BMO (donc tout élément de 1 est & sauts bornés) , mais 14 aussi
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, on perd le caractére élémentaire de la démonstration.

C’est pourquoi P.A. Meyer a suggére d’étendre le théoréme de Lévy aux mesures signées , de
maniére & justifier le raisonnement ci- dessus pour un élément quelconque de 7+.

Nous présentons dans ce travail un certain nombre de résultats qui se rattashent & cette
idée.Tous sont de nature tres élémentaire,mais certains sont vraiment inattendus. Cet exposé a

¢tait présenté au séminaire de Berne en Juin 1983.




Chapitre 1

Rappels et Complémentaires

Dans ce chapitre on va présenter tous les définitions et les théoréme nécissaires pour dévelop-

per et améliorer ce travail.

Dans tout ce qui suit, (£, F, P) désigne un espace de probabilité complet.

1.1 Les filtrations et les mesures

Définition 1.1 Soit T un sous-ensemble non vide de B.

-Un processus stochastique (Xt);cr dans R? (d > 1) est une famille de variahles aléatoiror o
valawry dang RY indesxdée prr,

Pour o e Q fixg, L — X, (w) cst appelee trajecloire.

Deéfinition 1.2 On appelle tribu (0 —algebre) de tout parties de ) toute famille F de sous

ensemble de Q) satisfaisant :

-i- e F.
-ii- A€ FsiAeF.

-iii- si (4,),., est une suite de F alors :
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UA, eF.
n>1

le couple (€2, F) ou F est une tribue des parties de {2 est appelé un espece probabilisable.

Définition 1.3 Soit X = {X,,t € [0,T] }une famille de sous-ensemble de Q .alors le tribu
engendré par X est le plus petite tribure sur qui contient tous les sous ensembles X w LG EET

; elle est noté : §(X)

Définition 1.4 Soit (Q, F, P) un espace probabilisé . Une famille (Fn)uso de 5-agebres sur
Q est appelées filtration si pour tout t 2 8,F: C Fs C F.Une filtration est dit continue si pour

toutt > 0 ,F =N Fs.
s>t

Une filtration est une suite croissante de tribus (3’-"1.1)@0 , Clest -a~dire : F, C Fri1 ,¥n €N,

Définition 1.5 Une filtration (Ft); 5o est une suite croissante de sous tribus de F .
St (F1); wq est une fillration de (Q, F, P) alors (Q, F(F), .0, P) est appelé espace de probabilité
filtre.

Définition 1.6 Soit (Xn)nso une suite de variables aléatoires , On dit que (Fa)nso définie par :

Fn=106(Xo,....,X5).,Yn €N est la filtration naturelle de la suite (Koo
Définition 1.7 Une mesure 1 est unc applicution. de F dans Rt (g :

- (B) = 0.

-1i-51 (Ap),5; est une suite dénombrable d’ensembles deux a deux adjoint alors :

,u (nglAn) = 1 (An)

n=>1

Le triplet (E, F, 1) est appelé espace mesuré.
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Définition 1.8  soit (E, A) un espace mesurable. Une mesure signée u sur (E, A) est une
application p1 : A — R telle que p (0) = 0 et que pour toute Jamille(A;),y d’éléments disjoints

de A, la série

Z# (Ar) -

teN

converge absolement ,et

A (thAt) =34

Définition 1.9 Soit F = (F)e=o une filtration. Un processus X — (Xe)iso est adaptée ¢ la
filtration F si X, est F, mesurable pour tout t > 0

1.2 le mouvement brownien et le temps d’arrét

Deéfinition 1.10 (Le mouvement brownien) Le mouvement brownien standard est un PTOCESSUS

stochastique réel B = (B,), >0 Vérifiant :

i)Bp=0P —p.s

“@)Vs€[0,t],B;— B, ~ N0, - s).

W)Vn21Vt <t, <. <t i By, By — By, ..., By, — B, | sont indépendantes

) I = p.s, Pupplication t— B, esl continye,

- Soit # € IR, un wouvement brownicn issu de ¢ /3% — (B{)e>0 st uu processus qui vérifie
i) , iii) et iv) et By =z , P-p.s.

- Un mouvement standard dans R? noté BM? est un processus B = (B;);g oU By =

(B¢, .., BY) avec {(B}),1 < i < d} des mouvements browniens standard indépandants .

Définition 1.11 Soit (F:) une filtration et T : Q) — Ry U{oc} une application ,on dit que

T est un temps d’arrét par rapport & (Fi)iso Si

Vit e Ry, T <t} eF,.
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Définition 1.12 (Processus prévisible) Un processus stochastique est dit (F;) -prévisible si la
fonction de (t,w) € T x Q — R est mesurable par rapport a la tribu sur v x Q engendrée par les
processus adaptés est continue & gauche . En quelque sort , la valeur de X en t est entiérement
déterminé & partir des valeurs passées de X (5),s <t .Intuitivement un processus prévisible est

un processus dont la valeur en t découle des valeurs observés avant

Définition 1.13 (Processus adapté) On dit que le processus (Xt)iso est adapté & la filtration
(Ft)iso 51 Xy est Fy -mesurable pour tout entier ¢ , Clest -a-dire : pour tout t = 0 :‘(XS)[}55<t est

B ([0,t]) ® 7 mesurable.

Définition 1.14 (Processus progressif) Un processus X est progressivement mesurable par rap-
port a une filtration (Fy),, si pour tout t > 0,l’application (s,w) = X, (w) de [0, 7] xQ dans
R? est mesurable par rapport o B (0,¢)) ® F et B (RY).

Définition 1.15 (processus uniformment intgrable)

Soit X = (X}),., un processus stochastique

1) On dit que X = (X;),5, est uniformément intégrable si :

lim supf | X:| dp = 0.
(Xt >a)

a—+00 >0

2)Sip>1,ondit que X = (Xt);2q cst borné dans L7 si :

supFE |

i>0

X" < co.

Proposition 1.1 Soit X = (Xt)»q un processus stochastique :

1) 8’ existe une v.a.r positive et intégrable Z telle que |X;| < Z,Vt > 0, alors X = (Xt)iso
est uniformément intégrable.

2) Si X = (Xt);>0 est borné dans I? (p > 1), alors X = (Xt);5q est uniformément intégrable
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1.3 Les Martingales

On suppose donné un espace de probabilité filtré (L2,.F, (F) t>0: F)

Définition 1.16  Soit (S, F, P) un espace probabilisé et (F2) une filtration. Un processus
(My -t 2 0) avaleurs dans R est une martingale par rapport a la filtration (Fy : t > 0) si (My:t>0)

est adapté a (F; : ¢ > 0) et si pour tout 0 < s < ¢ ’

E[M\F] = M,

Le processus est appelé sous-martingale si > remplace I’égalité dans la ligne précédente.

Définition 1.17 Soient (Q,F, (]'—t)tzo : P) un espace de probabilité filtré, X = (Xt)tzo un pro-

cessus continu.

On dit que X est une (F;, P) —martingale locale, s'il existe une famille de temps d’arrét
{Th,n > 1}, telle que

i) La suite (5.’7“)”2 ,est croissante et tl_1+11; T, = +oo p.s.

ii) Pour tout n , le processus X1, 50 = (X "N(Tu>0}) ¢>0 €St une (F;, P)-martingale

uniformément intégrable.

Détinition 1,18 Sorent H = (Hi)i>0 un processus continu el. adapté X — (X))poo unc scmi-

martiyule. conlinue i.e 9

XtIXg+ﬂ{ft+Vt

ou M = (Mi)i>o est une martingale locale issue de 0 et V' = (Vt)tzg est un processus a

variation bornée , continu et issu de 0. On note -
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t
(H.X), = / H,dX,.
0

Théoréme 1.1 5i M = (M,), >0 €st une martingale locale alors il existe un "unique” processus

continu , adapté ,croissant et issu de 0 noté (<« M, M >)e >0 tel que :
(M2— < M, M > )i >0

Soit une martingale locale (continue) .

De plus , pour tout ¢ > 0, toute suite (An)n >0 de subdivision de [0, t] avec | A, |- 0,
sup(TP (M)— < M, M >,) 5 .
s<t

Si M = (M;):50 est une martingale locale , on a vu que le < M, M >;est bien défini.

De plus t — < M, M >, est une fonction positive croissante , ainsi on peut poser pour w € ()

<M, M >y (w) = 15lim <M, M >; (w).

Définition 1.19  Soit X = (Xt)iz0 une semimartingale continue quz se décompose

X,=Xo+M+V,

-3 1= (Hy)eo est un processus continu et adapté alors Iintégrale stochastique de H par

rapport a X est définie par

HX=HM+HYV




Chapitre 2

Calcul stochastique pour des mesures

signée

L’étude des mesures signées a été suggérée par P.A. Meyer pour généraliser le célébre
théoréme de Paul Lévy,qui caractérise la mesure de Wiener sur Q = C, (R™,R) comme I'unique

probabilité sous laquelle (X;) et (X2 —t) sont des martingales,oti (X;) est le processus canonique

sur £2.Ceci a été étébli par Ruiz de Chavez [9] qui a montré en plus, que la propriété

(*) ci-dessous des martingales continues (sous les mesures de probabilité)n’est pas satisfaite
sous des mesures signées.

(*) Les seules martingales continues & variation finie sont les constantes.Un contre exemple
simple cst le temps local I, en zéro de 1a densité D, — E’%ﬁ 0l (7 est une mesure signée bornée
SUr un espace mesurable muni d’une filtration (%) avec |Q[(1) = 1 et D est continue.I’autre
remarque importante faite par [9] est 1a nllité de @ sur nnrfnineogous-tribue (vuir wussl [4]).Ceci
indique qu’il y a une perte d’information surces sous-tribus.La propriété la plus importante
;perdue pour les mesures signées est 1’hérédité des ensembles négligeables. En effet.si A et B sont
deux ensembles mesurablestels que B ¢ A et @ (A) = 0,alors on n’a pas forcément Q(B) =
0.Dans ce papier on établit quelques propriétés des martingales pour des mesures signées.Le
premier paragraphe est consacré a 1’étude des martingales pour des mesures signées & variation
quadratique finie .On établit une genéralisation du Théoréme de Paul Lévy pour les mesures

signées bornées.Dans le paragraphe 2,0n essaie de définir 'lntégrale stoshastique pour des mesures

10
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signées .On établit une formule d’Tto ainsi u'un Théoréme de Girsanov. Enfin. le troisiéme
g q )

aragraphe est introduction aux mesures com lexes,tout en esseyant de définir un rocessus de
S ) Y

Bessel a valeurs complexes.On donne aussi quelques exemples et applications des mesures signées.

11
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2.1 1.Martingales par rapport a une mesure signées

On considére un espace masurables (2,F.Q) 01 @ est une mesure signée bornée. On commence

par citer la définition d'une martingale sous @ ,donnée dans [9] .

Définition 2.1 (1.1) Soient I une probabilité sur Fo, telle que Q < 11, (F:) une filtration
continue & droite,complétée par rapport o 11 telle quieg Foy = \t/ft et My = % |7 -Un processus

(X:) adapté o (F) est une (I — @) —martingale si :

1) X est une IT — semimartingale,

2) XM est une II — martingale,

Cette définition impose de se référer toujours & une probabilité IT et donc & la fltration
FH complétée par rapport a [I.Remarquons aussi que dans le cas ou @ est une probabilité : si
X est une @) — martingale alors 'hypotése 1) n’est pas forcément satisfaite. Pour ces raisons,on
modifie la Définition 1.1 et on la remplace par la Définition 1.1’suivante.Dans la suite, on note
P :=|Q| et D;=% |, (ot F est une fltration continue & droite sur F, complétée par rapport

P
a P )et on suppose que |Q| () = 1.La notation E designe toujours 'espérance par rapport & P.

Définition 2.2 (1.1°) soit X un prosessus adapté o F.

1) X est dite 1me @ - martingale si B [|X]] (oo, VE > 0 ol Q (X)) — @ (Xy) pour toul
F—temps d’arrét T bhorné.

2) X est dite ume Q — martin gale uniformoment intégralile si lu F—martlngale X 1) est
uniformement intégrable.

3) A st dite &) — martingale locale si X D est une P—martingale locale.

1) Si P'est une probabilité sur Foo telle que Q@ = D!_- Plet P! (O, = 0) = 0,01 D! _ est un élé-
ment de L' (F,), alors X est une Q — martingale si et seulement si X D' est une P'—martingale
(pour la démonstration, voir par example, le Lemme 48, Chap. VII de [5]).

2) Soit X une Q —martingale.S5i T est un temps d’arrét pour F ;alors X Test une (Q,F ) —martingal

et (X7i4); 5 gest-une ((Fro,) Q): >0 — martingale. La proposition suivante nous donne la  re-

lation entre les deux définitions :

12
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Proposition 2.1 (1.1) Soit P’ une probabilité sur Foo telle que Q (( P' . Si X est une

(P'— Q) — martingale , alors X est une Q — martingale.

Preuve. . Si X est une (P’ — Q) — martingale, alors X D' est une P’ — martingale on D =
L;fTQ,, | 7. Pour tout temps d’arrét borné¢ T , on a ‘Q (Xr) = Bp/ [D} X1] = Ep [D)X] = Q
(Xg) |

Proposition 2.2 (1.2) . Soit P’ une probabilité sur (0, Fs) .On a l"éguivalance entre les deuz

propriétés :

() Q< P,
(i) B r= %;; |, est une P'—martingale uniformement intégrable.

Preuve. m

(i) = (i) . Si Q@ < P’ , alors il existe une variable aléatoire A, Fi—mesurable telle que Q
= AP Ona:VE >0, Bp (Al =1Q| (1) ( +co et D = Ep [ANF].

(if)=(i) . Soit D/ = tl}iang .Ona:¥t>0, D = Ep (DL | 7] . DoVt >0 VA e Fi
; Q(A) = Ep[D! . 94] . Notons C := {A€ Fuo,Q(A)=Ep [D_94]} Ona:Vvi>0 s i 07
; et par classe monotone, on obtient ., c C , ¢e qui prouve que Q < P’ Une martingale pour
une mesure signée () n’est pas forcément a variation quadratique finie (un contre example est
donné 4 la fin du deuxiéme Pragraphe de ce papier).Ruiz de Chavez a établi le Théoréme de
caractérisation de Paul Lévy pour des Q—wartingales qui sont des processus de Dirichlet pour
£ On dommn iei une généralisation aux processus a varialion quadratique tinie (en général,un
processus a variation quadratique finie n’est pas un pracessus de Dirichlet,un contre-cxemple est

donné dans [10]).

Théoréme 2.1 (1.1) . §i X est une Q—martingale continue, nulle en 0 et & variation quadra-
tique finie avec [X], =t , alors I’image de Q par X est égale ¢ Q (1) - W .

Preuve. . pour 0 < s < ¢ Je processus(X; o, — Xs)tzo est une (@, (F; +s)) —martingale.D’ow

(gréce & la formule(3) de [6]), Va € R, m

13
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2t
Y, = exp (ia (X; 15 — X)) — 1+ % / exp(ia (X, 15 — X;))du
0

est une (Q — (F; 1) " 20) —martingale.
Alors , pour tout A € F, .Q (14Y2) =h (1) Q (¥), R (t) = exp (%%275) .de la méme facon,pour
toute suite finie {t;,...,t,} de R* :

Q(exp(ioletl + ?:OfQ(XtQ = th) + ...+ 'i(l’n(th = Itn_l)))
1 2 2
=Q (1) exp(—;(tlafl F o b (B = G )i

2.2 2. Calcul stochastique pour des mesures signée

Dans ce paragraphe,on suppose que D est continue. Posons H := {t, D, =0}, g = sup
H,g=gVvV0,v =0Vsup {s<t,D,=0},3, = 0V sup {s <t, D; =0}et G lensemble
des extrémités gauches de H ¢.La plus petite filtration continue & droite contenant (F;) pour
laquelle 7 est un temps d’arrét sera notée (#¢) . La filtration (FZ,.) est alors bien définie et sera
notée (F, 1) .Si X est un processus F —adapté, on notera X := X +g- On commence par citer la

proposition suivante de [1] :

Proposition 2.3 (2.1) . [1] Soit (V,), >0 Un processus (Fq 1) —optionnel. Il existe un pro-
cessus unique (Uy),sq ,(F) - optionnel qui s’annule sur H tel que Vt = 0,U; o+ = Vi,1Ty = V,
sur{g = —oo}.Ce qui définit une fonction p:V — T =p (V). p est linéaire, positive et préserve

les produils. La proposition suivante est une “g9énéralisation” du Théoreme 1.1.

Proposition 2.4 (2.2) Soient (1, F, Q) un espase mesurable muni d’une filtration (Fe); g &F
X une Q—martingale , continue et nulle en 0. Supposans que X? —t ,s0it une Q—martingale,

alors X (Q) =Q (1) - W (ot W est la mesure de Wiener).

Preuve. Pour K > 1, (X, ) et X? . — t Ak sont uniformément intégrables,c’est-a-dire que

Xink Dy et (X2, —tA k) D; sont deux martingales uniformément intégrables qui s’annulent

14
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sur /1 . D’aprés le Théoréme quotient de [1] (voir aussi Théoréme 3.2, Chap III de [2]), les
processus Xgipax €t Xé +oyak — (§+ 1) Ak sont deux P—martingales pour la filtration (Fg.,), 0

, En appliquant la formule d’It6 & Xg+onr avec la fonction exp (tax) , on obtient : m

tA(k—7)T
k. e a_z X s P X
Y, =exp (sz(g +t),\k) + 5 exp (L(l @ +_9)Ak) s — exp (LaXzar)

0

. (g+t)Ak

a

= exXp (LO;’X@ -F—t)/‘\k) + “5‘ f exp (LO!XS -Hc) ds — (LO[X§ /\,{;)

g Ak

est une P—martingale qui s’annule en 0 . D’oil p (Y*), est une Q—martingale et :

t Ak
2
dp (Yk)t = exp (La X ) + 5 / exp (LaXs ar) 8 — exp (LQ‘X-h /\1.-.) :
v Nk
t

Ce qui donne que exp (1a.X;)+ 2 exp (taX; ) ds est une Q —martingale locale. En raisonnant
2 g

de la méme fagon que dans le Thégréme L1 (voir aussi [9])on trouve X (Q) = Q(1).W.

On suppose dans la suite que toutes les (P,F) —martingalent continues,les processus P
p-s. croissants introduits ci-dessous,sont continus a droite et que toutes lesQ) — martingales
considérées sont continues sur [G,400]. En effet.on peut toujours se ramener & une ()—martingale

continue sur [g,+oco| grace an lemme suivant :

Lemme 2.1 (2.1) . Soit X une Q—martingale uniformément intéqrable, alors X admet une
modification X 1 (par rapport a P) continue & droite sur H¢ UG .En plus, X 1, est aussi

uncl)—martingale uniformément inléyruble.
Preuve. XD est une P —martingale continue (par hypotése),d’ou X est continue sur H¢ .Po-

sons @ H

m X, e Mye(t+e) si leG

E—+oo

- X i teGe
X/t — { t 5

15



Chapitre 2. Calcul stochastique pour des mesures signée

D’aprés le Corrollaire 3.2.1 de [1] ,X7 est bien défini. On a : aussi,pour tout t € R*,P (X, = X1) >
1-P(teG)=1car G évite les temps d’arrét. Montrons que X7, .est aussi une @ —martingale

uniformément intégrable.

X,t = X"tﬂH c (t) -+ X’t’]‘]{ (t)

P(X’.+§ - X’E)t +p(X’§)t g4 X’n Taw

= p (Xl 15— Xtg), + X1y, Trey + X1, Tags).

Donc :
X’_Tt = X’i_p(Xl.-i-ﬁ_X”?)t'

Mais d’aprés le Théoréme quotient de (1,0 (X715 — X/t5) est une ()—martingale,d’ot X 1, est
une ¢)—martingale. Il est bien connu que la classe des semimartingales est stable par un change-
ment de probabilité absolument continue, ce qui n’est pas vrai pour un changement de mesure
signée absolument continue (voir [4]) . Dans le but de récupérer cette stabilité,on prend comme
définition d’une semimartingale sous une mesure signée la définition suivante :

1) Un processus adapté (X,) est dit croissant (resp. & variation finie) sous @ si le processus
X, = (Xg +¢) est croissant (resp. & variation finie)sous P .

2) Un processus Y est dit uno () semimartingale si ¥ — X + 4 ou X est 1me (J—martingale
nnifarmément intégrablo ot A oot un proceasus a verialiou fule sous Q.

3) Soient X & variation finie une —martingale uniformément intégrable (resp. & varia-

tlon finic sous @) et h un processus progressif tel que fﬂ = is X) < 400, Vi > 0 (resp.

/ Ih‘g +s

note 3¢ fo he dX, = p (/ hs +5 d)?;)
0

dX5~ < 4co ). On définit I'intégrale stochastique de A par rapport & X et on la

t

Remarque 2.1 (2.1)
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1) La Définition 2.1 reste valable lorsque @ est une probabilité. En effet, danscecas: D =1
et g =0 p.s.

2) 11 est & noter que Iintégrale stochastique sous @ définie ci-dessus,bien qu’ elle satisfasse
les propriétés habituelles de Iintégrale stochastique (propositions 2.3 et 2.4 ci-dessous), dépend
non seulment de X, % et de la mesure () ;mais aussi de la martingale D (plus précisément de
Iensemble H )-L’intégraleg [ hs dX, peut changer d’une filtration & une autre.Notons aussi que
@ [ hs dXs est continue & droite sur X ¢ U G.La proposition suivante nous permet de passer de

I'intégrale stochastique(dans le cas on elle est bien définie et finie) & 'intégrale sous &.

Proposition 2.5 (2.3) . Soit h un processus progressif.

1) Si X est un processus cadlag, a variation finie sous P et si pour tout ¢ > 0, fot |hs| |dX|

< +o00 , alors il est & variation finie sous @etona:

t t
Q/hSdXs = /hsts p.p.s.
0 it

2) Si X est une @—martingale uniformément intégrable et une P—semimartingale cadlag, et
i

si I'intégrale stochastique J, = / hs dXs est bien définie et finie, alors g / hsdXs =1, — I, .

0
3) Si X est une —martingale uniformément intégrable (resp. & variation finie sous() , alors

o / h dX est aussi une ()—martingale uniformément intégrable (resp. & variation finie sous Q

(sms les conditions hahituelle de ity do /.],g.+g dX ).

1) Si X est A variation finie sous P » alors (X ¢)esn sl aussl & variation fine sous () ot
L fr=+4

L
jhwg T e /hs dX, etp(/hs+ngs+§) :/hs dx, .
J J

0

2) De la méme fagon que 1).
i

3) Si X est & variation finie sous @ , alors / hs 15 dX, est & variation finie lorsque A satisfait

t 0
/lhs +§f

d:Y: < 400, V&t > 0.51 X est une (—martingale uniformément intégrable, alors

i
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i i

t
/ hs 43 dX, est une (P, (Fg 4+)) —martingale qui s’annule en 0 . D'ou p f B 45 dX, =0 / R
0 0 0

dX, est une Q—martingale (Théoréme quotient de [1]).La linéarité de o / résulte de la linéarité

de p Il nous reste & montrer 'associativité de o / .Pour H et K convenablement choisis, on a :

@ / HKdX,=p ( / H, 5 K, +§d5(:)

0

- /H d (Q/stxs) |

Notre but maintenant, est de définir (pour une @—martingale X ) le processus croissant sous @)

qui sera noté [X]9 ) tel que X2 — [X]? soit une Q—martin ale.
&

Proposition 2.6 (2.4) Supposons que Ff =FgVo (Do > 0) et soit (1) un processus progressif
nul en 0,tel que (o), > o Soit une Q—martingale. Alors 04 (Q) = Q (1) - 6g,00 0 (dans do)est la

fonction constante nulle sur C' (R* R).
Preuve. . Si ¢ est prévisible,alors exp(i u og)est une @—martingale.Si ¢ est progressif et (og;)

est une @—martingale,alors (d’aprés la Proposition 3.8.1de (1] ), o = Gy sur H € ot av est un
processus prévisible. Donc exp (i u ag;) 1 = exp (i u ag;) D; est une Q—martingale. On a aussi
Jg—t est une ¢)—martingale.Daus la suite on va, supposer que F =F, Vo ({Dy > 0}). m

Remarquons que sous cette hypothésesi (o5;) est une @—martingale alors (0‘37) est aussi

une)—martingale.
Définition 2.3 (2.2) . Soit X une Q—martingale uniformément intégrable. On définit le pro-

cessus [X]° = p ([)Z'D .

Remarque 2.2 (2.2) .On signale que [X ]Q déoend de la filtration par rapport & laquelle X est

une martingale.
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Proposition 2.7 (2.5)
(i) Le processus [X ]Q est continu & droite, croissant sur toute axcursion de la martingale D.

i) X 2 - [X]° est une Q—martingale uniformément intégrable.
g

(i) d’apres le Théoréme 4.2.1 de [1] , on a : (on note : M := X D),

i |
T 'D52

[x]7 = (d4M)s+ X2d (D), —2X,d (M,D),)

Notons : pour k € N* :

t
1
e f Vo> 1y pz (@ (M) + X2d (D), —2X,d (M,D),)

Ona: Af — A% — [X]? p.s. Solent T un temps d’arrét et (&n)n > o une suite de R* qui décroit
vers 0. [X]? estcontinu en 7' sur I'ensemble{T" € H °}, montrons qu’il est continu & droite en T
sur {7 € H }. Posons ol . 2= Aif“rf —Ak. Ona Apg | 0 quand n tend vers +co V k € N*
et lim sup XT ey S lim lim An ¢ < lm inf lim A,, =0.Ce qui montre que [X ]Q est

n—+co n—-+ook—+ k—+co n—-+00

continue & droite.

(ii) X 2— <X> est une (P — F, 1), ., —martingale. D’ot p ()? Z - <)?>) est une Q—martingale.
Mais p (5(: 7 — <)n(:>)t By = (Xf — [X]?) D, Donc X 2 — [X]% est une @—martingale. On dé-
finit le crochet droit de deux meartinga]es X et X' par [X, X’]tQ =p ( < X X >){ . On g
X, X' = ( X+ XM x - ,v]‘&") et [X + X% = | X]? + [X]¥ + 2 [3& + X']. On donne

maintenant le théoréme de caractérisation du processus HQ ;

Théoréme 2.2 (2.1) [X]? cstl ‘unique processus adapté, continu é droite, croissant sur G, + oo
et nulle sur H tel que X — [X]Q soit une Q—martingale locale.

Preuve. . Soit A un processus adapté continu & droite, croissant sur [7 . +oofet nul sur H tel que

X,?— A, soit une Q —martingale locale. Le procassus X — A 4y est une (P, F, ;) —martingale
continue locale. D’aprés le Thénréme 1.3, Chap. IV de 8] ,ona A ;- \X > s d'ol p(Ag) =
P (<)Z'>) . Comme A est optionnel et nul sur H ,ona:A= [X}Q .
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Corollaire 2.1 (2.1) . Soit X une Q—martingale uniformément intégrable.

1) Si X est continue & variation quadratique finie, alors [X ]? = [X], — [X] 5 4

2) Si [X]° =0 alors X 1 He = 0z o0 o est un processus prévisible.
g

5 A y ™e _ Q\" Q
3) Si T est un F—temps d’arrét , alors [XT]™ = {[X] ) —~ [ e -

t

4) Si h un processus progressif tel que E / h§2 . <)? > < 400, Vit > 0 . Pour toute
s

@—martingale uniformément intégrable X’ on a :

v, X% = / hod [X , X 0t ¥ =g / hedX,. (@)

En particulier,

2
Q t t
[Q f B dXSJ =i / hld[X]%et Q| / By dXy| =815 / h2d[X]°
0

0
et

o[ maxyF = o / Ra[x)®) ()

5) Le processus Y =0 / hs dX, est I'unique Q—martingale uniformément intégrable qui

s’annule sur H et qui satisfait la propriété (1) ci-dessis -

6) Si T est un T (oinps aeret, alors

. f i AT g f hoflo, 71 (5) dX,
%
- [Q f b dXSJ . [Q / h dXsJ .

1) Le processus [X], — [X] v, est cadlage croissant sur [7, +ocof, nul sur H et X2 —[X ], +

Preuve. m

[X]vest une Q—martingale. En effet, X, est une Q—martingale (Lemme2.1) , d’ou X,?t Pest
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aussi. Mais X?—[X] est une Q—martingale (voir Corollaire 1.1,Chap. VIde [2] ). Donc X2,—[X] "
et [X]v, sont deux Q—martingales.

2) Si [X]° = 0, alors <)?> = 0 et X est constant. Donc X — Xz et p (}E) = X,,
Y2-(t) =X Y- (t) = a5t Yu < (t) , avec o prévisible en utilisant la, Proposition 2.4.

3) ([X ]Q)T - [X ]g’i ar €8t croissant sur [g,+00[, continu & droite, s’annule sur I et (de la

T
méme fagon que 1)) X77 — ([X ]Q) —[X ],?t Ar est une Q)—martingale on a :

X =p (7 57

:p(/hs+§d<5(: )?f))
:p(/hsﬁd[x X ’]§+§>

=0 /hsd[X, b

2
'égalité (2) résulte du fait que (Q / hs dX 5) -0 / h2 d[X)? est une (—martingale qui s’annule

eno(ona[X]g?:fJetQ/Ohs dX,=0).

5) SiY et Y’ sont de 0tels processus, alors ( d’apres le Théoréme 2.2, Chap. IV de [8]) ,
¥Y=Y'.Doun¥ =y par unicité de la fonction p (nofom que si X st ) martingale, aloi,
X Yy e oob prévisible)

6) Supposons que X s’annule sur A (voir la remarque ci-dessous) et montronsd’abord que

X7 = / 90,77 (s) dX, . Pour toute ()—martingale uniformément intégrable,On a :

7 37 = (1, M9) - 1 NS,

i

et

Yo ()d[X , N9 = [/ﬂio,ﬂ (_8+§)d<)’(‘j A~,>J

t
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Mais :
t
9)d{X ,N) = Al X 1\7>
/ﬂ[o,T] (s + 9)d<X ; N>S Tz > <X s TR
0

]Q

Q _
=Yran X, NMigar=[X" . N ¢ 45 °

D’ou , (grace a 5)), X7 =9 / Lio,7)(s)d X .L'associativité de 0 / nous donne le résultat.

t

Remarque 2.3 (2.3) On a : Q/hS dX, = /h d(X, X,).et X — X, est une Q— martingale

nulle sur H .On donne mazntenant la formule d’Ité pour des mesures signées.

Théoréme 2.3 (2.2) . Soit X := (X', ... X ) un vecteur de Q—semimartingales conti-
nues d droite et F € C? (R? |R). Alors F (X) est une Q—semimartingale continue & droite et

pour tout t > 0

52
F(X,) = F(At)+z /a 22 fangx )d[x*,x9)2,

I,jQ

(on suppose que les parties martingales sont uniformément intégrables)

Preuve. . 1l suffit de montrer que: m

. t
XiYe = XY +o /‘-Xsdys +1 /ch)(v Sl VHJ
0

On.a ;
XXy = XoeVou + p (X 19 45 — X5Y5).
t+g t+g
Mais X; 15 et ¥; 45 sont deux (Fg+t)—semimartingale danc : XYy = X You+p /XS dY, + /K d.
g g

le résultat .
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Remarque 2.4 (2.4) .Si P est une probabilité sur Feo 5 telle que Q@ < P’ et D) = j—g |7, avec
D, #0 Pr p.s., le calcul stochastique fait ci-dessus, reste vrai en remplacant la martingale D =

(cff—% |.’F¢)t <o POr (D1), <o - Voici le Théoréme de Girsanov pour des mesures signées :

Théoréme 2.4 (2.3) . Toute P — semimartingale est une Q — semimartingale. Plus précisé-
ment, st X est une P—martingale locale, alors X =Xi—¢ fot MXT’SD)E est unel) —martingale

locale.

Preuve. Triviale & partir du Théoréme 4.1.2 de 1]. m

Proposition 2.8 (2.6) Si M est une (P,F) — martingale qui a la propriété de représentation
prévisible (PRP) dans la filtration F | alors 0 (ﬁ) ala PRP par rapport & (Q,F) , ot M, =

M 15— Mz — ft e c':——MD’SL%.(,0 (ﬁ) ala PRP sous Q si, pour toute Q — martingale X , on
a:Vt 2, Xy = Xg 4o fot n.dp (H:f) ot (n, Jr-g)t 5 o €8t un processus (Fy 1y), > o — prévisible.)

Preuve. D’aprés le Théoréme 4.1.2 de [1 (1], p (M' ) est une () — martingale . Soit X une Q —

martingale, alors, en appliquant la formule d’ Its, on a : M, 5= X5+ ft D, dNbI N. dD, ol

s

Dg d p(N) = Nedp(D) .
N =DX. Do X, = X5, +o fy { Byl )D (D), Reste & montrer que N est une intégrale

stochastique par rapport a M . Si N, = f hs dM, pour un processus h, F-prévisible,alors

J\., = [0 hy 4y AM, 100 nkilisaad e calenl o Aanbigue sous W, on retrouve duns la proposition

suivanteun résultat de [3] : m

14 ’2 e Poyr toute fonction f de classe C' *,on a :

Proposition 2.9 (2.7) Posons C, = v.p ft

Duf (G)) = Dof (Co) + / f(Co)dD, + / £(Cd(D),.

Preuve. On va montrer la Proposition pour f (z) = x et le cas général se fait de facon similaire.

D’aprés le Théoréme 2.2, on a: m
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Y _d (D).
DtCt = D"I:C’Ta‘. +Q (D) ‘}‘/ DS‘()S—
0 Ds
D’ou
DiC, = / CudD, + (D), (/ C,dDy+(D). )
(Dy, = 05iy; #0 et Co+ 0) . Mais D; C; est continu, donc J Cs d Dy + (D ),),t est continu,

en particulier il est continu en dy=inf {s > ¢, D, = 0} .Donc :

F(ds—c)+
lim / C.d D, + < D >’Yt = ﬁl{df_ < +oo}
0

€10

dt
= ( CsdDs+{D )m) Teae < +oo}-
0

Alors 5
_*Csst:(D)d‘< )97
gt
Danc
dt
CsdDs+ (D )d =0
0
et puis

/ CydD;+ (D), =0,V¢>0.
0

Voici maintenant le contre exemple promis a la snite de la Proposition 1.3 :

Considérons W la wesure de Wiener sur & ([0,1] R) et (5,) le processus canonique sur
cet espace, qui est donc un mouvement brownien sous W . Posons Q= D5,-W et Bf =
Xt —wvp jof g—z.lJe processus B* est une Q — martingale qui o la PRP par rapport a¢) (pro-
position 2.7 Y; 1=, ft -ﬁ} r.U?* Crinine = 5 fj fll '1'/'? <Aoo (Tommo 1.1 de [1]), ¥ et un
@—martingale. Mais Ie processus de variation quadratique de Y est égal a j;] A ds = +co,

vVt > 0.

2.2.1 3. Exemples et applications :

Exemple 2.1 (3.1) On considére la mesure de Wiener W sur C ([0,1]) et (X;) le pro-

cessus canonique sur cet espace, qui est donc un mouvement brownien sous W .On note :
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Fo = 0lK; . 8 L), < 1la filcation naturelle de X . On définit la mesure signée @ = X, - W
- Ona:Q(1) =0 (on suppose que Xy = 0). D’aprés le Théorémel.1 , on a : Q lo(ary= 0 pour

tout Q-mouvement brounien M.

Considérons les deux classes suivantes -

Ci={AeFA,Q(A) =0},

€ = {A e F SV (ﬂA.SgT?,X) = O}
(i) QecC;,j=12.
(ii) Si A € C; , alors A° € Gy =12
(iii) Si (A,) est une suite croissante d’éléments deCj alors : UA, € C;, j = 1,2.
(iv) Si A et B sont deux ensembles disjoints de C; ,alors : AU B € Oy wie=ld

Preuve. . Evident. m

Lemme 2.2 (3.2)
(i) o (C1) = Fi (ce qui montre que Cyn’est pas une tribu) .

(ii) C1 = {A , A est P/ — indépendant de sgn X} . ou Pr = VEIXa| W

Preuve. =

(i) 1L est facile de voir que la tribu ¢; de la filtration de Goswami-rao de X est incluse dans C
(car Q est impaire : Q (H (X)) = —Q (H (=X 1)) 8otk X F =5~ fot ¥ ds. X* est un Q-
mnnvement brownien, d’oit ¢ (X *) C C,.0n a, si g; — su p{l <1, X, =0}, alors | X, 19| = sgm
Xi (X' — X0+ f; —l)(i—ldes.Oomme Xiyg, — Xy est un (P1,F, .;)-mouvement brownien,on

a :

7 (IXlgsgupns 5 2 0) = 0 (398X (Xsgpns = X 3,) 5 2 0)

De méme fagon :

7 (1X (gm0 15 2 0) = 0 (sgnX, (X oo — X,2) 52 0) , Vee[o.1].

25



Chapitre 2. Calcul stochastique pour des mesures signée

Done :
a(|X]) Va(X*) =F cCo(C).

(ii) Evident.

QUESTION 3.1.Peut-on caractériser plus explisitement les classes Cret Cy 7

Exemple 2.2 (3.2) . Martingales mesures et mesures signées. Considérons W la mesure de
Wiener sur C' ([0,1] ,R) et (X,) le processus canonique sur cet espace, qui est donc un mou-

vement brownien sous W. On note (F; := o {X,,s < t}), <1 la filtration naturelle du processus

canonique, et on concidére :

Xﬂ=&~lhﬁa ((3))

pour un processus {{),} (F,) —prévisible, dont on suppose que :

/0 05| ds < oo ((4)

On se pose ensuite la question suivante :

QUESTION 3.2.

Existe-il une mesure de probabilité W équivalente au sens de Radon-Nikodym & W telle que

sous W |, (X%t < 1) soit une (F) — martingale 7

Posons W |x= 1) - W | £ et supposons que la réponse 3 la question soit affirmative. Alors,

nécessairement on doit avoir :

d{D, X), _
——p = s, ((3))

14
d’ot,D; =1+ / D.0.dX, ,et on doit avoir :
0

/@w<mm, ((6))
0
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Si on a seulement I’hypothése (4), et non pas (6) ,on

peut se demander s’il n’est pas possible de réaliser le méme type de construction, mais avec

I/V |:Ft At w IJ':U ((7))

(A¢) pouvant étre signée. La ralaxation de la condition de stricte positivité pouvant
peyt-étre permettre d’atteindre les processus () satisfaisant seulement (4) .Puisque 'on a supposé

que (A;) peut changer de signe, autant faire commencer (A;) en 0 au temps 0.Notons donc :
t

Ay = f 0sd X et I'identité (5) avec A au lieu de D va nous donner Péquation :

~— =0, ((5’))
Une sous-question est donc maintenant posée :

QUESTION 3.3.

Pour quelles martingales continues (A;) telles que Ay = 0,a-t-on:

t
|65 ds "
| A

Supposons que {s, ¢, = 0} est de mesurc de Lebesgue nulle, on peut alors écrire :

t . (A)
/Ls wﬁb “/(ds\uj /|ur||u| (0

ot (1) est I'inverse de ({A), , t>0) et (B, , u>0)

est le mouvement brownien de DDS attaché & (A.).Remarquons maintenant que si le processus
(85, § > 0) est localement borné, alors d’aprés (9) par example, la propriété d’intégrabilité (8) ne

peut étre satisfaite.Néanmoins, il existe des processus prévisibles (d,) tels que (8) soit satisfaite.
t

En effet ,Voici un exemple : Soit A la martingale A, = f ﬁdXs , A est adaptée a F (d’aprés
0
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t

le Théoréme 3.3, Chap. III de [2]).S1 Y est une (@ —semimartingale ¥; = X, — / A—gn1—+1~ds , alors

0
t

d(A,Y , . %
( 5 le = Az‘ffﬂ ; avec/ﬁmds < 400 .D’ot, Y est une Q—martingale, o (= Ay . PP &t
£ -3

0
t

/!Tr}mds = +oo (sinon L; (A) =0).
0

Exemple 2.3 (3.3) . Mesures complexes.

a) Considérons W la mesure de Wiener sur Q := C' (0,1] ,R) , X le processus des coor-
données et F la filtration de X .Pour a RY ,posons T, = inf {t > 0, X; = —a} . Il est bien
connuque, sous P = (Xl/‘—rg"_ﬂ W, (X¢ +a), >0 st un BES (3) issu de @ .Pour définir un
processus “type Bessel” A valeurs complexes, on procéde de la méme fagon que ci-dessus .Un
processus adapté x est dit une martingale pour une mesure complexe @ := @ +iQ, avec Q; et
(2 deux mesures réelles, si ¥ est une martingale pour (); et pour @, .Considérons la mesure

t

complexe suivant : Q * = “rz—tx—l—) W, avec z € C — R.Posons )?t =X;—Cion(C, = fz iSX, ’

0

Proposition 2.10 (3.1)

(1) X esl uue @ ‘—wartingale 1ssme de U et X est un mouvoment brownien réel suus@ 7.
(ii) On considére I'équation différentielle stochastique suivante :

t

1 A"
X —?+B£+/Y da, ((E))
5 =

ou z € C—R et B est un mouvement, brownien réel
( 52, F, &%, & X ) est une solution de cette équation qui n’est pas forte.
Preuve. On vérifie facilement que X (z + X) est une W—martingale. m
(i) Notons a := RL et b := ¥2,Q7 =1 + aXy) - Wet QF :=bX,-W .Ona - Al
= QFf +iQf . X est une (" —martingale avec <)? >t =t . Dou X est un Qi —mouvement
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brownien réel.De le méme facon, L7 ]U(}?)z 0 d’aprés le Théoréme 1.1. Ce qui montre que, pour

une fonction mesurable F' bornée , on a: Q= (F ()?)) = QF (F ()?)) =W (F).

(ii) On a clairement que o (}? ) o (X), car sur o ( ) ()* est une probabilité et est sur

o (X) une mesure complexe (Q* (X2) = z).D’ot, X + z est une solution de 1’équation (E) qui

n’est pas forte.

b) Soit (2, F, W.€) I'éspace canonique d'un mouvement brownien plan Z = X + 7Y issu
de z = a+1b € C .On considére la mesure complexe : @ = Z1-WF . Remarquons que sous @ , le
processus des coordonnées Z est une martingale (et donc Z" est aussi une @—martingale pour
tout n € N).La proposition suivante nous donne une caractérisation des mesures complexes Q

qui sont absolument continues par rapport & WE et telles que Z soit une ()—martingale.

Proposition 2.11 (3.2) i Q est une mesure sur C ([0, 1],C) telle que Q@ < W.C , alors Z est
t

une QQ—martingale si et seulement si i = de [l f usdZs ,0u.d € C et u un processus

0
F—préuvisible.

t i

Preuve. Il existe deux processus prévisibles u et v tels que D, = § + / us dZg + / s 42, & D
0 0

est une W<—mar tmcra,le si et seulement si v, =0 dt dP p.s. m

(i) Z = [ 9/ —ds est une Q—marhngale et on a iz =0, alors Q | (7)™ Oisiz£0,

U
alore @ or ement browivi plan sous 2. 6
AINTE & UUL UL TERCH VT LYY LUwLLICLL PlAn s0OLUS : Lc. 3

(i)51 2 2 0, le triplet ((Q ,F ,Q) 5 :') ost unc solution de I'équalion différentielle
stochastique : x, =z + B, + / ot B est un mouvement brownien plan.
Preuve. m

(i) En appliquant la formule d’Ité, on obtient facilement que pour tout ¢ >0 275 =
t

M, + <Z ,?) =2 ] %ds = M, ,ou M est une Wf—martingale.On a:
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Q=X -WE+i¥YW,E = §, +iQy,
<R2> - <2> = g <R2,g2> =
¢ t
D’ott Z est un ‘i‘él et %ég—mouvement brownien plan (si a et b sont différents de 0) . Si F est

une fonction mesurable borné, alors

Q (F(2) =aW,C (F)+aW.C(F)
= 2WE (F).

Remarque 2.5 (3.1)

Dans les derniers mois, nous avons vu au moins deux sources d’intérét pour des processus
complexes, ou des mesures complexes proches de ceux que nous avonsconsidérés dans ce papier ;
citons seulement les travaux récents de Lawer-Schramm-Werner [7] ou l’équation (E) ci-dessus
Joue un réle important, ainsi que J arrow(1999), dans : Review of Finance Studies, ou figurent

certaines mesures signées.
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