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Introduction

La théorie du contréle (ou commande) analyse les propriétés des systémes com-
mandés, c’est-a-dire des systémes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen
d’une commande (ou contréle). Le but est alors d’amener le systeme d’'un état
initial donné & un certain état final, en respectant éventuellement certains critéres.

Leurs origines sont trés diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie,
chimie, économie...

L’objectif peut étre de stabiliser le systéme pour le rendre insensible & certaines
perturbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions optimales pour
un certain critére d’optimisation : contréle optimal.

Du point de vue mathématique, un systeme de contrdle est un systéme dyna-
mique dépendant d'un parameétre dynamique appelé le contrédle. Pour le modéliser,
on peut avoir recours a des équations différentielles,intégrales, fonctionnelles, aux
différences finies, aux dérivées partielles, stochastiques, etc.

Dans ce mémoire on se limite & étuider la controlabilité de systémes linéaires
autondme en dimension finie et en dimension infini en fournissant de critéres qui
permettent de déterminer si ces systémes sont contrélables ou nomn.



Chapitre 1

Controlabilité des équations différentielles

linéaires en dimension finie

Soit le syséme linéaire de contréle suivant :

ol

est une fonction.

B e My, ,(R)

v:[0,7] — R™

est une application continue.

Définition. Le systéwme (S) est controlable sur (0,1 si

(5)

(Sa)

(Sc)

(Sd)

Pour tout «® 4! € R", il existe un contrdle v € L*(0,T; R™) qui tranfere 20 & !
antemps T 2 0, ¢ast-Aedive - (T, 0%, 0) !, ol w(l,w”, w) wh o solution de (9)

avec la condition inilinle

w(0) = u®

3
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Donc : ;
u(t, u’,v) = et° +/ e By (s)ds (1)
0

Si on note par :
Ly : L*0,T;R™) —s R

I'application définie par :

T
Lo = f eAT=5) By(s)ds 2)
0
la solution s’écrit :
u(t, v’ v) = e’ + L (3)

On note ici que l'opérateur Ly est linéaire et est continu.
On a démontré dans le cours le résultat suivant :

Théoréme 1. (Caractérisation de la contrélabilité)

lesystéme (S) estcontrélable au temps 7' > 0

<= l'opérateurlinéaire Ly est surjectif

< lopcrateuradjoint L7 : R® — L*(0, T;R™) est injectif.

L'opérateur L% est défini par :
(Zru) () = B* (A7) u (4)

ol B* est la transposée de la matrice B.

*
( eA(T‘S)) est la transposée de la mafrice A(T—3)
Dans ce qui suit on va donner une autre caractérisation de la contralahilité de (S) :

Lhooréeme 3. (Deme Caraclérisatlon de la controlabilité)

Ir systéme (S) oet ooutrdluble au tamps 7' s 1) e=s
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T i
la matrice Qr = LpL% = / eAT=)pp* (e’i(T—s)) ds est inversible
0

La matrice @Qr se nomme : le gramien de controlabilité de 8,

Démonstration

Etape 1. Montrons que :

i *
Ly Ly E/U AT} pp* (eA(T‘S)) ds

On a:
LyLL :R* — R®

D’apres (4) puis (2) :
LrLyu= Ly [B* (A7) 4]
- f T BB (A7) y ds
d’ott la relation (5).
Etape 2. On démontre que :

il
L?(0,T;R™) — Im L% & ker Ly

(6)

Il est connu que dans un espace de Hilbert H on a 1 sons espace fermé M C H,

alors on a :
1
H=M&M*

(7)

Comme Im L5 est un sous espace de L2(0, T; ;R™) de dimension finie, alors Im L.

est fermé.
D’apres (7) :
L*(0, T;R™) = Im L%  (Im L3)*

Mg

ve (ImLi)*t = (v,u) — 0,Yu € Im Ly

e (0, L3y — 0,V e R”

(8)



< (Lyv,y) = 0,Vy € R*
= Lrv=0<+= v € ker (L)

ce qui montre que :
(Im L3)" = ker (L7) (9)

De (9) dans (8) on obtient (6).

Etape 3. La restriction de Ly & I'image de Im L3 est une application bijective
entre Im L% et Im L.

c-a-d :

pour tout y € Im Ly (C R™), il existe un seul élément u € Im Ly (€ L*(0, T;R™) :
LTu = 1.

Soit L:Im L% — Im Ly défini par :
Lv=Lrv=y (10)
Montrons que L est une application bijective.

L est surjective :

Soit y € Im Ly :
" € L*0,T;R™) t.q. : y = Lyw* (11)

1
Mais on a d’aprés (6) : L2(0, T;R™) — Im L3 & ker Ly, done :
eImLy, T€kerLyp:v* =v+7 (12)

De (11) et (12) :
y=Lr(v+9) = Lyv (13)

Donc, pour tout y € Im Ly, il existe v € Im Ly 1y = Ly, ce qui montre que L
est surjectif.

L est injective :

Soit v € ker I, alors v € Im L7, ce qui implique que :
JyeER": Liy=v
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donc v € ker L N Im L% = {0}, par conséquent v = 0.

Etape 4. Montrons que :
ImLpLy =Im Ly

On a :
Im Ly = {y eERt.gqdve Lg(O,T; R™):y= LTv}

(14)

D’apreés I’étape 3 et comme y € Im Ly, alors il existe 7 € Im L}y = Ly, done :

ImLr={yeR"t.q 30 € ImL}: y= Lo}
et comme v€ImL;:7=Lre ol z€R" donc:
ImLr={yeR"tq Jz € R":y= Ly (L}z)}

={yeR"tq IxreR":y= LyLiz}

Etape 5. Montrons que :

Im Lyl = R™ < Qp est inversible

(15)

D’aprés le théoréme 1 : (S) est controlable au temps T <= ITmL; = R* et

comme Im Ly = Im Ly L3 (d’aprés 14) ; alors :

(S) est controlable au temps T <= Im Ly L} — R”

(16)

et comme LgL7 : R®™ — R™ est une application linéaire, alors est surjective

= Ly L} est bijective, donc

(S) est controlable au temps 7" < Ly L7 est bijective
<= det LTL;- =detQr #0

Exemple luatratif,

Solt le sstéme de combrole -

u' () = Au(t) + Bu(t)

il



ou :

~(34) o= (2).

T *
Op = / BA(T—S)BB* (e:’l(T—S)) ds,
0

At et O
¢ _(0 et)'

Done ;
A= (G0 ) ey = (47 L)
“ e~ 0 3 Be'-=
A= ) (5)- ().
B* (eA(Tfs))* = ( 35 ) ( e::)_s eTO—s ) = ( 3eT—s Hel~s ),
eAT-9) p g+ (eA(T—S))* = ( 223::: ) ( 3eT— 5T )
962(7‘—5) 1562(T~s)
- ( 15¢%(T—3)  95¢2T—s) )
Comme :
v/OTea(T—s)dS o é (eaT _ 1) ,
g(ezT—l) L (T -1
oo (i) 4=3)
alors : ( oy ) ( oy )
9(et —1 15 (e =1
2 = (15 (7 -1) 25(e7-1) )
et

det 20, = (9.5(9) - 152) (p?T' _ 1)2 -0

Le gyatéme n'est douc pas coulrolable.



On peut vérifier cela en utlisant le critére de Kalman :

o-(39)(2)-(2)

[BAB]:(??)

donc,

Le rang de [B AB] est

Rg[B AB] =1 < 2 = ordre(A)

Le systéme n’est pas contrélable.

Remarque. Le gramien de controlabilité s’applique aussi pour les systéme linéaire
instationnaire (non autonéme) :

u' = A(t)u(t) + B(t)u(t)

ott e se remplce par la matrice de transition P(t, s).

Dans ce cas, le critére de Kalman ne s’applique pas.



Chapitre 2

Théorie du Semigroupe et problémes de
Cauchy

Dans cette section, nous rappelons quelques éléments de base de la théorie des
semigroupes.

2.1 Définitions
Soit X un espace de Banach.

Définition 2.1. Une famille & un parametre  (S(t));0  d’opérateurs linéaires
bornés de X dans X est appelé un semigroupe d’opérateurs linéaires bornés sur
X 1818

(1) sl =1
(i) S(¢ +5) = S(t)S(s), pour tout ¢, s > 0.

Définition 2.2.
L’opérateur linéaire A: D(A) C X —s X défini par :

s(thu —u i
DAY - v[u C X Tim At~ ex1sta l
l t—0+ t J
S(t)u —
Aui— 'ﬁ%lf ( )?f _u: puwr w € D(A)

10



se nomme le générateur infinitésimal du semigroupe S(.).

Définition 2.3.
Un semigroupe S(t) d’opérateurs linéaires bornés est dit :

L.uniformément continu si :

Jim [[.S(2) = I'||=0;

2. fortement continu (ou C° semigroupe ) si:

lim S(t)u =wu, pour tout ue X
t—0+

2.2 Théorémes

Théoréme 2.1. Un opérateur lindaire A est le générateur infinitésimal d'un
semigroupe uniformément continu si et seulement si A est borné.

Dans ce qui suit, p(A) désigne I'ensemble résolvant de A, c'est-a-dire I'ensemble
des nombres complexes A tels que A/ — A est intrinséquement inversible. Pour
A € p(A), laissez

R(M\A)= (M- A)!

dénote la résolvante de A.

Théoréme .2.2. (IIiHC—YUHi«]u)

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe S (.)
si et seulement si :

(1)A est fermé,et D(A) est dense en X;
(if) (w,+00) C p(4), et

| RO A< (Ti%ﬁ » pour tout A € R avec Re A > w, et chaque n € N*.

St S(.) est un Cj semigroupe, alors il existe deux constantes w >0et M >1

telles que :
| S() ||< Me**, pour tout ¢ > 0.

11



Remarque 2.1. Soit S(¢) un semi-groupe satisfaisant

Il S(t) |< M exp(wt), pour tout >0

pour certains w > 0 et M > 1, alors

{A€C|Re) > w} C p(4),

et
AM&AMELM~AyJ:A+e”®ﬁMﬁ

pour chaque u € X, et tous X vérifiant Re )\ > w.

2.3 Probleme de cauchy

2.3.1 Solutions classiques

Soit A : D(A) — X un opérateur linéaire sur un espace de Banach X, tel que
D(A) est dense dans X.

Considérons le probléme de Cauchy

w'(t) = Au(t); pour ¢ >0 (2.1.a)

u(0) = ug € D(A) (2.1.h)

Théoréme 2.3. Suppusons que A est le generateur infinitésimal d'un Cy semi-
groupe S(.) sur X.

Le probléme de Cauchy (1) posséde une solution unique :

u(.) € C°0,T; D(A)) N C0, T; X),

donnée par :
u(t) = S(t)ug, pour chaque ¢ > 0.

12



2.3.2 Solutions faibles

Soit. X' un espace de Bannach de norme |||, A : D(A) C X - X un operateur
linéaire (non borné).

On note par :

Xi : l'espace de Banach D(A), muni de la norme :
l[ully = [1(BI — A)ul
ou 8 € p(A) (I'ensemble résolvant de A).
X_1:la complétion de X par rapport & la norme :
llull_y = | (BT — A) || = | Rs(A)ul],
(X, []ll_,) n’est pas complet.
Il est facile de voir que la norme || . [|ysur X est équivalente 3 la norme de graphe :

llullg = llull + || Aull

Remarque 2.2. Comme (D(A), ||||,) est complet et lllg ~ |, ; alors d’aprés
le théoréme du graphe fermé on peut conclure que X, — (D(A), ]l . |l1) est
complet.

Exemple 2.1. Soit © C R un ensemble ouvert borné de fronticre 9 de classe
C? et X = L*(Q), alors I'opérateur linéaire A

A=—A:D(A) = H}(Q) N HY(Q) c L¥(Q) — L3(Q),

est un womorphisme.

Donc
Av=1A) = HJ$) n HA(),

et
Xy = (H3(Q) N H2(Q))

On a le résultat suivant :

13



X1 C X C X_4, avec des plongements continus et denses.

Définition 2.4. L’opérateur adjoint A* : D(A*) — X', de l'opérateur A, est
défini par :

D(A") ={ue X'|Jve X' Ywe D(A): (u, Aw) = (v,w)},
et, si u € D(A*), alors :

v = A*u.

Notez que, puisque D(A) est dense dans X, il existe au plus un tel v.

Nous dotons D(A*) de la norme graphique
[olly = (BT — A*)v]|
ou f e p(A) = p(A).

Notez que si X est reflexif, et si S(.) est un C° semi-groupe sur X de générateur
A, alors S(.)* est un C° semi-groupe sur X ’ de générateur A*.

Theoréme 2.4. Si X est reflexif alors X_, est isomorphe & D(A*)'.

Theoréme 2.5. (Chitour) Liopérateur A : D(A) € X — X se prolonge & un
opérateur A_; : D(A4) = X € X_; — X_1, et le semigroupe S(.) sur X se
prolonge & un semigroupe S_1(.) sur X_y, engendré par A_, .
Délinition 2.5. Pour up € X le probléme :

u'(t) = A_ju(t), t> 0,

U(O) = Ug
possede une solution unique

u € C(0, +00; X_1) N CH0, +o0; X_;)
oM
u(t) = S_1(t)uy

cette solution s’appelle solution faible.

14



Exemple 2.2. Le Probléme de Cauchy :

v = Au
u=0; sur 90
u(0) = ug € L3(N)

ou 2 C R™ est un ensemble ouvert borné de classe C?, posséde une solution faible
unique.

u € C°(0, +o00; L3(2)) N CH0, +o0; (HE() N H*();

De plus, il existe M,w > 0 tel que

[u(@®)lly < Me™* |Juo]l, .

2.3.3 Problémes non-homogénes

Considérons le probléme de Cauchy

u'(t) = Au(t) + f(b), t>0 (2.2.a)

u(0) = ug (2.2.)

ou A:D(A) C X — X un opérateur linéaire générant un Cp-semi-groupe S(.)
sur X.
‘I'héoréme 2.6. 51 wy c D(A) et fe It (0,7 D(A)), alews ls probldme (2.2)

possede une solution unique
u € C°(0,T; D(A)) N CY(0, T; X)
donnée par :

u(®) = S(to + | S(t — 5)f(s)ds 2.3)

Deéfinition 2.6. Si yye X et f €L (0,T; X), alors la fonction % donné par
(2.3) se nomme solution mild du probléme (2.2).



Chapitre

Controlabilité d’équations linéaires aux
DP

Dans cette partie on s’intéresse par la classe de systémes de contrdle linéaire sui-
vante :

u' = Au(t) + Bu(t) (3.1a)
u(0) = u° (3.1b)
w(t) = Cult) (3.1¢)

ol A:D(A) C X » X un opérateur lindnire engendrant un Cy semi-groupe
S(.) sur un espace de Bunach A L'opérateur A lournit le dynamique du systéeme.

B:Y — X un opérateur linéaire borné défini sur X a valeurs dans un espace
de Banach Y. L'opérateur B excite le systeme pour modifier I’état.

C: X — Z un opérateur linéaire borné qui récupeére les informations d’observa-
tion.

L'espace X se nomme l'espace d’état du systeéme.

[espace V' se nowmo Pegpace de controle (ou d'entiée) du systéme.
L'espace Z se nomme 'espace d’observation du systeme.

La fonction u se nomme : ’état du systéme.

La funetion v ge nomme . le conli il (01 dentrée) dn systeme.

La fonction w s nomme : la sorlia dn ayolome,

16



3.1 Définitions

Définition 3.1. L'opérateur de contréle B se nomme borné si B € B(Y, X), dans
les autres cas B est considére comme non borné.

Sive L*0,T;Y), alors :

u(t) = S(t)u’ + L (3.2)

LS

ou

L= /ﬂt S(t — s)Bu(s)ds (3.3)

Définition 3.2. (a) Le systéme (3.1a — 3.1b) ou la paire (4, B) se nomme exac-
tement contrdlable au temps 7 > 0 si :

pour tout u?, et tout !, il existe un contréle v L*0,T;Y) tel que la solution
de (3.1a-3.1b) associée & v vérifie : w(T) = .

(b) Le systéme (3.1a — 3.16 — 3.1¢) ou le triplet (A, B,C) se nomme exactement
contrélable au temps 7' > 0 si :

pour tout u°, et tout w' , il existe un contrdle v < L*0,T;Y) tel que :
w(T) = wl.

Définition 3.3. (a) Le systéme (3.1a — 3.1) ou la paire (A, B) se nomme ap-
proximativement contrélable au temps T > 0 i :

pour tout 4’ et tout u' el tout e > 0, il existe un contrdle v € LA0,T;Y) tel
que la solution de (3.1a-3.1b) associée & v vérifie :

”u(T) - ul'l BB

(b) Le systéme (3.1a — 3.16 — 3.1¢) ou le triplet (4, B,C) se nomme approxima-
tivement contrélable au temps 7 > 0 si :

pour tout u? et tout w! et tout £ > 0, il existe un un contréle v € L*(0,T;Y)

tel que :
Hw(T) - w1” <e.

Délinition 3.4. (a) Le sysldme (3.la—3.1h) ou la paire (A, B) se nomma conled
lable a zéro au temps T > 0 si

17



pour tout °, il existe un contréle v L*(0,T;Y) tel que la solution de (3.1a-
3.1b) associée & v vérifie :
w(T) =0

(b) Le systéme (3.1a — 3.16— 3.1¢) ou Ia paire triplet (4, B, C) se nomme contré-
lable & zéro au temps T > 0 si :

pour tout u’, il existe un contréle v e L*(0,T;Y) tel que :

W(T) =10

3.2 Caractérisation de la controlabilité

Voici & présent un résultat qui est la base de la notion de contrélabilité en dimension
infinie.

Théoréme 3.1 (Khodja) Soit X,Y,Z des espaces de Banch avec Y reflexif.
Si FeB(X,Z) et GeB(Y, Z), alors on a I'équivalence suivante :

R(F) CR(G) <= 3c>0: ||Fru|| < ¢ |G*w||, pour tout we Z
ou R(A)=ImA, R(B) = Im B.

Théoréme 3.2. Le systéme (3.1a-3.1b) est exactement contralable au temps T' >
0 si et seulement si :

Il existe ¢ > 0 telle que pour tout u € X

, ) _)
fo 1B (4 = )l > e ).

Démonstration. Supposons que (3.1a-3.1b) est exactement contrdlable au temps
T > 0, alors il est contrdlable 3 partir de u% =0, c-a-d, pour tout u' € X, il existe
un v € L*(0,T;Y) : Ly(v) = ul, c-a-d, R(Ly) =X, ou :

i
Lo :'/0‘ S(T — 5)Bv(s)ds

Appliquons le théoréme 3.1 pour F'=1€eB(X)et G=LrcB (L*(0, T; Y), X).
Comme R(I) C X = R(Ly) , alors il existe une constante ¢’ > 0 telle que pour

tout w e X :
[ Lul| < ¢ || Lyu|, pour tout ue X

18



c-a-d

ull < ¢ ||B*S*(T — )u||, pour tout u e X

mais : . s
Il = 1B*S*(T — JulP = [*1B°8*(T ~ syul? ds

Donc : - 1
fy 18" @ = syl ds > [ull? = ]

avec ¢ = 4.

Théoréme 3.3. Le triplet (A, B, C) est ezactement contrélable au temps T > 0
si et seulement si :

Im My =2 (3.4)
o Mr est Vopérateur défini par
My : L*(0,T,Y) — Z (3.5)

T
vi— Mprv = C‘] S(T — s)Bu(s)ds
0

Il est anoter que My est linéaire borné.

Démougtration. Snppoasems que Lo triplot (A, 8, C) est cwuclement conbrolable
alors selon la définition on a :

vu € X, Yu' € Z, Jv e L0, T; Y) tel que: CS(t)ug + Mrv=w'  (3.6)
Pour v’ =0 on a :

Yw' € Z, Jv e L0 T; Y) tel que: Myv = w! (3.7)

Par conséquent
Im Mp=2

Maintenant, supposons que (3.4) est vérifiée et soit u® € X , w' € Z, alors (w! —
CSt)ul) e z .
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D’apreés (3.4) on conclut que :

v e LX(0;T;Y) tel que: Myw = w! — CS(t)ul (3.8)

c-a~d :

Jv e L*(0; T; Y) tel que: CS(t)u’ + Mpv = w'

et on déduit finalement que :

vwle X, Yu'e Z, Jue L2(0;T;Y) tel que : w(T) = w'

d’olt la contrélabilité ezacte du triplet (A, B,C).

Théoréme 3.4. Le triplet (A, B, C) est ezactement contrélable au temps T > 0
si et seulement si :

30 > 0 tel que : ”ﬂff;u’”m(o,iﬂy) Zd|w|, ,Ywe Z (3.9)
ou : My est I'opérateur adjoint de M.

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.3, le triplet (A, B,C) est ezactement
contrélable si et seulement si opérateur My est surjectif, et d’aprés le théoréme
3.1 et par le méme raisonnement du théoréme 3.2 on conclut que opérateur My
est surjectif si et seulement si -

0220 Lol que ]lﬂff‘w”LZ(QT;y) Z 0 |lw||,, pour tout w € Z.

Théoréme 3.5. Le triplet (A, B,C) est exactement contrélable au temps T > 0
si et seulement si :

ker M7 = {0} et Im £5 est fermé (3.10)

Démonstration. On suppose que le triplet (A, B, C) est ezactement contrélable
au temps 7" > 0, alors selon le théoréme 3.4 on a -

39 >0 telque : || Miwl, . 2 o||lw|l, , pour tout w e 2
TWlir20,1,v) z
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De cette inégalité on tire que : ker M = {0} .

Reste & montrer que Im M3 est fermé : soit (vn = MFwn)nz0 une suite de Cauchy
dans L?(0,T;Y).

De TI'inégalité précédente on obtient :

36 > 0 tel que : ”M;wn”iz(o,ny) > §|lw,||Z , pour tout n € N.

Donc la suite (wy),z0 est de Cauchy et comme I'opérateur My est linéaire borné

alors :
nlgl;o Mrw, = Mjw

et donc Im My est fermé

Maintenant on suppose que ker Mz = {0} et Im M7 est fermé alors I'opérateur
M7 réalise une bijection sur son image c-a-d :

M) i Im My — Z
et comme M7 est borné et Im M3 est de Hilbert alors (Mz)~! est borné done :

35, >0: ||(M§i)‘1v“2 < 61 ol poryy - Vo € Im £5,

pour v = Mrw € D((£7)7") = Im (£%) on obtient :

301 >0 tel que: flw|l, < 4, ”ﬂ/[;w”LQ(O,T;Y)
Alors : ]
A= JT >0 tel que : “f\/f;w||an,1’1_.J > ]|,

et d’apres le théoréme 3.4, le triplet (A, B,C) est ezactement contrélable.

Corollaire 3.6. Une condition nécessaire pour que le triplet (4, B, C) soit ezac-
tement contrélable sur I'intervalle [0, 7] est la surjectivité de Uopérateur C.

Démonstration. On suppose que le triplet (A, B, C) soit ezactement contrélable

sur l'intervalle [0, 77 alors selon le thénréme 33 ona : Im My — Z ot sclon la
structure de 'opérateur M7 on obtient -

Z=Im MpcImCcCZ

ot done Vopérateur C est surjeclif
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