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0.1 Introduction

Dans ce travail nous étudions la mesure de Hausdorff qui généralise la mesure de
Lebesgue.

Avant de discuter la mesure de Hausdorfl il faut rappeler quelques notions de base
sur la topologie et la théorie de la mesure.

Pour le but de mesurer la taille d'un certain ensemble on introduit la notion de
la mesure. La théorie de la mesure est un procédé qui associe a tout ensemble A. Un
nombre positive u(A) appelé mesure de A qui vérifie certaines propriétés (Monotonie,
o—additivité,...).

On a besoin en fait d’une notion (plus restrictive) de classe de parties de E dans
laquelle on définit la mesure, appelée une tribu d’ou un élément de cette tribu appelée
un ensemble mesurable.

Parmi les déférentes tribus la mesure de Lebesgue était définit sur la tribu de Borel
de R? (engendrée par des parties ouverts). La mesure de Lebesgue est une mesure qui
étend le concept intuitif de volume & une trés large classe de parties de ’espace, elle est
la. plus importante en analyse (et en probabilité) mesurant la longueur dans le cas de
R la surface dans R? le volume dans R?, etc.... Elle donne 1n sens mathématique a la
notion physique .

On va parler de la théorie abstraire de la mesure et donnée I'existence (et l'unicité)
de la mesure de Lebesgue et la construction de cette mesure a partir d’'une mesure
extérieure u*. Les propriétés d’une mesure extérieure est moins contraignantes que celle
d’une mesure. En particulier une mesure extérieure est définie sur toutes les parties de
E alors que les mesures sont définie sur des tribus.

La mesure de Hausdorff H® est une mesure généralise la mesure de Lebesgue il est
utile dans de nombreux domaines mathématiques. La théorie des mesures de Hausdorff
née en quinzaine d’année aprés celle de la mesure de Lebesgue rependait & plusieurs

notifications principales, notamment :



La mesure d’objets de dimension inférieure. En effet, si on se place en dimension 3,
on a vu que la mesure de Lebesgue A3 permet d’attribuer a toutes les parties mesurables
de R3 un "volume". Cependant, si ’on a besoin de définir "'aire" d’une surface, ou la
"longueur" d'une courbe tracée dans Rs, la mesure de Lebesgue de tels objets est bien
stir nulle... D’6u I'introduction d’une mesure en dimension 3 permettant de "classer" les
ensembles négligeables du point de vue de la mesure de Lebesgue. Du coup, appliquée &

un ensemble de"volume"non nul, on s’attend & ce que cette nouvelle mesure soit infinie.

Ce travail est structuré en deux chapitres :

Le chapitre 1 : présente quelques notions de base de la mesure et la topologie.

Le chapitre 2 : est énoncé a I’étude de la mesure de Hausdorff. Le but de ce chapitre est
de définir cette derniére mesure et de donner ses propriétés, avec I’étude de la dimension

de la mesure de Hausdorff.



Chapitre 1

Rappel sur les mesures et la

topologie

Dans ce chapitre on va rappeler quelques notions de base concernant Ia topologic ot

la théorie de la mesure.

1.1 Notions générales sur la théorie de la topologie

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1.1 Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble 7
de parties de X (dits ouverts de X') vérifiant les 3 axiomes suivantes :

1) toute réunion d’ouverts est un ouvert,

2) une intersection finie d’ouverts est un ouvert,

3) X et @ sont des ouverts.

Définition 1.1.1.2 Dans un espace topologie (X, 7) on appelle fermé toute partie
de X dont le complémentaire est un ouvert. On note F' la famille de tous les fermés. On
déduit (de la définition d’ouvert ) par passage au complémentaire les propriétés suivantes :

1) Toute intersection des fermés est un fermé.



2) Une réunion finie des fermés est un fermé.

3) X et @ sont des fermeés.

Définition 1.1.1.3 Soit (X, 7) un espace topologie et soit = € X on appelle voisinage
de z dans X, toute partie de X contenant un ouvert contenant z. On note V' (x) 'ensemble

des voisinages de x :
Viz)={VeP(X)A0er,ze€0ecV}

Propriétés 1.1.1.1

Les voisinages de = € X vérifient les propriétés suivantes :
1-I’espace entier X est un voisinage de z.

2-L'intersection de deux voisinages de z est un voisinage de z.
8-Tout voisinage de = contient x.

4-Toute partie de X qui contient un voisinage de = est un voisinage de z.

Définition 1.1.1.4 Un espace topologie est dit séparable s’il admet une partie dé-

nombrable dense. (Un ouvert R™ est séparable).

Définition 1.1.1.5 On dit que X est séparé si pour tout z,y € X, il existe v, w des

voisinage de z et y respectivement tels que :

VN w =&,

Exemple 1.1.1.1 (Des espaces topologies)

1) Le premier exemple des espaces topologiques est 1’ensemble des nombres réels
muni de sa topologie usuelle (ou la topologie de la droite réelle) : est une structure
mathématique qui donne pour 'ensemble des nombres réels des définitions précises anx
notions de limite et de continuité).

2) Les espaces métriques et les espaces vectoriels normés sont des espaces topologiques.

J) Topologie disciete . luus les euseiubles suul des vuverls, pow véuilier gu’uie lopo-

logie est discréte il suffit de vérifier que tous les singletons sont des onverts.

b}



4) Topologie grossiére : c’est la topologie qui a le moins des ouverts (de fermés)

possibles.

1.1.2 Espace métrique

Les espaces topologiques étant trés généraux, ils ont des fois des propriétés inatten-
dues. Pour un comportement plus intuitif on étudie souvent une classe restreinte d’espace

4 savoir les espaces métriques.

Définition 1.1.2.1 Soit X un ensemble, une distance sur X est une application
d: X x X — R vérifie les propriétés suivantes pour tous z,y,z € X :

1)d(z,y)=0& (z=1).

2) d(y,z) = d(z,y) symétrie.

3) d(z,z) <d(z,y)+d(y,2) (inégalité triangulaire).

On appelle espace métrique le couple (X, d).

Définition 1.1.2.2 Soit (X, d) un espace métrique, soit A et B deux parties de X

on appelle distance entre A et B la quantité :
d(A, B) = inl{d(z,y),z € A,y € B}.

Si on prend A = {0} et B = {25,n € N} on a : d(A, B} = 0 tandis que A # B
ainsi la distance entre les parties ne définit pas vraiment une distance sur P(R) ou P(X)
en générale, il faut bien interpréter d(A, B) comme l'infinimum de la distance entre les

points de A et B.

Définition 1.1.2.3 Soit (X, d) un espace métrique avec z € X et r € R, on appelle

boule ouvert (resp boule fermé) de centre = et de rayon r 'ensemble B(z, ) tel que :

B(z,r) ={y € X,d(z,y) <r}.
Bf($1'r) = {y = de($1U) = T}'



Définition 1.1.2.4 Soit (X, d) un espace métrique, on appelle un ouvert de (X, d)

toute partie O (qui vérifie les axiomes d'un ouvert) de X tel que :

VeeO,3r>0, B(z,7) CO.

Définition 4.1.2.5 On appelle espace métrisable un espace topologique homéo-

morphe & un espace métrique (correspondance).

1.2 Tribus et mesure

1.2.1 Définitions et propriétés

Imaginons qu’on veut mesurer la taille des ensembles d’un espace E, comme R ou
R™. Comme on ne peut pas en général mesurer tous les sous-ensembles de F, il faut ainsi
g

commencer par définir la classe des ensembles qu’on peut mesurer.

Définition 1.2.1.1 Soit £ un ensemble quelconque. Une tribu ou (4-algébre) est une
collection F C P(E) de sous ensembles de F telle que :

1) E € F,

2)Si A& Falors A =E\A € F,

3) Soit A; A, ... € F, alors U514, € F.

On appelle espace mesurable le couple (F, F).

Définition 1.2.1.2 Soit (F, F) un espace mesurable. Une mesure sur (E, F) est une
fonction p : F — [0, oo] telle que :

1) w(2) =0,

2) Si (Ap)nen une famille dénombrable d’ensembles de F deux & deux disjoints alors :

p(UnenAn) = 3 e t(An).



On appelle le triplet (E, F, 1) un espace mesuré.

Proposition 1.2.1.1 propriétés élémentaires d’'une mesure
1) Monotonie : si A,B € F et A C B alors p(A) < u(B).
2) Sous-additivité : si A, € F pour tout n € N alors :

JUI(UVnGN-An) g ZnEN ,U'(An) .

3) Si A, € Fpour tout n € N et si A, C A, pour tout n € N, alors

u( U An) = nEnmﬂ(An)'

neN

4) Si A, € Fpour tout n € N et si A, D A,.1, pour tout n € N, avec p(A4y) < oo,
alors :

u([) 4n) = lim pu(4n).

n—soo
neN

Démonstration

1) On a B = AU (B\A) union disjointe d’éléments de F, donc :
u(B) = p(A) + u(B\A) > p(A)
51 p(A) <2 oo, ce qui donne

u(B\A) = u(B) — u(A).

n—1
2) Posong By =4 ¥n2 1,8, = da\ U Ay, Pour tout n € Non a :
k=0

U
k=0

n

B
0



En outre les { B, }ren sont deux & deux disjoints et u(B,) < wu(A,) alors :

IM(U An) = ,U(U B,) = Z#(Bn) < Zﬂ(An)~

neN neN neN neN
3) Posons By = Ap,Vn = 1, B, = A,\A,,_1 alors les B, sont deux & deux disjoints et
Vn €N, A, = | | B ainsi :

k=0

plAn) = S (B — 3 (B = () Be) = u(J 4n)

keN neN neN

4) Posons B,, = Ag\A,,Vn € N, alors la suite {B, },en est croissante avec U B, =
neN

Ao\ ﬂ A, en outre :

neN

(Ba) = (o) — p(Ay) car pu(Ao) < o0
par 3) on a donc :

#(Ao) — ([ An) = (| Bn) = limp—co 4(Ba) = limp oo p1(An).
neN neN
Proposition 1.2.1.2 Soit £ un ensemble et (F;);c; une famille de tribus sur £
alors N,,,F; est une tribu swr £
Ce qui important dans cetle proposition est que la lamille (F;);e; est quelconque, on

ne demande pas qu’elle finie ou dénombrable.

Définition 1.2.1.3 Soit E un ensemble et A C P(E). La tribu engendrée par A est
la tribu §(A) = nNF .
F tribu,ACF
Proposition 1.2.1.3 Soit £ un ensemble et A C P(E). Alors §(A) est la plus petite
tribu ( au sens de l'inclusion ) contenant A plus précisément si F est une tribu sur E

avec A C Fonad(A) C F

Définition 1.2.1.4 La tribu borélienne B(E) d’un espace topologique E est la tribu

engendrée par I’ensemble des parties ouverts de . Formallement :

9



B(E) =0({U C E,U : ouvert}).

Exemple 1.2.1.1 Quelques exemples de mesure :

1) La mesure nulle est définie sur P(E) (et donc sur toute autre tribu) par pu(A) =0
pout tout A C F.

2) La mesure grossiére sur P(E) : u(A) = +oo dés que A # @ (u(2) = 0), ou est dit
la mesure dégénérée.

3) Pour tout a € E la mesure de Dirac est définie pour tout A € P(E) :

lsiae A
p(A) =

0 sinon.

Cette mesure est souvent notée d,
4) La mesure de comptage sur P(E) :
card(A) si A est finie;

p(A) = _
+00 simon.

Ou le card(A) désigne le nombre d’élément de I’ensemble A.

Définition 1.2.1.5 Une mesure g sur un espace mesurable (E, F) est dite :

1) finie, ou bornée : si pu(E) < oo (ce qui équivaut & p(A) < oo pour tout A € F), le
nombre réel p(E) est appelé masse totale de p.

2) § — finie : 'l existe une suite (E,) des parties mesurables de E telle que :u(E,) <

coet U B, =FE

Définition 1.2.1.6 Soit (£, F, i) un espace mesuré :

1) On dit que A C F est négligeable pour la mesure u si u(A) =0,

2) Soit (E,F, ) un espace mesuré. On dit que la mesure u est compléte si pour tout
élément N € F vérifiant p(N) = 0 et pour toute partie M C N, alors : M € F.

Autrement dit, yu est compléte si tout ensemble négligeable pour p appartient & la

tribu F.

10



1.2.2 Classe monotone : unicité des mesures

Définition 1.2.2.1 Un sous ensemble M C P(E) est appelé une classe monotone
si:

i) B e M.

it) Si A,B € Met AC B alors : B\A € M.

iii) Si A, € M pour tout n € N et que A, C A, ; alors UA, € M.

Remarque 1.2.2.1
i) Si A € M alors A° = E\A € M.
11) Une tribu est une classe monotone.

#11) Une classe monotone est une tribu si et seulement si stable par intersection finie

c-a-d :
A, Ape M, A N Ay € M.

Comme dans le cas d’une tribu, toute intersection de classe monotone est encore une
classe monotone. Si F' est une famille de parties de £ on peut définir :

M(F) = nmM

M e classe monotone peaq

Alors M(F') est une classe monotone sur £, appelée la classe monotone engendrée

par F, c’est la plus petite classe monotone sur £ qui contient F.

Théoréme 1.2.2.1 ( Lemme de classe monotone)
Soit E un ensemble M une classe monotone et 4 C P(E) une collection de sous-

ensemble stable par intersection finie c’est A dire: VA, Be A=—= ANBe€ A.SiAC M
alors : §(A) C M

Exemple 1.2.1.1 (Unicité de la mesure de Lebesgue)

Il existe au plus une mesure A sur (R, B(R)) telle que :

11



A[a,b]) =a—bVa <b.

Démonstration 1.2.2.2 Soit A, v deux mesures sur (R, B(R)). Définissons A C P(R)
I’ensemble des segments de R alors A(A) = v(A) pour tout A € A de plus, A est stable

par intersection finie fixons M > 0 et posons :
M= {A € B(R),A\(AN[~M, M]) = v(AN [=M, M])}.

M est une classe monotone car :
i) M[—M, M]) = v([-M, M]) =2M donc R € M.
i1) Si A, B € M sont tels que A C B alors :

A(B\A)N[-M,M]) = ABN[ M,M]) - MAN[ M, M])
= v(BN[-M,M])—v(AN[-M, M])
= V(B\A)N[-M, M])
Donc :
B\A € M.

iii) Si Ap As, ... € M sont tels que A; C A; C ... C alors :

AMUps14, N [—M, M]) = limA(A, N [-M, M]) = limv(A, N[-M, M]) =
v(Upz14, N [—M, M])

Donc :
Un;lAn & M
Ainsi par le lemme de classe monotone

12



B(R) = 6(A) C M.

On déduit que pour tout A € B(R) et M > 0 A(AN[-M, M]) =v(AN[-M, M]),en

prenant M — oo on obtient :

AA) = v(A) VA € B(R).

1.3 Construction des mesures

1.3.1 Mesure extérieures : théoréme de carathéodory

Les propriétés d'une mesure extérieure sont moins contraignantes que celles d’une me-
sure. En particulier, une mesure extérieure est définie sur toutes les parties de I’ensemble

E alors que les mesures sont définies sur des tribus.

Définition 1.3.1.1 Soient E un ensemble. Une mesure extérieure sur £ est une
fonction u* : P(E) — [0, oo] vérifie les propriétés suivantes :

i) (@) =0.
i) Si A C B alors p*(A) < p*(B). (Monotonie).
i) Si A, C P(E) pour n € N alors :

PL*(U An) € Zn;l 1*(An).

nzl

On dit qu’un ensemble A C E est pu* — mesurable si pour tout B C E :
p(B) = p (AN B) + p*(A°N B).
On note N(p*) 'ensemble des parties p*-mesurable de E.

Exemple 1.3.1.1

a) La fonction p* définit par p*(A) = 0 pour tout A C E est une mesure extérieure .

13



b) p*(A) = {0si A=0,et +oosi A+# (0} est une mesure extérieure.
¢) p*(A) = {card(A) si A fini, et +o0 sinon} est une mesure extérieure.
d) La mesure extérieure de Lebesgue sur R qui est la fonction A\* : P(R) — R,

définie par la formule :

A A =1nf[3 0 b — w) » A € UE (6 —a)

1.3.2 Construction des mesures extérieure

Le théoréme suivant montre comment construire une mesure extérieure a partir d'une
algébre A C E et p une fonction sous — additivité sur A, cette procédure va étre utilisée

pour construire différentes mesures.

Définition 1.3.2.1 Une classe A de parties d'un ensemble E est appelée algébre ou
algébre de Boole si :

1) Elle contient E.

2) Elle est stable par passage au complémentaire.

3) Elle est stable par réunions finies A, Be A= AUB € A.

Une tribu est une algébre de Boole stable par réunion dénombrable.

‘T'héoréme 1.3.2.1 ¢) Soient £ un enscrble et A C £ une colleetion de sous-cnsgembles

avec ) € A de plus , soit p: A — [0, co] une fonction avec p(f)) = 0 posons :
p(A) = inf{},cn p(An) : A1, As, ... € A, AC | ) An} pour tout A C E.
neN

Alors p est une mesure extérieure sur E.

b) Supposons de plus que A est une algébre et que p est § — additive c-a-d pour
A1, As, ... € A deux & deux disjoints avec :

naM n&

Alors A est incluse dans la tribu des parties u — mesurable de E et pour tout A € A :

14



c) Si p est 6 — finie alors : p est 'unique mesure par la propriété u(A) = p(A), pour
tout A € A.

Démonstration a) Montrons que p est une mesure extérieure :

1(?) = 0 et la monotonie sont évidents.

Soient (A,),>1 une suite des ensembles, la conclusion est triviale si (A,) = co pour
au moins un 7 ainsi on se limite au cas u(4,) < co.

Soient € > 0 et B, € A tels que, pour chaque n, A, € UrB, et u(A,) +e27" =2
> x P(Bnyg) alors : U, A, C U, 5 Bny donc :

p((JAn) < Znp p(Brg) < S [(An) + 627 = e + 3, ul(An).

Si on retient que € est arbitraire, on déduit que p est sous-additive donc que c¢’est une
mesure extérieure.

b) Supposons maintenant que .4 est une algébre et que p est é —additive, mentionnons
que A est alors stable aussi par différences et intersections finies. De plus comme p(@) = 0
on déduit que p est aussi additive et monotone sur A.

Soit A € A, montrons que : u(A) = p(A).

Lividement pu(4) O p(A4), on doit done montror U'inégalité inverse. Soiont ., € o1 ol

n € N*tels que A C U A,, posons :

nzl

A, = AN (Aa\ | Av).

k<n
Alors A € A, ces ensembles sont deux & deux disjoints et 4 = U A, ainsi :p(A4) =

nzl
ZnZI p(An)

Mais p est monotone sur A et par construction A, C A, on obtient donc p(4) <

D nz1P(An), ainsi p(A) < u(A).
Montrons que .4 C N (u*) par additivité de p on a bien :

15



(AN B) + p(A°NB) = p(ANB) + p(A°N B) = p(B) = p(B).
Fixons A € A et prenons B C E quelconque, on veut montrer que :
1(B) 2 p(AN B) + p(A°N B).

L’inégalité inverse étant toujours satisfaite grace a la sous-additivité de p .
Soient B, € Aetn € N tels que : B C U,B, .Alors ANB C U,(AN B,) et
AN B C U,(A°N B,) donc par sous-additivité de p :

WANB) +p(A°NB) < 3, (AN Ba) + p(A°N Ba) =32, p(AN B,) + p(A°N B,) =
2 n P(Br)-
Ainsi :
p(B) =mf{} p(B,): By, € AB C UpBy} 2 p(ANB) + p(A°N B)
Ce qui est ce qu’on devrait montrer.
¢) Supposons qu'il existe une suite croissante d’ensembles (A,) € A avec F = U, A,
neN

et p(A,) < oo alors le lemme de classe monotone nous donne 1'unicité de p(. N A,).

Mais pour tout B € N (u*). wu(B) = lim u(B N A,), on déduit 'unicité de p*.

Théoréme 1.3.2.2 (Critére de Carathéodory)
Soient (E,d) un espace métrique et p* une mesure extérieure sur £. Si pour toutes

parties A, B C E :

dis(A, B) = inf{d(z,y),z € A,y € B} >0

w(AUB) = p*(A) + p(B)

Alors :
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B(E) C N(u").

Démonstration Soit U/ un ouvert de £ et B C E . On aimerait montrer que U/

€ N(u*) ou en autre mots que :
p*(B) = (BNU®) +p*(BNU).
Vu que p* est sous-additive, il suffit de montrer que :
1 (B) > W (ANUS) + u*(AND).

On peut donc se limiter au cas ou p*(B) < oo. Posons F,, = {z € E : dis(z,U°) =
1/n} et A, = Fnpy1\Fn. On va commencer par montrer que ) ., #*(4, N B) < oo.
Observons que pour tout K > 1 on a d(Ag, Agyo) > 0. Ainsi, pour tout N > 1, par la

condition sur p* :

N N
> (AN B) = p*(| ] Asx N B) < p*(B) < o0
k=1 R=1
N N
et Z,LL*(AQJH_] ﬁB) = ,LL*(U A2k+1 N B) < ,LL*(B) < 0.
k=0 k=0

Alnsi :
> W (AN B) =) p* (A NB)+ Y p*(Asms1 N B) < 2u*(B) < 0.
k=1 k=1 k=0

Maintenant, montrons que p*(F, N B) — p*(U N B) quand n — oo pour n > 1

comme U est un ouvert U = F,, U U A,, ainsi :
kzn

u*(U N B) = w[(Fo U | 42) 1 B] < i (Fa 01 B) + po{| (4 N B,
kzn kzn
Mais :

u*[U ArNB] € ) s #°(Ax N B) — 0 quand n — oo.
k>n
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On arrive donc 4 la conclusion que :
w*(F,NB) — p*(UN B).

On utilise implicitement que : p*(F, N B) < p*(U N B) pour tout n .

En fin observons que, due & la condition imposé sur u* :

W (FoNB) +u (UN B) = p*((F, UU) N B) < p*(B).

1.3.3 La mesure de Lebesgue

Définition 1.3.3.1 Dans ce paragraphe nous définissons la mesure qui est de loin la

plus importante en analyse (et en probabilités), qui est la mesure de Lebesgue (mesurant

3

la “longueur” dans le cas de R, la “surface” dans R?, le “volume” dans R3, etc...).

Nous commencons par le cas de R, qu’on munit de la tribu borélienne B(R) :
A[a,b]) =b—a,Va <b.

Passons maintenant au cas de R¢, qu'on munit de la tribu borélienne B(R?). Le
d

volume d’un rectangle de la forme A = H]ai, b;[ est :
i=1

d

)\d(A) = H(b1 = ai).

i=1

Application Prenons le cas de R®. La mesure de Lebesgue )s, sur cette espace
coincide sur les rectangles de la forme [a; b]* [c;d], avec la notion d’aire de ceux-ci. En
effet, on prouve qu'on a A ([a; b]* [¢;d]) = (b — a) x (d — ¢). Plus généralement, la mesure
de Lebesgue )3, d’'un sous-ensemble borélien de R? correspond & notre définition intuitive
de l'aire : par exemple, la mesure de Lebesgue d'un disque de rayon a est égale a ma?.
De la méme maniére, si on considére l'espace R?, la mesure de Lebesgue Az, sur cet
espace correspond & notre définition intuitive du volume, et c¢’est donc sans surprise que

la mesure de Lebesgue d’une boule de rayon a vaut zma.
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Construction de la mesure de Lebesgue

Théoréme 1.3.3.1 Il existe une unique mesure A sur (R, B(R)) telle que pour tout

a < b, \([a,b]) = b — a. On appelle cette mesure la mesure de Lebesgue sur R.

La mesure de Lebesgue ainsi construite est 6 — finie.

Démonstration L'unicité de la mesure de Lebesgue 4 déja était établit on se concentre
donc sur son existence .On a la mesure extérieure \*sur R :

Pour A C R, soit :

X (A) = inf {3, 50bn — an : A C | Jlan, b}

n=0

Ainsi si A, B sont tels que dist(A, B) = € > 0; chaque intervalle |a,, b,[ dans cette

seconde définition intersecté au plus des ensembles A, B donc :
A(AUB) =A"(A) + X*(B).

Par le critére de caratheodory B C M (X*) .

Ce qu’il nous reste & montrer est que la restriction de A & B(IR) est la mesure recherchée

c-4-d que pour a < b
X ([a, b)) = b —a.
Vu que : [a,b] C Ja —e,b+ ] pour tout € > 0 on déduit que :
A ([a,0]) Sb—a
On va maintenant se concentrer sur I'inégalité inverse . Soit a;,b; € R : 7 > 0 tels que

[a,b] C U]an,bn[.

n=0

Comme [a, b] est un compact, il existe N tel que :

N

[a,b] C U]an, bisl

n=0
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On peut alors réarranger les couples (a;,b;) de telle sorte que ay < a;... < a, et
on peut éliminer tous les intervalles ]a;, b;[ entiérement couverts par les autres (c-a-d

par U |an, by]) ainsi que ceux qui n’intersecté pas [a, b], alors les intervalles

n€{0.......N}\{i}
Jan, by[ avec n = 0...N se chevauchent plus précisément on a :

gp<a<al <by<ay<b <..<a,<byv_1<b<by,
on en déduit que :

Y =) b —a+ YN (by—bi1)=by—a>b—a

n=1
Cela montre bien que :

X*([a,b]) = b —a.

Proposition 1.3.3.1 Pour tout A € B(R) et o, 5 € R
MaA+B)=MNad+f:a € A) = |a| A\(A).

De plus si p est une mesure sur (R, B(R)) invariante par translation et telle que
1([0,1]) < oo alors p est multiple de la mesure de Lebesgue.

Démonstration Commencons par montrer que :
AaA + B) = o] A(A).

Soient «, 3 € R . On peut supposer o« # 0 sinon la conclusion est évidente notons

pour A € B(R):
p(A) = ﬁ)\([aa —B,ab—p]) =b—a.

Si o < 0 lintervalle [aa — 3, ab — 3] est remplacer par [ab — 3, aa — 3]. Par I'unicité
de la mesure de Lebesgue 1 = A donc :A\(aA + §) = |a| A(A) pour tout A € B(R) .
Passons & la démonstration de p = ¢ .Soit © une mesure sur (R, B(R)) invariante

par translation, avec u([0,1[) = a < oo alors :
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w((0, L)) = (2, 2) = ... = p([%=2,1]) = La

En utilisant & nouveau I'invariance par translation, on trouve, pour k < [, k,l € Z et

n e N*:

4D = Soa([2, ) = okt

En autre mots x([a,b[) = a(b — a) pour tous a,b € Q. Cela implique facilement que
p(la, b)) = a(b — a) pour tous a < b réels. En fin, I'unicité de la mesure de Lebesgue

implique alors que :
= oA
Définition 1.3.3.2 On dit que A C E est une partie p-négligeable s’il existe B € B(E)

avec A C B et u(B) = 0. On écrit /C, pour '’ensemble des parties pu-négligeable.

Proposition 1.3.3.2 (Propriétés de la mesure de Lebesgue)
La mesure de Lebesgue est une mesure sur la tribu borélienne de R. Cependant, cette
tribu n’est pas la plus grosse sur laquelle on puisse définir cette mesure. A se prolonge en

unc mesure sur £(R?) ou £(R?) est la tribu de Tebesgue.

Rappel :£L(R?%) = §(B(R%), K) ou K est I’ensemble des parties négligeables.

Régularité de la mesure de Lebesgue

Proposition 1.3.3.3 Pour tout A € £L(R9) on a :
AMA) =inf{\(U) : U est un ouvert, U > A} (c’est la régularité extérieure).
A(A) = sup{A(k) : k est un compacte, k C A} (c’est la régularité intérieure).

Démonstration Il faut montrer que :
A(A) = inf{\(U) : U est un ouvert, U D A}
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L’autre inégalité étant immédiate. On peut supposer que A(A) < oo sans quoi il n’ya

rien & montrer pour tout € > 0, il existe une famille {p; };en de pavés ouverts tels que :

AC Upet 3. diam(p;) < \(4) +e.

ieN

Notons U = Up; alors U un ouvert contenant A et :
iEN

AMU) < X2, Mpi) = 22, diam(p;) < A(A) +e.

On a I'inégalité voulue.

De méme il faut montrer que :
A(A) = sup{A(k) : k est un compacte, k£ C A}.
Comme :
A(A) =lim, 0o A(AN[-n,n]%)

On peut supposer sans perte de généralité que A est inclue dans un pavé compacte.

Par régularité extérieure pour tout € > 0 il existe U € R, U D p\ A tels que :
AU) < Alp\A) +e
Alors k = p\U est un fermé (donc compacte) tels que k C A et :
AME) = Ap) —A(pnU) =2 AA) = AU) = AMA) —e.

Il reste I'invariance de la mesure de Lebesgue par rotation a4 montrer. Cependant, si
on applique une rotation & un pavé, on n’obtient pas nécessairement un pavé, ni méme

un pavage.
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Les ensembles négligeables pour la mesure de Lebesgue

Proposition 1.3.3.4 Soit N, une partie de R. On dit que N, est un ensemble négli-
geable pour la mesure de Lebesgue s'il existe un borélien A € B(R) tel que :

I-N C A,

2-A(A) = 0.

Les parties négligeables de R sont donc les ensembles inclus dans un borélien de
mesure de Lebesgue nulle. On note K(\) I’'ensemble des parties négligeables de R.

Soit A*la mesure extérieure de Lebesgue alors : N (A\*) = B(R) ou la complétion est

par rapport & la mesure de Lebesgue.

Démonstration Vu que N (\*) contient B(R) est une tribu complétés il est évident
que B(R) C N(\Y).

Montrons l'inverse soit A C N(A\") et supposons pour commencer que : A*(A) = 0.

Alors gue la défivition de N(A%) il exisle une suite croissante d’ouverts U, C R avec

A C U, pour tout n et

lim A(U,) = A*(A) = 0.

Posons V' =N, U, alors : V € B(R),AC V et A(V) =0 ainsi A € B(R).
On considére maintenant A C NM(\*) de mesure finie, comme avant on peut construire

une suite décroissante d’ouverts U, C R avec A C U, pout tout n et :
lim AU,) = A*(A) =0.
n—0oo

Posons a nouveau V' = N, U, € B(R) et observons que : A*(V\A) = 0 ainsi V\A €
B(R) et donc :

A=V\(V\A4) € BR).

En fin si A C M(X") n’est pas de mesure finie, on considére A, = AN [—n,n] pour
n € N. Chaque ensemble A, est de mesure finie donc appartient a B(R) par le point

précédent il s’en suit que A = U, A, € B(R).
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Chapitre 2

Mesure de Hausdorff

La mesure de Lebesgue d-dimensionnelle \; est une mesure sur R? conforme a la
notion intuitive de volume dans R?. Plus précisément, il s’agit de I'unique prolongement
de la fonction volume définie sur les pavés de R?, en une mesure sur tous les boréliens de

R? (et méme sur tous les ensembles Lebesgue-mesurables).

2.1 Complément sur les mesures extérieures

Soit (X, d) un espace métrique séparable ainsi pour tout 6 > 0 et £ une partie de X
. On peut recouvrir £ par une suites des boules de diametre < § et plus généralement

de partie de diameétre < .

Définition 2.1.1 Soit § > 0. Une famille {X;}.cny de parties de X est appelée un

d—recouvrement si :
X C UigNX,;, dzam(Xt) < 5, Vi € N.
On rappelle que le diamétre d’une partie £ de X est donné par la formule :

diam(E) = supd(z,y)
=

24



Soit (X, d) un espace métrique séparable. Ainsi, pour tout § > 0 et partie £ de X,

on peut recouvrir £ par une suite de boules de diametres < 4, et plus généralement, de

parties de diamétres < 4.

Définition 2.1.2 (mesure métrique extérieure). Une mesure extérieure u* est appelée
mesure métrique extérieure si pour tous ensembles E, F C X tels que d(E, F) >0, on a
pr (BEUF) = px(E)+ px(F).

On rappelle que la distance entre deux parties E et F' est donnée par la formule :
d(E, F) = inf f(z,y).

TeFE
yeE

2.2 Définition de la Mesure de Hausdorff

Maintenant que I’on a énoncé des définitions et des résultats généraux pour les mesurcs
extérieures métriques. On va définir une mesure extérieure qui, en passant 4 la limite sur
les recouvrements de I'ensemble, donnera la définition de la mesure de Hausdorl. Pour
toute partie X de £, pour tout s € [0, +oo[ et pour tout § > 0, on note :

H(F) = inf{z diam |U|° : F C U Ui : (U;) est un 6 — recouvrement de F} € R,.
el IS

On a clairement :
H;@)=0 (A1)

De plus, si A et B sont deux parties de E telles que A C B, alors un § —recouvrement

de B est un § — recouvrement de A, et comme l'infimum est sur tous les recouvrements,

H3(A) < H3(B). (A2)

Soit {An}nen une famille de parties de E, et on note A = U A,. Soit ¢ > 0. Pour
neN
tout n € N, il existe un § — recouvrement de A, que I'on note {A: };cn tel que :
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Hj(An) = diam(AL)*| < &

1EN

Om a alars { A8 VEN i est in 4 — recaunrement dénomhrahle de A dane -

Hy(A) <D > diam(AL)* <> (Hi(An) + &) <26+ ) Hi(A,)
neN ieN neN neN
Comme ¢ était arbitraire, on a :
HyA) <Y Hi(4.) (A3)
nelN

Finalement, H§ est une mesure extérieure.
Définition 2.2.1 Pour toute partie /' de E, pour tout s € [0, 4+occ[, on note :
Ho (Y= 5lim0H§(F)

H?*(F) est une mesure métrique extérieure, donc elle définit une mesure borélienne.
On Pappelle mesure de

Hausdorff (de dimension s).

Démonstration L’application 4 > 0 — HF(A), ponr fonl, partic A de F, est
décroissante (puigque l'infimum est prie sur dee rocouvromonts do dinmétre do plun en
plus petits) et admet donc une limite en 0. De ce fait, on peut faire tendre & vers 0 dans

(A.1), (A.2)et(A.3),et on obtient :

H*(0) =0, H*(A) < H*(B), H*(UpenA) < Y H*(Ay)

neN

Pour toutes A, B parties de E et {A, },en famille de parties de E.
Reste a montrer que cette mesure extérieure est métrique. Soient A et B deux parties

de E telles que d(4, B) > 0. On sait déja, H* étant une mesure, et que :

H(AUB) < H%(A) + H%(B)
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Pour l'inégalité dans l'autre sens, fixons § €]0 @] et € > 0. Soit {C;}ien un 6 —

3

recouvrement de AU B tel que :

Hj(AUB)— =) diam(C:)*| <

ieN
On pose
Comme § < d(Ag’B), I et J sont disjoints, et de plus {C;}ier (resp.{C;}ics) est un

6 — recouvrement de A(resp.de B).On déduit que :

Hj(AUB)+e> Y diam(C;)* + Y _ diam(C;)* > H*(A) + H*(B)

el e

En faisant tendre § vers 0, on obtient
H*(AUB)+¢e > H*(A) + H*(B)

Finalement, en faisant tendre £ vers 0, on obtient I'inégalité voulue.

2.2.1 Propriétés de la mesure de Hausdorff

Proposition 2.2.1.1 Homogénéité (de degré s) : Pour A > 0, on a

HY(\F) = N H*(F).

Démonstration Si (U;);en est un recouvrement de F alors (AU;); est un recouvrement

de AF ainsi :

H;(AF) < D U =2 |Uf°

1EN 1eN

Donc, on prenant Uinfinimum H};(AF) < A*H(F') avec § — 0 il vient :

H*(F) < XH*(F)
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L’autre inégalité s’obtient en remplagant A par 1.
Proposition 2.2.1.2 Soit f : E — E une similitude de rapport r > 0 :
Vz,y € E d(f(z), f(y)) = rd(z,y)
Alors pour tout s > 0 on a :
H*(f(A)) =r"H*(A)VACE
Démonstration Soit A C E et £ > 0 on remarque que :

F(Re(A)) = Rre(F(A))

On a alors :
HZ A)) = inf diamX)s
L) =, ) 3 (diam)
= hf (di x s inf (di X' = sHE(A
DEI;QE(A) Z G G = D' el’RE(A) Z e T

X'eD

En laissant tendre & vers 0, on obtient bien le résultat.

Proposition 2.2.1.3 Soit F* C R™.Soit f : F — R" (telle qu'il existe C > 0,0 > 0

tels que pour tout z,y € F':

If(z) = f)l < Clz —y|*.

On dit alors que f est @« — Holderienne (lipshitzien si a = 1) alors pour tout s :

Hel=(f(F)) = C"H*(F).

Démonstration Soit (U;);en est un d—recouvrement de F' alors :
[F(FNU)| < ClUL".
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Donc (f(F NU;)); est un est un e—recouvrement de f(F) avec € = C§%

H(F(F) < Y IfENT)P < ol |Uf.

€N iEN

En prenant Iinfinimum sur les j—recouvrement :
H®(f(F)) < C*/*Hj(F)

L’inégalité recherche s’obtient alors en faisant tendre ¢ avec 0.
Si f est une isométrie (|f(z) — f(y)| = |z — y|) alors : H*(f(F)) = H*(F). En parti-

culier ceci démontre que H*® est invariante par translation.

Théoréme 2.2.1.1 La lribu de partic HY - mesurables contient la tribu borélienne

B(R") ainsi H? est une mesure sur (R", N'(H9)).

Démonstration Montrons que A'(H?) contient la tribu borélienne B(R") Le critrére

de carathcodory garantit ce fait, dés que pour deux ensembles A, A & distance positive :
HYAUA) = HYA) + HYA).

Soit A, A" C R™ avec dis(A, A") > 0.Soit € > 0 avec & < dis(A, A') et considérons un
recouvrement (By)ren de AUA" avec dim(B;) < &, pour tout k. Alors chaque ensemble By,
intersecte au plus un des ensembles A ou A". On peut donc en extraire un recouvrement
(Bi)rer de A et un recouvrement (Bj)res de A disjoints.

Ainsi

HYA)+ HY(A) < HY(AUA).
L’inégalité inverse est assurée par la sous-additivité de H¢.On a donc :
HYAUA) = HYA) + HYA)
ce qui implique que :
B(R™) C N(H?).
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2.3 Propriétés et dimension de Hausdorif Besicovitch

On aimerait pour un objet quelconque une mesure de sa taille mais on peut construire
dans I’espace euclidien usuel des objets de surface nulle et de périmétre infini (pour une
bonne définition de ces notions).

On voudrait donc définir une notion de dimension qui tienne compte de ces objets
intermédiaire.

En mathématiques, et plus précisément en topologie, la dimension de Hausdorff d'un
espace métrique (E,d) est un nombre réel positif ou nul, éventuellement I'infini. Intro-
duite en 1918 par le mathématicien Felix Hausdorfl, elle a été développée par Abram

Besicovitch, c’est pourquoi elle est parfois appelée dimension de Hausdorff-Besicovitch.
Définition 2.3.1 On définit la dimension de Hausdorff de I’ensemble F' par :
dimyz(F) = inf{s : H*{F) = 0} = pup{s : H*(F) = oo}

Autrement dit la dimension de Hausdorff est la valeur de s pour laquelle le s-mesure
de tecouvrernent [ail un saul de 'infini & 0

Il est admis que la dimension de Hausdorff est la plus ancienne et la plus importante.

De fait elle définit pour tous les ensembles et elle est satisfaisante d’un point de vue
mathématigue puisqu’elle est basée sur une mesure cependant elle est souvent & évaluer.

on a donc :
H*(F) = {oco:si s < dimg(F),0 st s > dimg(F)}

Remarque 2.3.1

Pour s = dimy (F) les trois cas peuvent se produire :
Hima(F)(F) = 0 par exemple si F' = 0.

Himr(F)(F) = oo par exemple si F = R”.

0 < Him#(F)(F) < co par exemple si F est un ouvert borné de R™.

Proposition 2.3.1 Soit F¥ C R" un ensemble et f :F — R™ une application

satisfaisant 4 la condition de Hélder :
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|f(z) — f(y)] € C |z —y|” pour les constantes C > 0, > 0
Alors :

dimy (f(F)) < L dimp (F).

Démonstration Si s > dimg(F) alors :

He/*(f(F)) < C""H*(F) =0 car H*(F) =0.

Alors :

H/%(f(F)) = 0= £ > dimy (f(F)).
Ainsi :

s> dimg(F) = s > adimy(f(F)).
Donc :

dimp (f(F)) < 2 dimg (F).
Corollaire 2.3.1 Soit f: A — R™ une application :
a) Si f est lipchitzienne i.e 3 C > 0 |f(z) — f(y)| < C|z — y| Alors :
dimp (f(A)) < dimg(A4).
b) Si f est ¢, C-lipchitzienne pour des constantes 0 < ¢ < C :
cle—yl < |flz) - FW)I < Clz—yl.
Alors

dimg (f(A) = dimz(A).
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Démonstration Soit f : A — R™ C-lipchitzienne. A tout recouvrement (B;);en
de A , on associe le recouvrement f((B;))jen de f(A). Notons que, grace au fait que f

est lipchitzienne :
diam(f(B;)) < Cdiam(B;) pour tout j
Ainsi :
HI(f(A)) < CIHYA).

Si f est ¢,C-bilipchitzienne, alors :H%(f(A)) < C?H%(A) suit du premier point. De
plus, f est une bijection entre A et Im(A) avec f~! &tant 1/c-lipschitzienne. En appliquant

le premier point & 1’ensemble f(A) et la fonction f~! on obtient :
HY(f71(f(A)) = HY(A) < cH(f(A))

Ce qui donne 'inégalité désirée. Les inégalilés sur la dimension de Hausdorff de f(A)

suivent directement des inégalités sur la mesure de Hausdorff.

Proposition 2.3.2 Un ensemble F* C R" dimg(F) < 1 alors F est totalement

discontinu.

Démonstration Soient z et y deux points distincts de F .
Définissons une application f : R® — [0,00[ par f(z) = |z — z|. Comme f est

contractante car |f(z) — f(w)| < |z — w|, et comme elle est lipchitzienne on a que :
dimp (f(F)) < dimy(F) < 1.

Ainsi f(F') est un sous- ensemble de R de mesure H* ou longueur nulle et & donc un
complément dense.

Choisissons r avec 7 ¢ f(F) et 0 <r < f(F) il s’ensuit que :
F={ze€F:|z—z|<r}U{z€F:|z—z|>r}
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Donc F' est la réunion des deux ouverts disjoints I'un contenant z et I’autre y. Donc

z et y appartiennent & deux composantes connexes différentes de F.
Proposition 2.3.3 Soit F' un ensemble si H*(F') < co alors :

HY{(F)=0Vt>s.

Démonstration Soit U; un § — recouvrement de F donc 0 < |U;| < dViona:
U = S Gl [0 < 82 5, Ui
D’otu I'on obtient,
H(F) < 0" H}(F)
Or Hj(+') < oo,done en faisant tendre ¢ vers 0. On trouve :
HY{(F)<0=> H{(F)=0Yt>s.

Les mesures de Hausdorff sont en fait une généralisation des notions de longueur,
d’aire, de volume, etc. Il peut étre montré que pour des sous-ensembles de R", H™ est
la mesure de Lebesgue en dimension n, multipliée par 1na constanta qui ost In valiimn
n-dimensionnel de la boule unité.

Le saut de I'infini & zéro pour la mesure se retrouve sur ’exemple du disque, qui a
un volume nul, mais une longueur infinie, le saut s’effectuant sur la dimension, qui ici
est 2, H? mesurant les aires. D’autre part, des sous-ensembles assez réguliers comme des

ouverts ou des boréliens dans R™ ont n comme dimension de Hausdorft.
Proposition 2.3.4 Si B est un borélien borné de R™ avec £"(B) > 0 alors :
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L™ étant la mesure de Lebesgue sur R™.

Commencons par le suivante :
Lemme 2.3.1 (lemme de recouvrement de Vitali) Soit M une partie bornée de
R™ et F' un ensemble des boules recouvrant M, de rayon majoré. On peut extraire de F'

un sous-ensemble e constitué des boules deux-a-deux disjointes tel que :

M C UgeB,

olt B est la boule de méme centre que B et de rayon quatre fois celui de B.

Démonstration On construit par récurrence deux suites d’ensembles {&,}, et {F, }»
et une suite de réels {r,},. On pose Fy = F et ry = sup{R(B) : B €Fp} oit R(B) est le
rayon de la boule B.

On fixe By C Fy tel que R(By) =22 et on pose g = {By}. On construit :

Fopn={BcFVB c¢,: BnNB =a}.
Et on pose

Tnt1 = Sup{R(B) : B €F,11}.

On fixe By 1 € Fu 1 tel que R(B,y1) > ™ et on pose
Ent1 = Ep U {Bn+1}-

Montrons que ’ensemble € = |J &, convient.
nz0

Soit z € M,3B € F,x € B.Soit n = 0 tel que B € F,\F41. Il existe alors B' €&, C €

tel que B’ N B # @ sinon on aurait choisi B au lieu de B,.0On a : R(B') > @ donc :
2B 2 R(B) etz e B C B
D’ou le résultat.

Démonstration de la proposition Soit 5 un borélien borné avec L*(B) > 0.

Il existe M tel que :
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diam(B) < M

Recouvrons B par un quadrillage de I'espace composé de ks n-cubes et le diamétre
(6 < M). Soit D > M le diamétre du plus petit quadrillage n-cubique recouvrant B5.

On a alors ks < D™ d’ou ks6™ < D*®, donc :
HHB) < D*

Puis H*(B) < D*. On a bien H"(B) < oo.
Pour Pautre inégalité, soit 6 > 0 ¢ > 0 Soit {U;}icr un 6 — recouvrement de B tel

que :
|H}(B) — X e diam(T;)| < &

Soit B; Vi € I une boule contenant U; et de rayon 2 |U;|. B et {B; : ¢ € I} vérifient
les hypothéses du lemme, donc on extrait un sous-ensemble {B; : j € J} des boules

deux-a-deux disjointes tel que B C Uje, g;, d’ou :

0<LM(B) <) LMB) <4 Lr(By)

jed j€J
<4 wol*(B)(4|U[") = 16™v0l" (B,) Y |U;[* < k> |UI™,
Jcd JjcJ el

ot vol™(B,) est le volume de la boule unité de R™ et k la constante k = 16™vol™(B,).
Ainsi :
Hy(B)+e> ) |U|"> & > 0.
i€l
En faisant tendre €, puis § vers 0, on obtient :

dij (B) = N.

Propriété 2.3.1 Soit (A)ren une suite de sous-ensembles de R,,. Alors
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dimpg (UpAy) = sup{dimg A;, : k € N}

Démonstration Soit d > sup{dimg A, : kK € N}. Alors :
HYUpAr) < 30, HY(Ar) =0
Donc d = dimg (U Ag) .Comme d est arbitraire, il s’en suit que :
dimg (UpAg) < sup{dimy A;, : k € N}
L’inégalité inverse est non-triviale seulement quand :
sup{dimy A, : k € N} > 0.

Supposons ce fait et soit 0 < d < sup{dimy A;, : £ € N}. Alors il existe k tel que
dimg Ay > d donc H%(A};) = 00.0n en déduit que

HHUpAg) = 0
Donc :
dimg(UpAyr) = d
Alors :
dimg (UpAg) = sup{dimg A, : k € N}
Théoréme 2.3.1 Si F est un ensemble dénombrable alors :
dimg (F) = 0.
Démonstration Il suffit de montrer pour les parties dénombrables bornées de R™.
Soit F' = {zy, : k € N} une telle partie. La famille dénombrable (z;)ren constitue bien

un recouvrement de F' par des parties de R™ de diamétre 0. On a donc pour tous a > 0,

e>0
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H3(F) < ) diam(zg)* =0
keN

Il s’ensuit que Hi(F) =0 V(a > 0, € > 0) et puis que :
H3(F) =0 VY(a > 0).

Ce qui entraine (par définition méme de la dimension de Hausdorff) que I'on a effec-

tivement dimg(F') = 0. La démonstration est achevée.

Lemme 2.3.2 Soit £ C R™ non-vide. Alors F muni de la distance d(z,y) = ||z — y||
est un espace métrique. De plus, pour tout d > 0, la mesure de Hausdorff de dimension
d sur E est identique & la restriction & F de la mesure de Hausdorff de dimensions d sur

R™.

Démonstration Le fait que (£, d) est un espace métrique est évident.

Pour cette prenve, notons Hg. et H{ les mesires de Hansdorff de dimension d dans
R™ et E respectivement. Soient A C E, € > 0 et (Bg)rex C R™ un recouvrement de A
avec diam(By) < e pout tout k.

Posons B";( = Bg N E alors :
diam(Bx) < diam(By,)
Et (é;)keb\, cst toujours un recouvrement (dans I7) de A.
Ainsi :
HE(A) < HE.(A).
Inversement, si (Bj)ren C E un recouvrement de A (dans E), c’est aussi un recou-
vrement de A dans R™.
De plus le diameétre de By, ne dépend pas de si on regarde B;, comme sous-ensemble

de E ou R".

Ainsi



2.3.1 Hausdorff et Lebesgue :

Théoréme 2.3.1.1 Soit n € N alors la mesure H" sur R" est la mesure de Lebesgue.
Soit d € N, d < n et soit F un espace affine de dimension d dans R" alors la mesure H¢
restreinte a F' est la mesure de Lebesgue sur F .

Ainsi si A C F est un borélien :
HY(A) = Ay

Démonstration Soit n € N. On va commencer par prouver que H™ est proportion-
nelle & la mesure de Lebesgue A,. Rappelons que dans la définition de H™ on peut se
limiter aux recouvrements par des ensembles fermés. Calculons H"((B(0,1)).

Pour un recouvrement (B )ren C E de B(0,1) par des ensembles fermés, et :
2 ken An(Br) 2 An(B(0,1)) =
Mais A, (B) < andiam(B;)",donc :
2™ Zdzam Bi)* » 2t Z/\ (By) 2 27"\ (B(0,1)) *)

Ainsi H*((B(0,1)) = 27™\,, donc H™ cst unc mesurc non-nulle sur R™.
D’autre part, m > 0 on peut recouvrir B(0, 1) par les cubes C(kq, ..., k,) = H[(kj —

=1
2™ k;27™)] pour ki, ..., ks € {—2™ + 1,2™} chacun ayant un diametre \/n2~"™ ainsi :

H*((B(0,1)) € 27" > VA2 = /o,

K1y kn €{—2m+1,2}

En conclusion H™ est une mesure §-finie sur R™. De plus H" est invariante par isomé-
ries .Il s’ensuit que A™ est un multiple non nul de la mesure de Lebesgue . Les arguments

donnés ici montre que :

27"\, < H™ < /.
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Pour prouver que le facteur de multiplicité est exactement 1, c-a-d . que H™ = A, 1l
faut travailler plus précisément dans les inégalités obtenues au-dessus. On donne par la
suite une ébauche de cet argument. Acceptons le fait (loin d’étre trivial) que I’ensemble de
diameétre 2 de mesure de Lebesgue maximale est la boule unité B(0, 1). Alors, I'inégalité

(*) devient :
aﬂ"’“dem Bi)" ZA (Bi) = A (B(0,1))
ce qui entraine que :
HH(B0,1)) = 4,810, 1}

Pour I'inégalité inverse supposons par 'absurde que :H™ = (1 + §)\,, avec § > 0.

Soit € > 0. On va essayer construire un recouvrement du cube [0, 1]* par des ensembles
de diameétre au plus &, qui va induire une mesure de Hausdorff strictement plus petite
que 1 + §,50it m € N pair avec m > 2/e.Prenons By, ..., B, 2~ les boules de rayons

1/m (donc de diametre de plus que ¢ ) centrées au points {(ki, ..., k,)} avec (ky, ..., k,) €
1 3

m—1
g )

(m/2)™ (m/2)" (m/2)™

/\(UB) ZA(B)”—“ Zdwm(B) —

Notons A = (m[/”;)lf alors A peut étre couverte par des ensembles (By)ps (/2 de

J

Jj=1
diameétre au plus £ de sort que :

Aq) S diam(By)" < HM(A) + 20 = (14+8)2(A) + 520 = (1+6)(1 — 2R) + 22

an
iz(m/2)"

Ainsi on obtenu un recouvrement (Bj)gs1de [0,1]" avec diam(By) < €

pour tout % et :

2 3 diam(B;) < 42+ (1+8)(1 — 280y 4 220 — (1 4 5)(1 — 2l

izl

Cela montre que :
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H™([0,1]") < (1 +8)(1 — 5
Ce qui contredit le fais que :
H™ = (14 6)A,.
Ainsi on conclut que :

P =

Théoréme 2.3.1.2 Toute partie de R™ ayant une mesure de Lebesgue non nulle est
de dimension de Hausdorft n.

Pour nc pas confondre la mesure de Housdorff avee cclle de Lebesgue, on notera vol
(comme volume) la mesure de Lebesgue sur R”. La démonstration du ce théoréme utilise

le lemme élémentaire suivant :
Lemme 2.3.1.1 Pour toute partie Lebesgue mesurable A de R", on a :

vol(A) < 5(A)".

Démonstration Soit A une partie Lebesgue-mesurable de R™. Si A est non bornée,
on a §(A) = +oo et I'inégalité vol(A) < 0(A)" est triviale. Supposons maintenant que A
est bornée. Les projections 7y, ..., 7, de A sur les n axes des coordonnées de R™ sont bien
des sous-ensembles de R de diameétres < §(A) (car une projection ne fait que diminuer
le diamétre). Chaque m;(A) (1 < i < n) est donc inclus dans un intervalle I; de R de

longueur 6(A). Il s’ensuit que I'on a :
A Cmi(A) X ... x me(A) C L1 X...X 1L,
D’out (en comparant les volumes) :

vol(A) < vol(I;x...xI,) = 6(A)"
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qui n’est rien d’autre que 'inégalité désirée. Le lemme est démontré.

Démonstration (du théoréme) Il suffit de démontrer le théoréme pour les parties
bornées de R™. Soit A une partie bornée de R™ ayant une mesure de Lebesgue > 0.
Puisque dimg(A) < n, 'égalité dimg(A) = n a lieu si et seulement si 'on a pour tout
0<s<mn:H(A) = +oo. Soit 0 < s < n fixé. Pour tout 0 < € < 1 et pour tout

e-recouvrement (Ay), de A, on a :

22 0(Ak)* = >0 6(A) 0 (Ar)"
k %
=™y §(Ak)™ (car s —n < 0 et §(Ax) < e < 1 pour tout k)
K
> e* ™Y wvol(Ag) (d’apré le lemme précédant)

%
> e "wol(A) (car (Ag)y recouvre A)
Comme ceci étant vrai pour tout (Ai)r € Re(A), on en déduit que :

: S 2 s—n
(Ak):g:jfﬁm) Zk:d(Ak) " "ol (A)

c’est-a-dire :

H:(A) = e ™vol(A)

&

En fudsnnt tendre ¢ vors 0, on obtient linalement (puisque vel(A) = 0)  H(A) = +oa

Ce qui achéve cette démonstration.

2.4 Exemples de mesure et dimension de Hausdorff

Exemple 2.4.1

Considérons un disque de rayon 1 dans P'espace R3 :
H'(F) = co (longueur infinie).

H*(F) = 2A(F) =4.

H3(F) = 0 (volume nul).
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On trouve bien que la dimy (F) = 2.

Exemple 2.4.2

1) HO est la mesure de comptage .

2) H' est la mesure de Lebesgue sur R.

3) Pour tout ensemble F' C R" a support compact, H*(F) =0 si s > n.

Démonstration

1) Soit F une partie finie de R™ Notons :
do =min{|z — y|,z #y, z,y € F}.
Soit § tel que 0 < & < 4y, alors :
HY(F) = card(F).
En effet, comme :

Fc | J{=}, H)(#) <> 1 = card(F).

zeF z€F

D’autre part, si F C L_J U; ou I est dénombrable el |U;| < § alors card(F') < card(I)

i€l

car 0 est plus petit que la plus petite distance entre deux points de F'. Donc :

Z |U|° = card(I) > card(F)

il

puis en prenant HY(F) > card(F) on obtient I'inégalité en faisant tendre § vers 0.

Si F' est infini, on obtient le résultat en prenant une suite
E, C Ey C E5 C ...d’ensembles finis convergente vers F,
HYE,) < HY(E;) < HY(E3) < ... < HY(F)
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comme {H°(E,)}, diverge vers I'infini, on obtient bien H°(F) = cc.

2) Comme H' est une mesure invariante par translation, il suffit de montrer que
H([0,1]) = 1 car la mesure de Lebesgue est I'unique mesure invariante par translation
sur R vérifiant cette égalité.

i—1 3

Découpons lintervalle [0, 1] en U; = | pour ¢ = 1...k alors :

Tk
k

(0,1 < Y U =1
1=1

Quand £k — coon a :

HY([0,1)) €1

Soient § > 0,& > 0,s0it {U; }icr un é — recouvrement de [0, 1] par des ouverts tel que :
}Hc}([os 1]) - Zie! diam(UiH S

Il existe une famille (a,)o<p<q tel que 0 = ap < a1 < ag < ... < @1 < ag = 1 et
chaque intervalle [a,, a,+1] est inclus dans un seul ensemble U.

alnsi :

HH0, N 42> i\din-m([ﬂw-f. i} =1
i=1

11 suffit de faire tendre € puis ¢ vers 0 pour obtenir que :
Bl =1
donc I'inégalité :

Hptl 1)) =1,
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2.4.1 Calcule de la dimension de Hausdorff sur des exemples
simples
L’ensemble triadique de Contour

Définition 2.4.1.1 On part de Uintervalle K := [0,1]. On le découpe en trois in-
tervalles fermés de méme longueur, on enléve la partie centrale et on garde les deux
parties tantes, & savoir [0,1/3] et [2/3,1]. On obtient 'ensemble K; :=[0,1/3] U [2/3,1].

| On refait la méme procédure pour chaque composante connexe de K; pour obtenir K,
= [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9, 1] et la méme procédure pour obtenir K3 & partie
de K et ainsi de suite. Plus généralement, si K, est la réunion disjointe des intervalles I,
= [Tn k; Yni), Pensemble K, 1 serait la réunion des intervalles [a:n,k,mﬂ,k+1+'é‘(yn’k_mn’k)]et
[Zn s+ 2 (Yn e — Tnyk)s Ynyi] - On obtient ainsi une suite (K,). des compactes (non vides) em-
boités. D’aprés un théoréme bien connu en topologie, ’ensemble intersection K := N, K,
serait un compact non vide de R inclus dans [0, 1]. Ce dernier s’appelle “I'’ensemble tria-
dique de Cantor”. L’ensemble de Cantor posséde plusieurs propriétés intéressantes de
topologie, de la théorie de la mesure ou encore d’algebre; nous allons dans ce qui suit
donner certaines de ces propriétés en démontrant les plus importantes d’entre elles.

A la fin, nous allons calculer la dimension de Ilausdorff de K.
Théoréme 2.4.1.1 L’ensemble K est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration Comme K étant 'intersection des ensembles K, (n € N), les quels

sont des compacts emboités, on a d’aprés 'une des propriétés bien connue des mesures :

AK) = lm \(K,),

n—oo

ou A désigne la mesure de Lebesgue. Maintenant, puisque pour tout n € N, ’ensemble

K, est une réunion disjointes de 2" intervalles de longueur 3%1 chacun, on a :
A(Kn) = & = (2/3)" pour tout n.
D'ou :
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ME)= lim (2/3)* =0
Comme il fallait le prouver.

Théoréme 2.4.1.2 La dimension de Hausdorff de ’ensemble K de Cantor est égale

log 2
a 12 On a de plus : § < Hes3(K) < 1.

log 2

Démonstration Montrons premiérement que 'on a dimg (K) < . Cela revient a

montrer que pour tout réel s > 1°32 ,ona H*(K) =
pour tout n € N, I’ensemble des composantes connexes de K, est un recouvrement fini

pour K, constitué de 2" intervalles de longueur (ou diamétre) = 3=, alors on a :

HY (K) < 2%(z)° = ()" (VneN).
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= < 1, ce qui entraine que (33 )™ tend vers 0 quand n

tend vers I'infini. Il s’ensuit que I'on a lim Hs (K) =0, c’est-a-dire H*(K) = 0 comme

n—oo

il fallait le prouver. L'inégalité dimy (K) < {Dgz est ainsi établie. Remarquer par ailleurs

. ~. log2

log2 51 lieu d’un réel s >
log3?

w'en reprenant le raisonnement ci-dessus avec le réel
log3

on

log2
obtient H Egﬁ(K ) < 1. Montrons maintenant la partie restante du théoréme, a savoir les

faits que dimg (K) > igig et He3 (K) 2 1. Comme il est bien clair que le premier fait est

entrainé par le second, on montrera juste ce dernier. Pour simplifier les écritures, posons

t = 1323 On doit donc montrer que 'on a H*(K) > 3. Donnons-nous un & > 0 et un

e-recouvrement (A,)n>1 de K. Posons pour tout n > 1:

oy =i A, N EK), g re=nsup(d, 1K)

22 0(An) 2 2 0(An N K)' =3 (Y — zn)" (1)

n T n

Maintenant, étant donné n > 0 quelconque, la famille au plus dénombrable des in-

tervalles ouverts (]z, — 3257; Yn + 57| )n CODStitue évidemment un recouvrement ouverts
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pour K et, puisque K est compact, on peut en extraire de ce dernier recouvrement un
sous-recouvrement fini. Qui & faire un réordonnement, soit (], — gakr; Yn + gt ignen

un tel sous-recouvrement de K. Posons pour tout 1 <n < N :

Up = maX(ZEn - QTFTa 0) et v, 1= mln(y” £ 2“%’ 1)

Puisque K C [0, 1], la famille finie ([u,,v,]) constitue évidemment un recouvrement

pour K. On a :

D’ou :

Nous allons maintenant minorer la somme > (v, — u,)". Pour tout 1 < n < N,
introduisons r» = r(n) le plus grand entier positni?lpour lequel l'intervalle férmé [u,, vy)
rencontre une seule composante connexe I, := [a,, b,] de K, (r(n) existe

Car un intervalle rencontrant une seule composante connexe de K, est de longueur
£ 3.3ir , donc s’approchant de plus en plus de 0 quand 7 s’agrandit, alors que la longueur
de [tn,v,) est v, — u, > 0). Ainsi, pour tout 1 < n < N, lintervalle [u,,v,] rencontre

au moins deux composantes connexes distinctes de K.(n)41. Telles composantes sont

certainement celles qui proviennent de [an,b,] , & SaVOIr [an, an + 3(bn — n)] €t [an +

2

5(bn — @y), by]. Comme la distance entre ces deux derniéres vaut 3(b, — a,), alors on a

forcément :
Up — Un = 3(by — @) (pour tout 1 < n < N).(3)
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Par ailleurs, étant donné 1 < n < N, puisque lintervalle [u,,v,] rencontre une
seule composante connexe I,, de K, (), alors on a [u,, vp] NK C [tUn, V] N Kymy C In.
Ce qui entraine que la famille (,,)1<n<n constitue & fortiori un recouvrement pour K.
Posons r := max{r(n) : 1 < n < N}. En substituant dans le recouvrement (I,)1<n<n
de K, chaque I, par les composantes connexes (I, »)m de K, qu'il contient, on obtient
clairement un recouvrement fini (/. )nm de K, constitué de composantes connexes de
K,. Ce recouvrement de K contient forcément toutes les composantes connexes de K.
Il s’ensuit (puisque K, compte exactement 2" composantes connexes et chacune de ces

composantes est de longueur - ) :
N

N
2 (bn —an)t = 3 6(L)°
n=]1 n=1
Z 2 6(Inm)’
> r(L)
=1 (e $=2)
Par suite (grace a (3)) :
N
Z('Un . un)t = ';_t = %
n=1
En reportant cette estimation dans (2), puis celle qui en résulte dans (1), on obtient :
Y O(AE e 5 -
Comme 7 est arbitraire, on en déduit que :
Y 0(An) 2 5 -
Maintenant, puisque (A, ).>1 étant arbitraire (en tant que e-recouvrement de K'), on
en déduit que :
HHH) 2 3.
Finalement, en faisant tendre € vers 0, il vient que :
HYK) > }

Comme il fallait le prouver. Notre démonstration est compléte.

47



Triangle de Sierpinsky

La dimension de Hausdorff du triangle de Sierpinsky est %

On va recouvrée cette triangle par des boules de diamétre \/52—1,; En effet, I'hypoténuse
d'un triangle rectangle inscrit dans un cercle définit le diamétre de celui-ci. Notons que
tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. Dans chaque cas, on utilise 3” boules. Ainsi, en
supposant que ce recouvrement est celui pour lequel 'infimum est atteint, on trouve la
s-mesure de recouvrement :

H*(F) = lim inf{} diam(V;)® : F C UV : diam(V;) < e} = lim 3"(v2%)°

n—~oo

Aprés réarrangement des termes,
H*(F) = (+/2)° lim (2%)” 2
n—>oo
Or, cette limite tend vers 0 lorsque 2 < 1 et elle diverge & l'infini pour & > 1.
Autrement dit, elle se situe entre 0 et oo lorsque 2% = 1, c’est-a-dire pour s = % Donc,

la. dimension de Hausdorff du triangle de Sierpinsky est %

La mesure de Hausdorff d’une courbe rectifiable

Définition 2.4.1.2 Une courbe sur R? est 'image d’une fonction continue injective

f:10,1] — R%.Pour une telle fonction f posons :
L(f) =sup{ ) _If(t;) — flts-1)ll : 0=1t0 < ... <tn =1}
=1

On dit que f est rectifiable si L(f) < co. Dans ce cas on appelle L(p) la longueur de

On peut facilement montrer que si f, g sont deux fonctions injectives de [0, 1] dans
R? de méme image, alors L(f) = L(g). Ainsi, on peut parler de courbe rectifiable et de
longueur d'une courbe. Si t = (o, ..., t,) et s = (sq,..., S) sont des subdivisions de [0, 1],

avec s qui est plus fine que ¢ alors :
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Z 1£(t;) — f(E-)ll < Z 1f(s5) = f(s5-1)

ng
De plus, si f est rectifiable, alors L(f) est obtenue comme la limite de Z | F(t5) — fEE_y)||
j=1

pour toute suite de subdivisions
(t}...tF ) de pas tendant vers 0.

Une courbe rectifiable et une approximation de sa longueur par une subdivision.
Proposition 2.4.1.1 Soit f une courbe rectifiable dans R™ alors:

HY(Im(f)) = L(f) et dimpg(Im(f)) = 1.

Démonstration Commencons par montrer que :

Soit € > 0 et n € N tel que pour tout z,y € [0,1] avec [z —y| < % on a
| f(z) — f(¥)| < e (un tel n existe par uniforme continuité de la fonction continue f.)

Considérons la subdivision réguliére de [0,1] de pas 1/n & savoir (£ — L)ocjcn -
On y associe le reconvrement. de I'm(f) donné par B; = f([t;_1,t]) avec j = 1.n

.Par compacité, le diametre de chaque ensemble B; est réalisé par une parie de points

tj_lssjés;ﬁtj:
diam(B;) = || f(s;) — f(s)]|

!

Mais la suite (0, s1, 81, 82, ---, Sn, S,,, 1) est une subdivision de [0, 1], donc :
> _diam(By) =Y ||£(s;) — f(s5)
J J
<N f(s1) = FO + (| £(s1) = Fls)|| + -+ || £(sp) — Fsa) || + || £(50) — Q]| < L(F)
Gardant en téte que «(1)/2 = 1,0n obtient :

H(Im(f)) < L(f).
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Passons & l'inégalité inverse. Soit 0 < t < s < 1 et soit 7 la projection de R™ sur
la droite d qui passe par f(t) et f(s). Alors 7 est l-lipschitzienne et w(f([s,?]) est un

intervalle sur la droite d, contenant f(£) et f(s). Ainsi :
H(f([s,£]) = H'(w(£([s,2])) = £ () — £l
On en déduit que, pour toute subdivision (fo, ..., ,) de [0, 1] :
H(f([0,1])) = iHl(f([tj—l,tj])) > il I () = f{t-)ll-
1l s'en suit que :

H(f([0,1]) = L(f)

Il existe des courbes continues (comme la courbe de Peano, le contour du flocon de
Koch ou les trajectoires typiques du mouvement Brownien) avec dimensions de Haus-
dorff strictement plus grande que 1. Il s’agit évidemment des courbes qui ne sont pas

rectifiables.
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