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Introduction

Ces derniéres années , on a constaté un intéret croissant pour l'étude des équations
parabolique & coefficient non local[2 — 8]. Cet intétret provient de leur contribution a
la modélisation de nombreux phénoménes physiques et biologiques . par exemple ; la
solution u du notre probléme pouvrait décrire la densité de la population de bacteries
sujettes a I’épandage , le coefficient de terme de diffusion Au dans le probléme dépend
d’une quantité non local [, u(z,t)dz 1ié 4 la population totale du domaine 2 .

Dans la littérature , I’accent i été mis sur la preuve de la solvabilité du probléemes aux
coefficients non locaux stationnaires dépendants du temps mais il y a peu de travail sur
'approximation numérique de tel probléemes sauf dans [2,4 — 6] .

Dans [2] les auteurs ont étudié I'analyse de convergence de la snlution d’Aléments finis
pour le probléme A coefficient non local éliptique , ou €2 est un domaine borné a frontiere
lipshtitzienne

Le plan de ce mémoire est le suivant :

@ Le chapitre 1 , nous présentons quelques notions de bases , définitions élémentaires
, les propriétées essentielles d’analyse fonctionnelle qui sont utilisées dans la suite .

@  Le chapitre 2, nous dérivons des estimations a priori qui seront utilisées pour montrer
I'existence , unicité de la solution et dans ’analyse d’erreur

® Le chapitre 3 , nous faisons la discrtisation compléte du probléme et Quelques esti-
mations de l'erreur .



|
Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre , on va présenter quelques notions d’analyse fonctionnelle qu’on va utiliser

ultérieurement .

1.1 Espace de Banach

Tout espace vectoriel normé complet est appellé espace de Banach .

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.0 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(donc normé) , et complet pour la norme induite . Un espace de Hilbert est donc un cas
particulier d’éspace de Banach

(la norme est définie @ partir d’un produit scalaire)

1.3 Espace de Lebesgue

Définition 1.3.0 Soit p un élément de [1,+oc0] et Q un ouvert de R™ , on appelle espace
de Lebesque , et on note LF(Q) Uespace vectoriel des fonctions numériques u de ) dans
C Lebesgue mesurables vérifiant :

—8i1<p<+oo /[u(m)]pd:r;<oo.
Q
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—Sip=oo supess |u(z)| < +o0
zcl
ol
supess [u(z)| = inf{M telque |u(z)] <M p.p}
el

Quelques propriétés

1) L’application de L(€) dans R* :

10

full, = { [lu@Pds | 1<p<roo
u—r Q

llull = L |u(z)] p=+00
A

définit une norme sur IL¥(2) , par laquelle L”(£) est un espace de Banach .

2) Dual pour tout réel p dans |1, +oo , le dual de L (£2) est isomorphe algébriquernent
et topologiquement & LL4(2) , avec ;7 + % = 1, l'application de dualité est définie par :

LF(Q) xLY(Q) — C
g — [ eyl
2

pour tout réel p dans [1, +oo[ , le bidual de L¥ () s’identifie algébriquement et topologique-
ment 3 LF(Q) . On dit que I'espace LF(Q) est reflexif .

1.4 Despace de L?(Q)

Définition 1.4.0 On note par L2 () lespace des fonctions de carées sommables sur §)
, ot Q est un ouvert de R™ c’est -a- dire :

L2 () = {f :  — C mesurable tel que / If (2)]* < +00}
Q

muni du produit scalaire :

(f,9) = f f (@) g (z) dz.

L2 (R2) est un espace de Hilbert .
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1.5 Espace de Sobolev

Définition 1.5.0 Soitk € N, 1< p < 4oo . On définit l'espace de Sobolev W*P(82) par

Wh(Q) = { f € LP() tq D*f existe et D*f € LP(Q).V|a| < k} I

On muni les espaces de Sobolev par une structure d’espace normé dont les normes sont
D D

définies par

Yim

| Iy = ( Z ]lD“f(a:)]P da:) 1< p< +oo.

|x|<k o

| £y = I IZ< sup | D f(z)| P = +00.

zESl

Sip=2:HF est un espace de Hilbert on HF = W*2,

1.5.1 Espace de Sobolev H!(Q2)

Définition 1.5.0 On appele espace de Sobolev d’ordre 1 sur € , l’espace

of
B:Bi

H'(Q) = {f € L*(%),

eL?(), 1 <i< n}

On munit H' () du produit scalaire

(f.9) = / f-gdz + f Vf.Vgdz

[ raie [ (3 )

La norme correspondante sera :

”f"],ﬂ. = (fs e
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1.5.2 Espace de Sobolev H}(2)

Définition 1.5.0 On note par H}(Q) la fermeture de D(S)) dans H(Q)

—H1(Q)

Hy(Q) = D(Q)

Théoréeme 1.5.1 Soit Q un ouvert borné régulier . Alors H}(Q2) est donné par :

! H3(2) = {v € H (), v|,, = 0 sur 992}. I

1.6 Les espaces de Boschner

Définition 1.6.0
1) C(I,L2(Q)) = {f : I = L*(Q) qui associé a t, f(t) € L*(Q)continue}

muni de la norme :

"f"c(r,L?(n)) =J0ax ||f"L2(ﬂ)

2)L>=(1,H§(Q)) = {f : I — H(R2) essentiellement bornées}.

muni de la norme :

“f“[,m(r,ﬂg(n)) = i‘el}) ilf”Hé(ﬂ) :

3) LA(I,LA(Q) ={ f:I—12%Q) a carrée intégrable}

muni de la norme
2
I ez r2e)) = /“f“:,z(n dt < oo.
Q

1.7 Convergence faible

Soit E un espace de Banach

Définition 1.7.0 (z,) converge faiblement dans E vers z si l'on a :

lim (', z,) = (z,z) & nﬁlfm(a:', Tp— Xy =0 Vz € E

n—+oo

avec E' l’espace dual de E .
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Notation :

1. on note z, — z faiblement dans E par : z, = =
2. on note T, — = fortement dans E par : z,, — = (c’est-a-dire la convergence en

norme)

Remarque :
— Si z, — z fortement (||z, — z||p — 0) = =, — T car

Yoch:|(s,z, x)| <1 llz. = »0

— Si dimE < oo on a équivalence de deux notions
En cffet

" — (o, 2y, .., ), dim = n; (e, , ¢y cu)bose de B == [¢7]" | buse dual tel que

" 1 t=7
ej(e)zé-ij:{o 275]

™ —E = (F1, 85, - Tn) = Vi=1,...,n,% =¢€

™

(¢, z" —z)=a"—1; — 0= ) |z{"—x| — O
m—sco = m—soo
=

Alors

™ —z|l;, — 0 ce qui donne ||z —z|| — 0
1

Car toutes les normes de [E sont équivalentes .

Théoréme 1.7.1 Soit E un espace de Banach reflexif et x, une suite bornée dans
E , alors 1l est possible d’extraire une sous suite de T, qui converge faiblement dans
E.

Théoréme 1.7.2 Toute suite borné dans un espace de Hilberl posséde une sous
sule furblernent convergenle .

2017-2018 8 Université 8 Mai 1945. Guelma
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1.8 Espace dual

Si E un espace vectoriel normé sur K = R ot C , le dual de E est ’espace £(E, k) des
formes linéaires continues sur k , on le note E’ de la norme subordonnée i la norme de E

1.9 Les inégalités utilisées

Soit Q CR™

1.9.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.9.1 ¥V u,m € 12(0)

1 1
2 2

/u'vdx < f]u[zdx ]|v|2dx

Q Q Q
1 1
N N 3 /N 3
A 2 2
wvidr < u; ]
=1 =1 —1

Preuve.pour A € R , définissions le trindme du second degré
p(A) = (u+ Av, u + M) = A2(v,v) + 2A(u, v) + (u, u)
comme p(A) >0 VA € R, nécessairement le discriminant
A = (u,v) — (u,u)(v,v)

doit étre négatif ou nul . soit [(u,v)| < (u, u)%('u,v)%.
si A = 0 alors le polynome p(A) = 0 admet une racine double c’est-a-dire il existe A; tq
g(A2) = 0 donc u et v sont colinéaires .

1.9.2 L’¢ inégalité

Définition 1.9.1

1
lzy| < gzg + 2—y2 Ve>0,Vzy e R
5
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1.9.3 Inégalité de Gronwall

Lemme 1.9.1

® Le cas continue : Soient z(t) > 0, h(t) , y(t) des fonctions intégrables sur
[a, b].Si

b
y(t) < h(t) + / z(7)y(r)dr Vit € [a,b)].

Alors

y(t) < h(t) +/ h(7)z(r) exp (fo:(s)ds)) dr Ytelab] .

0 t

En particulier si x(l) = ¢ el h(r) est croissant , alors
y(£) < h(t) +exp(c(t —a)) Vit € [a,b]

@ Le cas discret : Soit {a;} une suite des nombres réels positifs tels que a1 < a

1—1
eta; <a+bhd ar Vi=2,... avec a,b et h sont des constantes positives Alors
k=1

a; <aexp(b(z—1)h) i=2,...

1.9.4 Inégalité de Poincaré

Définition 1.9.1 Soit Q un ouvert de R*,Q C Q = {z € R*,a < b pour certain
EeR: ||¢]| =1,a,b € R*}.(c’est -a-dire ) est située entre deuz hyperplans paralléles
avec £ = b — a). Alors il existe une constante universelle co > 0(i . e independante de 2
) tel que :

[lull, = /|u|pdaz < € /|Vu|pda: Yu e WyP(Q) 1<p<oco.
0 !

En partsculer Uezpression ||Vu||, est une norme sur Wy (§2) qui est équwvalente d la norme

llullyyrs sur H(2) . Uezpression f VuVudz est un produit scalaire qui induit la norme

)
V|| 2 () équivalente a la norme [[u]] 4 -

2017-2018 10 Université 8 Mai 1945. Guelma
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1.10 Quelques théoremes utilisées

1.10.1 Théoréme de représentation de Riesz

Théoréme 1.10.1 Soit l une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H
. Alors il existe un unique vecteur y; € H tel que , pour tout x € H

Uz) = (z,u)-

1.10.2 Formule de Green

Théoreéme 1.10.2 On suppose que Q est un ouwverl borné de frontiére T = 0N
réguliere , alors Yu,v € HY() on a

& vdx = —/ugv dm+fuv7,-da.

6.'17,' T
Q Q T

N . éme ERthY e
ot y; la 1 = composante du vecteur unitaire normal extérieur .
En remarquant Au = div(Vu) , alors on a

/ Awvdz = — / VuVudz + / (Vun)v.
Q Q r

1.10.3 Théoréme de point fixe (Brouwer)

Théoréme 1.10.3 Soit K un compact convenze de R™ . Alors toute fonction
continue f : K — K admet ou moins un point fize .

2017-2018 11 Université 8 Mai 1945. Guelma
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1.10.4 Théoréme de Laxe-Milgram

Théoréme 1.10.4 Si a(,.,) est une forme bilinéaire continue et coersive sur
Uespace de Hilbert VxV | et I(.) est une forme linéaire continue sur V , Alors
le probléme variationnel suivant :

; trouver u € Vig :
(8] { a(u,v) =1lv) YweV

admet une unique solution .

2017-2018 12 Université 8 Mai 1945. Guelma
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Chapitre 2

Position du probleme et Quelques
estimations a priori

2.1 Position du probleme

Dans ce chapitre , on est concerné par I’étude du probléme suivant

du -
5t a(l(u))(Au) = f(t,x) dans Q (2.1)
u(z,t) =0, dans L (2,)

u(z,0) =ug dans Q. (2)
ot @ = Ox (0,T)
Q un sous ensemble ouvert de R? (d > 2) de frontiere 90
= — 80x (0,T)
l(u) = [,u(z,t)dz

2.2 Hypotheéses et schéma de discrétisation

Dans cette section , nous donnons les hypothéses qui assurent I'existence et I'unicité d’une
solution fuible .

Nontons le produit scalaire et la norme par ( ,) et || .||

respectivement , et || .|| _, représente la norme dans H~'(£2) ( L’espace dual & H(f)).
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

13
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1. H(1) uo € HY(Q) , f €120, T;12(2)) .

2. H2)a:R— Ry est tellequeco> M >a(s) >m >0, VseR

3. H(3) a est lipschitz continue avec la constante lipschitz L s

Définition 2.2.0 Par une solution faible du probléme (2.1) on entend une fonction u
satisfaisante

@ weL?0,T,H}(N)) NCo0,T,L3(Q))
@ wu, L0, T,H(Q))

@ telle que pour tous v € V = H}(R)

(5.0) +a(l@)(Vu, Vo) = (f.0) PP

u(z,U) =wuy dans ! (2.2)

2.3 Existence , Unicité et Estimation a priori

Théoréme 2.3.1 supposons ug € V et f € L2(0,T;L%(Q)) . alors la solution u
du probléme satisfait aux estimations suivante :

D | v ll=rm@y< C
@ |l w llzprizens C

@ | Aullezpraize<C
tant que C est une constante depend dem , f , uy

Preuve.

Nous allons démontrer la premiere inégalité du théoréme :
nous écrivons le probléme (2.1) sous forme variationnel
nous cherchons u € V = H}(2) qui vérifie

G )~ a@)(Vov) = (v) Ve eHYQ) (31)
Nous appliquons la formule de Green

G —al@)l(Ge ) — (Vu, W] =€) (32

qui ce implique

2017-2018 14 Université 8 Mai 1945. Guelma
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(32 )+ a(W)(Vu, V¥) = (£v)  (33)
choisissons v = u ,
(% ) + 0w (Vu, Vi) = (f,0)
et , ,

done

3 2 (w,w) + a(i(w)(Ve, V) = (£, )

Nous utilisons I'hypothése H2 et 'inégalite du Cauchy-Schwartz , on obtient

5oy 12 1 Ve P21

L’¢ inégalité implique

1d
2dt

Nous intégrons de 0 4 t , nous obtenons

1 td 2 ! 2 1 ‘ 2 1 ! 2
= 2 < = Z
5 [ Gluldsem [ vupas<g [siPdseg [ el as

ce qui donne

1, 1
Fa I v | VP I1F 1P I P2
2 2

sl =tw i) +m [ Nvupas<d [

par suite

1 t t t A
fIRdsts [Nl dshulP+2m [ VulPds< [ 171 dst [l dst P

En appliquant l'ingalité de Gronwall , en choisissant

_ 2 m ‘ u 2
A = nz:n 12 ]ﬂuv 2 ds
alt) — / I £ 1P dst [l o |}, B(s) = 1

v(s) = llul® +2m / | Vu | dk

2017-2018 15 Université 8 Mai 1945. Guelma
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On arrive a

||uu2+2m/; |1Vu||2dss(/0 l|f|]2+lluo||)exp(/0 1)ds

ie
t
| +2mj | Va |2ds < C
0
| @ llLeora2@p< C.

| 2 lezrmy@n< C

Par conséquent

u € L>=(0, T;L2(2)) (3.4)

u € L2(0, T; H (2)) I (3.5)

Nous choisissions v = u; dans (3.2)

(ug, we) +a(l(u))(Vu, Vug) = (f,uy)  (4.1)

on aura
| ue [P +a(l(w))(Vu, Vue) = (fu)  (4.2)

D’apres I'imégalité de Cauchy-Schwartz , on aura

Il e II” +a((u)(Ve, V) = (f,u) <|| F 11 e |l

Nous utilisons 1’€ inégalité nous obtenons

o 2 +a0(w) 5 | [P<I 5 W 1 5 e 12 5 17 1P

Alors

e 2 — Il P 50 | Va P< 5 1 71

Par suit

2017-2018 16 Université 8 Mai 1945. Guelma
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1 , 1d o 1 )
s [ M o
5 1w I +5=all@) | Ve [P< 5 11 £l
1d o -
SECPAEY g
S 2all@) [ VaP< S I £

ce qui implique

Lall@) | Vu <] £ IP

Donc

d I £ P
7 | Vau [?< (i)

H?2 ., on peut écrire

d o I FIIP
i <17 0
dt IVe | < m

Iutegre de0a L, on a

t t 2
Jo dt Jo

m
i,e
; se [T .
19u P =1 Vuo < [ M Edst || Vao |
0

Ce qui donne ;

1 t
I VulP< o [ 11 17 dst | Vo = R

Donc
| Vu|?P<R® (4.3)

avec R = R(f,m,uqg) et ansi

u € L=(0, T, H}(£2)) (4.4)
Multiplions (2.1) par (—Au) et intégrons sur (2)

(ut, —Au) — a(l(u))(Au, —Au) = (f,—Au) (5.1)

2017-2018 17 Université 8 Mai 1945. Guelma
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maintenant 'intégration par partie du premiére terme dans le coté gauche de 'equation
nous donne

(s, —Au) + (Vu, Vu) + a(l(u))(Au, Au) = (f, —Au)

(Vu, Vu) + a(l(u)) (A, Au) = (f, —Au)

1d

52 1V I +a(l() || Au |P= (£, ).

utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwartz , nous obtenons

r,d, || Vu |2 +a(l(w)) || Au |*= (f, Au) <l £ Il Au ]l
I’{inégalité avee £ = m , implique

5 1|V Il | Au < o 500 A

maintenant 'utilisation de H2 peut étre estimer comme suite

14

A —
Nl | A ' g V| +ali(w) ) Au
< PP Au?
~ 2m 2 ’
Done
1 d 2 1 2
e [ N :
5o I Vu P 4m || Au P~ || AulP< - | £ |
Alors
|| Vu |? ++ !I Au |?< L 717
2dt — 2m

Intégrons de 0 a t nous obtenous

T t
HVUW+fHAMF@£C/HfW®+HWmW
1] 0
ie .
||Vu||2+f | Au||2ds§0
0

2017-2018 18 Université 8 Mai 1945. Guelma



Bounefla Mereim Sur un probléme parabolique & coefficient non local

avec C = C(f, m,up) . par suite

u € L>=(0,T; H}(£2)) (5.2)

Au € L2(0, T; L2(2)) (5.3)

Récriver (2.1) comme suit

du
i f+a(l(w)Au € L2(9)
ceci implique que || © [|r20.r2(0)) Dans le théoreme suivant , nous énongons un résultat

concernant 'existence et 1’unicité de la solution forte

Théoreme 2.3.2 Sous l'hypothése H2-H3 , le probléme (2.1) admetl une solulion
globale unique u pour t € [0,T],T > 0.

Afin de garantir la convergence du schéma proposé , nous supposons

| 2 |lueo,r;m2(0) < Re I (5.4)

2017-2018 19 Université 8 Mai 1945. Guelma
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Chapitre 3

Discrtisation du probleme et
Quelques estimations de ’erreur

3.1 Probleme semi-discrete

Soit 7, une partition de 2 en triangle disjoint T} tel qu’aucun sommet d’un triangle ne se
trouve a l'intérieur d’un coté d’un autre triangle .
Définissons V}, comme suit :

Vi = {6 € C*Q) | o1, est polynome de degrée un VI € 7}

Soit { P}, les sommets intérieurs de 7, et ¢;(x) est la fonction pyramidale dans V;, qui
=1 J

prend la valeur 1 a chaque sommet intérieur qui s’annule & d’autre sommet . comme

{¢(z)}}L, forme une base pour I'espace V; , nous avons :

N
up(t) = Zai(t)(bi(ﬂ?) € V-

donc , la formulation semi-discréte donne par trouver u,(t) € V;, tel que :

(wne, vr) + a(l(up))(Vun, Vop) = (f,vn) Vo, € Vi up(0) = up(z,0) = o (6.1)

Ou u?l est approximation de ug et up = % . L’existence et I'unicité de la solution semi-
discrete assmé en utilisant le théoréme de TLax Miligrme dans un intervalle fini [0, 7] . une
telle solution peut étre étendue a un intervalle entier en utilisant les estimations a priori

suivantes :
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Théoréme 3.1.1 Soit u) € H{(Q) et f € L*(0,T;1L%(Q2)) alors la solution uy, de
(6.1) sataisfait :

@ | up fleeorizp< C-

@ | Vun llL2orm@)< C.
Ou C' est une constante positive indépendante de h

Preuve.
choisissons v, = uy, dans (6.1)

(une, un) + a{l(u))(Vun, Vun) = (f, un)

Par suit
1d

oy | 1P 1) | Tun [P (/, un)

utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwartz , nous obtenons

1d

5 1w 17 +a@) | Ve [P<I £ 1] un |

L’hypothése H2 implique

1d

==l 1P +m || Vun |2<I1 £ [ v |

a l'aide de I'§ inégalité il résulte

1d

s I+ | Vun 2 2 07 1P 4 P

Alors d
e I s I +2m || Vg [IP<]] £ I+ || s |

Intégrons de 0 & t pour ¢ € [0,T] on aura

[tz ds e [ vunts) s < ([ 1712+ [ lun 190

Donc

| |2+ / | Vun(s) |2 ds) < ( [ I+ / lan [2)ds+ [} ) |

L’application de 'inégalité de Gronwall nous donne
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Il (@) I1” +m(_/0 I Vun(s) II* ds) < CE)(Il w II” +f0 [l f 117 ds)

| wn [lLee(o,riL20)< C I (6.2)

| Vun |lezo,rmz@)< C (6.3)

Par conséquent

Maintenant , nous fournissons d’abord une estimation a priori pour l'approximation
semi-discréte en utilisant projection du Ritz , nous définissons projection du Ritz R, :
H}(Q2) — Vj telle que

(Vw, Vv) = (VRyw, Vv)  Vw € Hj(82),v € Vi (6.4)

Un comparaison directe entre u, u, ne peut pas donner une convergence
optimale . donc , en utilisant la projection intermédaire , nous pouvons écrire 'erreur

comme suif .
e=1u—up =u— Rpu+ Rpu — up,

=p+6. (6.5)

Pour que notre analyse solt plus approfondle | nous avous besolu des estimalions suivantes

Théoréme 3.1.2 ([13]). il eziste une constante positive C , indépendante de h
telle que

| w—Ruw ;< CH 7 ||w|:; VYweH NH,j=0,10;i=1,2

| we — Rywe ;< Ch ||we i  VYwe HNHG,j=0,1i=1,2

Lemme 3.1.2 Pour Ry, satisfait ’Eq (6.1) il existe R une constante positive telle

que
i | VRsu ||< R. I (6.6)

ou
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Preuve.
pour w = u € H}(f) dans (6.1) , nous obtenons

(Vu, Vvy) = (VRau, Vvi).  (6.7)

Nous choisissons v, = Rpu , il s’ensuit

| VRau ||>= (Vu, VRyu)

L’inégalité de Cauchy-Schwartz , donne

I VRyu < Vau [|[| VRpu ||

Donc ;

| VRyu ||<|| Vu ||

| VRyu |< R I (6.8)

Théoréme 3.1.3 Soit u est la solution de (2.1) el uy est la solution de (6.1) .
Alors

et ainsi

l u—un fleqraren< Ch*.  (6.9)

Ou C est constante indépendante de h

Preuve.
pour simplicité , nous désignons ap = a(l(uy)) et a = (I(u))

(0:,v1) + an(V0,Vui) = —((unt, vr) + an(Vur, Vo)
—ap(V Rpu, Vug))
= —((f,vn) — (ue; vn) — a(VRpu, Vor) — (pi, vn)
+(a — ap)(VRyu, Vug))
= —((f,vn) — (u, vn) — a(V, Vun) — (pr,vi)
+(a — an)(VRyu, Vug))
= (p, vn) — (@ — an)(VRpu, Vvp). (6.10)

Pour v, = 6 , nous obtenons
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1d

5 101 +m Vo IP<ll p Il 6| + I| VRwu [[]| VO |

en utilisant la continuié Lipschitz de a il résulte :

| a—an |< Lu(l] w —un ])
<Lu(l 0+l

=<Lu(l 0+ pl)- (6.11)

L’inégalité de Poincaré implique , || p ||[< G, ||| V@ || (C, désigne la connstante de
Poincaré pour #) obtenir :

1d

S 102 +m VO P CU6 I +1 1P + 1 e )

Alors

d
eI+ 1o +m I VO NON<CUAON*+ 1 oI+ 1 o ")

Ou C est constant en fonction de Cp,m, R. Intégrant de Oa t dut € (0,7) on a:

Td 2 T 2
[ neras<c [ Wor+1o+1mlPs
0 0

Par suit

45
e IP<Il6(o) II* +Cf0 Mo +1el*+1 e l*)ds

En appliquant lemme de Gronwall , on arrive a

e 1<l 60) II” +C/0 e I+ 11 pe )ds

- Si nous choisissons u) = Ryup et (0) =0 . de plus si , u) = Pyug , ou Iyug avec P, et
I, sont la projection de Ritz et interpolant , respectivement de L?(2) sur V}, , alors

16 I = Il Rhuo—uj ||
<l Ruvo — o || + [l wo —uj ||
le@) I <ch’[luoll
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D’aprés du théoréme (3.1.2) , nous avons

ol <ch®[lul-
@) | <ch?|lulls-
donc , nous concluons
16 1°< ch*

| @ |lLe=(o,r2(0)) < ch®. I (6.12)

Ou C est une constante en fonction de || up ||z ,
| % 2@ > || l2mer@) - Maintenant, & Papplication de l'inégalité triangnlaire
et les estimations du théoréme (3.1.2) compléte le reste de 1a prenve

Théoreme 3.1.4 Soil u est lo solulion de(2.1) et uy est la solution de (6.1) .
Alors
| w—un [le=ormya)< Ch®. (6.13)

Ou C est constante indépendante de h

Preuve.
De Eq (6.10) , nous avons 'estimation suivante par

(Gf, ’Uh) + (Lh(VG, V’Uh) = (pt, ’Uh) — (a — ah)(VRhu, V’Uh)
= (pt,vn) — (a — an)(Vu, Vup)

= (pt, vh) + (& — an)(Vu, Vvy).  (6.14)

LA , nous utilisons la définition de la projection élliptique (Ritz) Ry . réglage
vp = 6, , dans (6.13) on arrive a

(6:,0:) + an(V0, V) = (ps, 0:) + (a — ap)(Au, 6;)

Maintenant on divise Eq (6.13) par aj , il vient :

%) | (g vg = P2 | (a;ah) (Au,8,). (6.15)

an ap h
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L’négalité de Cauchy-Shwartz , implique

L ;g g ld L (2= a) |
— e g |I?P< — ) — | A 0 | - i
16 1P 452 1VOIP< — a6+ Au o) (6.16)

Maintenant , en utilisant l’estimation (6.11) dans (6.16) , il résulte :

1 1d il
i 9 2 il 9 2< 9 2 2 2 9 2
L0 45 VOIS CAB I+ 112+ 1 1)+ 572 116 1P
Alors
LoarEl ivep<owor oI+ 1o l?)
2M 2 dt -

-Ou C est constant en fonction de m, M, Ly, R. , on utilisant I'inégalité de Poincaré ,
nous obtenons :

%(II VO <CUVOIR+1plP+ 1 o I?)

L’ntégration de 0 4 ¢ du ¢ € (0,7T) donne :

T d T
| Ve <o [(AoIR+1ol+1 [P

Alors

T
I V6 [2<]| VO(0) |2 +C [ VO + 1 oI+ 1l o IP)ds
utilisant lemme de Gronwall , on a
T
| V6 [2<]| V6(0) |12 +C / Ul oI+ 1 oo IP)ds

et

| V6(0) || = |l V(Rauo—up) ||
<|| V(Ruuo — uo) || + || V(o —up) ||

Maintenant si u) = Rpug ou Ipug ou Ry et I sont projection elliptique et interplant
respectivement , sur V}, , alors :

| VO(O) [[< ch || uo |2 -
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Aussi du théorém (3.1.2) , on aura

Ilell<Chllwlhllpell < Ch|lulls.

Done , nous concluons :

| V6 ||>< Ch?,

| € llLe(o,rm20)< Ch. (6.17)

Ou C est constant en fonction de || ug [|a, || ue lLeerm @), || ¢ llL207m1 () - Done
le gradient de @ est de second ordre O(h?) , Alors que le graddient de V'erreur total est
seulement d’ordre O(h) comme h — 0. donc u; est la meulleure approximation a Ryu
que est possible & Vu. Pour erreur , Nous avons la corollaire suivante .

Lemme 3.1.4 Uerreur définie ci-dessus satisfait :

” U — Up ”LOD(O’T;HI(Q))S C(h + At) I (618)

ou C est constant en fonction de h

Preuve.
En utilisant l'inégalité de Poincaré , nous pouvons écrire

lw = [l oz < Cll u—un [lue@rayey)-  (6-19)

Maintenant ,en utiliisant I’estimation de || Vp ||, || V@ || avec I'inégalité triangulaire nous
obtenons l'estimation de Perreur (6.20) Ceci compléte la preuve

3.2 Formulation complétement discrete

Soit 0 =ty < #; < ty.....t; étre une partition donnée de I'intervalle de temps (0,T) avec
longueur de pas At = % pour un certain nombre entier positf j.

Soit U™ indique 'approximation de u, a

t = t,. ensemble Q,U" := U'L_TL:L_I, Ou(t,) == %-
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Puis le shéma complétement discret cherche une suite U" € V}, tel que pour chaque
n=1,273...,J , Nous avons

(@,U™, vp) + a(l(U™))(VU™, V) = (ff,vn) Vor € WU =4} pour n=0. (7.1)

Soit X un espace de Banach et u € X , nous utilisons la norme suivante en version discrete

(Il © llee.r,at,x)= MaxXocms; || v™ [|x - (7.2)

(kA= oTaex) = At Zdzn=1 | w™ 1% - (7.3)
( )

A partir de formulation faible discréte (7.1) , nous avons

(U — U w) + Ata(l(U)(VU, Vvy) = At(f, vy).  (7.4)

Alors

(7™, 1m) + Ata(I(TT™)(VTT, V) = AR, 1) + [TT0D ) s. (7.5)

Théoréme 3.2.1 Soit U° € H}(Q) et f € L2(0,T, At,L2(2))
At .
VU‘U G i 280 R2’
V0 P+ D01 S = A
alors pour 1 <n < J la solution U™ de (7.1) satisfait

| VUl |<C

pour une constante C indépendente de h

lll VU™ [I< B

Preuve.
Soit 1 <i<n < Jetwv,=U"dans Eq (7.1) avec n =i . alors

QU U + a(L(UH)(VU™, VU — (1, U).

L’inégalité de Cauchy-Shwartz , implique
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1~ 7 i i 3
o IU 2 +m | VO 2] £ O
pour certains £ > 0 , nous obtenons

B (2 2

'L2 i |12 7 112
L L m VO s o I F IR 45 I TP

= 25
faisons la somme de 7 = 1 & n et choisissons £ > 0, At < 1 tel que 1 — £At > 0 on obtient

(L—-gat) | U™ IP< O U° P +at) || I +Z_: U 11%).

i=1 =1

utilisant lemme de Gronwall implique

n
U P U P AR e (76)

i=1

Ceci , compléte la preuve de la premiére partie , prouver la deuxiéme partie , nous fixons
vy = G,U* dans (7.1) avec n = 1 obtenir

@:U",8.U%) + a(i(U))(VU', VOU') = (f',8.U"),

15 1 + 280w, wur) - (v vo g - )

= (f,8.UY,
utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz , nous obtenons

(U s o R —
130 12 + 2D (v, v - (VU vU | Ve - B <l NI

a l'aide de I’€ inégalité on arrive &

a(UU")

) e ora . T
(VU VU) (VU YU+ [ Vi) IP) < 3 1 £ IR+ 113 P,

I au* II* +

Donc
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Liav 2 + L) (v, v - (v vo | Ve e B <5 ILF IR

Cela nous donne

a(UU))((VU',VU') — (VUL VUY) < At f1 ]
ie

[

i N i1 i1
(VUF, VU — (WU, VU )SAta(l(U"))

faisons la somme de ¢ = 1 4 n on trouve ;

. e : [T
(I vU™ I (1 7U° | )«mz

Vu a ’hypothése H2 | on peut écrire

(rvo™ > =l vo° ) < —Z 71

Cela nous donne

At~
I VU P<I VU [ +— > I £ IP=Ri. (7.7)

i=1

| VU™ [|I< Ra. I (7.8)
Ceci acheve la preuve |

L’objectif suivant est de prouver d’une solution complétement discréte ,

Donc

Théoréme 3.2.2 Soient U°,UY,....U"! sont donneés , Alors pour tout
L<tn<.J
il eziste une solution unique U™ € Vj, de (7.1)
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Preuve.
Réecrivons d Eq (7.1) comme suit

(U™, o) + (Aa(UU™)(VU™, Vvp) — (AL)(f*,va) — (U™, 08) =0,

Maintenant , si nous définissons "application F : V}, — V}, tel que

(F(U™),va) = (U™, vn) + (At)a((U™)(VU", V) — (At) (", vn)
—(U* L w). (7.9)
puis , F' est 'application continue , Maintenant en choisissant v, = U™ dans (7.8) Nous

obtenons

(F(U™),U") = (U™, U") + (At)a(U(U™)(VU™, VU™) — (At)(f*, U™)

—(UL U, (7.10)

Donc

(r@™),u™) 2| U™ | HAtm | VU™ P = Aty || £ QT = ot e |
(FE@™,U") 20" P =@ o =noet o
(FE@™,U" =Wvt =@ - noetmioe .

En choisissant || U™ ||>|| f* || + || U7 || , on aura ;

(F(U™),U") > 0. (7.11)

Ainsi par le point fixe de Brouwer on peut assurer ’existence de la solution . Maintenant
nous prouvons 'unicité de la solution U™ pour le probléme (7.1) , Nous supposons que
U, UZ etre deux solution de (7.1) At =1,

Pour simplicité , nous désignons U; = U, Uy = US|, puis de Eq (7.1) Nous obtenons

(Uy — Uz, up) + (At)a(l(Uy)(VU, Vur) — (At)a(l(U2)(VUs, Vup) =0
Soit U7 — Us =7 . alors ;
(r, vn) + (At)a(l(Uy)(VU;, Vvy) — (At)a(l(Ua)(VUs, Vvy) = 0. (7.12)

posons v, = 7 dans (7.12) . on trouve ;

[Ix I* +(At)a((U)) || Vr [P= (At)(a(l(U2) — (At)a(i(U1)))(VUsz, Vr). (7.13)
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I’hypothése H3-H4 |, donne

7 I +atm(| Vr 7)< ALy | VO Il T2 =T 1) | V7 ] -
S AU(LyBy | Uz =Un ) | VI

L’¢ inégalité pour £ = m implique ;
L3R
L7 I* +Atm(|] Vr ) < A=l 7 |12 + || vr %)

Ainsi | nous obtenons

AtL%, R?
< S ),

Tk
(1— Al gy <o

prenant At < 1 assez petit tel que (m — AtL3,R?) > 0. on aura

| r><0 | (7.14)
Ceci compléte la preuve ,

Dans le prochain théoréme , nous , montrons la convergence de la solution complétement
discréte , dans ce but , nous définissons u(t,) := u(z,t,)

w(z,tn) — U™ =ult,) — U™

= (u(t, — Rpu(tn)) + (Ruu(t,) — U™)

=p"+ 6"

Théoréme 3.2.3 Soit U™, n > 1 etre la solution de shéma complétement discret
(7.1) et u etre la solution de (2.1) , Alors , il existe une constante C indépendante
de h ot Al

” ll(tu) - U" ][LDO(Q?T,At,LZ(Q))S C(hz ar At) (715)
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Preuve.
De Eq (7.1) , nous avons

(B26™, vh) — (BeRutu(tn, vs) + al(U™))(VE", Vor) — a(l({U™)(V Raults), Von).

= —(f", vn) — a(l(tn)))(VRru(ts), Vur) + a(l(u(tn)(Vu(ts), Vug).

Cela implique

(6™, vr) + a(L{U™)(VO*, Vvr) = —(F",vn) + a(l(w(tn) (Vu(tn, Vi)
+(@Rnu(tn, vr) — (a(l(U™)) — a(l(u(ta))))(VRru(ts), Vor).
(3,6™, ) + a(l({U™)(VO™, Vun) —  (Bults) O Ruultn,vs))

—(al(U")) — all(w(t2))))(V Brulty), Vog).  (7.16)

En choisissant v, = 8™ , Nous obtenons

@6™,6™) + aU(U™)(VE", VE") = —(deultn) — O Ruu(tn, 6™))
—(a(U(U™) — a(Uu(tx))(V Rru(tn), VE"),
= —(Ouu(tn) — (Bu(tn) + (Brultn) — OeRnultn, 6"))
—(a((U™)) — a(l(w(ta)))(V Ruu(tn), V6")

=—(m" = 00", 6") — (a(l(U")) — a(l(u(ta))))(VRyu(ts), V6"). (7.16)
Ou 7" = dyu(t,) — deu(t,) Maintenant la coté gauche de (7.16) peut etre éstimée comme
suit :

@8, ) +a((UM)(V8", Vi) => 23, || 6 | +m || V&° | (7.17)

de plus , & ’aide de I'inégalité de Poincaré la coté droite de (7.16) peut étre estimé comme

suit
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| (7" = 9™, 0™ + (a(l(U™)) — a(l(u(ta)))(VEwu(ts), VO™)) |

<7 =8 6™ 1| + | (aQU™)) = al(u(ta))) Il VRyu(ts) (Il VO™ I,
<[l 7 = 3™ Il 0™ Il +Lae(ll u(ta) — U™ 1) | VRyu(tn) Il VO™ |,
<™ =™ 0™ | +Lac(ll 6™ | + 11 2™ ) | VRsu(ts) [l VO™ ||

< Cp || 7" = 8ep™ Il VO™ | +Laa(l] 6™ | + 11 o™ 1) | VRau(tn) Il VO ||
L%, R?

5 — m
< P n |12 n |12 : n |2
2T I 1B 1) 1 2 1w 2 4 =2

m
(o™ 1+ 1 o™ 1%+ 5 Ive” I
Ainsi

15 3112 Vo 2<£ n |2 51},2

B 16" 2 +m [ VO [P< 2 (17 [P+ 1 B 1)

L& R*
# [ JrH:,MLT(ll O 17+ 1 o™ 1P) +m || VORI (7.18)

De (7.18) nous pouvons écrire

fe= o
S0 O IP<CUl ™ IP + 1 8™ I + 1l ™ I + [ 6" ). (7-19)

Ou C est une constante en fonction de (R, Cp,m, Lys) de plus de (7.19)

o1 — e |

R SCU ™ 1P+ 11 e 1P+ 1 o™ 1P+ 1 6™ 1)

En prennant la some de 7 = 1 jusqu'a j on trouver

J d J J
167 1P<1 6° P +AtCO N 1P+ D 1 8e™ 1P+ D 1 o™ I1P) + AeC Dl 6™ [17).
n=1 n=1 n=1 n=1
Donc
_ i i i
@—can( & IP) <l & I? +aeC(O_ ™ P+ D 1 @™ 1P+ D 1l 2™ 1)
n=1 n=1 n=1

+ALCO) 167 |7).  (7.20)

n=1

choisir At assez petit pour que (1 — CAt) > 0, il s’ensuit
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i J J j
16 P<l 6° I +AC(OQ] ™ 1P+ X 18 17+ ) 2 1D+t [ 62 7)) (7:21)
n=1 n=1 n=1 n=1
Maintenant en utilisant 1'inégalié de Gronwall dans (7.21) , nous obtenons

J J J
16 1P<l 6 I +A (O I 1P+ D 18 IP+D_ 11 2 7). (7:22)
n=1 n=1 n=1

Si on pose U° = Ruuy , alors 8° = 0 de plus si U® = Pyug ou Iyug tel que P, et I, sont
projection et interpolant de .2 sur V}, , donc

16 I=l Rruo — U ||
<Il Buuo —u° || + [l uo — U° |

[I6° 1< ch® [l uo [l (7.23)

€Ncore , NOUS Temarqueons que

Ceci montre

— 1
13e™ IP< = 1 21 2ty tmizzcony

et

j
Atz 3" P <l o "12*_.2(0,2";;[,2(9))
n=1

< ch? | |’%2(0,T;H2(n)) -

De plus

I =1l Gpu(tn) — Spu(tn) |
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i =
=l &z J, (6~ terJusds |

Done
) i
A3 |7 P et [l ds,
n=1 0
= c(At)? || uy 2y - (7.24)
finallement

j T
At |l < j I o™ |1 ds,
n=1

= ch* | v l2rmezy - (7.26)

Maintenant en utilisant I’estimation (7.23 — 7.25) dans (7.22) , on arrive a

(07 11%) < Al wa 112) + c(A8)* || ver [luz(o,minzan)

+h* || u "iﬂ((),T;H?(Q)) +h' || u H%?(O,T;H?(Q)) . (7:26)

| 67 I°< C(h* + (A1) I (7.27)

Ou C est constant en fonction de

D’ou

I| e [l%ﬂ(U,T;H?(ﬂ)))a [l ”?.,E(O,T;H?(Q))): | e ”%.2(0,T;L2(Q))1 | wo Hg

Maintenant une application de I'inégalité triangulaire et les estimations dans le théoréme
(3.1.2) on conclut le reste de la preuve .

Théoreme 3.2.4 Soit U™, n > 1 étre la solution du régine complétement discréte
(7.1) et u étre la solutin de (2.1) , Alors il ewiste unc constantc indépendante de
h et At telle que :

| u(ta) — U* [lLooramz@)y< Clh+ At).  (7.28)
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Preuve.
De Eq (7.16) , Nous avons 'estimation suivante pour &

(0:6™,vs) + (a(l(U™))(Vtheta™, V) = (Bru(t,) — O Ruu(ts), vn)

—(a((U") — al(u(ta))) (VRuu(tn), Vva). (7.29)

choisissant v, = 9,0™

(867, 8,8™) + (a(l({U™)(VE", 8,8™) = (Bru(tn) — TeRnults), 0,6™)
—(a(UU™)) — a(Uu(ta)))(V Bru(tn), VO,6")
— —(Qu(t.) - Bu(t.) | du(t.) - ARu(l.), 06"
—(a(l(U™)) = a(l(u(t=)))(V Bru(tn), VO.H")

(7" — 8", B6") — (aL(U")) — a(i(u(t.))) (VRau(t), V). (7.30)

Maintenent en utilisant la définition de la projection de Ritz , Nous obtenons

(0:6",0,6") + a(l(U™)) (V" BV 6") = —(7" — Byp", D 0")
—(a(lU™)) — a(l(u(tn))) (u(tn), VO™

= —(7" = 3ip",8:6") — (a(l(U")) — a(l(u(t)))(VAu(ta), :6%)). (7.31)

1

B (Tn - EPTZ Een)
(a(l(U™))

(3,6™,3,6™) + (V" V3,0") = (a(lU™))

(a0(U7) — a(l(u(t,))))
GO0 An(t), mem) )

d’autre part le coté gauche de (7.31) peut étre éstimée comme :
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1

(I(Un))(&ﬂ“ 6%) +(V6", Vo) > — ll X at | Ve |12, (7.33)

de plus , on peut estimer le cote gauche du (7.16) de la maniére suivante :

(T = Bep™, 08" | (a(l(U™)) — all(ultn))) Ault,), 50" |

NP OR) (@@

7" =™ Il 6™ |l +— | @(UU™) — a(l(u(ta)) || Au(t,) (Il B6™ ||
I 7 — 8™ Illl ™) |l +—(li ulta) = U™ |I) || Aulta) Il ™) I,

L
7 = Bep™ 1 Do | +=—= (1 6" I + 1| ™ 1) 11 2™ |

SIHSIHSiH

Donec

LM2R2

J E— 1— M — n
B0 I 45001 VO 1< — (7 I+ 11 B IP) + 2227 6 2+ | 57 )

n ||2
Fo 1R P (7.30)

2

1_112 _n2M n ||2 a5 .n |2 LMRg n |12 n ||2
op 198" I+ 10V [P< (I 7° [P+ 1 9™ IF) + == 1 * P + | p* I (7:35)

En utilisant l'inégalité de poincaré , on aura :

i ey 1 n n o.n n n
o || 0.0 12 +50 11 Vo IP< CUL ™ 1P + 11 3up® 1P + 11 A7 IIP + 1| VO™ [IP)  (7.36)

Ou C est une constante en fonction de (ReCp,m, M, Lyr) . la constante de régularité R
appartait dans Eq (5.4)

Ve I” — || ve= |*

e <7 1P 13 I 11 1)+ OO ver ) (7.37)

faisons la somme de n = 1,7 , on obtient
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J J J
I V& IP<ll 6° 11 +AeCQ I 7™ 1P+ 1 8™ P+ 12" 1P
n=1 n=1

n=1

]
+AtC() [ 6* 11P). (7.38)

Ce qui donne ;

i i i
(1= AtC) | V& P< 6 IP +AeC QN7 1P+ 118 1P+ 1" I17)

n=1 n=1 n=1
+AtC(Ji 167 2). (7.39)

choisissons At suffisament petit pour que (1 — A¢C) > 0 il résulte

i i i
(V8 1) <l 6 17 + A0 7™ 1P+ D 113%™ 1P+ 1 o™ I17)

n=1 n=1 n=1
j—1

FALCOY LA ). (7.40)
n=1

L’inégalité de Granwall(le cas discréte) dans (7.39) donne

(V& 117) <Il 6° |7 +A0CY_ 17 1P+ 18 1P+ 11 o7 7). (741)

similaire au cas semidiscret , ici nous pouvons observer que si nous choisissons U°® = Rpug
, et 8° =0 de plus si U® = R*uyq , ou Tug tel que Ry, et I, sont la projection et interpolant
sur V}, alors

I V6° =]l V(Bruo — U°) |
<II V(Ruuouo) || + | (wo — U°) |

IVO* < chifluo fl (742)

De plus , notons
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J
Atz | 8:0™ IIP<Il ot “iz(n,T;LZ(Q)) -

n=1

< ch? Il ue “iz(O,T;Hl(ﬂ))a (7.43)

] T
A | o7 IP< ] | o I ds,

n=1

< | ulorme) (7-44)

Maintenant on utilisant I’estimation (7.42 — 7.44) et (7.24) dans (7.43) , on peut écrir

(I V& 11?) < B2(]| uo [13) + c((A || wee (1320702000 +B° I e T2 011 (52y)

+h2 ” u ”%2(0,-1-;31(9))). (745)

| V&7 ||2< C(h? + (At)?), I (7.46)

Ou C est une constante en fonction de

Finallement

[l e “12_.2(0,T;H1(Q))1 I| w ”%F(O,T;Hl(ﬂ)y | we “?F{O,T;LZ(Q))a [| uo ”%

Lemme 3.2.4 erreur discrete définie ci-dessus satisfait :

| w = U |[L=(o,rimr @) < C(h + At) (7.47)

Ou C est une constante indépantente de h , At .

Preuve.

En utilisant 'inégalité de Poincaré , nous pouvons écrire
lu—=TU [frermen< C(l u— U [lLo@rmay)- (7-48)

Maintenant , en utiliisant 'estimation de || Vp || (théoréme (3.1.2)) , de || V@ || (théoréme
(3.2.4)) et puis en utillisant I'inégalité triangulaire nous obtenons l'estimation de lerreur
(7.47) Ceci compléte la preuve
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