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Chapitre

INTRODUCTION

1.1 Apercu historique

Fn analyse mathématiqme, les pspaces de Snhnlev snnt des espaces fonetinn-
nels particuliérement adaptés & la résolution des problemes d’équation aux
dérivées partielles. Ils doivent leur nom au mathématicien russe Serguei Lvo-
vitch Sobolev.

Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vectoriel de fonctions
muni de la norme obtenue par la combinaison de la norme L? de la fonction
elle-méme et de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. Les dérivées sont com-
prises dans un sens faible, au sens des distributions, afin de rendre l'espace
complet. Les espaces de Sobolev sont donc des espaces de Banach.

Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach de fonctions
pouvant étre dérivées suffisamment de fois, pour donner sens par exemple a
une équation aux dérivées partielles et muni d’une norme qui mesure a la fois
la taille et la régularité de la fonction.

Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour I’étude des équations aux
dérivées partielles. En effet, les solutions de ces équations appartiennent plus
naturellement & un espace de Sobolev qu’a un espace de fonctions continues
partiellement dérivables au sens classique.

o



Espaces de Sobolev d’ordre réel et applications aux EDP 2018

BEDJAOUI Abdelkarim

1.2 Description du contenu

Ce mémoire traite des sujets suivants :

@

@

2y

Nous définissons les espaces de Schwartz et les distributions tempérées
ainsi que la transformation de Fourier et sont utilité indéniable dans la
résolution des équations aux dérivées partielles.

Nous définissons les espaces de sobolev d’ordre entier qui sont les es-
paces "naturels" des fonctions permettant de résoudre les fomulations
variationnelles d’équations aux dérivées partielles Nous faisons,ensuite
quelques exemple d’equations aux dérivées partielles elliptiques et leurs
formulation variationnelles.

Les espaces de Sobolev fractionnaires seront traites a l'aide de la trans-
formée de Fourier ainsi que leurs propriétés qui forment une générali-
sation du cas entier.

Fnfim  nnns traiternns certaines appheatinns de chapitres précedents A
savorr @ le probleme de la plaque encastrée ot le systeme de 'élacticite

lineairisée



Chapitre

TRANSFORMATION DE
FOURIER

2.1 Introduction

Les espaces de Sobolev sont étudiés en utilisant la Transfromation de Fourier.
C’est pour cela, qu'une introduction succinte sur ses propriétés et sur les
résultats sur ses applications s'imposent d’une maniée naturelle.

Ainsi, la transformée de Fourier est un outil indispensable pour résoudre
les équations aux dérivées partielles. Son réle consiste, plus précisément, a
transformer un probléme différentiel en un probléeme algébrique facilement
viululilee Do e faif, Tac thénrie des distrilmtions tempérées Toi sert de cadre

plus général et bien adapté.

Nous allons définir I'espace de Schwartz, qui est 'espace des fonctions de
classe C™ & décraoissance rapide, i.e. toutes les fonctions de cet espace et
toutes leurs dérivées convergent plus vite que tout polynéme quand z tend
vers l'infini.

-1
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2.2 Espace de Schwartz

L’utilité principale de faire appel a ’espace de Schwartz est qu’il est invariant
par la transformée de Fourier contrairement a ’espace des fonctions test dont
I'image n’est pas & support compact.

Définition 2.2.1 L’espace de Schwartz S (R™) est formé par toutes les fonc-
tions réguliéres f : R™ — R ou f et toutes ses dérivées convergent vers 0 plus
vite que tout polyndéme :

lim [z%8%u(z)| =0, Ve,B €N

|z|—o0

Donc f € S(R") si :
@ La fonction f est indéfiniment différentiable

& La tonction f et toutes ses dérivées sont & décroissance rapide c’est-a-
dire :

Vo,B € N*, 3C,5 € R: sup |[z°6Pf(z)| < Cap.
zER™

Donc, ’espace de Schwartz est définie par

SR ={feC®R"): Yo, €N" ona z°0°f(z) e L*(R")}.

iz Exemple 2.2.1 Evidemment

C>=(R™) C S(R™).

Toutes les fonctions de la forme
$(z) = P(z)e~*"

avec a > 0 et P fonction polyndme appartiennent a la classe de Schwartz
S(R™). En revanche, aucune fraction rationnelle (autre que la fonction nulle)
n’appartient a la classe de Schwartz.



Espaces de Sobolev d’ordre réel et applications aux EDP 2018 BEDJAOUI Abdelkarim

La topologie de I'espace S(R™) n’est pas définie par une norme, mais par une
famille dénombrable de semi-normes définies comme suit :

Pour toute fonction ¢ € S(R™), on pose

No(¢) = > sup|z*8°¢(z)|, p €N.

lal:|Bl<p

Gréce & la famille (NV,) pen, on peut définir ce qu ’est une suite convergente
dans S(R™).

Définition 2.2.2 Une suite (¢n)n>1 de fonctions de S(R™) onverge vers
une fonction ¢ € S(R™) dans l’espace S(R™) si

Ny(bn — @) = 0, pour tout, p >0, lorsque, n — co

2.3 Transformation de Fourier sur L}(R") et
sur S(R™)

Rappelons que S(R™) ¢ L}(R™)

Définition 2.3.1 Soit u € LY(R™). On appelle transformation de Fourier
de u la fonction

W(€) = Jgn u(z) exp™ =< dz.

Ici ¢ est le nombre complexe bien connu. z.§ = > i1 ;&5 est le produit
scalaire sur R™. Remarquons que la transformée de Fourier d’une fonction
est a valeurs dans C. On peut aussi choisir u fonction & valeurs complexes.
Dire que u est dans L*(R™) veut dire que Reu et Imu sont dans L*(R™). On
notera aussi parfois @ = F(u)

Définition 2.3.2 A toute fonctions ¢ € S(R™), on associe sa transforma-
tion de Fourier

FP(&) = Jgn 7% 2¢(z)dz, £ € R"
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L’application linéaire F est définie pour tout ¢ € S(R™), puisque pour tout
E€R",ona
e %¢(z)| = |o(z)|

et que ¢ € L*(R™)

Proposition 2.3.1 Soit ¢ une fonction de S(R™) Alors
1. la fonction F(@) est de classe C'(R™) et on a pour tout j =1,...,n

O, Fo(€) = F(—iz;9) (), <R
2. pour tout j=1,...,n, on a

F(0:;9)(€) = 1§ F(9)(€), <R

la proposition ci-dessus qui est montré que la trasformation de Fourier sur
S(R™) échange dérivation et multiplication par x

2.4 Espace des distributions Tempérées

Pour pouvoir définir l'integrale de Fourier

e @)

d’'une fonction continue f pour tout & € R™ , il faut avoir des conditions
limitant la croissance de f a l'infini .

Par exemple, il suffira de savoir que f € L'(R"™). Mais on ne peut pas définir
en géneral la transformée de Fourier d’une fonction qui serait seulement lo-
calement intégrable.

Le méme probléme se pose évidemment lorsqu’on veut définir une notion de
transformation de Fourier des distribution sous une forme quelque peu diffé-
rente, toutefois, le concept de "croissance & I'infini" n’est pas clair pour une
distribution. Comme on va le voir, on ne sait pas définir la transformation de
Fourier que sur un sous-espace de D'(IR"), & savoir la classe des distributions
tempérées que nous allons étudier briévement.

10
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Définition 2.4.1 Soit T une distribution. On dit que T est une distribution
tempérée si 3C > 0; m € N tel que pour toute fonction test ¢

| <T,¢ > | < Cja)picm 12079 L=

En d’autres termes, une distribution tempérée est une distribution telle que
si ¢; suite de fonctions test converge vers 0 dans S(R"), alors < T, ¢; >— 0
dans R(ouC).

Comme nous avons 'inclusion C§°(R"™) —» S(R™),qui est une inclusion conti-
nue et dense, alors 'ensemble des distributions tempérées, noté S'(R™), qui
est Pensemble des formes linéaires continues sur S(R").

On a

S'(R™) — D(R™).

En effet méme si la définition ci-dessus n’est vraie que pour une fonction
test, on peut 1’étendre sans mal par densité & une fonction dans ’espace de

Schwarlz.

Proposition 2.4.1 Une distribution a support compact est une distribu-
tion tempérée

Preuve 2.4.2 Soit S une distribution d support compact. Elle est done
d’ordre fini. Il existe C' et m ne dépendant que du support de S tels que
pour toute fonction test ¢,

|<S,¢>|<C Y |10°

|8]<m

Lee.

Donc S € §'(R™).
Ensuite, toute fonction & croissance lente est une distribution tempérée.

Définition 2.4.3 Soit f une fonction dans L, .(R™). On dit que f est @

loc

croissance lente si 3 m tel que (1 + |z|)™™f(x) appartient a L.

Proposition 2.4.2 Une fonction f d croissance lente est une distribu-
tion tempérée.

11
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Preuve 2.4.4 Rappelons qu’une fonction localement inégrable est une dis-
tribution. Soit alors ¢ une fonction test. il vient

d
<> 1 =1 [ @] < 61+ [ely lmlQHal)™ i [ e

Cette derniére intégrale est finie en en vertu de

n—1

f L——w f+oor——dr<+oo
re (14 |z|)Ht T (1+r)ntl

Proposition 2.4.3 Soit 1 < p < oo. Alors

1 LP(R") < S(R™) I

Preuve 2.4.5 Si f est dans L” alors pour ¢ une fonction test

| < fo> 12 Il I+ lal) ™ Ml (L + 2D ] L.

L’'intégrale du milieu est finie car p'(n +1) —n+1> 1.

Proposition 2.4.4

o (2) € SE)

Preuve 2.4.6 Soit 6 une fonction platean pour un voisinage de 0.

Alors , i 1 — 8(z)
() =i )+ 22

x %
On en déduit que la valeur principale est la somme d'une distribution a
support compact et d'une fonction de carré intégrble, donc la somme de
deux disibution tempérées.

12
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Proposition 2.4.5 Soit une distribution tempérée T € S'(R). Alors
1. Pour tout a € N, la dérivée 0*T € S'(R™)

2. Pour toute fonction [ d croissance polyndomiale ainsi que toutes
ses dérivées, la distribution fT € S'(R™);

3. Pour toute distribution a support compact S € €'(R), le produit de
convolution T * S € §'(R™).

¥ Exemple 2.4.1 Croissance a linfini et caractére tempéré

Pour voir si une distribution définie par une fonction, par exemple, est tem-
péreée ou non, il ne suffit pas d’étudier la croissance & I'infini du module de
cette fonction.

Considérons par exemple la fonction

(=T
Lo e’

Evidemment
3 ieT
|?,¢3:""(3?'e | =g’

qui & la méme croissance a I'infini que les contre-exemples ci-dessus.

Mais

- d
- T ¥
%ot — (O'ie )
dz
et comme la fonction
ie*
TrHre

est une fonction de classe C' bornée sur R, elle définit une distribution tem-
pérée sur R

D’autre part, sa dérivée au sens des distributions coincide avec la distribu-
tion définie par sa fonction dérvée au sens usuel, de sorte que, d’aprés la
prop(2.4.5) , cette fonction dérivée

" e
T s ie”e

définit bien un élément de S’(R™).
Intuitivement, ce sont les osciallations rapide de la fonction z +— €** dans la
limite z — +00 qui annihilent la croissance de z +— e® pour z —+ 400

13
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En pratique, pour décider si une distribution 7" € D(R™).

En pratique, pour décider si une distribution 77 € D'(R") est tempérée,
on cherchera évidemment si elle appartient aux classes d’exemple ci-dessus—
distributions & support compact, fonctions de LP, fonctions a croissance po-
lynémiale...

Si ce n’est pas le cas, il faut ensuite chercher si la distribution considérée est
une dérivée(d’ordre quelconque) d’une distribution dont on sait déja qu’elle
est tempérée.

Si aucune de ces approches ne permet de conclure, il faut alors a la définition
des distribution tempérées, et en vérifier la propriété de continuité

Caractérisation des distributions de &'(R") :

Théoréme 2.4.6 Tout distribution T € S'(R™) est de la forme
T = 8%((1 + |z[*)™f) au sens des distributions

ou o € N™ n un entier naturel, et f une fonction continue hornée sur R”,

2.5 Transformation de Fourier dans S(R") et
S’(Rn)
Comme pour beaucoup d’opérations sur les distributions, nous allons définir

la transformation de Fourier en utilisant la dualité entre ’espace de Schwartz
et 'ensemble des distribution tempérées.

Définition 2.5.1 Soit S dans S'(R™), alors S est la distribution définie
par : pour tout fonction ¢ test

} <S8, ¢>=<80>. I (2)

De plus S est une distribution tempérée.

Cette formule a bien a sens car

¢ € C2(R™) C S(RY).

14
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Donc gg est aussi une fonction dans 1’espace de Schwartz. De plus, ’application
F:ipr— QAS

étant continue pour la topologie de S(R"), automatiqument S est une dis-
tribution tempérée. La formule (2) s’étend par densité & ¢ dans I’espace de
Schwartz. On constate par contre que la formule (2) n’a pas de sens si .S est
une simple distribution, puisque le membre de droite n’a pas de sens car t,ﬁ
n’est pas une fonction test.

Proposition 2.5.1 Soit une distribution tempérée 7' € S'(R™). Alors

1. Pour tout k=1,...,n on a
Elo T —iS T
2. Pour tout b=1,..., N on a
F(wiT) = iflg, FT
3. Pour tout a € RY et en notant 7, : £+ x+a, on a
F(T o1,) = *FT
4. Pour tout ¢ € R"

Fle®*T) = (FT) o 1,

15
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2.6 Inversion de Fourier dans S'(R")

Théoréme 2.6.1 La transformation de Fourier F est un isomorphisme
du C-espace vectoriel S'(R") dans lui-méme, dont l’inverse est donné par

la formule
1

(2m)"

o, pour toute distribution S sur R™, on a noté

Fp = FT

S =So(—Idgn)
c’est-a-dire que, pour toute fonction test ¢ € C2°(R") on a :

< 8,6 >=<8,¢o(—Idg:) >=< S,¢(—.) >

16



Chapitre 3

ESPACES DE SOBOLEV D’ORDRE
ENTIER

Soit. €2 un ouvert de R™.

3.1 Espace de Sobolev W7*(Q)

Définition 3.1.1 Soient k € N, 1 < p < +o00, on définit I'éspace de Sobolev
WPFk(Q) par

Wrk(Q) = {f € LP(Q) : D°f existe et D*f € L?(Q), V]a| <k}

On muni les espaces de Sobolev par une structure d’espaces normés dont les
normes sont définies par :

1/p
I lwseey = (Z fQID“'f(x)Ipdfc)  1<p<+o
lel<k

Ifllweee = . sup|D*f(z)|, D = +oo.

laj<k T€
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Un cas particulier trés important de ces espaces est celui ol p = 2 ¢’est-a-dire
les sous-espaces de L?(£) qu’on notera, pour tout k£ € N, par :

HX(Q) = W=(Q). I

Par rapport aux espaces de Sobolev W*2(Q), les espaces H k(£)) possédent
une propriété supplémentaire fortement agréable, & savoir :
Ce sont des espaces de Hilbert, pour le produit scalaire

YV f,g € HYQ), (f,9)ur@ Zlal<mfﬂaafaag.

La norme associée sera notée par ||.|| gxq). :

1/ ey — y (f; Furgy-

3.2 Espaces de Sobolev H'(()

Nous définissons maintenant une catégorie d’espaces fonctionnels tres utile
pour I'étude des problémes variationnels :
Toute fonction f € L%(Q)) s'identifie & une distribution sur 2 , notée f. En

général, pour 1 <7 < n, ses

le sous-ensemble de L*((2) :

¢ L*(Q), ce qui nous conduit & introduire
. :i

Définition 3.2.1 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur £, 'espace

of

i

HY(Q) = {f € L2(N), € L*(N)1 gign}.

Ainsi, espace H'(Q) est le sous-espace de L?(Q2) formé des fonction f dont
le gradient s'identifie & une fonction de (L*(€2))".

18
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On munit H(2) du produit scalaire :

~ n af dg af dg
(f,9)m@ = /n (fg ‘L; dz; Bxi) (f:9)x) +Z (3% 33%)L2(ml

La norme correspondante sera notée

sy = P f e = U By + TV i)

3.3 Espaces de Sobolev Hj({)

Dans les probémes variationnels, il convient de considérer des espaces qui
traduisent le fait que les fonefions s’annulent sur le bord I' := 9Q de l'ouvert
Q.

Définition 3.3.1 Pour tout Q ouvert de R", on pose

HY(Q):=D(Q) dans HY(Q).

Ainsi, H}(Q) est 'adhérence de D(Q2) dans H'((2).

Les fonctions de I’espace Hj(€2) forment l'ensemble de toutes les limites pos-
sibles des suites de fonctions de D(€) au sens de la topologie de H*(€2) définie
précédement. On assume le résultat suivant :

19
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Théoréme 3.3.1 On suppose que ) est borné, de frontiere J€2 de classe
C'. Alors, il existe un opérateur linéaire continu

} Yo : H'(Q) — L*(89), I

appelé opérateur trace, tel que

HY(Q) = Ker v = {u € H'(2),vu = 0}. I

L’application you est appelée la trace de u sur 940

Ainsi, H}(S) est un fermé de H'(Q).

D’autre part, on note par H(€) le dual de Hj(2) qui est un espace de
Hilbert pour la norme duale. Comme D() est dense dans Hj(f2), on montre
que les fonctions de H~(€2) peuvent étre identifiées a des distributions. Ainsi,
Iespace H~1(Q) est considéré comme un espace de distributions.

3.4 Probléme abstrait et lemme de Lax-Milgram

Soit V un espace de Hilbert du produit scalaire (.,.)y dont la norme associée
est ||.||v. Fixons une forme bilinéaire continne

a:VxV — R

(u,v) — a(u,v).

La bilinéarité signifie la linéarité de a en u et en v, tandis que la continuité
suppose I'existence d’une constante C' > 0 telle que

\ la(u, v)] < Cllullv-llvllv, Yu,v €V I

Probléme : Considérons le probléme abstrait (ou variationnel) suivant

20
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Etant donné F € V', trouver u € V solution de I’équation :

a(u,v) = F(v), YveV (P)

Pour Dexistence d’une solution & ce probléme, la forme a devrait vérifier
I’hypothése de la coercivité ou la V-ellipticité :

On dit que la forme a est V-elliptique ou coercive sur V si et
seulement si il existe a > 0 tel que

la(u, w)| > allulz, VueV I

D'autre part, nous avons besoin de la représentationde de Riez qui s'énonce

commc guit :

Théoréme de représentation de Riesz : Désignons par V' l'es-
pace dual de V . Soit F' € V'. Alors, il existe un et un seul
élément Ty € V tel que :

< Fyv >= (Tr,v), VveV.

De plus, on a ||T¢|| = ||F|lv/- Autrement dit, I’application T :
V! — V définie par F — Ty est un isomorphisme.

Nous maintenant en mesure d’établir le résultat centrale dit Théoréme de
Lax-Milgram suivant :

Théoréme 3.4.1 (Lax-Milgram) la forme bilinéaire a est V-
elliptique, alors le probléme (P) a une solution unique u € V.
De plus, on a ’estimation suivante :

lully < Z[1F]lv-
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Preuve 3.4.1 Fixons u € V' et considérons I'application
AV — R tel que Ayu(v) =a(u,v).

Ceci définit une forme linéaire continue sur V' c-a-d. que A, € V' car
A, ()] = la(w,v)| < Cllullv-[ollv, ¥ € V

et en plus on a
[Aully: < M.fullv. (%)

Pour un parameétre ¢ € R, introduisons :
O :V—V telque @.(u)=u—cl(A,—F)

otl’application T : V' — V étant définie dans le théoréme de représentation
de Riesz. pour £ suffisament petit, 'application ®. est une contraction.En
effet, par la définition de ®., la bilinéarité du produit scalaire et grice aux
propriétés de 'application 7', on obtient

19(w) = @e(W)|[* = llu— vl + *| Au — Aull}y — 2eal(u —v,u —v)].
D’aprés (x) et la V -ellipticité, on arrive a 'estimation
18(u) — @.(v)[* < (1 - 2ea + 2M?)|lu — o]y

Ainsi, ®. sera une contraction si 1 — 2za + e2M? < 1 ce qui est équivalent
a:0 < e < 2a/M? Le théoréme du point fixe assure I’existence d’un certain
g & Vel que ®,(1g) = mng Appliqnons Pégalité (P) pomr w = v done
a(u,u) = F(u). Ainsi, par la coercivité de a et la continuité de F, I'identité
ci-dessus implique

allullfy < alu,u) = F(u) < [|Fllv: Jlullv-

Dot 1
lellS < =[1E v [lellv u

3.5 Application : Probleme de Dirichlet en
dimension 1

Dans ce qui suit on illutrera par un exemple qui montrent comment écrire
Probléme de Dirichlet en dimension 1 sous forme variationnelle.

22



Espaces de Sobolev d’ordre réel et applications aux EDP 2018 BEDJAOUI Abdelkarim

15" Exemple 3.5.1 (Probléme de Dirichlet en dim 1) Considérons 'ou-
vert Q =] — 1,1[ de R . Soit f € L*(Q), on veut montrer 'existence de la
solution u de I'equation différentielle :

—u” = fdans? (l.a)
et satisfaisant aux conditions aux bords
u(0) =u(l) =0 (1.b)

On peut interpréter cette équation comme représentant I'étant stationnaire
d’une corde . La solution u représente le déplacement de cette corde dans
la direction perpendiculaire & celle-ci par rapport & la position de repos,
f est la densité de la force et les conditions aux bords (1 .a ) et ( 1.b)
signifient que la corde est fixée par ses extrémiteés.

Supposons que la solution de prahléme (1 a)-(1.h) existe et qu’elle est suffi-
sament régulicre par exemplo v € H?#({2).Alors, en multipliant (1.a) par une
fonction test v € H(£2), on obtient :

1 1
- f o (z)v(x)dz = / F(@)o(z)da.
0 0
En intégrant par parties dans le premier membre de cette identité, on obtient
1 1
[ v (@) + (@) - w(o(1) = [ f@(a)iz
0

Comme la condition (1.b) signifie que v € HjQ c-a-d que v/d€2 = 0, on
obtient

/ (o) (2)de +w/ O)(0) — W (1)o()) = [ " flavlddz, ()
Tie Yo pliciscsennsiste 3 prandve:
V = HIQ
a(u,v) = f :u’(m)v’(sc)d:c
F)= | : Pl

Grace au lemme de Lax-Milgram, le probléme (P) a une solution unique
u € H}(Q). Reste & vérifier les hypothéses. La bilinéarité de a et la linéarité
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de F découle de la linéarité de I'intégrale . Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
on vérifie quela forme a et F' sont continues, en effet :

[F()] < [[flloq-llv]

Comme la norme L? est toujours plus petite que la norme H!, on conclu
la continuité de F ( On procéde de maniére analogue pour a ). Reste &
vérifer la coercivité de la forme a sur Hj€.Ceci provient de 'inégalité de
Poincaré puisquea(u,u) = |u[} 5. Comme D(Q) C Hy(), (p) est vérifiée. En
conséquence et au sens des distributions, u satisfait :

0,92

v =—f dans D'(Q)
Comme par hypothése f € L?(2) on en déduit que :
u,w'ety € L*(Q) = u € H*(Q).

L’équation (1.a) est donc satisfaite au sens L*((2) m.

3.6  Application : Probléeme de Neumann en
dimension 1

Dans ce qui suit on illutrera par un exemple qui montrent comment écrire
Probléme de Neumann en dimension 1 sous forme variationnelle.

= Exemple 3.6.1 [Probléme de Neumann en dim 1] Posons © =|0,1] .
On considére cette - fois ci le probléme suivant :

Soit f € L?(2), trouver u solution de

{u” +u=7Ff dans Q (IVp)
WD) =w({l)=80 [Ny

Supposons qu’une solution de(N;)— (N;) existe et qu’elle appartient & H*(2).
Alors en multipliant (NV;) par une fonction test v € H*(£2); on obtient :

/ " (@)o(z) + u(z)o(z)ds = | " ilevlalda.

24



Espaces de Sobolev d’ordre réel et applications aux EDP 2018 BEDJAOUI Abdelkarim

En intégrant par parties dans le premier membre de cette identité, et en
tenant compte de (NV;), on obtient

_/01 (—u'(z)v'(z) + w(z)v(z))dr = fol f(@)v(z)dz,Yv € HY (). (Ns)

On a ainsi montré que si u € H?(Q) est solution de (N;) — (IV3), alors il
est solution de (N3). Ce dernier probléme est équivalent au probléme (p) en
prenant :

V = HY(Q), a(u,v) = /0 " ol ]Olu’(m)v'(x)d:r: et Flv) = fﬂl F(z)v(z)de.

Gréce au lemme de Lax-Milgram, le probléme (/N3) a une solution unique u €
H'(Q).Comme précédemment, montrons que la solution u € H*(Q) de (Ns3)
appartient & H2(Q) et satisfait (N;) — (IV,).En effet, comme D(Q) C H'(Q),
(N3) implique u satisfait —u” + v = f dans D’'(€)) . Mais, par hypothese,
fetu e LXQ) alors u” = u— f € L*) . Donc u € H%() et satisfait
(N3) . On revient maintenant a (N3) et en intégranl par parlies, on obtient
u'(1)v(1) =2/ (0)v(0) =0 Vv € H(S). En prenant v(z) =z et v(z) = 1—xz,
on conclut que w/'(1) =0 et v'(0) =0 c-a-d (Na). [ |

3.7 Existence d’une solution au probléme de

Dirichlet. en dimention supérieure

On appelle probléme de Dirichlet une équation de Laplace avec conditions
aux limites de type Dirichlet. Pour Q ouvert de R" et I' := 91 le probleme
deDirichlet s’énonce de la fagon suivante :

Déterminer une fonction u dans un certain espace fonctionnel V'
telle que :

—Au—=f dans £

u=20 dans T.

ol f est une fonction donnée dans un certain espace fonctionnel
H.
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Proposition 3.7.1 Soit f € L?(£2), alors on a équivalence :
@ Trouver u € H} telle que —Au = f dans D'().
@ [Formulation Variationnelle (FV)] Trouver u € H}(2) telle que :

/ Vu(z).Vu(z)dr = f f(z)v(z)dz Vv e H].

® [Principe de Dirichlet] Trouver u € H} qui minimise dans H} la
fonctionnelle :

o = e ek
2 Ja Q

Dire que les 3 formulations sont équivalentes est equivaut a dire que si u est
solution de 'une d’elles le saura pour les 2 autres. Une solution a I'un des
problémesest appelée solution faible ou solution variationnelle du probléme

de Dirichlet (D).

Preuve 3.7.1 @ =—> @ Siuest solution de (FV) alors, puisque D(Q2) C
H3 (), on alors pour tout ¢ € D(Q) :

/Vu Vu(z da,—Zf 6% 82:, (z)dz.

Ce qui donne

—Au=f dans D'(Q).

® — @ En remontant les calculs précédents, on obtient
fVu(’s ). V(s dq:_ff 2)de ¢ € D).

Or D(f2) est dense dans H}(2) ;le résultat s’obtient dans Hj(Q).

® = @ Soit u € H}(Q) qui minimise la fonctionnelle J et soit v €
Hi(€) . Alors, pour tout t € R, on a J(u) < J(u+tv); or

J(u+tv) = %L[V(qutv)(m)de—Lf(m)(u(x)—i—v(m))dm
= (8} —J—tfn Vu.Vuvdz + Z—zfﬂ |Vo|*dx
& /ﬂ fudz. (E) (41)
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Donc

" '[‘;2
#( fn Vu.Vodz — /Q foda) + 5 /ﬂ IVo|2dz > 0.

On a deux cas :

1. En divisant par ¢ > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
] Vu.Vudz —f fodz > 0.
Q Q
2. En divisant par £ < 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
j Vu.Vudz —/ Foda<.0.
o) Q

D’ot u vérifie (FV).
@ = @ Si u est solution de (FV) alors avec (E ), on obtient que,
pour tout v € H3(Q) :

1
J(u+v) = J(w) + 5/ IVoltde  (+)
)
ce qui prouve que v réalise le mmmimum de J sur Hg(2) . [}

Corollaire 3.7.2 Si I'un qucleonque des probléme tous équivalents admet
une solution, alors cette solution est unique.

Preuve 3.7.3 : Soit u; et up sont deux solutions alorsd’aprés (*) on a
J(uy) = J(ua) = J(w1) + /Q |V (uy — up)|*dz;

ceci implique que V(uy — u;) = 0 et donc us = u; dans H}(Q). |

3.8 Existence d’une solution au probleme de
Neumann en dimension supérieure

Etant donné f € L?(Q), on veut trouver la solution u du pro-

bléme
—Au+cu=f dans
ou

’Y{’%:O sur I'
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Preuve 3.8.1 Comme précedemment, on voit qu’il faut prendre :

V=H(Q), a(uv)= ifﬂ gz g;)idm+j;zc(:c)u(:v)v(:c)d:c,

et

F(v) = [Q f(z)v(z)dz.
La V-ellipticité de la forme a sur H*({2) découle de I'estimation
a(u,u) 2 [[u|} o + collulld o = min(L, co)llullf -

Par le lemme de Lax-Milgram, il existe une solution unique u € H'(2) du

probléme
a(u,v) = F(v), VYve HY(Q).

Comme D(Q) C H'(R), cette solution vérifie

—Au+cu=[ duns .

Mais, cette identité ne nous fournit aucune information sur B Si la solution
(')

u appartient & H?(Q), d’apres la formule de Green, on obtient

odu i
05" vovde =0, Yv e H(Q).

Comme Pimage de v est dense dans L?(£2),on conclut que la solution u
satisfait la condition de Neumann sur I'.
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Chapitre

ESPACES DE SOBOLEV
FRACTIONNATRES

4.1 Tntroductuion

Dans ce chapitre, on donne la définition des espaces de Sobolev fractionaires,
en termes de la transformation de Fourier. Ce qui généralise ceux introduits
au deuxiéme chapitre.

En fait, ce sont des espaces incontournables en équations aux dérivées par-
tielles. Comme on vient de le conatoter, tout d’abord ils ont uno structure
d’espace de Hilbert, ceci rend leur utilisation plus commode. Ensuite 1ls me-
surent trés finement la régularité d'une distribution. Enfin, ils constitue une
chaine d’espaces faisant le lien entre les distributions & support compact et les
fonctions C®, permettant ainsi de passer des solutions faibles ( i.e. au sens
des distributions) aux solutions classiques (i.e. C™) d’équations aux dérivées
partielles.

4.2 Les espaces de Sobolev H*(R")

Définition 4.2.1 Soit s un réel. L'espace H*(IR™) est 'espace vectoriel des
fonctions u € 8'(R™) telles que 4 soit un fonction mesurable et

(1+|e*)**a € LA(R™)

20



Espaces de Sobolev d’ordre réel et applications aux EDP 2018 BEDJAOUI Abdelkarim

c’est-a-dire

H*(R™) = {u € §'(R"); (1 + [¢*)2F (v)(§) € L*(R") }

On munit A*(R") du produit scalaire

(u, )= = [ (1 + |§|2)3'&(€)de’ u,v € H*(R")

La norme correspondante sera notée

lullze = [+ €2l Pde

Les propriétés suivantes renseignent de la richesse des espaces de Sobolev
@ Sis; > sy o0na H C H* et linjection est continue.

@  Muui de sou produit scalaire, /I est un espace de Hilbert.

Proposition 4.2.1 Si s = m € N, 'espace H*(R") coincide avec l'es-
pace de Sobolev classique W™ 2(R")

Preuve 4.2.2 En effet, si u € H™(R"), la fonction u ainsi que toutes ses
dérivées jusqu’a l'ordre m appartiennent & L?(R™.
En transformant par Fourier, on obtient que Fu € L*(R"™) et

(—27€)*Fu € L*(R™)

avec o un multi-indice tel que |a| < m et £ = £*...§5". Ceci entraine, en

particulier, que
(1+ [€P)™2F(u) € L*(R™)

Inversement : Si F(u) vérifie
(1+ [€P)™2F (u) € L*(R™)
on aura aussi
(2im€)? F(u) € L*(R™) pour tout j<m

et donc les dérivées jusqu’a I'ordre m de u sont dans L*(R").
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Proposition 4.2.2 L’espace H*(R") coincide avec le dual H*(R"™)
pour s >0 -

H5(R™Y ~ H~5(R™), Vs >0

Preuve 4.2.3 Soit v € H*(R") On définit une forme linéaire L, sur H*
par

Liw) = [ o©a(e)d Ve H®)
On établit la continuité de cette forme linéaire par :
‘/(Rn)“ + &%) a(e) (1 + l&Jz)s-?ﬂ(é)df‘

< @+ [P0l (1 + |€17) a2
< |

ibv'(u”

Il est clair que lapplication qui & v associe L, est une injection continue et
donce

| H(R") > HYR"Y

Inversement : Soit 7" € (H?®)’, le théoréme qui suit établit que l'injection de
S(R") dans H*(R"™) est dense et donc H*(R")" < S’(R™). 1l en résulte que
Tes

—s5/2

Notons que si g € L? | la transformée de (1+|£|*) ™%/ %g appartient & H*(R")

avec la norme
17 (1 + 1€1)7"%9) llars = llglla

En cffet, soit ¢ € S(R™), par définition de la multplication de F(T") par la
fonction a croissance lente (1 + [£?)™*/> on a :

(@ +1D)2F(T).g)| = [(F@),Q+IE?) ")
= [(T.F (1 +1eM7"))
< STy IFQ + 1627 2gll -

(T ll¢rz=yllgll

Par conséqunet, (1+|£|2)"%/2F(T) € L*(R") , puisqu’elle définit une linéaire
continue sur L?*(R") . Finalement T € H ¢(R") |

I
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4.3 Densité des fonctions régulieres

Théoréme 4.3.1 Pour tout s€ R, on a

S(R™) est dense dans H*(R")

Preuve 4.3.1 Notons que l'espace & = (C°(R"))" est formé par des dis-
tributions & support compact sur (R”. Pour la preuve de ce théoréme on
procéde par étapes en utilisant le procédé de la densite et de la troncature.
—~ S(R™) est dense dans L2(R™) : En effet, tout d’abord L*(R™) N &’ est

dense dans L?. Soit 8 € C§°(IR™) telle que

0(z) = {1 si|z] <1

0 #lml =8

Pouw v € L*(IW™), Posons vy — 0 (E) v € L*(R"). D’aprés le théoréme de
convergence dominée, on a v, — v. Considérons maintenant v € L*(R*) N &’
et p € C° telle que

suppp C {z : |z| £ 1} avec /p(m)dsc =1

On pose .
pla) =ep(2) et vo=porveC™,

Donc on a
lve —vll7: = (27)7"|l0. —2]1%2

= (2m)7"I(A(e§) — Dollz= — 0

D’aprés le théoréme de la convergence dominée.
— &S est dense dans H*(R") : Soit u € H® , alors d’aprés la définition, on
a:
1+ [€[*)**a € L2(R™).

D’apres précédemment, il existe une suite (v;); € S(R") telle que

v; — (1+ i§|2)s/2ﬁ dans LQ(]R")
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On pose maintenet
uj = F((1+[€[*)**y;) € SR™)

alors
[ — ulls = |lo; — (1 + €)@ —»0. W

Corollaire 4.3.2 L’espace C{°(R™) est dense dans l’espace de Sobolev frac-
tionnaire H*(R™) pour tout s € R™).

Preuve 4.3.3 D’aprés le théoréme précédent, il suffit de démontrer que
Ce°(R™) est dense dans S(R™) pour la norme H°. On prend 6 et 6 comme
précédement et soit u € S(R") et sq tel que s < sg. Posons uy = fru. Alors

luk = ull? < Jue —ull, <€ >° |ID(0x — Dullza:

sp =
|alphal<sg

D’apres les résultats sur les propriétes de espaces de Soboleve, il suffit d'uti-
liser la formule de Leibniz et le théoréme de la convergence dominée pour
montrer que ||u, — ul|Z2 = 0. O

4.4 Théoréme des Traces

Rappelons le résultats suivant sur la notions de trace et dont la preuve est
trés longue et nécéssite plus de préparation mais son application reflete sont
efficacité dans plusieurs domaine des EDP.

Dans R™, on considére '’hyperplan
R* = {2 =(2',2,) 12’ e R" ', 2, =0}

Pour une fonction u € C*°(R"™), la fonction u(z’, 0) s’appelle :

la trace de u sur ’hyperplan =, = 0.

La question qui se pose est la suivante : Peut-on définir la trace d’un élément
de H(R™?
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Théoréme 4.4.1 Pour tout s > § Uapplication u — u(z',0) de C5°(R™)
dans C®°(R™ ') se prolonge de maniére unique en une application 7y ,
linéaire, continue, surjective de H°(R") dans H =3 (R*1)

Preuve 4.4.1 Pour ¢ € C§° on a

o(2) = (2m)™ [ e=4p()de
Notons & = (€,€,) avec & € R* et &, € R doncona:
o(@,0) = @) [ [ €0(E 6n)de des
= =00 [e (L ol €)den) e
= Fo (5 [ #€.60d)

Nous allons montrer que la derniére expression fournit le prolongement re-

cherché

Lemme 4.4.2 Soit u € H*(R") avec s > 3. Alors :

@ Presque partout en &, la fonction &, — 4(¢,&,) appartient &
LY(R™)

@ La fonction & — o= [2(£, &) € S'(R™)

® ona & |
Fols [ (€ 6)d6n) € B R
si I'on pose
Tu=TFel [0(€,6)d5)
alors

“’Yu”Hs—%(R*—*") < Csllull = @n)

Preuve 4.4.2 @ Siwu € H* alors 4 est mesurable et

ff(l + [€7)°6(€)[?d€'d€ < +oo
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donc
f(l + |€%)%|@|*d&, < +oo  presque partout en &'

On peut écrit alors
(€', )| = [a(€)I(1 + [€7)E.(1 + 67
On fixe maintenant & et puisque 2s > 1 la fonction
& (L1677 € IP(R).
Si I'on pose aussi &, = (1 + |€/|2)27,, alors
[ i — O+ e
D’ou
J 18, €)lden = [ 11 + €131 + [¢?) e
et d’apres Cauchy-Schwartz

[ 18 &ldn < ([ 1O + ¢ dea)¥ ([ (L+ Ie) Fan)

done

o N 2 d&n n2yi-s dipn =
16’ &) lden < a(©)](1+el?) ( [t B g |nn|2)-s)
d’otlt

1

e < ([ e+ eryae,)” ([ ges) aHemi @

Ainsi, la fonction
& — |8(€, &)

est presque partout en & le produit de deux fonctions de L?(R). Elle
est donc L!

@ Comme u € H*(R") alors

€~ [+ [Pyl Pde, € LR
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d’apres (@)

g L+ IEDEE [a(e 6)dn € 2R
ie
9(&)

— e c AR
Areprt SPET)

J (e ) =
alors pour % € S(R™1)

‘ / a%w(s’)de

B (&) de’
< (/ |Q(§)|2d§) ( 0P
< ON()
olt N(¢) est semi-norme de v dans S(R"*).

@ D’aprés (Q) ona:

1+ Py “<c, [0 iR,

1
%fﬁ'(é,:én)dén

Comme le membre de droite appartient & L1(R™1) on en déduit (3.)
et l'inegalite qui suit. W

Comme yu = u(z',0) si u € CP(R™) le lemme précédent montre que
I'application se prolonge en une application linéaire continue

~v:H*— H? 3. I

1l reste montre que v est surjective, ceci est assuré par le lemme suivant :

Lemme 4.4.3 Soit s > 1. Il existent » € N, Cy > 0, Ky > 0 tels que
pour tout v € S(R®*) si 'on pose

1+

u = F(Kp,———9(¢))
( (1 + g2 -
alors
@  ue H et [Jullg@n) < Callvllgs-r2@n1y
@ qyu=w
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Preuve 4.4.3 @ Montrons tout d’abord que u a bien un sens. En effet
, si v € S(R™1) la fonction

LB
B ™
(1+[€2)mts )

appartient & L donc & &' alors 4 est une fonction continue et

K2
14+ [€]2)2n+1—5

(1+ gl 1af = 1+ |€|’)2”(

Fixons n tel que dn+2 — 25 > 1
1€ 6% s~ % le membre de droite est intégrable en &, et

d&,
(1+ |€]2)2nti—s

Ja+lerria@rds < 2 ) a+lerriaer

Posons &, = (1 + |¢’|2)2n, dans l'intégrale du membre de droite donc

") HE”

S0 dn == Co1 + 1€

ou

drn
= [
L TP

donc u € H® et
2 2
[|?“L||I71"5 S (J'rl”U”H-;A%(Rnfl)
@ Puisque v € H?, on en déduit du lemme que 'on a

= __1_ dgn N2\ (¢!
1 =Telgy) [ Ko empry 1+ EPY0E)

Or2n+1>s+%>let

dgﬂ' 1 dﬂ? 112N\ —7
= T = An(1 .
[amierres = arem/ e = 0D

donc
e )1+ [0 = o KaAw)
7= Fe (o KA1+ 1€ (L + EPI0E) = oKy

11 suffit donc de prendre K, = i—:
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Pour en finir avec la preuve de la démonstration du théoréme, soit v €
1 5 - .

H*"3(R™') donc il existe une suite (v;); dans & telle que v; — v dans
1 - - 7 -

H*"2 alors avec u; défini comme au lemme précédent on a

Ty = Y5

et .
H™%

llu; — ulls < Crllv; — v

Donc la suite (u;) est de Cauchy dans H* et converge vers u € H® alors
d’aprés le lemme précédent

w!
v; = yu; — yu dans H°7z.

D’olt yu = v et v est surjective. [

4.5 Théorcme de prolongement de Sobolev

Théoréme 4.5.1 Soit k € N. Pour tout s > % +k, on a

H*R") C C*(R™) I

Mua précisément, tout f C HP(RY) eat dgalo p.p. 6 uno fonotion do
C*(R™). De plus, il existe une constante Cprs > 0 telle que, pour tout
f € H*R"),

MAZT|o|>k SUPern [OFF ()| £ Crppes|| F | 2 (mm) I

Preuve 4.5.1 Soit f € H*(R"); on a donc

(1 + [€%)**Ff € L*(R").

Or, comme s > % + k et pour tout multi-indice o € N tel que [a| < &, la
fonction
jlalga

W appartient a L2 (Rﬂ')

E—
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de sorte que

Fa*f) /Ru L F(9a)(€)dE, pourtoutr € R™

~ (2o

appartient & L'(R™) d’aprés la proposition 3.3.7(a) et I'inégalité de Cauchy-
Schwrtz. Par inversion de Fourier,la distribution tempérée 9°f est en fait
une fonction continue, et on a

8 f(x) =

(er)n ./Rn P F(0°F)(€)dE,  pour toutz € R™

On en déduit que, pour tout multi-indice @ € N tel que |a| <k, on a

s [0°/@)] < o [ IF@D©I

1 S
= Cﬂ»k,s(z—ﬂ)}ﬁ”(l +[€7)* 2 F fll 2y

= Chksllfllzs@n

avec

_ L sl
ke = (e o Tl <

puisque 25 — 2k > n. [ |

Une conséquence immédiate du théoréme de plongement de Sobolev est le
fait que

N H*(R") C C=(R™).

s€R

39



Espaces de Sobolev d’ordre réel et applications aux EDP 2018 BEDJAOUI Abdelkarim

40



Chapitre

APPLICATIONS

Nous traiterons deux exemples pour mettre en valeur la puissance du raison-
nement variationnel dans la résolution de certaines équations aux dérivées
partielles qui représentent les principales familles d’EDFP. 1l s’agit les equa-
tions de Laplace, des ondes, de la chaleur et de Schrodinger.

5.1 Exemple : Le probléeme de la plaque en-
castrée

Soit © un ouvert borné & bord lipschitzien. Soit f € L?*(Q), on cherche u

solution de
A= f dans €

(Enc) du
FYolU = ’Yoa—n =0. dans T

Ce probléme représente 1’équation d’'une plaque :

u(z) étant le déplacement perpendiculaire a celle-ci au poit z, f est la
densité de la force et les conditions au bord signifiant que la plaque est
encastrée au bord.
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Une formulation variationnelle de ce probléme est obtenue en choisissant :

v = H}(0)

Pudv  Pudv | Pu v
_ T o dzd
a(u,v) /n [Aumj =#) {B:cQ y? * dy? Oz? 232»”32/ dzdy H v

ou p €)0,1[ est le coefficient de poisson du matériau de la plaque . B

5.2 Exemple : Systéme de L’élasticité linéa-
risée

Nous appliquons I'approche variationnelle a la résolution du systéme d’équa-

tions de I'élasticité linéarisé. Ces équation modélisent les déformations d’un

solide sous I’hypothése de prtites déformations et de petits déplacements. On

considére less équations stationaires de 'élasticité ¢’est a dire indépendantes
du temps.

Soit €2 un ouvert borné de R™. Soit une force f(z)., une fonction de {} dans
R™. L’inconnu u (le déplacement) est aussi une fonction de () dans R" . La
modélisation mécanique fait intervenir le tenseur des déformations noté e(u),
qui est une fonction & valeurs dans ’ensemble des matrices symétriques

1 aui 8uj

1
8(’[1.) == §(vu + (vu)t) = 5(% a.l') )1<i,j<('n
2 %

ainsi que le tenseur des contraintes ¢ ( c’est une autre fonction a valeurs dans
I’ensemble des matrices symétriques) qui est relié & e(u) par la loi de Hooke

o = 2ue(u) + Atr(e(u))Id,

ou A et u sont les coefficients de Lamé du matériau homogeéne isotrope qui
occupe (). Pour des raisons de thermodynamique les de Lam vérifient

p>0 et 2u+NA>0.

On ajoute & cette loi constituve le bilan des forces dans le solide

—div o= f dansQl
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oll, par définition, la divergence de o est le vecteur de composantes

” e 80’5,'
div o= (Z 87?)1:@'@

j=1 k]

En utilisant le fait que tr(e(u)) = div u, on en déduit les équations pour
1 <1< n:

s @, B8 . By .
k- N Y Q
('M(B:L‘j - f)xi) + Adiv  u)ds;) ;. dans

=1 8:1:j

avec f; et u;, pour 1 < 7 < n, les composantes de f et u dans la base
canonique de R". En ajoutant une condition aux limites considéré est :

—div(2ue(u) + Mr(e(u))Id) = f dans
u=20 sur  Of.

(On montre, ct nous 'admettons, que co problomo admot uno unique selution
faible u € HY} ()N, si f € L2 (Q)N. [ |
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