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0.1 Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le cal-
cul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent & la fin du

174" siécle, 1'époque out Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul dif-

férentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole E:? pour désigner la
n‘™e dérivée d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a I’'Hopital (apparem-
ment avec I'hypothése implicite que n € N), ’'Hépital a répondu :Que signifiie % si
= % cette lettre de 'Hopital, écrite en 1695 Leibniz écrivit prophétiquement :« Ainsi
il s'ensuit que d> sera égal & zv/dr : x un paradoxe apparent dont lon tirera un jour
d’utiles conséquences ». Sur ces questions, nous retrouvons Une liste de mathématiciens
qui ont fourni des contributions importantes au caclul fractionnaire jusqu’au milieu du
20°™¢ siecle, inclut : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826),
J. Liouville (1832- 1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald
(1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A.
Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H.
Hardy et J.E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L’evy (1923), A. Marchaud

(1927), H.T. Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996), A.
Erd’elyi (1939- 1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis
seulement un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la
premiere conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiére conférence
sur les calculs fractionnaires et ses applications & I'université de New Haven en juin 1974,
et il a édité les débats. Pour la premiére monographie le mérite est attribué¢ a K.B.
Oldham et J. Spanier, qui ont publié un livre cousacré au caleul fractionnaire en 19741
apres unc collaboration commune, commencé en 1968.

L’étude des problémes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appliquées



pour la résolution de ces problémes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe du
point fixe jouent un grand role. Les théorémes du point fixe sont les outils mathématiques
de base, montrant I'existence des solutions dans divers genres d’équations. La théorie de
point fixe est au coeur de 'analyse non linéaire puisqu’elle fournit les outils nécessaires
pour avoir des théoréemes d’existence dans nombreux problémes non linéaires différents.

Le développement de la théorie du point fixe, qui ast la branche cardinale de I’analyse
non linéaire a donné de grands effets sur I’avancement de 'analyse non linéaire, consi-
dérée comme une branche autonome des mathématiques, 'analyses non linéaire a été
¢laboré dans les années 1950 par des mathématiciens comme Felix Browder comme une
combinaison de l'analyse fonctionnelle et ’analyse variationnelle.

Cette méthde est associée aux noms de mathématiciens célebres tels que Cauchy,Liouville,
Lipschitz et surtout, Picard. En fait, les précurseurs de la theorie du poin fixe approché
sont explicites dans les travaux de Picard. Toutefois, ¢’est le mathématicien polonais
Stefan Banach, qui est crédité sur le placement d’une idée abstraite.

Le principe de ’application contractante est I'un des rares théorémes constructifs de
I'analyse mathématique.Il constitue un outil de grande importance vue 1’étendue de son
champs d’applications & priori, dans ’étude des équations non linéaires qui jouent un réle
crucial aussi bien en mathématique qu’en sciences appliquées. Le principe est le théoréme
du point fixe de Banach ou celui de Picard qui assure I’éxistence d’un unique point fixe
pour une application contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme. Le point
fixe est la limite d’un procédé itératif défini a partir d’une répétition d’image par cette
application contractante d’un point initial arbitraire dans cet espace. Ce concept a été
prouvé en premier, par Banach en 1922 puis dévloppé par plusieurs mathématiciens
(Krasnoselski en 1955) .

Le theoréme de Banach affirme qu'une application continue sur un convexe compact
adiel uu point lixe qui n'est pas néeessairement unique. Il n’est donc pas nécessairement
dletalliv des wajorations swe lu funclion mnis simplement sa conlinuité.

Le théoréme du point fixe de Krasnoselski appuie par ses grandes mésures le domaine



trés actif des applications. Il apporte des réponses aux problémes d’existence et d’unicité
des solutions pour des opérateurs non linéaire qui sont étroitement, liés au équations
différentielles non linéaires et équations intégrales qui sont fait 'objet d’études intensives
ces derniéres décennies.

On peut noter ici que la plupart des traveaux sur le calcul fractionaire sont consacrés a
la solvabilité des problémes aux engendrés par des équations différentielles fractionnaires
linéaires a la base des fonctions spéciales.Récemment, d’autres résultat traitant I'exis-
tence, 'unicité et la multiplicité des solutions ou des solutions positives des problémes
fractionnaires non linéaire par I'utilisation des téchniques d’analyse non linéaire comme
les théorémes de point fixe sont apparues.

Dans ce mémoire, nous commencons par rappeler dans :

Chapitre 1 : contient un ensemble de définitions et notions de dérivation et d’intégra-
tion fractionnaire avec des exemples et nous donnons quelques théorémes du point fixe,
et le lemme d’Ascoli-Arzela.

Chapitre 2 : intitulé "Existence de la solution d'une équation integro-différentiel
d’ordre fractionnaire avec retard" on traitera l’existence de solutions pour le probléme

intégro-différentielle avec retard suivant :

‘D% ()= ftzt—r))+ g ltz(t)) 2 € [0, 1]

r(t)=p(t).te[-7.0.7>0

o “DY est la dérivée fractionnaire du Caputo d’ordre ¢, f,g : [0,1] x R — R sont
deux fonctions, 1 <g<2et0<r<1.

on termine ce mémoire par une bibliographie.



Chapitre 1

Notions et préliminaires

Ce chapitre est une introduction aux éléments de base de la dérivation non entiére.

Nous avons repertorié quelque notions de cet outil mathématique, deux approches des
dérivées fractionnaires sont introduites a savoir, ’approche de Riemann-Liouville et celle
de Caputo ainsi que leurs propriétés et quelques exemples de calcul.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons particuliérement & définir des notions fon-
damentales et a rappeler quelque théorémes importants dans la théorie du point fixe,

notamment le principe de contraction de Banach, le théoréme bien connu krasnoselski.

1.1 Espace fonctionnel :

Tout d’abord nous présentons les espaces fonctionnels concernés par notre travail.

1.1.1 Espace L? :

Tes espaces 7 sont des espaces de fonctions dont la puissance p-iéme de la fonction
est intégrable, au sens de Lebesgue.

soit ) = |a,b] (—oo < a < b < 400) un intervalle fini de R.

Définition 1.1 : On note par L? (a,b) (1 < p < +o0) espaces des fonctions f mésu-

rables intégrables au sens de Lebesgue & valeurs réelles dans € telle que la normel| f|[, <



ol
1

1= ([ @ra) 0 <p< oo

et pour p = +oo on a

1l = Scuzb. |f (z)| =inf{k > 0;|f (z)| < k;p.p.surfl}.

et L™ (a,b) est ’espace des fonctions mésurable bornées sur (a, b).

1.1.2 Espace C"[a,b] :

Définition 1.2 :[3] Soit Q = [a,] (~oo<a<b<+o0)etne N={0,1,..}.
soit C™ (€2) I’espace des fonctions f qui on leur dérivées d’ordre inférieur ou égale a n

continues sur {2 , muni de la norme

n

Il = 3159 = 2 maxl s @] m e
k=0

k=0
En particulier si n = 0, C°(Q) = C () I'espace des fonctions f continues sur |

muni de la norme

Iflle = max|f (z)].

Définition 1.3 :[3] On note par C ([a, 0], R) 'espace de banach de toutes les fonctions

continues de [a, b] dans R muni de la norme
19ll o =sup{ly ()| : ¢ € [a, 8]}

1.1.3 Espace AC™[a,b] :

Soil [u, 0] (—o0 < u < b < +00) un intervalle fini

Définition 1.4 :[3] On note par AC [a, b] I'espace des fonctions absolument continues
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sur [a, b] .

Définition 1.5 : Pour n € N := {1,2,3,..} on note par AC™[a,b] 'espace des
fonctions a valeurs complexes f (z) ayant des dérivées jusqu’a I'ordre n — 1 continues sur
[a, 0] telle que f*~V) () € AC[a,}],

c’est-a-dire

AC™ [a,b] = {f :[a,b] = C et (D"Vf) (x) € AC[a,b] (D = E”';:) } ._

ou C désigne ’ensemble des nombres complexes.
En particulier on a AC" [a,b] = AC [a, b].
Lemme 1.1 : L’espace AC [a,b] coincide avec ’espace des primitives de fonctions

sommables de Lebesgue, c’est-a-dire :

fEAC[a.%b]@f(x):c-kfx(p(i)dt, (¢ € L* (a,b)) .

[#3

Ainsi une fonction absolument continue f () a une dérivée sommable f'(z) = ¢ ()

dans [a, b] . Alors
e(t)=f(t) ete= f(a).

1.2 Fonction spécifiques pour la dérivation fraction-

naire :

Dans ce qui suit, nous présentons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées .

Ces fonctions jouent un réle trés important dans la théoric du calcul fractionnaire.



1.2.1 Fonction Gamma :

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une
fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle 4 I'ensemble des nombres complexes.

Deéfinition 1.6 :[7] La fonction gamma d'Euler I" () est définie par

Uifn) = /.xiz_'f-’_’df (R(r) >0)
0

ol

ﬁz_l — e(z—l}log(t}

cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C (R (z) > 0) .

Remarque 1.1 :[7] la fonction gamma d’Euler posséde la propriété suivante
F'(z+1)=2I'(2) (R(z) >0).

On utilise cette relation pour prolonger la fonction gamma d’Euler sur le demi-plan

R(z) <0, on obtien alors

I'(z+mn)
(2)u

lci (2), désigne le symbole de Pochhammer défini pour un complexe z € C et 1

D) = (R(z)>-n;neN;z¢Z; = {sa—2—1:0})

entier non-négatif n € Ny par

(2)g=1let (2), =2z (z+1) ...(24+n-1) (neNp).

Alors on déduit que

Tn11) (1), —n! (neNy)

avee 0 — 1.



1.2.2 Fonction Béta :

La fonction Béta est donnée par
1
B(z,w) = / 1 (=8 R (2) =0, R W) >0.
S0

Remarque 1.2 :[7] La fontion Béta est liée a la fonction Gamma comme suit :

L(z)I(w)

Blho) = I'(z+w)

R(z) >0,R(w) > 0.

1.3 Théorémes du point fixe :

Définition 1.7 : Soit £ un espace de Banach muni de la norme || - || et T : E — E
une application. Un élément = de E est dit point fixe de T si T (z) = z.

Définition 1.8 : (application contractante)[9] Soit (M;d) un espace métrique
complet et 'application T : M — M, on dit que T est une application Lipschitzienne s’il
existe une constante positive & > 0 telle que I'on ait, pour tout couple d’éléments x ; y
de M, l'inégalité

d(T(x), T(y)) < k (d(z,y))

Si k < 1, lapplication T est appelée non expansive.

Stk < L, Pupplicution T eol uppelee contruetion.

Définition 1.9 : Soit E et F' deux espaces de Banach et f une application définie de
E avaleurs dans F' . on dit que f complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de E' en un ensemble relativement compact dans F . f est dite compact si
f(E) est relativemant compact dans F.

Théoreme 1.1 - (théareme dn point fixe de Ranach)[A] Sait (M- d) un eapace
wetigue complet b voit T o M0 M oune wpplicelion contiaetunte weee le constuate due

contraction £, alors 1" o un unique point fixe v C M.



Remarque 1.3 : Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une
contraction) mais 'une de ces itérées T? est une contraction, alors 7' a un seul point fixe.

En effet, soit « 'unique point fixe de 7?7 on a
THTE = TITNa) = T8

ce qui convient a dire que T'(z) est aussi un point fixe de T? et grace a 'unicité T(z) = =.
Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent 'unicité du point

fixe.

Théorémel.2 : (théoreme du point fixe de Schaefer)[2 — 8] Soient X un espace
de Banach et A : X — X opérateur complétement continu.

Si 'ensemble

E={u€ X : Xu = u, pour un certain A € )0, 1[}

est borné, alors A posséde au moins un point fixe.

Théoréme 1.3 : (Krasnoselski)[10] Soit X un espase de Banach, soit D C X un
convexe fermé borné, et soit A, B : D — X tel que Au+ Bv € D pour tout (u, v) € D.
Si A est une contraction et B est complétement continu, alors ’équation Aw + Bw = w
admet une solution w sur D.

Théoréme 1.4 : (Krasnoselski-Schaefer-Dhage)[5] @ Sait (X ||||) espace de Ra-
nach et A, B : X — X deux applications tel que

i) B est un compact.

ii) A est une application linéaire borné et il existe p € N* tel que A est une contraction
non linéaire

|47 — APyl < o (= — il

puis, soit équation

B.L - /\ALL' =

10



a une solution pour A = 1, ou 'ensemble
Y={reX, Az+ABr=z, 0< A< 1}

est non bornée.

Lemme 1.2 : (d’Ascoli Arzela) Soient & un espace compact X = C (k) I'espace
des fonctions continues dans k. un sous ensemble F' C X est relativement compact si et
seulement s'il uniformement bornée et équicontinue.

Définition 1.10 : On dit que F' un ensemble équicontinue si pour tout ¢ > 0, il existe
0 >0 tel que Vf € F et Vo, € [a,0], |21 — 22| <dona|f(z) — f(z2)] <e.

Définition 1.11 : On dit que F un ensemble uniformement bornée s’il existe une
constante M > 0 tel que || f||, < M, pour tout f € F.

Définition 1.12 : I'application B : [0,1] x R — R est appellée L' —Carathéodory
si:

i)t — B(l..r) est mésurable, V.r € R

ii) v — B (t,z) est continue, a.e t € [0, 1]

iii) Vr > 0,3h, (t) € L' ((0,1),R) tel que |B(t,z)| < h, (t) a.e t € [0,1], et Vz € R

avec |z| < 7.

1.4  Diverses approches de la dérivation fractionnaire :

1.4.1 Théorie de Riemann-Liouville :

Nous allons définir d’abord I'intégrale de Riemann-liouville. On peut commencer par
examiner une formule (unique) qui donne des primitives successives d’une fonction conti-
e pnr f‘YI"l'l']l"1|l"

soit f : [a,b] — R (ou a valeurs vectorielles) une fonction continue. Une primitive de

f est donnée par

(1) (x) = / F(b)dt.

1L



Pour une primitive seconde on aura

= [ ([ o)

Par le théoréme de Fubini 'intégrale double ce raméne & une intégrale simple

(IR - 0) 1 (0)di

a

Puis une itération donne

(I F) (z /(T"fn (@) dt.

Définition 1.12 : Soit f € L' ([a,b]) et a > 0. on appelle intégrale fractionnaire (a

gauche) de Riemann-Liouville d’ordre o I'intégrale suivant

- _ L o d6 .
[af(t} = :[‘\ (Cl’) /a (t— S)l—ad's

BI0 = | 7 s

est appelé intégrale fractionnaire (& droite) de Riemann-Liouville d’ordre cv.

et 'intégrale

Exemple 1.1 Considérons la fonction f (z) = (z — a)”. alors

I¢(z —a)? = . [i (z —)* (t — a) dt.

En effectuent le changement de variable t = a + (x — a) 7 et en utilisant la fonction



Béta il résulte que

I?(x—a)® = —1-—/‘I(.T—f)a_lfz‘—a)'sdt

I'(a) /,
(z—a)** !
= —-f (1—7)* Adr
. O+a
= E?%%—BMﬁ+U

(z—a)’**T(x)T(B+1)
T(e) T(a+pf+1)°

Done
L(g+1)

_:Tt? (T’ 5 Q)'B = (.'L' = ﬂajﬁ_'_a m

Lemme 1.1 [4] soit p.q >0, f € L' ([a.b]) . alors Uintégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville posséde la propriété de semi-groupe suivante
RIIf@) =107 (1) = LI5S (1)

1.4.2 Deérivée fractionnare au sens de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus connue et la plus
répandue cette définition est basée sur la primitive ou intégrale k"¢ d'une fonction qui
peut naturellement s’¢tendre au réel 5 et lorsque ce réel est piégeé entre (n — 1) < a <n
on l'appelle dans ce cas dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville .

wie primitive A7 de f (t) est donnée par
Dt = e [ =) f ()
! (k il l)l Ja

s’etend naturellement aux réels 4 > (0 , comme suit

_3 lt—’g—l'r'r
f0) =55 | €= (0

13



et la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre v > 0 s’obtient on

remplagant n — a = —f3

1 dn . n—r—1
af () = m@/; (t—7) f(r)dr, (n—1)<a<n.

Exemple 1.2 En général, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de
Riemann-Liouville est ni nulle ni constante. A titre d’exemple si p > 0 est non entier

alors

_ ¢
Tl —5)

Considérons maintenant la fonction f (t) = (t — a)®, Soit p > 0 et @ > —1, alors on

Dy C = (t—a)™”

; 5 1 dqn g g = 5
[ (sl :m@/ (t— 7)1 (t — ) dr

il s’ensuit que si p —a € N*| alors

Df (1) =0,
et stp—a ¢ N*, on trouve

I'{e+1) _

2] e o NEEETeR . —J

1.4.3 Dérivée fractionnaire au sens du Caputo

Beaucoup de problémes concrets utilisent les dérivées fractionnaires essujetties a des
conditions initiales plus au moins naturelles. Malheureusement, I’approche de Riemann-
Liouville méne a des conditions initiales contenant des valeurs limites de dérivées frac-
tionnaires au sens de Reimann-Liouville en la borne inférieure £ = a . malgré la possibilité
de résoudre mathématiquement avec de telle condition initiales, leurs solutions ne sont
pas encore bien corprises, pwsque tl n'y a pas dinterprétation physique adéqguate de

tel type de conditions initiales. En 1964 M. Caputo proposa un concept modifié de la

14



dérivation fractionnaire, qui prévoit la formulatoin des conditions initiales sous forme
qui fait apparaitre seulement les valeures limites des dérivées d’ordre entier en la borne
inférieure (U'instant initial) ¢ = a comme f (a), f' (a), f"(a), ....

Définition 1.13 : Soit a > 0 tel que n = [a] + 1. la dérivée fractionnaire & gauche

au sens de Caputo d’ordre a > 0 sur [a,b], est défini par

“Dg, f (t) = D°

n—1 (k) i ;
r-3 )(t—a)’l
k=0 )

oun=[a]+ 1. pour a ¢ N,n = o, pour a € N.

Exemple 1.3 Soit a > 0 tel quen —1 < a < n et soit f(t) = (t — a)*j avec B > —1,

alors on a

DO = gy [, =T ().

Sige€{0,1,2,....,n—1} alors
D3, f (£) = 0.

Si 8 >n—1, alors

F(?S—[_l) (S_aJB—n

(4 sy —
O =5y

En effectuant le changement de variable s =a+ 7(t—a),(0 <7 < 1) on awra
L{5+1)

1

c o _ _ B-a _ yn—a-1_g-n

Derf () = F'n—a)l'(f-—n+1) Sl [l =i TS
Bn—a,—n+1)T(x+1)

- f-a
QR e )
_ LB+l o e

S e W

Contrairement @ a dérivées de Riemann-Liouville, la dérivées fractionnaire d Caputo



d’une fonction constante et nulle

°D%,C = 0.

Théorémel.6 :[3] Soit &« > 0,n = [a] + 1. Si f € AC™[a, b], la dérivées fractionnaire
au sens du Caputo existe presque partout sur [a, b] .

a) si o ¢ N, alors

1 LF (o)

(.n_ ey Of) ; (t iy S)(x—n-H

DI (1) =

b) si @ = n € N. on obtient

“Dif (1) = £ (1)

En particulier
‘Do f ()= f(1).
Propriétés :

Nous présentons maintenant quelques propriétés de I'opérateur de dérivation au sens

de Riemann-Liouville et Caputo.

Lemme 1.2 [3] Soicnt o >0 et n = [a]+1. i f € AC" [a, V], alors la dérivée fraction-

naire D [ existe presque partout sur |a,b]; en plus, elle est donnée par

=l *) (q t () (.
‘;Lf(t)zz——f (_)& (t—a)*™* + la)/ (tf &) s

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est linéaire comme c’est le

cas de la dérivation usuelle.
Lemme 1.3 [3] Soit v >0 et [ € L (|a, b)), alors on a :

Rradaf(t) = f(t),Vt € [a,b].
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Ce qui signifie que l'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
est l'inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire.
En générale on a

Do d2f () = I77°f () ¥t € [a, 0],

sif—a>0et
RLa a.f(f _Ia Sf( Vte[aﬂb]:

pour 3 — a < ().

Théorémel.7 :[3] Soient o, > 0, tels quen—1 < a <netm-—-1< 8 <
m(n,m € N*), Alors on a

1. Si f € L' ([a,d]) et I ®f € AC"[a,b], alors 1'égalité

1205, f ¢ fJ—Z D e,

2. Pour k € N*, si les dériveés fractionnaires D? f et D2** f existent, alors
DEL(Df (1)) = DO*f (t) ,Vt € [a, b].

3. Pour f € L' ([a,b]), si I *f € AC™[a,b] et o+ 3 < n, alors on a

< Bl :
R (D71 0) = (0°1) 0~ ) TGy vee o,

Lemme 1.4 [3] Soit 8 > a > 0,alors pour toute f € L' ([a,b]), on a :
Do Il f (1) = 52" F (2).

(NSt

DI f(8) = £ (1).V1 € [a,b]
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Théoréme 1.8 :[3] Soit o > 0si f € AC™([a,b]), alors on a

[2D°f (1) = Z 2 B il

Lemme 1.5 [3] Soita,8 > 0 et n = [a] + 1, ainsi les relations suivantes sont vérifiées :

cpe ?j 1 _ ]__\(6’)

=t Pk g
o+ 1"(.3)_(1) >n

et

=0 k=0,1.%sn—1

Lemme 1.6 [3] Soit o > 0 et g(t) € C([a,b]), alors l’equation differentielle fraction-

naire °D$ . g (t) = 0 admet la solution
g (t) =1+ cot + 0312 N Cntn_l.

ot € Roi =0,1,2,....n, ¢t n= [o] +1.

18



Chapitre 2

Existence de la solution d’une
équation intégro-differentiel d’ordre

fractionnel avec retard

Dans ce chapitre on est consernée par l'application du théoréme de (Krasnosilski-
Scheafer-Dhage) pour démontrer la souvabilité du probléme fractionnaire intégro-différentiel

suivant :
“Dig () = f (2 (t— ) + g (G () £ € [0, 1] 1)

z(t)=¢(t),t€|-7,0,720

ou “D? est la dérivée fractionnaire du Caputo d’ordre ¢, f,¢ : [0,1] x R — R sont
deux fonctions, l < g <2et0<7r < 1.

Apartir de lemmes (1.3) et théoréme (1.8) on déduire que la solution z (¢) du probléme
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(1) est

z(t) = pQ)+Bt+If(t,xz(t—7))+Ig(t,x(t))
. I " f(s,x(s—7))ds
= 95‘(0)+Bi+m/0 (t—s)""f(s,z( ))d
1 ! g+r—1
e | T e o) )

pour t € [0,1] et z (t) = ¢ (t) pour ¢t € [-7,0], ou B € R.
On note par BM ([0, 1] ,IR), espace de Banach des fonctions mésurable bornée [0, 1] —

R munni avec la norme définée par ||z| = maxejo,y) |z ()]

aussi par L' ([0,1],R) on note 'espace de Banach des fonctions mésurable z : [0, 1] —

R intégrale du Lebesgue et normée par ||z||, = fal |z ()| dt.

on suppose que g est continue Lipschitizienne avec L, une constante Lipschitizienne.

On définée les opérateures A et B par :

Az (t) = ¢(0)+ Bt + ﬁ;lq-?_) ]; (t—8)"""1g(sz (s))

1 .4
B(t) = m/o (t—s)""f(s,x(s—17))ds

Lemme 2.1 : il existe p « N' tel que AP est une contraction nonlineaire nonbornee.

Preuve. il est facile de voire que

Az (1) - Ay (1)) < P(Tlf) / (= &) g (5,2 ()) — g (5, ()] ds

comme g ont Tipschitizionne
L : [
. 1 Nr— P /
A = Ay 1 < gt [ 6= 9" o () —y ()l ds
; A 10
onprend s/ =t —s, et s =1 — s/, ds = —ds/
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sis=0=—=st=tctsis=t = 8s=0

-1
Az (1) - Ay ()] € ——2— ||z~ [ st
Bl s
L, by
= |z - 3
< el ©
alors
Az — Ay Bire = 4]
=AYl ="z —
LL R e L

on étulise

|A%z (t) — A%y (1)]

|A(Az (t)) — A(Ay (2))]

L I8 s :
< g E Y Nlae il
< [ wts ) 6= e ulldras
)/ S
< Wi S-S Nl — -
= [F(q+?'+l)} X gille =l

par induction, on trouve

[Ft J‘L +1):|n
Vne N A% (1) - A"y ()] £ EEEEL o -y
comme depuis A” est une contraction nonlinéaire.
[ Lg ]?:.
T(g+r+1
lim MG - 0
n—+too n!

L

a T
‘v’5>0‘3pEN*,Vn2p.M < ¢

i

pour € = [,

alors A” est une contraction nonlinéaire. m



maintenant on va démontrer que B est un opérateur compact. on suppose que
H1) f est L!-Carathéodory.
H2) il existe ¢ € L' (J,R), et ¥ : R, — R une fonction croissante continue tel que

Iftx) <o) Y (|z]) iete J=[-7,1] et /m - > My

Mo STV (5)

T(g+r) ! I'(q)
H3) |g (t,z (t))| < My |z (t)| pour certein M; > 0.

o My = maxy |¢ (0) + Bt[, et Ma = max{"“3""*’“_3)q+r_lﬂmrl maxy (=9} 9l } :

Lemme 2.2 suppose que (H1)-(H3) sont satisfié , alors B est un opérateur compact.

Preuve. : il est facile de vérifier que B est une application continue, considérons la

suite {z,} € BM (J,R) tel que |z,|| < » pour certain r > 0, il résulte

St L | —8) (s als —T 5
1Bl < g [ (=9 1 s (s = )]

comme g —1> 0 ,max|E—7|"" ' =¢>0, c= |,

max; sy (t — S)q_l

I'(q)

par conséquent, I’ensemble { Bx,,n € N} est uniformement borné. {Bz,,n € N} est

| Bz || <

”h?‘lll

equicontinue, en fait, on pose t; < f, < 1 ensuite on a



|B-"'"n (f.?) = B‘Tu (fi)% g I—‘-[J({) /Ug [1_’ e _‘;I)Q"'] f (\’ LTy (S - T)) ds— /(} | ('}1 = S)q_l f (S\I” (S =

o b Jot e =) f(s,za(s—T))ds+ [ (ta— )" f (5,20 (s =7

- Tg) — Uh (t1—8)"7" f(s;3n (s — 7)) ds

1 B g—1 g—1
< p—@f |(t2 — 8™ = (8 = )1 (5,2 (s — 7)) d]
1 i .
o ] ((t2 = )| If (5,0 (5 — 7)) ds]
131
< P—qu [ [(ta— 97" = (b — 7| B () ds

maxy, seJ (tE - S)Q_l

T (q)

(H, (t2) — H, (1)) -

ou H,(t) = jﬂr Iy (s)ds. noter que le cote droit de (4) ne dépend pas x et H, est
fonction absolument continue depuis h, € L'(0,1). laisser t; — t, dans (4). alors
| Bz, (t2) — By, (t1)| tend vers 0 par conséquent { Bz, n € N} est equicontinue . D’aprés

le théoréme de (Arzela-ascoli) on déduire que B est compact. m

Remarque 2.1 Notez que x (t) est une solution du probléme (1) si et seulement si x (t)

est un point five de ['opérateur A + B.

Maintenant, on applique Krasnosolsld Schacter Dhage olternative a prouver gue le
probléme (1) a au moins une solution.

Théoréme 2.1 : sous les hypothése du lemmes [1 — 2] | le probléme (1) a au moins
une solution.

Preuve : En vue de théoréme (1.4) et lemmes (2.1) (2.2) , on déduire que z (¢) est
une solution du probléme (1) si I'ensemble £ = {2 € X, Az + ABx =2,0 < A < 1} est

harné. en effet, soit  un élément quelconque de Y i.c
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r(t) = @(0)+ Bt+ 1. / (t—8)T""" g (s (s)) ds
0

A/t(ts)q_lf(s,a;(s'r)]dS,U < A<l
0

lz ()] < |l¢(0)+ Bt| +

L t _— g+r—1 e
r(q+r)/; (t—s)"" " lg(s;z(s))lds
—}\ t g-1 ) _
+P(q)/o(t‘3) |f (s, (s = 7))l ds

Soit t* € [0, 1] tel que

Wit =mnmxle (s} = e )]
|0.£]

il est facile de vérifier que
z(t)<W(t),Vte J

De I'inégalité ci-dessus, nous avons



W) = |a(t) <1»(0) +an|+-F( =il — )" g (s,z ()| ds
*F%«;T)f (b= )" 1f (5,2 (s = 7)) ds
q+r 1
< M0+max%((tq;sr le i

mElX_} f—sq 1
i, ' 0(8) % (W (5)

max (t — s)‘”T .

< Afg F(q—|— ﬂf]/ I/V(S)ds
. t— g—-1 -t
el [ wov s as

g.m+JQ/HVuhwﬂ$HM%

40

S R maxy(t—s)77" "My max;(t—s)7"1 6],
mﬂ&—mm{ T+ I(@)

On pose ;
v(t) = My + Mg/ (W (s)+ v (W (s))]ds

Alors v (0) = Mo, W (t) < v (t),Vt € Jet v/ (t) = Ma [W (t) + ¢ (W (t))] < My [v (t) + ¥ (v (1)

par conséquent
’ v/ (s)
ds < M.
/0 v FP @)

cela implique

() s
/ 2 e K g ]
Mo ST U(s)

alors, si max; v (t) = +o0, on a

/ —fiqﬁgﬁ@
My 5+ U(s)



Cela contredit le fait que

e ds
———ds > M, (voire I'hypothése H2
./:wg s+ (s) 2 - )

ce qui nous permet de conclure qu’il existe C' > 0 tel que
lz ()| <v(t) < C,VteJ

l.e

AC >0,z <C

Par conséquent, I'équation (1) comporte au moins une solution.
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