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Chapitre I = Notions préliminaires

0.1Introduction

Un systeme dynamique consiste en un ensemble d’états possibles, avec une
loi qui détermine de fagon unique 1’état présent du systéme en fonction de ses
tats passé€s. Aucun €lément aléatoire n’est admis dans notre définition d’un
systtme dynamique déterministe. Par exemple, un modeéle possible pour
déterminer le prix de 1’or en fonction du temps serait de dire que le prix du jour
est celui de la veille plus ou moins un dollar, avec les deux possibilités
équiprobables. Au lieu d’étre appelé systéme dynamique, un tel modéle est
souvent appelé un processus aléatoire ou stochastique. Une réalisation typique
d’un tel modele pourrait étre de jouer a pile ou face chaque jour pour déterminer
le nouveau prix. Ce type de modeéle n’est pas déterministe, et est rejeté de notre
définition de systeme dynamique.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est un rappel des notions générales. Nous commengons par
définir les systémes dynamiques, les points d’équilibres et le systéme linéarisé
d’un systeme non linéaire. au voisinage d’un point d’équilibre. Dans le chapitre
deux Nous introduisons la définition de la stabilité avec

quelques exemples. Dans le chapitre trois Nous donnons des théorémes sur la
stabilité des points d’équilibres Avec quelques exemples

en se basant sur les fonctions de Lyapunov.
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Notions préliminaires

Génialité sur les Systémes dynamiques

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels sur les

systémes dynamiques.
Résumé

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions générales. Nous commencgons par
définir

Les systemes dynamiques, les points critiques et le systeéme linéarisé d’un
systéme non

Linéaire au voisinage d’un point d’équilibre. Ensuite nous introduisons la notion
d’un

Cycle limite et ’amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire. Puis nous
présentons

Une régle de la symétrie classique. Nous introduisons la stabilité d’une solution
d’un

Systeme différentiel et quelques théoremes sur la stabilité en se basant sur les
fonctions

deLyapunov. Enfin on définit la bifurcation de Hopf et la bifurcation nceud selle.
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1.1 Systemes dvnamiques, points critiques

Définition 1.1.1:Un systéme dynamique Usur R™est une application
U: Rt x R" -» R"
Définie sur toutR* x R™telle que:
1. U(.,x):R* - R" continue
2.U(t,.):R - R™ continue
3.U(0x) =2
4U(s+ t,x) = U(t, U(s,x)) tgs,t ERY; x eR"

Exemple.

Soit le systéme linéaire:

.
{x t € R*,x € R*(1.1)
x(0) =x,

ol 4 est une matrice constante. La solution de (1.1) est :
x(f) =x, e
Le systeme (1.1) engendre un syst¢me dynamique, car 1’application :
U:R* x R® - R"
qui 4 toutt € R*, x, € R™ associe :
Uz, x) =x,e*

Vérifie les quatre propriétés précédentes.
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Définition 1.1.2 : Soit le systéme non linéaire
x=f(x) 1.3)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.3), le point x5 € R"

tel que :

f(x)=0

Définition 1.1.3 :Considérons le systeme (1.3). Le systeme:

Xx=Hx%
ou

A=(%(xo))=bf(xo), 1€85<a

J
et f(x,) =0est appel€ linéarisation de (1.3) en x,.

Définition 1.1.4:O0n appelle point critique hyperbolique de (1.3), le point x, telle

que 4 n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.1Classification des points d’équilibre:

Cas des systemes linéaires

Considérons le systeme linéaire:

% =.dx (1.4)
olt x=(x,,..,x,) et 4 une matrice constanle inversible. Soient 4,,...,4, les
valeurs propres de 4.

Définition 1.2.1 :

e Si les valeurs propres 4,....,4,sont réelles et du méme signe, la solution x=0

est appelée nceud.
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Chapitre I

L,..,n la

e Si les valeurs propres 4,,..,4, sont complexes avec Im(4,)#0,i

0 est appelée foyer.
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Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systeme non-lin€aire :

x=f(x (1.3)

xz(x,,...,x”), f:(.f;>sf;:)

Définition 1.2.2 :

Un point critique x, de (1.5) est appelé puits si toutes les valeurs propres de la
matrice 4= Df(x,) ont des parties réelles négatives; Il est appelé source si toutes
les valeurs propres de la matrice 4 = Df(x,) ont des parties réelles positives; il est
appel€ selle s’il est hyperbolique et si 4=Df(x,) a au moins une valeur propre

avecune partie réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie
réelle négative.

Définition 1.2.3:Deux systemes planaires :

i=f(x) (1.6)
et

%=g(x) 1.7

définis sur deux ouverts UetV respectivement, sont topologiquement
équivalents s’il existe un homéomorphisme #:U —¥ tel que 4 transforme les
orbites de (1.6) en celles de (1.7) et préserve le sens du mouvement.

Théoréme : Si x,est un point d’équilibre hyperbolique de (1.5), alors il existe
un voisinage de ce point dans lequel le systéme x = f(x) est topologiquement

équivalent a son linéarisé x = Ax.
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1.2 Portrait de phase et cycles limites:

Définition 1.3.1: Soit le systeme planaire :

{J’r =P(x,y) (1.8)

y=0(x,y)
ou P,Qsont des polyndmes en xety. Les solutions (x(z), y(¢)) du systeéme (1.8)
représentent dans le plan (x,y) de courbes appel€es orbites. Les points critiques
de ce systémesont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de
ce systéme ainsi queces points critiques représentés dans le plan (x,y)s’appelle
portrait de phase, et le plan (x, y)est appelé plan de phase.

Définition 1.3.2 :Une solution périodique du systéme (1.8) est une solution telle

que:
(x(t+ 1), y(t +T)) = (x(2), y(¢)) Pour T>0

A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans 1’espace des

phases.

Définition 1.3.3: Un cycle limite du systeme (1.8) est une orbite fermée isolée,

c’esta dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

Définition 1.3.4: L’amplitude d"un cycle limite est la valeur maximale de la

variable x sur le cycle limite.

1.2Svmétrie classique:

Soit le systeme

{fc =y+P(x,) 19)

J>=—I+Q(st’)

tel que le point d’équilibre (0,0) est un centre pour le S.L (systéme linéarisé) de

(1.9).

Si
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P(x,~y) =—P(x,y) €1 0(x,~y) = O(x, y)
ou

P("X,J’) = P(xsy) etQ(_xsy) :_Q(xsy)

alors, 1’origine est un centre pour (1.9) .

Exemple:
On pose:
P(x,y)=0,0(x,y) = (X)y;
Donc (1.9) devient:
{’:c: + (1.10)
y==x+g(x)y

le S.L de (1.10) est :

@:(—01 efix)J@

Si est une fonction impaire alors, le S.L devient :

x) 0 1)=x
») -1 0\y
(0,0) est un centre pour le S.L et puisque  P(-x,y) = P(x,») et O(-x,y) =-0(x,y)

alors (0,0) est un centre pour le S.N.L (1.10) donc il n’existe pas des cycles

limites.

Si est une fonction impaire alors le point (0,0) est un foyer pour le S.N.L (1.10)

avec:

£ f2(x)-4<0.
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Chapitre II Stabilité des systémes autonomes et non autonomes

1.1 Introduction
Ce premier chapitre

Rappeler quelques notions fondamentales, qui seront le plus souvent citées dans
les différentes

études de cette theése. On introduira dans ces rappels des définitions concernant:
- La stabilité d’un systéme continu de dimension finie décrit par une équation
différentielle

Vectorielle non-lin€aire du premier ordre. Ainsi des définitions sur la fonction
de

Lyapunov et la stabilité au sens de Lyapunov.

- Stabilité des systemes linéaires.

- L’étude qualitative au voisinage d’un point singulier des trajectoires d’un
systeme

différentiel autonome dans le cas linéaire. On rappelle une classification des
trajectoires

au voisinage d’un point singulier.

Stabilité des systémes autonomes

et non autonomes

Définition.

Considérons le systéme de n équations différentielles du 1 ordre
. 4
x=7ft:f(t,x) ,avec x=(x;,.x, ), £=(firnf)

On suppose les f, sont de classe C" (n>1) en * et !
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Le systéme x = f(z,x) est dite Non autonome lorsque la variable indépendant de
¢ apparait explicitement dans 1’expression de f Dans le cas contraire il est dit

autonome
i=f(x) Vx e R"
La solution de systéme x=f(x) avec le condition initiale x(z,,x,) sera notée

x(t,x,) elle décrit dans ’espace de phases x=(xl,...,x,,) une courbe appelé

trajectoire

Exemple

On considére le deux systémes différentielles

xX=y x=y
PR i 2.1, " it N 2.2)
x(to)=1:y(t0)=0 x(to)=}=y(to)=0

enei-(;]-a-(" 1]

Les valeurs propres de X' +1=0=> 2, ==i

x(t) cost —sint | C,
o |7 < b C,,C, deux constantes
y() sin/  cost | G, £
x(¢)=C,cost—C,sin¢
»()=C,sint+ C, cost

Solution générale du systeme (2.1)

x(t,)=C cost—C,sint=1
y(t,)=C sint+C,cost=0

14
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( .
1 —sint,
0 cost,
; C, =— =cost,
cosf, —sinf, 1
. =1 =54
sinf,  cosi; cost, 1
sintz, 0 )
, =———— =-—sin¢,
1

donc le probléme (2.1) admet ['unique solution

{x(ro) = COst, cost + sint, sint = cos(t —7,)

y(t,) = cost,sint —sint,cost = —sin(t — 1)
Flots:
Considérons le systeme différentiel autonome
23) x=fMx),xeR*:fec™"(U),UcCR"
Définition: Soit x(z,x,) une solution de (2.3) qui vérifié la condition initiale
x(0)=x,. On appelle flot du systéme (c) [’application
D.:1(x) — R, xp — @ (x0) = x(2, %)

Ou I(x,) est ’intervalle maximale d’existence de la solution ®,(x,)posséde les

propriétés suivantes
1.0,(x,) estde classe C”
2.@,(x,)=x,
3.0,,5(x) =D,(D,(x,)
Exemple

Considérons le systéme

= 0 -1} (= :
’A = s A= | 1 IE
{x(()) = [1 0 ] x [xj a solution de ce probleme
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Le flot de ce systéme est @,: R? — R?, x5 — D, (xg)
=x(t, %) = 2 exp™
Remarque: la famille d’application @, est aussi appelée un semi-groupe.

Définition 1:un ensemble w € R"est dite variété invariante du systéme x= f(x)

Sl D (w)coViecn: D (x)ew
Stabilité:
Soit le systeme des équations :

2 = f(t,x),x ER%tER* (1.11)

On suppose que f satisfait les conditions du théoréeme d’existence et d’unicité

des solutions.

Définition 2 : Une solution ®(f)du systeme (1.11) tell que ®(z,) =P, est dite

stable au sens de Lyapunov si Ve>0,36>0 de (1.11) tell que pour toute
solutionx(¢) de (1.11) qui vérifié

x(t,) = x, et [x(2,)—®(,)| < 6 = |x() - P@)| < &, Ve 21,
Si en plus de cette définition on a
lim|x(r)— D) =0 Lorsque r —+o0
Alors la solution est dite asymptotiquement stable.

Exemple: En partout de la définition de la stabilit¢ au sens de Lyapunov

étudier la stabilité la solution de ’eqt:

X=-=x+t+1
x(0)=0

Cherchons @(¢) vérifier ®(0)=0

1A
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x=x+itt+lsx+x=t+1

La solution générale x(z) = xg, (1) +x,(2)

Xgr(H) =Cep ™ ;C=cie
x,(6)=C()exp ™, C(t) =texp’
x,(t)=t, alors

D) =xg,; +xp, =Cexp ™ +1
avec x(0)=0=>C=0

@(¢) = ¢ Etudions la stabilité:

N=Cexp~'+t
{x() P 2= C=x,

x(0)=0
alors

x(t)=x,exp+1
@(1)=t eststable si Ve=0,3n20: |x(t,)—0@,)| <n=|x0)-00)| <& Viz1,

[ 0] <= "(xo exp '+ z‘)— t" L Wiel
Soit ¢ > 0 fixé

||(x(J exp ‘+ t)— t" el e ﬂxo exp — ()" g
= ”(xo -0) exp_’” <¢

& [x, - )lexp | < £
1

< ||(x, = 0) <& l—<1
exp

1
exp’
o |x-0)<e

11 suffit de prendre 7 =& = ®(r) =¢ stable au sens de Lyapunov

De plus

17
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tim{jx(z) - ()] = lim|x, exp ™ | =0 lorsque ¢ —+oo

Ce qui implique que ®(f)=1¢ est asymptotiquement stable.

Linéarisations:

Soit le systéme non linaire autonome

=1y 2.4)
xeR"
fz(f;:"-sf;.)

Et x, un point critique de (d)

C-a-d. f(x)=0

Typées le plus simples des points critiques

Soit donne le systéme différentielle linéaire a coefficient constantes dans le plan

X = ta, 4 2
{x a; X al_y©X=|:a11 al'j|X,X=[x]
y=a,Xx+a,y a4y 4y ¥
ou

5o [an “12i| est inversible (det(A)=0)
a

2 Gy
L’origine (0,0) est le seul point pour ce probleme

Pour étudier le type (nature) du point critique (0,0) il fout chercher les valeur

propre de A

L’cas suivants :

1R
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1/ Les valeurs propres de A sont réelles distinctes :

Soit 4,4, Les valeurs propres de A sont réelles distinctes

e Si A >0,4, >0=(0,0)s’appelle un nceud impropre (instable)
e Si 4 <0,4,<0=(00)s"appelle un nceud impropre (asym-stable)

e Si 4,4 sont de signe different instable

Y

N

(0,0) seul instable

(0,0) Noeud impropre instable
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(0,0) nceud impropre asy — stable

e Si A4 =4, dans ce cas:
e Si Adiagonalisable = (0,0) est un nceud propre:

e Si 4 =1, <0asymptotiquement —stable

(0,0) nceud propre asymptotiquement-stable

I
T

3
\

kL

Si 4 =4,>0 instable

Si A n’est pas diagonalisable = (0,0) est un nceud exceptionnel
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noeud instable.

2/ Le cas des valeurs propres de A complexe:
Soith =p+ig ; 4, =p-ig

e Sip>0et g>0=(0,0) estun foyer instable
e Si p<0 et g=0=(00) est un foyer asymptotiquement stable

e Si p=0etg=0=>(0,0)est un centre qui est toujours stable
Théoréme
Soit le systeme
x=Ax+B@®)x (2.5)

Si les valeurs propres de 4 avec partie réelles strictement négatives

et si ﬂ]B(s)"ds, est bornée pour ¢ >¢, alors tout les solutions de (2.5) sont

Iy

asymptotiquement stable.
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-1 0
A=
o
0 0
h -
MY

Les valeurs propres de 4sont 4 =-1, A, =-2<0

= les solutions de X = AX sont asymptotiquement stable

x;

0
ool

]

=x; <x +x, <|X]|

De plus |#(X)| =I

<] >0

On conclut que x(¢) = 0 est asymptotiquement stable

Exemple:2

Montrer que la solution de probléme:

b
. avec x(0)=p(0)=0
y=X

Est stable au sens de Lyapunov mais non asymptotiquement stable
Solution : Cherchons la solution général de X'= AX avec X = [xj et
Y
0 -1
St
1 0

X)) =0 C=exp™C ,C= (Z‘ J

R
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cost —sint

=iy agp™* = [ Jdonc la solution est :

sintz cost?

X(0) = cost —sinr)e; ) (¢ cost—c,sint) (x(2)
’\sinz  cosz jc, - ¢, sint+c, cost @
Pour

x(0)=0=¢,=0¢et y0)=0=c, =0

0
on(}

Pour
x(0)=x, =¢, =x, et y(0)=y, =>c, =y,

Alors la solution
x(t)) [ x,cost—y,sint
w(t) B X, i + y, cost
3 b r -, 0 -
Donc d’apres la définition : ®(7) = [0] est stable si pour
Ve20,4n20:

o= o)-(o

<gVt2t,

;)

<n=

2n= &

)
y(2)




Chapitre III

Méthode des fonctions de
Lyapunov pour la

Stabilité
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Soit v(xy, ..., X,;) une fonction différentiable.

Soit le systéme autonome:

dx; )
2= £ty e, )i i =1,0,m @.1)
b)) dx 5~ 0v(x)

dt “; dx, dt ; d. i (x) (3.2)

ol x(f) = (x,(0),....x, (1)) satisfait (3.1)

Théoreme 1:Si pour le systéme (3.1), il existe une fonction v(xy, ..., x,,) de

signe deéfini positif (ou négatif) telle que % = Z%ﬁ(ﬂ est une fonction semi
i=l 2

définie négative (ou positive) ou identiquement nulle alors le point d’équilibre
(0,...,0) est stable au sens de Lyapunov.

v(x4, ..., X, )est dite fonction de Lyapunov.

Equivalence linéaire, Equivalence Topologique
Soit ¢4, P;: R" — R™ deux flots.
Les flots ¢, et 1, sont équivalents s’il existe une application bijective
h:R* — R"
qui transforme le flot ¢; en le flot ¢, de telle facon que
ho¢y =1, oh
Classification linéaire:

Soient les deux systemes linéaires a coefficient constante
X = Ax,y = By, x,y € R"

Supposons que les valeurs propres de A et B sont simples.

Les systemes
X = Axety = By; x,y € R"

sont linéairement équivalents si les valeurs propres de A et B sont les mémes.
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— Fonctions de Lyapunov pour la Stabilité

Classification Topologique:

Soient les deux systémes linéaires a coefficient constante
x=Axy =By, x,y € R"

dont les parties réelles de toutes les valeurs propres sont non nulles (les valeurs
propres de et B). Désignons par m_ le nombre de valeurs propres avec parties
réelles négatives et par m.le nombre de valeurs propres avec parties réelles
positives.
Théoréme: pour que soient topologiquement équivalents deux systémes
linéaires a coefficient dont les parties réelles de toutes les valeurs et non nulle
11 faut et il suffit que

m_(A) = m_(B) et m,(4) = m,(B)

Svstéme linéarisé

=1® 3.9

Soit le systéme non linéaire {

et soit x; le point critique de (3.3) i.e. f(x;) =0
Supposons que par un changement de coordonnés le point critique x, est ramené
a lorigine i.e. £(0) = 0.

Les développements de Taylor en x, = 0

1 1
f(x) = f(0)+ Df(0)x +§D?f(0)(x, K) +ED"‘f(O)(x,x, x) + -

avec
DfCe)x = %;(—5 = 2if ))
D2f (x)(x, %) = 2 (5 — f( ))xj X;
D3f(x)(x,x x) ],Ik( f( ))x]xtxk
La matrice
df (x)

Df(x) =

i
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_ Fonctions de Lyapunov pour la Stabilité

s appelle matrice Jacobienne de f et sont déterminant s’appelle le jacobien.
Le systéme
x=Df(0)x
s’appelle le systéme linéarisé de (2.1)au point 0 ou bien la linéarisation de f en

0.
Définition 1. On appelle point critique hyperbolique du systéme

(f=1%)(3.3)

x € R"

le point critique x; tel que aucune des valeurs propres de

A = Df(xo)

de partie réelles nulles dans le cas contraire, il est dit point critique non

hyperbolique.
Définition 2

Un point critique x, de (3.3) et dit puit si toutes les valeurs propres de

A = Df(xp)des parties réelles négatives il est appelé source si tout les valeurs
propres de A = Df (x,) sont de parties réelles positives il est appelé selle au col
(instable) s’il et hyperbolique et si A = Df(x,) a au moins une valeur propre

avec partie réelle négative.

Exemple

Soit le systeme

{551 = 9512 = xzz — 1= f1(x1,%3)
Xy = 2%5 = f(x1,%x3)

Déterminer les points critiques et leur nature
Solution
(%1, x;) point critique & f; (x;, %2) = f5(x1,%,) =0
f(x,%)=0 = 2%, =0=2x,=0
filx, ) =0 =2x2-1=0=x = £1.

Ce systeme admet deux points critiques
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_ Fonctions de Lyapunov pour la Stabilité

Xl = (LO) sXZ = (—1,0)
Nature de X;

Df Gty = (52 )

DF(1,0) = (g g)

les valeurs propres 2 donc X; est une source

pf(-10= (7 )
les valeurs propres 2 et -2 donc X, est un point selle
Remarque
1) Un point critique hyperbolique x, du systéme (2.1) est instable s’il est une
sourceou une selle.
2) La stabilité de points critiques non hyperbolique est difficile réaliser on
utilisera la méthode des fonctions de lyapunov le théoréme sur :

x = Ax + h(t, x)

Théoréme de Hartmann Grobman

Ce théoreme est un résultat important dans le théoréme qualitatif local des
systéemes dynamique il montré qui au voisinage d’un point critique hyperbolique
le systéme non lin€aire
X = f(x)

A la méme structure qualitative du systéme linéariser

x = Df(xq)x
Théoréme
Soit E un ouvert de R™contenant x, , f € C1(E)

¢.le flot associe ay systeéme non linéaire
x=f(x) .. (3.4)
Si x, est un point critique hyperbolique de (3.4) alors il existe un voisinage de

X dans la quel le systeme
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_ Fonctions de Lyapunov pour la Stabilité

x=f(x)
Est topo logiquement €quivalent a son systeme lin€arise

x = Df (xo)x
fonctions de lypunov pour la stabilité

Nous nous bornerons ici a examiner de systéme autonome

{i=f(x)
X € Rn!f = (fl! '"an)

Pour la quel (x4, ..., x,) = (0, ...,0) est le point critique
Définition

Une fonction v(xq, ..., X,)

uniforme quadratique v: R™ — R”; (x4, ..., x,) — Z a; ;%%

1<i,jsn
est dite de signe définie positif (ou négatif) si elle ne prendre que des valeurs
d’une signe détermine (P oulN) mais que peut s’annule aussi pour
x2+xZ 4+ +x2#0
Exemple
V(Xq, ey X)) = %12 + 232 + %52

(Xy, e, X,) = X2 + 22,85 + 2%,% 4 %52
Elle sont des fonction défini positif
Définition
Une fonction v(xy, ..., X, ) est dite de signe constant (positif ou négatif) si elle ne

prendre que des valeurs d’un signe détermine mais que s’annule aussi pour
X2+ %2+, 0, x,2 # 0
Exemple
V(1) eenr X)) = %12 + 2% X5 + 22,% + 232

=(x1+x2)? + x32
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_ Fonctions de Lyapunov pour la Stabilité

Elle est de signe constat positive (s.v.p.) elle s’annule pour (0, 0, 0)
Et aussi pour (x1,%x; = —x4,0)

Soit le systeme

x = f(x)
On considérons une fonction V(X ..., X, ) dérivable alors
dv dvdx; dvdx, du dx,
JU— + + st + S i
dt  dx, dt ©dx, dt dx, dt
dx, a%,
= = h)i— = fux)
_dv_Ndvdx N B
dt B i_ldxi dt B e dxi i (X

Théoréme I de lvapunov sur la stabilité

Si pour le systéme (2.1) il existe une fonction v (X1, ..., X))

De signe définie tell que

dv <O dv
g Lods fi (%)
i=1
Est une fonction de signe constant inverse de v ou identique ment nulle
Alors le point critique (0, ...,0) est stable au sens de lyapunoov

Exemple

{x =—xy* = fi(x,y)
y=yx*=fo(x,y)
(0,0) point critique
4 3
~F —Xy
D7) = )
fCey) PE

Le systéme linéaire au voisinage de (0,0)



— Fenctions de Lyapunov pour la Stabilité

X = Ax
Avec A = (g 8)

On ne peut rien dire

Prenons v(x,y) = x* + y* (d.p)

dv_dv.+dv.

dt dx " dy
dv
— = —4x*y* + 4x*y* =0
dt y y

Théoréme I =(0,0) est stable

Théoréme 11

Si pour le systéme
x=f(x)
T existe un fonction de signe définie (pour N) v(xy, ..., Xy, ) tell que % est

une fonction de signe d¢fini inverse de v alors e point critique
(0, ...,0) est asymptotiquement stable.

Exemple

{56 =y—x°=fi(x,y)
y=x-3y° = fo(x,y)

(0,0) le point critique
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_ Fonctions de Lyapunov pour la Stabilité

pren = o)

Le systéme linéaris€ ou point (0,0)

x = Ax
avec A = (_?1 é)

Les valeurs propres de A: Ay , = i (Re(4,,)=0)

Le systeme
x = Ax = (0,0)
Seul point critique il est de type centre (stable)
Le Théoreme Hartmann Grobman on ne peut rien diresur le non linéaire
Prenons
v(x,y) = x* +y*(D,N)

dv dv dv
—_——=— _— = 7 — 43 - 3
= aet vy = 2(y — %) + 2y(—x - 3y°)

= 2xy — 2x* — 2xy — 6y*
= —2(xy + 3y")

dv J
T M

Théoréeme IT =(0,0) asymptotiquement stable
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