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Résumé

Dans ce travail, on va étudier quelques théorémes de point fixe tels que, le théo-
réme de banach, brower, schauder, schaeffer et de krasnoselskii et quelques-unes de leurs
applications.

On va commencer par rappelé quelques notions de base de I’analyse fonctionnelle et
des résultats connus qu’on va utiliser dans la suite de notre travail, en suite on va étudier
quelques théoréme de point fixe, en fin dans le dernier chapitre on va étudier I'existence et
l'unicité de la solution d’un probléme aux limites engendré par une équation différentielle
du second ordre, en utilisant le principe de contraction de banach et ’alternative non

linéaire de leray schauder.



Abstract

In this work, we will study some fixed point theorem as the banach theorem, brower,
Schauder, schaeffer and Krasnoselskii and some of their applications.

Let’s start with some basics of functional analysis and results that will be used later
in our work, in following we will study some fixed point theorem, In the final chapter
we will study the existence and uniqueness of the solution of a boundary value problem
generated by a differential second order equation, using the Leray-Schauder nonlinear

alternative and the Banach contraction principle.



introduction

La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans 1’étude de existence de
solution et de nombreux théorémes d’existence sont obtenus & partire des théorémes de
banach et schauder, en transformant le probléme d’existence en un probléme de point
fixe.

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui affirme, quune fonction
J posséde au moins un point fixe, avec quelques conditions sur /- Un point fixe d'une
fonction f qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément v € X
qui vérifie f (z) = =z.

Ces théorémes présente un outil trés utile en mathématiques, principalement dans le
domaine de la résolution des équations différentielles.

Dans ce mémoire, on va étudier quelques théorémes du point fixe de Banach, Brouwer,
Schauder et krasnoselskii et quelques-unes de leurs applications.

Ces résultats théoriques nous permettent de résoudre certains problémes comme par
exemple, trouver les zéros d’un polynéme, ou prouver que certaines équations différen-

tielles admettent des solutions.

Le théoréme de I’application contractante prouvé par Banach en 1922, dit qu’une

contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet, un point fixe unique.

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de 1’application d’un
intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de facon plus générale, I'application continue

doit étre définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-méme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, cst une généralisation du
théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe

compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.



En 1955, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe. Krasnoselski a joint
les deux résultats de banach et de schauder afin d’entirer son théoréme qui affirme que
dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d’une somme de
deux applications dont 1’une est contractane et I’autre compacte admet un point fixe. Ce
théoréme est trés efficace dans la résolution des équations différentielles non linéaires, il

apporte des réponses aux problémes d’existence et d’unicité.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un domaine trés actif

de la rechérche.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre se compose notament des rappels de quelques résultats théo-
riques, et notions de base de I’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres
qui suivent.

Dans le deuxiéme chapitre on va présenter quelques résultats de la théorie du point
fixe, ot on va étudier les théorémes de : banach, brower, schauder et enfin le théoréme
de schaeffer et de krasnoselskii.

Dans le troisiéme chapitre, on va appliquer l'alternative non linéaire de leray-
schauder et le principe de contraction de banach pour discuter des résultats d’existence et
d'unicité de la solution d*un probléme aux limites engendré par une équation différentielle

du second ordre.



Chapitre 1

Rappels de quelques notions

d’analyse fonctionnelles

Résumé

Dans ce chapitre on va rappeler des définitions de quelques notions de base de I'analyse

fonctionnelle et des résultats connus qu’on va utiliser dans la suite de notre travail.



1.1 Introduction

Les espaces de base de I'analyse fonctionnelle sont les espaces vectoriels normé com-
plets sur le corps des nombres réels ou des nombres complexes. De tels espaces sont appelés
les espaces de banach. Les espaces de hilbert constituent un cas particulier important,

ou la norme est issue d’un produit scalaire.

1.1.1 Quelques rappels

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n) sur un sous-corps k (en
général k = R, ou C.), complet pour la distance issue de sa norme.

Soit V' un e.v normé :

Définition 1.1 (ouvert).
Un ensemble O C V' est owvert dans V siVx € O, 3 € tel que B(z, €) C O avec

B(z,e) ={y € V; ||z — y||;, < €} boule ouverte de centre z et de rayon e.

Définition 1.2 (fermé).
Un ensemble ' CV est fermé dans V si V\F est owvert dans V.

Définition 1.3 (convergence).

Soit u,, une suite de V., On dit que u, converge versl € V si
Ve>0, AN €N, Vo > N; |lu, -, <«

Définition 1.4 (conveze).

on dit qu'une partie A de V' est conveze si pour tout x5y € A, on a pour tout t € [0, 1],
tr+ (1 —t)y € A.

ce qui signifie que le segment joignant © et y est entriérement contenu dans A.
Définition 1.5 Soit {u,},, ., unc suite de V. On dit quc (W) ,en €51 une suite de

Cauchy si
Ve >0, 3N >0, ¥a > N, Vp > 0, ”uner _'un”v = B
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Définition 1.6 (espace métriqgue complet)
On dit que Uespace métrique (V; d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d’éléments de V' converge dans V.

Définition 1.7 Soit I C R, f : R — R On dit que Uintervalle 1 est stable par la
fonction f lorsque f(I) C I.

Définition 1.8 Soit f : I — R une fonction continue sur I. On dit que x est un point
fize de f lorsque f(z) = .
En d’autres termes, les points fizes de f sont les solutions, lorsqu’elles existent de l'équa-

tion flz) ==,

Proposition 1.1
1) Toute suite convergente est de Cauchy.
2) Toute suite extraire d'une suite de Cauchy est de Cauchy.
3) Toute suite de Cauchy est bornée.

4) Toute suite de Cauchy qui posséde une suite extraire convergente est converge.
Proposition 1.2 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est complet.

Définition 1.9 Une norme est une application définie sur V (ev) réel, & valeurs dans
R*, notée |.|,, , et satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(6) lolly = 0 <= v =0,

(E) VA C R, Vo € V', |[dully — [A] [folly-

(#id) Inégalité triangulaire: Yo, w € V, |lv+wlly, < [olly + vy -

Définition 1.10 Un ensemble A C V est compact si de toute suite d’élements de A, on

peut extraire une sous-suitc convergente vers un élément de A.

Proposition 1.3
1) Si'V est compact et si A est une partie fermée de V', alors A est compacte.

2) 8i A est une partie compacte de V' ; alors A est fermée et bornée.

8



Proposition 1.4 SiV est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.

Définition 1.11 Soit V' un espace topologique séparé.
Un sous-ensemble F de V' est relativement compact si son adhérence F est compacte.
Le sous-ensemble F' est dit précompact si son complété est compact.

Evidemment, lorsque V' est lui-méme complet, les deuz notions sont équivalentes.
Définition 1.12 Soit ||.|],,,, et ||.||y, dewx normes sur V. On dit que ces deux normes
sont équivalentes s'il existe ¢y et cy strictement positives telles que

eV, e ”-”v,z < ””Vl <e ””V,2 ¢
S ||-|ly-y5 €t ||.lly,, sont deuw normes équivalentes sur V, on a Uéquivalence :

unconverge vers | suivant ||.||,, <=> u,converge vers | suivant -1l -

Proposition 1.5 Si V est de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalentes.

Proposition 1.6 Soit V un e v normé.
La norme sur V est une application continue, autrement dit la fonction p:vE
Vi— ||l € R est continue.

En effet on a ||p(v) — p(w)|| < ||lv —wl|, ef ¢ est lipschitzienne done continue.

1.1.2 Applications continues d’un espace compact

Rappelons que toute fonction numérique continue sur un intervalle fermé borné atteint
ses bornes inférieure et supérieure. Cette propriété¢ implique que f([a, b]) = [m, M] lorsce

[ ila, bl — R est continue.

Définition 1.13 (Continuité en un point).

Soient I un intervalle, f une fonction définie sur I ela € I.

9



On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite en a égale o [ (a).

Définition 1.14 (Continuité sur un intervalle).
Sotent I un intervalle, [ une fonction définie sur 1.

On dit que f est continue sur I lorsque f admet une limite en tout point de 1.

Théoréme 1.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires L

Sotent I un intervalle, a et b incly dans I avec a < b, f une application continue sur
Uintervalle I, et X un réel compris entre f (a) et f(b) .

Alors : il existe (au moins) un réel c dans [a,b] tel que : f le)=2.

(Autrement dit : Uéquation f (z) = X\ admet au moins une solution dans la,b] )

Théoréme 1.2 (théoréme des accroisements finis ) :
Si f est une fonction f : [a,b] — R, continue sur |a, b] et dérivable sur Ja,b[, alors il
existe ¢ de |a, b tel que :

f)=fla)=f'(c)(b~a)

1.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Définition 1.15 Soient (E,dg) et (F,dy) des espaces métriques, [ : E — F une appli-
cation et k un réel positif.

On dit que | est lipschitzienne si :
v: ('r‘[;:y) = Eza dp (f(m):f(y)) <k dE(x%y)'

Définition 1.16 Soit d un entier, ug € R? et f une fonction définie sur R? & valeurs

dans RY. On appelle probléme de Cauchy le probléme suivant :

trouvaor w 1 [O; [}O[ } Rd’ e LIIL.‘!.‘H_“. 01, (‘P)
du

o = Fu(t)) surt >0 et %(0) = uyg.

lq
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Théoréme 1.3 (Cauchy-Lipschitz).
On considére le probléme (P) avec f lipschitzienne. Alors le probléme de Cauchy

admet une unique solution u € C*([0,00[,R%).

1.3 Theoréme d’Arzéla-Ascoli

On va rappeler le théoréme d’Ascoli qui concerne les compacts, qui constitue un outil

fondamental de 'analyse fonctionnelle (1, 6]

Définition 1.17 une suite {f,}nen des fonctions continues sur un interval I — [a, b] est

uniformément bornée s’il existe un nombre M (el que
| ()] < M

Définition 1.18 (Equicontinuité).
Soit F une famille d’applications X — Y ow X est un espace topologique et Y un
espace métrique. On dit que F est équicontinue si, pour tout € > 0 et tout z € X il existe

un voisinage V, de = dans X tel que
d(f (z),f(y)) < € pour tout f € F et touty € V,

St X est aussi métrigue, F est dite uniformément équicontinue st pour tout € > 0 il

existe o > 0 tel que pour tous z, y vérifiant
d(z,y) <a

et tout f € F, on ait
d(f(z),f(y) <c

11



1.3.1 Enoncé

Théoréme 1.4 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et supposons que X
compact. Alors, une partie F incluse dans C (X,Y) est relativement compacte (i.e, d’adhé-
rence compact) pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les
deuz conditions suivantes :

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- Pour tout x € X Uensemble des f (x) pour f € F est relativement compact ;

i.e, F(z):={f(x), fe€F} estrelativement compact pour tout z € X.

1.3.2 Autres énoncés

Théoréme 1.5 (Y compact)
Sotent (X, dx) et (Y,dy) deuz espaces mélriques compacts. Alors, une partie F incluse

dans C(X,Y) est relativement compacte ssi F est équicontinue en tout point de X.

Théoréme 1.6 (Y evn de dimension finie)

Sotent (X,dx) un espace métrique compact et (Y. lll) un evn de dimension finie.
Alors, une partie F incluse dans C (X,Y) est relativement compacte ssi

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

-F(z) :={f(z), f€F} estborné pour tout z € X.

Théoréme 1.7 (X convexe el Y evn de dimension finie)

Sotent (X, dx) espace métrique compact et conveze et, (Y, ) un evn de dimension
finie. Alors, une partie F incluse dans C' (X,Y) est relativement compacte ssi

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- Il exisste v € X tel que F () := {f (z), f e F} est borné.



Chapitre 2

Résultats de la théorie du point fixe

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du point fixe. On
va étudier le théoréme du point fixe de Banach, de Brouwer et Schauder et enfin, le

théoréme du point fixe de Krasnoselskii et de schaeffer.

13



2.1 Théorémes du point fixe

Définition 2.1 Une application contractante est une application lipschitzienne avec

0<k < 1.

Théoréme 2.1 (Théoréme du point fize).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a, b] .

St f(I) C I (I stable par f), alors f admet (au moins) un point five sur I. (Cest-a-
dire : il existe (au moins) un réel x de I tel que f (x) = z).

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a,b] par

g(@)=f(z)—=

Montrons que 0 € g(I). On a

gla) = fla)—aecg(l)
g®) = f(b)—beg(l)

Or, comme f(I)C I, on a
fla)=za et f(b)<b,

c’est -a-dire

g(a) =0 et g(b) <O.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel que

a(x) =0,

c’est-a-dire



Ezemple 2.1

Soit f une application définie sur [—1, 400 par :
VeeR, flz)=vV1+z

Point fize de f :
f@)=z&Vitz=22>0

el

&

1
mz—;v—l:()@:r;:)\: +2

On montre facilement que f est dérivable sur |—1, +o0o[, croissante sur [—1, +oo[, puis

que :

J ([=1, +oof) = [0, +o0[C [~1, +o0]

De plus :
1 1

Vz € Ry, ff’(i’)l:ﬁ = 5

D’aprés Uinégalité des accroissements finis :
1
V(a,b) e Ry xRy, |f(b) ~f(a)| < 5 |h—al.

Done, [ est %-lipschitzz’enne sur I, donc contractante sur I.

En outre :

f(Ry) =1, +oo[C R,.

Done, R, est stable par f .

15



2.1.1 Un Théoréme du Point Fixe Métrique.

Ce théoréme donne ’existence et I'unicité d’un point fixe pour une contraction sur

un espace métrique complet.

Théoréme 2.2 (Banach).

Soient (E; d) un espace métrique complet et f : E —s E une application contractante,
t.e; Lipschilzienne de rapport k < 1.

Alors, f admet un unigue point fize a € F.

De plus, pout tout point initial zo € E, la suite itérée (@ )pen, avec Tq € E quelcongque

el Tpy1 := f(zp) converge vers a.

Preuve.
1. Existence :

Soit g un point initial quelconque et (xp) la suite itérée associée. On a

A(Tp, Tpy1) = a(f(zp-1), fzp)) p>1.

On va prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. pour p < ¢, on utilise

I'inigalité triangulaire
d{ity ty) = d(Zp, Tpy1) + ATy, Tpyo) + .o + a{Tg—1,24)-
P'I.Tiﬁqﬂe f st me I'"!l‘l]_‘['_.j_‘;jl‘_'l_.l[)llj OI1 B

d(l‘mxp-f-l) == d(_.f(_:cp—'l); f(ﬂ:p))

E kd(a:p_1,:1;1,), p> 1

16



En répétant cette inégalité, on obtient

d(zp, Zq)

IA

(ki” S L S kqil) d(zo, T1)
< B 14k 4.+ k) d(wo,7,)

i (1) o).

On en déduit alors que (z,) est une suite de Cauchy. Comme (E,d) est complet, la

IA

suite (z,) converge vers un point limite a € E.
Par ailleurs puisque f est continue, on a :

a = lim z, :I}E&f(m},_l) =¥ ] (JE&TP‘I) = Fla)

p—ro0

Donc a est un point fixe de f (i.e, f(a) = a).

2. Unicité :

Supposons qu'il existe a,b € E, a # b, tels quon ait f (a) =a et f(b) =b.
Alors, on a

d(a,b) = d(f(a), f (b)) < kd(a,b)

ce qui implique que : d(a, b) =0, ie.a=0b. (puisque k <1). ®

Nous allons montrer que les hypothéses du théoréme de point fixe de Banach sont

essentielles : si nous en négligeons seulement une, alors le point fixe n’existe pas.

Exemple 2.2 Les exemples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme

est réellement nécessaire : si nous négligeons seulement une, alors le point fize n'eziste

pas.
(1)
X nest pas stable par f :  f(z) = Vz2 +1 sur X — [0,1].

Or X est fermé dans R, et complet car R est complet.

17



De plus,

f’ oy = :c;rJr 1

f (m)’ < 1= f est contractante.

<1

sup
X

Mais f n'a pas de point fize car
(o) = [1,v2],

i.e; X n'est pas stable par f.

(2)
[ n’est pas contractante :

f@)=vz2+1

sur X = [0, 00| .
Orf:X — X et X est un fermé de R, R est complet done X est complet.
Mais ;

sup 'f’ (.CC)’ =2}
zeX
= f n’est pas contractante.
(3)
X n'est pas complet :
; sin (z)
f@)="2
sur X =10,%].
Or

1)) - |7 <log),

: 1
sup ’ f (m)‘ = = < 1= f est contractante.
zeX 2

18



Mais X n’est pas fermé dans R donc n’est pas complet.

2.1.2 Un Théoréme du Point Fixe Topologique

Ce théoréme (de Brouwer) donne l'existence d'un point fixe (mais pas nécessai-
rement 1'unicité) pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de

dimension finie

Théoréme 2.3 Soit K une partie non vide, compacte et conveze de R™ et f : K — K

une fonction continue. Il eviste x € K tel que f(x) = z.

Remarque : Les parties convexes et compactes de R sont les segments.

Le théoréme de Brouwer prend done dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :
Théoréme 2.4 Sif : [a;b] — [a;b] est continue, alors il existe x € [a;b] tel que f b=,

Preuve. Si f est continue de [a,b] dans lui-méme ([a,b]), la fonction ¢ : z —
f (z)—z > 0 est continue, prend en a la valeur f (a)—a > 0 et en b la valeur f)—-b<o.
Alors : par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en un point

Zo, qui est un point fixe de f. m

Remarque 2.1

1. L’hypothese " I fermé " n’est la que pour assurer que xo € I . Si on sait déja,
par ailleurs, que xg € I (en pratique, on a parfois déja calculé ¢ en résolvant 1 "équation
I (zo) = mq), cette hypothése devient inutile.

2. Le théoréme du point fize ne s’applique pas si l’on remplace Uhypothése 'f contrac-
tante surl " par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur I

Voici un contre-ezemple :

Soit, T = [1,+oo| el

f:I—=1
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telle que,
1
f(@)=z+ ~

Soient x ety dans [ avec z < y.

Comme la fonction f est croissante sur (1,400, 0ona:
lf W)= fF@)| < fy) - f ()

donc,

@)= f@lSy—a+=7

alors,

lf @) -7 @) <y—-z<|y—a.

Ce qui prouve que f est I-lipschitzienne sur I.

Cependant f n’a pas de point fize sur L. (L ’équation f (z) = = n’a pas de solution)

2.1.3 Le Théoréme de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer 'existence
d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.

Théoréme 2.5 (Schauder).
Soient E un espace de Banach et K C E conveze et compact. Alors toute application

continue f : K — K posséde un point fize.

Preuve. Soit f : K — K une application continue. Comme K est compact, f est
uniformément, continne : done, si on five g > 0, il existe d > 0 tel que, pour tout x, y € K,

on ait

If (=) — F ()l < e désque ||lz—y|| <6
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De plus, il existe un ensemble fini des points {z, -y Tpt C K tel que les boules
ouvertes de rayon ¢ centrées aux z; recouvrent K :
i.e,

Kc |J B(g;,9).

1<j<P
Si on désigne L := Vect (f(zj))1<j<p »alors L est de dimension finie, et K* := KNL
est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < j < P, on définit la fonction continue YP; : B — R par

0 sl - o] > 6

LA R
é

sinonn
et on voit que 1; est strictement positive sur B (x;, ) et nulle dehors.

P
On a donc, pour tout z € K, >_%; (z) > 0, et donc on peut définir sur K les fonctions
i=1

continues positives ¢; par

'¢’j ()
> (2)
k=1

“; (z) =

r
pour lesquelles on a ) (z) = 1, pour tout z € K.
=1

On pose alors, pour z € K,

gz} = Zsoj (@) f (25).

g est continue (car elle est la somme des fonctions continues), et prend ses valeurs

dans K* (car g(z) est un barycentre des f (z;)).
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Donc, si on prend la restriction g/k- + K* — K*, g posséde un point fixe y € K*. De
plus,

fw) -y

Fw)—gly) = Z%— W) f (y) — _Zsoj W) f (z;)
= Yo WU - £ )

Or si ; (y) # 0, alors

lly — =;ll <o,

et donc
I1f @) = f(25)]] < e

Donc, on a pour tout 7,

llo; @) (F () = £ (@)]| < ep; (),

et donc
I/ () —yll < z lle; @) (F @) = fF @) < ew; (1) =

i=1

Donc, pour tout entier m.,, on pent. tronver wn point y,, € K tel que

”(f (ym.) - ym.)” & DT

Et puisque K est compact, de la suite (Ym)mez ON peut extraire une sous-suite (Ymy)

i converge vers un point y* € K.

Alors f étant continue, la suite (f (3, )) converge vers f (¥*) et on conclut que

Fw) =9,

b
[S%]



t.€, ¥* est un point fixe de f sur K. m

2.1.4 Théorémes de Krasnoselskii et de Schaeffer

Citons maintenant le théoréme de Schaeffer et le théoréme hybride de Krasnosels-
kii, ce théoréme est une combinaison comme on va le voir, du théoréme de Schauder
et celui de Banach. Il a été l'objet de plusieurs études ces derniéres années et on le

rencontre sous plusieurs formes.

Définition 2.2 Soit X un espace normé, Uapplication A : X — Y est dite compacte si
elle satisfait les conditions suivantes :

i: A est continue.

@ : A transforme tout ensemble borné de X en un ensemble relativement compact

(i.e.ensemble de fermeture compacte).

Théoréme 2.6 (Schaeffer) Soit X un espace de Banach et soit A - X —s X une
application compacte, alors
t. Léquation © = NAz admet une solution pour X = 1,

. Ou bien, Uensemble e = {x € X, x = Mz, A€ (0,1)} est non borné.

Théoréme 2.7 (Krasnoselskii) Soit M un conveze fermé et non vide d’un espace de
Banach (X, ||.|[) . Supposons que A et B sont dewr applicalions de M dans X telles que
. Ax+ Bye M,Vz,y € M.

1. A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact.

12. B est une contraction de constante o < 1.

Alors, il existe x € M, avec Az + Bz = z.

Nolouns, que si A = 0, le (héoréme se résume au théoréme de Banach. Si B — 0,

alors le théoréme n’est antre que le théoréme de Sehander.
]
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Preuve. D’aprés la condition (iii). on a

l(z — y) — (Bz — By)]|

I(7 = B) (z) = (I - B) ()

< llz—yll + 1Bz - By
< o=yl +allz -y
< (1+a)|lz—y

D’aute part,

(I -=B)(z)—(-B)wIl = Il(z—y)— (Bz— By)|

= |z =yl - [|Bx — By||
Z |lz—yll - allz -y
2 (1-a)|z -yl

En résumé,

A—a)llz—gll < (I - B) (2) = (I = B)(y)l| < (1 +a) ||z — o]

Cette inégalité montre que (I — B) : M — (I — B) M est continue et bijective. Done,
(I — B)™" existe et est continue.

Posons U := (I — B)_1 A. Il est clair que U est une application compacte, puisque U
est une composition dune application continue avec une application compacte. En vertu

du théoréme de Schauder, U admet un point fixe, i.e.

JzeM tlque (- B)' Az =z

Ceci équivaut & dirc Az + Bz —z =m
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Remarque 2.2 Dans le théoréme de Krasnoselskii si « = 1 dans (ii7) alors on n’a pas

de point fize. En effet voisi un contre-exemple

Exemple 2.3 Soit Cy(R) lespace de Banach de toutes les suites réelles

5 = {Ez}?o:
avec
lim&; =0 et

€l = max {|&;] -i=1,2,..}

Pour chaque § € S (0,1) la fermeture de a boule unité, on définit

AE =

ol
m=2" (14 Ell) et,
ni = (1 - 2_i_1)€i—1 pO’LLTZ = 2)31 ..

Puisque

]ni‘ S 1 et’

Il < €] <1

alors on a

A:5(0,1) — S(0,1).

Aussi, si € et £ sont deur élément distincts dans S (0,1) alors

l4¢ = AN = max {27 (€] — I€'1) , max { (1 - 272) Jeuy — £1y| i =2,3,..))
< lE-¢l.
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Supposons qu’il eziste un £ € S (0,1) tel que

Ag
De plus, pour i > 2,
€]
Ainsi
I€:

=E=& =2 (1+]¢]) >o.
= |1-27"1) ¢,
= [(-277) (1-27) &,
- - r (1 _ 2—i—1+k) 3
k=0
=2
2 ,:1 . 2—i—1+k:l I‘SII
k=0
> 277 g]
> 271 €] > 0 pour tout i > 2,

cect est imposible puisque &, — 0 quand i — co.

Il s’en suit que A n'a pas de point fize.
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Chapitre 3

Application

Résumé

Dans ce chapitre, on va étudier un probléme aux limite engendré par une équation
différentielle du second ordre, on discutera les resultats d’existences et d’unicité des so-

lutions par utilisation du principe de contraction de banach et I’alternative non linéaire

de leray schauder.
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3.1 Application du principe de contraction de ba-
nach et de l’alternative non linéaire de leray-
schauder.

On s'interesse & I’étudie d’un probléme aux limite engendré par une équation diffé-
rentielle du second ordre.

on va démonter et présenter ; la forme de la solution du probléme, I'opérateur intégral
associé et quelques définitions de base qu’on est besoin. Dans la deuxiéme séction, en
utilisant I'alternative non linéaire de Leray Schauder et le principe de contraction de
banach, nous prouvons les résultats d’éxistence et d’unicité de la solution du probléme, on
a démontré aussi que I'opérateur intégral associé est complétement continu par utilisation
du théoréme d’Arzéla-Ascoli.

Probléme aux limite du second ordre

Soit E = C'[0,1] muni de la norme ||y (¢)|| = S}EI;J ly (1)], pour tout ¥y € E on

tefo,

s’intéresse & 1’étude du probléme suivant :

w A+ fltu)=0, 0<t<]1 (1)
W/ (0) =0, u(l) = aad (1)
oun €]0,1[; € Ret f est une fonction continue : f € C (]0,1] x R, [0, cof).

Lemme 3.1 Soit y € E, o € R, alors le probléme aux limites & trois points

u +yt)=0, 0<t<]1
u' (0) — 0, u (1) — et ()

(2)



a une solution unique

w)= [ =9u)ds— [=s)u(s)ds
4] . 0 (3)

—o:/‘y (s)ds.

0
Preuve. D’aprés (2) ona u” (t) = —y (t).
Pour t € [0,1], en intégrant de 0 a £, on obtient

i

~u' (t) = /y(s) ds + Ch.

0

pour ¢ € [0, 1], on intégre deuxiéme foie de 0 & ¢ on trouve

t o/t
—u () = / /y (s) dm) ds + Cit + Cy,
0 s
ie,
t
u(t) = —f (t—s)y(s)ds— Cit — Oy,
0
de
i 10 =1
U =0
et

1
ﬂun:—]u—smwww—@=awM}

u
i/

W)= [y

0
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alors, on a
1

& =— f (1- 5)y (s)ds— aj'y (s)ds,
0

0

remplacant C et 'y dans

u (t) =ﬁ/, (t—s)y(s)ds— Cit — Cs,
0

on obtient
u(t):——f(t—s)y(s)ds—}«](l-s)y(s)ds—r_x/y(s)ds

Définition 3.1 Définissons l'opérateur intégral T : E — E, par

Tu(t)*V/‘(l—s)f(s,u(s))ds%f(t—s)f(s,u(s))ds
0 0

—a]f (s,u(s))ds
0

Daprés le lemme 31, le probléme awr limites (1) o une solulion (La fonction

u(t) € E) si et seulement si Uopérateur T a un point fize dans E (Tu (t) =wu(t)). Parle

théoréme d’Ascoli Arzela on prouve que T' est un opérateur complétement continu.

3.1.1 Existence et unicité de la solutions

Dans cefte séetion en utilisant le principe de contraction de Banach et Palternative

non linéaire de Leray Schauder, uous prouvons Uexistence et 1'unicité de la solution du

probléme(1).
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Théoréme 3.1 Supposons qu'il existe une fonction positive k € L'([0,1],R.,), tels que

[ft2) - fEy)I < k() |z —y|,V o,y €R,E€[0,1]

et
(2+ cr)] (1—3)k(s)ds <1
0

alors, le probléme aux limite (1) a une solution unique dans E

Preuve. On a
(Tu(t)| = / (1 - 8) | (s, u(s))| ds + /0 (t — 5) I (5, u(s))| ds + |of / £ (s, u(s))| ds.
Tl < [0 =15 uelas g [ e= 1 autlas tial [l

1
0

ITu(t) < 2 / (1-5) £(s, u(s))| ds-+]a] /0 " [baylal s

on va prowver que T est un contraction.

Soit u, v € E, alors

[Tu(t) — Tv(t)] < ,fo (1—s)f(s,u(s))ds — -/0 (t—s)f(s,u(s))ds — o An f(s,u(s))ds

1
0

~/ (1—8)f(s,v(s))ds +/0 (t—s)f(s,v(s))ds + a/:f(s, v(s))ds

< f (1= 9) 1G5 u(s)lds+ | (t~s)|f(s,u(s))tds+|al_/ﬂ (s, u(s))| ds
[ 9l uenias+ f (t= ool st ol [ 11 (e)las
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1 7
F:Q/(Iis)k(s)ds+|a|fk(s)ds<l (6)
0 0
Alors le probléme aux limites (1) a au moins une solution non triviale v* € C' [0,1].

Preuve. En posant

F=2f(1 —35)k(s)ds + |a| [ k(s)ds
0

et
G:zf(1-s)h(s)ds+|a[/h(s)ds
0 0

Montrons d’abord que T est un opérateur complétement continue.
T complétement continue sur ).

1) T continu.

Soit (y)nen une suite converge vert u dans E.

Alors,

Tu(t) - To(t)] < 2+ a) / (1= 8) | (s, u(s)) — F(5,v(s))| s

1
[Ta(t) = Tw(t)] ~ (2 1 r.u)/o (1 0)b(t) Ju(s) u(s)|ds,

dong,

ITu—To| < 2 + ) /G (1 = s)k(t)ds [lu — o

ceci implique que ||[Tw — Tv|| — 0.
n—oo
2) Soit B, = {u e C[0,1]: |ju| £} un sons cnsemble borné. Démontrons que
T (€21 B..) cst relativement compact.

(8) T (21 B,) cst uniformément Luy g,
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Pour tout v € QN B, et en utilisant (6), on obtient :

ITull < max [Tu(t)]

< [ a9k uods+ pu ["= 9 rtaDlas+ fod [ 1t u(o)ds

<2 [ (1= ) If(s u()lds + o [ 1t atstas.

d’aprés (5) on a :

<9 /0 (1— 5) [k(8) u(0)] + B(D)] ds + o [0 k() hu()] + h(B)] ds.

< o [(a- @ meras 1o JACCITGTY

+ {2/01(1 — s)h(t)ds + |al/0n h(t)ds] g

< Flu|| +G
ITu|| < Fr4+G

Alors, T (2N B,) est uniformément borné.
(i) T (2 N B,.) est équicontinu.
Pour tout ¢1, ¢, € [0,1]; u € Q, et en utilisant, (6), on obtient :

[T (t1) = T ()] < F |u(ts) u(t)]

Donc

[T (t:) = Lu(tz)] = 0
L1—ia

par conséquent 7' ({2 B,.) équicontinu.
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Et d’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, on déduit que T est un opérateur compléte-

ment continu.

D’aprés ’hypothése (6) on a F' < 1. comme f (£,0) # 0 et G > 0, alors il éxiste un
interval |o, 7] C [0, 1] tels que min |f(£,0)] >0 et h(t) > |f(t,0)], Vt€]0,1].

Soit m =G (1-F)"', Q= {ueC[0,1]: |ul| <m}.

On suppose que v € Q, A > 1 tel que Tu = Au, alors

M = Afull = Tl = ma |(Tu) ()

1 i n
wm < [0 )1 e s+ g [ 6917 69 ds 4 b [ 176 9)1as.
0 0 a

= 2[ (1—35)k(s) ]u(s)|d5—l—|cx|/k(s) [u(s)|ds
0 0
+2/(1—s)h(s)d5+|a|fh(s)ds.
0 0

< Fllull+ G = Fm + G.

Done, on a

G G
ASF+—=F+—— - =F4+(1-F)=1,
EFt +Gu—m* i )

cecl contredit A > 1.

En appliquant le Lemme 3.2, on conclut que l'opérateur 7' a un point fixe u* € ),

par conséquent le probléme (1) a une solution u* € C'[0,1]. =

3.1.2 Exemple

Atin d’illustrer nos résultats, nous donnons ’exemple ci-dessous



Exemple 3.1 On considére le probléme auz limites & troit points

u 4 tPusinu — coset+3sin2t:0, g<it<l,

(P)
w' (0) =0, u(l)=4u(3).

on prend o =4, n=1 et
f (¢, z) = t’zsinz — coset + 3sin?t,

k(t) =1, h(t)=cose' + 3sin’t.
1)Ezistence
d’apres le Théoréme 3.1 on a : k, h € L*[0,1] tels que

[f @2 <k@) |2l +h(t), (t2)€[0,1] xR,

et

1 n
1
2[(1—3)k(s)ds+|al/ﬁk(s)ds§<1.

Alors, le probléme auz limites (P) admet au moins une solution non-triviale v* dans E.
2)Unicité
On a
|F(t.2) — £(t,9)| < k(t) ]z —y], Va,y € Rt € [0,1]

et

2+ @) fol(l — 8)k(s)ds < 1

alors, le probleme aux limite (P) a une solution unique dans E.
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Conclusion 3.1 Actuellement il y a une grande variété de théorémes du poinls fixes,
ces théorémes donnent certaines conditions sous les quelles une application f : E — E,
admet un point fize dans E.

Ces théorémes présente un outil trés utile en mathématiques, principalement dans le

domaine de la résolution des équations différentielles.
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