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Résumé

Le but de ce travail est de modéliser mathématiquement le phénoméne
Orage : on écrit le systéme d’équation qui décrit le mouvement de I’air dans
I’Orage, puis on rend ce systéme d’équations en coordonnées cylindriques
suivant les directions radiale et verticale; ensuite on démontre ’existence
et 'unicité de la densité et de la température dans I’état hydrostatique avec
condensation de la vapeur d’eau. Enfin, on étudie le bilan général de I’énergie

totale dans un Orage.



Introduction

Actuellement le monde s’intéresse beaucoup aux problémes du climat et
désire en connaitre le mécanisme et les conséquences. Pour répondre & des
nombreuses questions qui se présent, la modélisation mathématique des phé-
noménes atmosphériques et météorologiques est aujourd’hui plus nécessaire

4 cause de leur complixité.

L’objectif principal de notre travail est la modélisation par des équations
aux dérivées partielles de phénomeéne Orage. Ce dernier est une perturba-
tion atmosphérique associé a un type de nuage particulier le cuamulonimbus,
formé par une forte extension verticale de nuage, il engendre des pluies fortes,
des décharges éléctrique de la foudre accompagne de tonnerre. Dans des cas

extrémes l'orage peut produire des chutes de gréle, et des vents trés violents.

Avant d’expliquer le mécanisme de la formation des Orages, il est bon de
rappeler que la vapeur d’eau qui se refroidit et se condense libére sa chaleur.
Plus la condensation est marqué plus la quantité de la chaleur libérée est
élevée. La condensation donne la chaleur & l'air et la vapeur d’eau retourne
a 1’état liquide. C’est ce qu’on appelle la chaleur latente de la condensation.

Les Orages se forment lorsque il y a une masse d’air instable c’est-a-dire

lorsque il y a une réserve importante de chaleur et d’humidité & bas niveau
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et d’air froid et sec en altitude.L’air chaud qui monte se refroidit, la vapeur
d’eau qu’il contient se condense et donne naissance 4 un nuage, et elle libére
une chaleur, le rechoufement d’air qui en résulte accélére I’scension de ’air en
altitude, car il est plus chaud que ’air ambiant. les colonnes d’air ascendantes
créent rapidement des Orages.

Notre mémoire est composée par une introduction et cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, on va rappeler le systéme d’équations qui mo-
délise le mouvement général de I’air contenent la vapeur d’eau et prend en
considération toutes les transitions de phase de I’eau (voir [3], [4]), ce systéme
est formé par des équations qui représentent la loi de la conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de bilan de 1’énergie. On va rappler
aussi 1'état hydrostatique de air sec (voir [7]).

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a la construction d’un modéle
qui décrit I’état hydrostatique de I'air accompagné par la condensation de la
vapeur d’eau, et on va démontrer I'existence et I'unicité de la densité ct de
le température dans ’état hydrostatique avec condensation.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons un systéme d’équations du

mouvement de I’air dans un Orage, et en supposant que la distribution des
grandeurs physiques dans 1’Orage est symétrique par rapport a ’axe vertical
qui se trouve au centre de 1’Orage.
Comme 1'Orage prend nine forme d'nn eylindre, on va transformer ce systéme
d’équations en coordonnées cylindriques, & savoir que toutes les grandenrs
physiques ne dépendent que de r et x3 et sont indépendentes de 4.

Dans le quatriéme chapitre, on va étudier le bilan général de I’énergie dans

un Orage, et en trouvant que 1’énergie totale doit &tre considérer comme une
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somme de l’énergie thermique, I’énergie cinétique, et de ’énergie potentielle.
Aprés un calcul on a trouvé un résultat qui interpréte le phénoméne Orage,
dans laquel la chaleur latente due & la condensation de la vapeur d’eau donne
une énergie thermique; cette derniére se transforme en énergie cinétique et
qui se consomme par la chute des gouttlettes. En plus, on a considéré 'effet
de la viscosité, et de la friction entre les gouttelettes et I’air, qui jouent un
role dans la diminution de 1’énergie cinétique.

Le dernier chapitre, contient la démonstration du lemme 2.2 qui été
énoncé dans le deuxiéme chapitre pour la démontration de D'existence et
I'unicité de la solution dans I’état hydrostatique avec condensation. Cette
démonstration requit des calculs assez longs, pour cette raison nous la ren-

voyons dans ce chapitre.



Chapitre 1

Rappel du modéle général du
mouvement de I’atmospheére et
I’état hydrostatique de I’air sec

Comme 'atmosphére est un gaz, son mouvement doit étre décrit par les
équations aux dérivées partielles de la dynamique des gaz. Or, en réalité, la
composante HyO a des comportements particuliers : la vapeur d’eau peut se
transformer en liquide ou en solide et sa transition de phase contribue au
changement de la concentration de H,O en état gazeux et au bilan de la
température.

Dans ce chapitre nous rappelons le systéme d’équations qui modélise le
mouvement de I’atmosphére avec la transition de phase de ’eau développé

dana [2], [4] et [?] (voir annai [2], [®], [9]).

1.1 Systéme d’équations

Avant de décrire les équations, nous introduissons les grandeurs phy-

siques :
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0 = o(z,t) : la densité de 'air sec;

m = 7(z,t) : la densité de la vapeur d’eau;

v =v(z,t) = (vi(z, 1), va(z, 1), v3(x, t)) : la vitesse de air;

T =T(z,t) : la température;

p = p(z,t) : la pression.

Les trois lois fondamentales du mouvement de I’air sont celles de la conser-
vation de la masse, de la conservation de la quantité de mouvement, de la
conservation de 1’énergie, auxquelles il faut ajouter la loi constitutive de la
pression. Ces lois de conservations sont exprimées dans la forme d’équations
aux dérivées partielles, tandis que la loi constitutive de la pression est donnée
par une équation de la forme p = p(p, T).

Commencgons par I’équation qui détermine la pression, on rappelle que
dans les conditions usuelles de 'atmosphére, le comportement de 'air est
similaire & celui du gaz idéal, ce qui nous permet d’écrire ’équation de la

pression dans la forme
p(z,t) = Rio(z, )T (z,t),  Ri=—, (1.1)

ou R est la constante universelle des gaz (R = 8,31.107erg/mol.K), et u est
la masse molaire moyenne de l’air (p = 28, 96g/mole).
Tandis que la loi de la conservation de la quantité de mouvement de

P’air sera exprimé par l'équation

3
J 0
(0+mdw; +(0+m) Y Vs + 5 (1.2)
4.k=1 J
. 8, ., B ] 2 9
= ; %(U(B;;Uj -+ 'a—x-j“’vk - §5jkv . U)) + EZ(CV 2 ’U) *Q[E + 54 71']63,

7
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3=12,3,

ol 7 et  sont les coefficients de viscosité, €3 = (0,0, l)T, 3’ est la densité de
Peau liquide ou solide suspendre dans I’atmospheére, et g est I’accélération de
la pesantaur.

Pour la loi de la conservation de I’énergie, il nous sera commode de

I'écrire dans la forme relative a la chaleur exprimé par la température, on a

(e+me(&T +v-VT)+pV-v= (1.3)

dv; Ov 2
A fiAT+n Z awi B:Bk 3 ka 'U) 'UJ +C(V 7_))2 + LtrHtT'

Jk=1,2,3,

ol ¢, et k sont respectivement la chaleur spécifique et le coefficient de la
thermoconductibilité de P’air, Hy, représente la quantité totale (dans I'unité
de volume et de temps) de H20 qui se transforme du gaz au liquide ou solide
et Ly représente la chaleur latente.

Enfin, la loi de la conservation de la masse pour l'air sec (dont la densité
est notée p) est exprimée par ’équation de continuité classique (absence

de transition de phase de 'eau)

do
EJFV( ov) = 0. (1.4)

['our la vapeur d’eau (dont la densité est notée 1), compte tenu de la quantité
de H;O qui resulte de la transition de phase, le principe de la conservation

de la masse est exprimé par I’équation

%E+v (n(t,2)v(t, z)) = —Hp. (1.5)
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Ici 7 est la densité de la vapeur d’eau et H; représente la quantité totale
(dans I'unité de volume et de temps) de H>O qui se transforme du gaz au

liquide ou solide.

1.2 Etat hydrostatique de ’air sec

Dans 'atmosphére réelle la diffusion de la chaleur et ’effet thermique
de la friction interne sont relativement petits, de sorte que le déplacement
vertical de 1'air, s’il n'y a pas de transition de phase de l’eau, engendre la
variation de la pression et de la température de maniére assez proche du
processus adiabatique. A cause de ce comportement de 1’air, nous trouvons
une distribution de la pression, de la densité et de la température assez proche
de la distribution de I’état hydrostatique.

En effet, si on néglige la diffusion de la chaleur et 'augmentation de la

température due a la friction interne, I’équation (1.3) se réduit &
R
ch(atT—i—v-VT)—E-;QTV‘v = {l: (1.6)

Si le mouvement de l'air vérifie cette équation, le long de sa trajectoire, le

rapport
1
T(t,2)>
Sty z) = — ) (L.7)
o(t, x) ™
Cp C'u'!',_}f - . ~ ] 3 1 1111
BYEE 4 = g == == reste invariant, ol 7y est 'exposant adiabatique, qui a

la valeur approximativement 1.4, tandis que la trajecloire est définic par la

relation

t
{z e R3|lz ==xz(t,z0), to <t < 1}, zltze) = Bs +/ v(t', z(t', zo))dt’
0
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(pour plus de détail voir [7] ).

Ainsi, sur la trajectoire de chaque partie du gaz on a
TlL.a) = Cpll,a)T" (1.8)

ou ] est une constante .
Supposons maintenant que la valeur de la constante C; figurant dans
P'équation (1.8) est identique dans une région (2, alors dans cette région la

pression p, est donnée par

p=ho’ (1.9)

ol h = 6’1% est une constante .
Soit @ le géopotentiel, si on substitue v = 0 et la relation (1.9) dans

Péquation (1.2), on obtient
hVg" = —oV®. (1.10)

Comme

ce qui implique que

1
=147 (20— ), (111)

ou

. 1 P
o= (o} 1+7h—7(¢>0_@))7—1 (1.12)
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ot Py = P(xg) et oo = o(zs) pour zp € . Pour 'application de (1.12) &
I'atmosphére réelle il est souvent commode de prendre ®( et pg comme les
valeurs de ® et p au niveau de la surface de la mer respectivement.

Nous rappelons que, du point de vue physique, (1.11) et (1.12) sont va-

lables seulement si

;s -1
olw) >0, et ol 1+"’W(¢D_q>)>o.

La relation (1.12) signifie que dans approximation "adiabatique", 'atmo-
sphére "au repos" aura la distribution de la densité p. En outre, compte tenu

de la relation §* = &, on déduit de (1.8) et (1.11)

T =0 (e + 7]1—_71(@0 _®) =T+ ("’};” (Bo—B),  (1.13)

ouTy=0C ngl est la température au niveau de la surface de la mer.

D’autre part, de (1.9) et (1.12) on déduit que

i -1 o B =1 -1 ..
p=h(gd™ + vh_(% ~®))7 T = (p," + ! (%0 — @), (1.14)
a4 h7y

ol pg = hog est la pression au niveau de la mer.

La distribution de la densité o(z), de la température T'(z) et de la pression
p(z), donnée par (1.12), (1.13) et(1.14), définit un état hydrostatique. La
température T'(x) descend linéairement par rapport au géopotentiel ®(z), ce

i enrronpand Aonon pnmnpnrtemeont dann Inc traponphare

11



Chapitre 2

Etat hydrostatique avec la
condensation de la vapeur d’eau

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la construction dun modéle qui décrit
I’état hydrostatique de ’air accompagné par la condensation de la vapeur
d’eau. On sait bien que le comportement mécanique de la vapeur d’eau ne
différe pas beaucoup de celui de 'air sec, pour cela dans la suite on écrit
o* au lieu de o+ 7, et T* au lieu de 7. Quand il y a la condensation ou
la sublimation inverse de la vapeur d’eau ou la solidification de ’eau liquide
dans Dair, ce dernier recoit la chaleur latente de la transition de phase de
H>0, de sorte que, si on néglige la diffusion de la chaleur et le terme due &

la friction interne, la variation de la température est donnée par
0" c,(OT" +v-VT*)+ Ro°"T*'V -v= LyHy, + Ly Hy, + Ly Hy,,

l‘ll‘l nl . E
Mais, on sait (voir par exemple [L3] ou [L0]) que méme quand la tempé-
rature est inférieure & 0 degré Celcius la vapeur d’eau peut se transformer en

liquide de sorte qu’il est trés difficile de distinguer le cas ot la vapeur d’eau se

12
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transferme en liquide et le cas ot elle se transforme en solide. D’autre part, La
différence entre la valeur de Ly et Ly, est relativement petite. Dans la mo-
délisation mathématique des phénoméne météorologique on utilise souvent
Iapproximation

Lg[ ~ Lgs: Lls ~ 0

(comme dans larticle [6]). Dans ce cas on peut désigner par L, la chaleur
latente due a la condensation ou la sublimation inverse et par H,, la quantité

totale de la condensation et de la sublimation inverse. De la sorte, on a
Q*Cu(atT* G g [ VT*) %+ RlQ*T*V U= Lt'rHtr (21)
et Hy, est donnée approximativement par

* d’ * d — *
Hi = ('ﬁvs(T )a;logg - ETTUS(T ))v3 (2.2)

(voir [6]).
En substituant (2.2),et (1.5) dans (2.1), en tenant compte du mouvement

stationnaire (de sorte que v = (0,0, v3) et a"‘% == vgfz—), on obtient

dT* dp*
Vol o s vg — Ry T" di Vg = (2.3)
= (BT + L) (Fon (T7) L log(0") — “271,,(T"))
== 1 tr )\ Mys dz gl o dz"T'us U3

En divisant les deux membres de (2.3) par vs, on aura

, ar Ldo"

ey — BT —— = (2.4)
= (RiT* + L) (7oe(T") L l0g (0") — “L7,0(T))
= 1 tr J\TTys = ogl o dzﬂ.vs .

13
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Retournons a ’équation (1.2), st v = (0,0, v3) et 9;v3 = 0, et si en négligeant

les termes de viscosité et on écrit % au lieu de %, on aura
dus g . . " =
us— = —R1—(0'T") — [2+ 0" 2.5
03— 1 (eT") — [E+ ]9 (2.5)

ou X est la densité totale de 1’eau liquide et solide.

Pour v3 — 0, on a

Ug% —> 0.
Alors de (2.2), il résulte que
H;, — 0, ainsi que X — 0
Donc nous avons
Rld—i(Q*T*) = —go" (2.6)

Le systéme d’équations (2.4)—(2.6) décrit ’état hydrostatique de I’air ac-
compagné par la condensation de la vapeur, on note par 75, of les conditions

Luiliales assuciées aux systewe J'équations (2.4)—(2.0) , alusi vu &l
T =17 » D, 0" (0) = g5 > 0. (2.7)

2.1 Existence et unicité de la solution dans I’état
hydrostatique avec condensation

Daus celle parlie, on cheiche de déwoubier Vexistence el Nunicilé de la
solution (¢*, T*) du systéme (2.4)—(2.6) avec les conditions initiales (2.7), de
telle sorte que (p*, T*) représentent respectivement la densité et la tempéra-

ture dans I’état hydrostatique avec condensation de la vapeur.

14
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En divisant 1’équation (2.4) par p*T™*, on obtient

d, I B+ Lg. d "+
i = AT J—1 P — s [T 2
dzlogQ*Rl Q*T* Ty (T )dz OQQ dZTr ( )) ( 8)
On pose
R\T*+ L, ,_ d d_
T == TA * ) g £ Tl ¥ *
W(z) = W(T*, o*) T [Tl T )dzlogg dZﬂ'vS(T ) (29

d’out ’équation (2.4) s’écrit

d T

—1
dz °9

—x =) (2.10)

PROPOSITION 2.1. S’ exziste deuz constantes K., %, telles que la

fonction W(z) définie dans (2.9) vérifié
W (0", T*) | zoo(0,2) < K- (2.11)

et

sup | B2 BB B, DX DL TL] 2 (2.12)
W ()l Lo (0,20)

(avec les fonctions Dy, Dy, D}, D}, DL, D} seront définies dans le dernier cha-
pitre). Alors le systéme d’équations (2.4)—(2.6) avec les conditions initiales

(2.7) admet une unique solution (p*,T*) dans la classe L>(0, Z,,).

DEMONSTRATION. Pour démontrer la proposition 2.1, nous démontrons

les lemmes suivants,

Lemme 2.1. En supposant que T", * étant données duns Uewpression
de W(z), et on écrit W (z) au licu de W (z), alors il eziste o*, T* vérifiant lo

systeme d’équations (2.6)—(2.10), avec W (z) donnée, en plus on a

0" (2) = (2.13)

15
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sk z
= (-2 Y me EWE (e 9 ~me [ W 0 2
PR g o 0 R Lo, e % }
T 131 1 0
0

T*(z):eﬁT%IJW(z’)dZ’(T;_Ri / e e o WENE" 1 (0 14)
1T & Jo

DEMONSTRATION DU LEMME 2.1. Etant dotmées 7", g° dans (2.9),
donc W (z) est donnée, et on écrit W(z) au lieu de W(z).
Maintenant en integrant les deux membres de 1’équation (2.10) de 0 a 2, on

obtient

T (2.') = T{;‘Cv Jo W(z")dz'
* R ( *R )e
" (z) O

ce qui implique que

Q*Rl 2 —
Q*Ri (Z) - :FO*GU &= Jo W(z")dz= e (Z)
0

et donc

0*(2) = —B_T R (7)e R fo W (2.15)

En substituant cette expression dans I’équation (2.6), on obtient

% \ @ (mage) N~ JE W
R — ) — (T R Ry Jo —

1(T0*ﬁ‘~;)dz( L (z)e 2 )

U:l‘ PR . f: Wz

- ' » T My () ™o )

y(Tn*E) (2)
dowe
By (T B (2)e R B W) = g (s)em e W%,
z

16
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On remarque que

T*(H%)(z)e_’%l Jo W(z")dz' _ (T*(z)eﬁﬁ o W(Zl)dz')ﬁlgiﬂ

- (T*(Z)E_R—l—-ll-c_n foz W(Zj)dz’)1+§_=;

on a donc
Rldi [(T*(z) 6_ﬁ Is W(z')dz’) 1+%’1-] _ —gT*%e_RLI Jo W(z")dz'
Z

Jo W(z')d'

En multipliant les deux membres par (T*(z)e” River )—%, on obtient

Ry (T*(2)e e S5 Wy~ 5 d% (T ()b i Wy 8y

_ —ge——cviﬁl Jo W(z")dz'

Si, on pose
Y (z) = T*(z)e Taver fo W2 (2.16)
alors, on a
RlY(z)‘%d%(Y(z)”%) = —g¢ " Faew &d Wizl
donc
d ——L . PE 2\dz’
(Ry + CU)EY(Z) = —ge FtCy Js W(zds' (2.17)

On va résoudre ’équation (2.17), avec la condition initiale
Y(0)=T0)=Tg

Etant données (g*, T ) c’est-a-dire W(g",T ) donnée. On a

d d —

(Tus(T )T loge" — —Tus(T )

Bt I

Wil B

17
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En integrant ’équation (2.17) de 0 & z, on obtient

T =Nl= 5 /0 ok W

Ry
avec
YlOy=1y
donc
" g P o W
Y(z) =177 — f e Fitew J0 dz'. 2.18
@=T- 75 | (218)

En vertu de (2.16) et (2.18) que

T(2) = eﬁ#&: I3 W(z")dz (TO* - i f e_Rl—li-cu Jo W(z”)dzudz’) (219)
1T C Jo

On substitue (2.19) dans I’expression (2.15), on trouve

ok z z’ P - 2 _— 1 2! ZH Z” Ly
0

Le lemme est démontré. [

LEMME 2.2. Ona
W (e"®, T®) - w(g"®, T'®)| <

<|Di+Dy+ Dy +Dy+ D+ Dglz sup [WO(2') — W)

2/ €(0,Zy)

avec
W(l)(’zr) . W(@"U}(zi),T‘(‘)(Z')); W () = W(,B*(AJ{Z'),t['m(g)('z,))
et

Dy = Ra[Tg sup(

1 z 2 1 z 2r(2
g W(Z"d"’)+zﬁ‘§:“— f eives Jo WO gor
1T Cy ] Cy 0

18
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¥ _1 [z r ’ 1
x sup(— e Rl}n-,u Jo W(2')d= )]

R +¢, O+ *

( Mys (T*(l)) logg*(l) - %ﬁvs (T*(l)))

RT*® + L,
T+

(é’iic,,)‘“( (") — logg““)—g—w (T D)) x
0

Dy=

xmax((T (1)) 7 (T*(g)) on )Sup( e"§1 I W(z’)dz’)

RT*® 4L, 1 R
o*@  THOT+@) 75 sup( Ri+¢
R +6,

Z
1w (g
/ emres Jo WM Gt up(—
0
d

. .
X(Fus (") -loge™V — —77,,(T*M))

D=

eFire i W) |

1 z Y, ’
7 e Tite J3 W(z')dz' o
R1 +iEy )]

' RIT#(B) + Lgl d s * * 1
1), = AT sup(dT*wvs(T Dite sup(R

s W(z')dz'
+
1+ ¢y )
/ e WO g
0

1
e Riteu fB

1 Z 7
e_R1+C1: fO W(Z’)dz )] X

+z
R1+C-u Rl—}»cv

d
— logo*™
n’7 ogo

RT*® + L, 1 : - RT*® 4 [
B S ' G V() — W, 1 gl
° o* () s )Rl + ¢, (W5 (z)— W) o* @ (2)

S ¥ Q'Cn "’ g e ],V(ll 2dz’ =l
XTya(T (2))m[(%_m/0 ¢ WO g1
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pe 8T JE WO

3 Ri+ey ] X
" — e W) : O
(Ts - Ri+co fo e e fo “dz )(T Rite fo ¢ e fs WO g, )
X sup — ¢ Fites Jo WE)de’
3 R +¢,
+(2) +(1) +(2) . o
B = _R}‘T + Lglma:r(d_ oC7 )’ B[ 1) 1 e W (2')dz "
Q*(Z)T*(?,) dT=1) dT+(2) Rl +c,
= —l _ f= (1) (ot / 5 1 z ! y;
x(Tg— e Fre o WUEE gy~ @ ()sy eFires Jo W)y
T2 | s )

g JEWE (2)de ; g : J& w ez
X |z eRﬁc d + (T5 — ] e ~Hrve b dz
[ R +c, (s Ry +c, ]

Comme la démonstration du lemme 2.2 requit des calculs assez longs,

nous la renvoyons dans le dernier chapitre.
CONTINUATION DE LA DEMONSTRATION DU PROPOSITION 2.1 :
Daprés le lemme 2.2 on a ;
W (o™, M) —W(p*®, 17*®)| <

< |D) + Dy + Dy + Dy + Di+ Di|z sup |[WW(2) — WP()]

z'€[0,Zw]

et d’aprés les deux hypotheéses (2.11),(2.12) de notre proposition, il existe

une constante K, telle que :
”LV(,N*U ) ‘ T*(‘”) _ u’_r(.,?*(_'al'l “ ) ) ” Fe . T) & "\'rm “ ”fr(l‘] ( ,) _ I’:V(QJ (-_{ ) “L"” (0,5)

ot Ky, < 1810 & 25 By
d’aprés le théoréme de point fixe de Banach il existe unique point fixe dans

lintervalle [0,Z,] de sorte que W(o*, T*) = W(E*,T*).
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Par conséquent on a construit la solution (p*, T*) du systéme d’équations
(2.6)—(2.4) avec les conditons initiales (2.7) sur un intervalle suffisamment

petit [0,Z,].

Une fois obtenue la solution dans l'intervalle [0,%,], en vertu de (2.11)
qu’on peut répéter la méme procédure pour reconstruire la solution sur un
intervalle suffisamment petit (2, Z,, + €]. Alors on peut encore prolonger la
solution (g%, T*) pour tout I'intervalle [0, %], ce qui achéve la démonstration

de la proposition 2.1. O
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Chapitre 3

Equations du mouvement de Dair
dans un orage

Dans ce chapitre nous proposons un systéme d’équations du mouvement
de l'air dans un orage, en supposant que la distribution des grandeurs phy-
siques dans l'orage est symétrique par rapport & 1’axe vertical se trouvant
au centre de 'orage. L’orage sera alors de la forme d’un cylindre. Pour for-
muler le systéme d’équations du mouvement de ’air dans I'orage, il nous est
commode d’utiliser les coordonnées cylindriques.

Rappelons donc les coordonnées cylindriques (7,9, z) € [0, 0o[x [0, 27[xR.

reliées aux coordonnées cartésiennes (z,y, z) par les relations
x =71 cost, y =r sind, ¥ (3:.1)

ol, en exprimant (r,9) par (z,v),

Y = arctan ()
De ces relations il réasulte que
0 0 sin? 0 d 0 cost O
% = cos B » (9—19) a—y 8111195 - 8_?9 (32)
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4.8
0z 0z
On rappellle que le determinant jacobien J du changement de variables
des coordonnées cartésiennes (z, y, z) dans les coordonnées cylindriques (r, 9, 2)
donné dans (3.1) est
o =5,

Pour le vecteur vitesse v = (v1, v, v3) il nous est commode d’introduire sa
nouvelle représentation vectorielle avec la composante radiale w,., la compo-
sante tangentielle wy et la composante verticale w,. Plus précisément, entre
les composantes vy, v2,v3 et les nouvelles composantes de la vitesse : comp-
sante radiale w,, composante tangentielle wy et composante verticale w, on

a en général les relations
w, = v cos? + vy sind, wy = —vy sind + vy cos Y, Ws = Vs,
ce qui revient &
vy = cos P w, — sin? wy, vy = sindw, + cos Fwy, Uz = W,.

Mais nous supposons que

wy = 0. (3.3)
Daone on a
wy = vy cos? + vy sind, wy = 0, Wy = V5, (3.4)
ce qui revient &
v = cos vV wy, vy = sin ¥ w, U =W, (3.9)
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L’hypothése de la symétrie par rapport & ’axe vertical au centre se tra-
duit par la condition que toutes les fonctions intervenant dans notre systéme

d’équations, & savoir w,., ¢, T, 7 ne dépendent pas de 9, c’est-a-dire
. =wpltng), a=trE, T=TEre), et (3.6)

et par conséquent
ow, 89 BT _

En utilisant les relations (3.1)—(3.7), les équations (1.2), (1.3) et (1.5) dans

les coordonnées cylindrique devient (pour plus de détail voir [1])

Bio+ 1L rowe) + e (om) = —H, (38
k0 + —5-(row:) + o-(evs) = —Hy, 8)

ow, Ow, 0
00w, + ToW,——— o 55 +TR18 (o) = (3.9)
( 9% w,. Q’c_u_r ' i azwr)+
mr or rwr r 0z2

dwr ow, 1 v
+( +O( B __wT+TBr8:;)

6 Ovs 0

ro0yus + row,— pe L ) revs - +rR— 5
3 Vs 8’03 8 Vs
5e * o 7o
Bzwr 8w,. Bzwr

or aT ow,
"‘-)LUOIT+ 4 (‘-)L’U(w'i" 3 4 U3 oo :) ) === RIQT(I 91\

R oG+ e

672 — ¢ 4 aw,
5= = 2w + (26— w5+

or
ov: Bwr 4 v
H2 = SO b (20— S 5 4 Ly

+ Tolg——

(eT) = (3.10)

)+

0
w12 (3.11)

Oz
81}3 a’w,

w ol G5 ) oy

+
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Chapitre 4

Bilan de I’énergie totale dans un
Orage

Dans ce chapitre, on va étudier le bilan général de I’énergie dans un Orage,
dans lequel la chaleur latente due & la condensation de la vapeur d’eau donne
une énergie thermique; cette derniére se transforme en énergie cinétique et
se consomme par la chute des gouttlettes. En plus, on considéré Ueffet de la
viscosité, et de la friction entre les gouttelettes et 1'air, qui jouent un réle
dans la diminution de I’énergie cinétique.

En multipliant I'’équation de quantité de mouvement en coordonnées cy-
lindriques par v pour avoir I’énergie cinétique "“Tz (c’est-a-dire ; en multipliant
les deux équations (3.9), (3.10) respectivement par wy, v3), et nous l'integrons
sur le domaine D (ou D = [0,7[x[0, [ ), puis nous faisons la somme de ces
dérniéres équations et I’équation du bilan de I’énergie en coordonnées cylin-
driques (I'équation (3.11)), aprés Uintegration sur D.

Premiérement, ct pour simplifier le calcul, en faisant la somme de les deux

termes de viscouilés des équations (1.2), (1.3) en coordonndes carlisiennes
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Pour ’équation (1.2) les termes de viscosités sont

3

0 0 3] 2 a
E : — el s Wl .
- awk (n(amkv.? + 8$jvk 3 ka T")) = axj (Cv 'U),

j=1,2,3.

En multipliant par v; et on intégre sur le domaine
Q= {(z1,22,z3) € R*|0 < 23 < &3, 75 + 23 < r?}

on obtient

6 7] 2
/Q Jk=1 " 5a:k 337,& 3233 § jkv . U) d$1d$2d$3—|- (4.1)

3
a
+CLJ§=;U]55;(V "U) da:ldﬂ'JQd:Eg,

ici nous considérons 7, ¢ comne canstantes.

L’intégration par parties de (4.1), nous donne

o, 2
o[ Sua(nt L 2y ase @
Jk=1
0v; o 9
_n;/;. 81;:; 8.]’..'}6 ¢ ax.vk o Edﬂkv ! U) dmld$2d$3+
7

et

: SR
+¢ T’U,’ -(V-0)dS — ¢ / T —2(V - ) daqdiaodica,
Jan 47 ¢ Ry Ox;
ce qui revient a
3
0 3] 2
Tl T e e s o TR SR 4.
77/(;9/}; v; n(axk'uj + 5z, 353;:V v)dS+ (4.3)
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8@1 3 9
_77/{; P . Bsr:kv + B:Ujvk 3 jkV"U) dz1dzodzs+

+Cf ZUJ (V- v)dS — szavj (V -v) dz1dzodzs.
o

ou

oY = {(z1,29,23) € R3|0 <x3 < :Eg,xi' 4 3:% = T'Z}
car v.77 = 0 sur
{(1, 72, 73) € R®|z3 = 0,7 + 23 < r’}

et

{(z1,22,23) € R3|z3 = &3, 2% + 72 < r?}

D’autre part, les termes de viscosités de I’équation (1.3) sont

v, ij Ou, 2 4
Z 6‘a:k &vk oz; 353kV-v)+§(\7'-v) !

en integ‘rant sur {2, on obtient

ov; 3 Z
fn ! ( RGN L 8V v) dz1dzadzs+¢ fg (V-0)? dz1dzodzs.

8.’1',‘;3 3
k=1
(4.4
La somme de (4.3), et (4.4) nous donne
d
0 V‘ o n( +-2 = 26,- w)dS+¢ ‘W A(V-0)dS. (1.5)
Jary i 3 N
gm | " 1

Maintenant, nous devons reecrire l'équation (3.Y) (sans les termes de vis-
cosités), on a

Jw,
-f- rovz——— = "-TRl

52 5 (QT)

Jw,
o0 Wy + T oW —— 5

2F
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En multipliant cette dérniére équation par w,., et en intégrant sur le do-

maine D, on trouve

/rgwr&gwr drdz—l—/ gwra— dT‘dZ-I-/TQ’U)T'Uga drdz = (4.6)
D D or D 0z

=—R; f TWy—— 0 (oT') drdz.
p Or

Pour le premier terme, on a

/Tgwratwr drdz :f igatwf drdz
D D 2

d

r
g'w 2drdz — /—wfa odrdz,
T dt 52 T

de I'équation de continuité (3.8), on a

18, 0
0o = ——a—m) wy) — (gve.) H,,

ce qui nous donne
w? 8 5 1
'rgfw.,.atw,. drdz = Q’LUT drdz+ ?8— (row,) d?"dz—l— 0 —(ov3) drdz+
D

T
= / —w] Hy, drdz.
Jp ?

n gubgtituant cc terme dang Uoguativue (L.0), ol pue inbegrabion poe petlc
L |

des autres tremes, on obtient

2
/ —ow;, drdz+/ w—g(rgwr) drdz+f raa (ovs) drdz+/ —w? Hy, drdz+
D = ~
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2.9 i - P :
/[rgw dz—/ 5 B —(row,) drdz-i—zfo [r,gfwfvg,jgdr—/D §w,2_—z(gv3) drdz =

=—R, / [rw,oT], dz + Ry f oT (w, Bw,.) drdz,
0 D dr

et comme v3 - 77 = 0, alors

1 z z
gw drdz—i—/ %wEHtr d’rdz—i-E/ Fow? (7, z) dz—l—le oTrw, (T, 2)dz =
D 0 0
(4.7)

d
dt

dw,
=R T (w, drdz.
1 /}; e ( ar )
Maintenant, nous devons reécrire aussi ’équation (3.10) (sans les terme

de viscosités), on a

Ous dvs
T00:U3 + T oW, —— o el roUs—— + T'R1 (QT)
—g[E +dl,

en multipliant cette dérniére équation par vs, et en intégrant sur le domaine

D, on trouve

Ovs
] T0V30,v3 drdz+ / T oW, V3 —— drdz—l— / rgvg% drdz-+ / -rHlv3£(gT) drdz =
D D 3 82’ D az
(4.8)

—f vsg[Z + o] drdz.
D

Pow le prewier bewwe, v g

f rov3Ovs drdz = / Zg(’?gvé? drdz
D D2

d

= Q’US drdz — f ~v30,0drdz,
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ce qui nous donne (d’aprés I’équation (3.8))

V2
/ T 0V30:U3 drdz——— f Q'u3 drdz + / 5 3y —(row,) drdz+

¥ g T
+/D§U§8_Z(QU3) drdz%—/;ivgﬂtrd?"dz-

En substituant ce terme dans I’équation (4.8), et par integration par partie

des auftres tremes, on obtient

d [r v2 0 r 50 r
E-/:D§gv§drdz+f}3~2?'~~3?(rgwr)drdz+-/lj Evgg(gug) drdz+/D Evgﬂtr drdz+

G, I d
/[r,gwrv3 dz_f —é—éu(rgwr) drdz+2/ [rovi]Z dr— /gvggg(gv3)drdz+
0

le [rvsoT); dr — le ?"QT% drdz = —f v3g[X + o] drdz,
0 D Oz D

ce qui implique que

1
o’u3 drdz + / gvgﬂw drdz + 3 / Fowsvz (7, z) dz+ (4.9)
D 0

d
dt

—-R, / QTT% drdz = — / v3g[2 + o] drdz,
Jp 0z JD

lorsqu’on fait la somme entre (4.7) et (1.Y), I'équation de quantité de mou-

vement devient

d

i || getwt+vd)drdz+ / i 5 B e el (4.10)

1% : L J#
+§/ Fow? (7, 2) dz+R1/ oTTw,(F, 2) d3+§f Tow, (T, 2)vs (7, z)dz+
0 0 .

30



UNIvVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

8U3 aw'r 1
. P dida = — S + o drdz.
RI/J;,QT(T(% + w. 87') rdz /Dvgg[ + o] drdz

Il reste de reécrire 'équation de bilan d’énergie (3.11) (sans les termes de

viscosités), et en l'integre sur D, on obtient

T
C,_,/ rooyd drdz + cvf Tgwri drdz + Cv] rgvg,gz drdz = (4.11)
D D 37‘ D 32’

= —R; / QT(T% + w, + T%) drdz + f L. H, drdz.
D 3?“ 32 D

Pour le premier terme, on a

CU/ 700, T drdz = ic,,] rgdrdz—cv/ rTo,pdrdz,
D dt " Jp D

ce qui nous donne (d’aprés 1'équation (3.8))

f roc,0:d drdz =
D

= %cu / roT drdz+c, f o (row,) drdz+c, / Q’Ug) drdz+c, / rTHy drdz.

En substituant ce terme dans ’équation (4.11), et par integration par partie

des autres tremes, on obtient

, B g i
L) / roT drdz+c, / T—a—(rgw,-) drdz+c, / T+~ (ovs) drdz-+c, / rTHy drdz+
it In Ip or D 0z D

”

= ” o] j - ' o
+ / Colrow, Th dz—c¢, / T— (rpw,) drdz+ / c[rovsT)g dr—e, [ vT—(pug) drdz =
In In Or Jn Jn 0z

= =l / QT(T% +w, 4 ra—“’i) drdz + / Ly H,, drdz,
D az 67' D
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ce qui implique que

d z
—w-cv/ TgTdrdz—i—c,,f rTHtrdrdz-i-cv[ Fow:T dz (4.12)
dt " Jp D 0

Ovs Ow,
= _ fDoT(r—gz + w, +r——0" 5 ) drdz +/ L. Hy, drdz,

En faisant la somme entre les équations (4.5), (4.10) et (4.12), on resulte,

a la fin, que :

d

E mQ(w A ”3) drdz + —f roc,T drdz+ (4.13)

-i-/ g(wf + vg)Htr drdz + ¢, / rTH, drdz + c,,/ Fow;T dz+
D 0

D

1 (7 z
+§/ Fow? (7, z) dz + RI/ oTTw, (7, z)dz + ; f Tow, (T, 2)v3(F, 2) dz =
0 0 0

2
= " o 2. . .
- / é a'fk 830;,-?}'“ 353kv ’U)dS+a_,[; v (V- v)dS+

— / v3g2 drdz — f vsgodrdz + / L. Hy,. drdz.
D D D

Donc, ce résultat interpréte le phénomeéne Orage, car on a trouvé le bilan

général de I’énergie
Energie thermique + Encrgie cinétique + Energie potentielle —
= Energie totale.

ol
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2 [ 2o(w? + v2) drdz : la variation de 'énergie cinétique;

4 ¢, [, roT drdz : la variation de Iénergie thermique;

Ip 5(w? 4+ v)Hy drdz : la variation suplimentaire de I'énergie cinétique
due a la transition se phase de 'eau;

Cy f p TTHy drdz : la variation suplimentaire de ’énergie thermique due
& la transition de phase de ’eau;

L [ZFowd(F, 2) dz+ 1 [} Fow, (7, 2)v2(F, 2) dz : entrée et sortie de I'énergie
cinétique ;

Cy f[f Fow:T dz + R, fuz oT7w, (7, z) dz : entrée et sortie de ’énergie ther-
mique;

7 fuco 32 ;,.k T (aﬁ vj + az 5= Vk — 20k V - v)dS + ( [0 vj - BV - 0)dS :
entrée et sortie de I’énergie due a la viscosité;

fD vsgdrdz : I'énergie perdue & cause de la friction de ’air avec les
gouttlettes d’eau;

f p U3go drdz : la variation de Iénergie potentielle;

/] p LirHyr drdz : I'augmentation de ’énergie thermique de la chaleur la-

tente due & la condensation de la vapeur d’eau.
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Chapitre 5

Démonstration du lemme 2.2

On va démontrer que
lW(Q*{l), T*(l)) _ W(Q*@J, T*(2))| S

< |Dj+Dy+ D+ Dy+ Dy + Dg|lz sup |[WO(2) - WO()]

2 €[0,2]
On a
W ("M, 7O — W (o*®, 7*@) =
= s 1, 9) L 1ogr® — L
—%(%(T‘*‘Z})% logd™® — d;';ﬂs(T*@)))
. (Rf:f;;:f“ = RI;:::;:;QI) (%US(T*(”)%zogg*(” - %m (T +
B [(Fu(T") L togg L 10))— (o) L0+
2 Fu(T°)))

_l)!+l)1 f D.j l D.q, | I)b | Jr.)L,
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ou
R (THR Y, 1)y @ g5 M s
D, = Q*(l)T*(l) (ﬂ'vs(T )EJOQQ = E;’JTW(T ))
(R1T*(2) + L I) 1 s i " 4 )
D2 = T+ g (Q*(l) *(2))( ”-9 T ( ))d logo ) Eﬂ-w(T (1)))

d

2) 4 L 1 1
RlT = gl ﬂ'vs(T*( )) logg*(l) _ d_,ﬂ_ (T*(l)))

5= | @ )(T*“) - T*(2))(

R\T*® + Ly " oy
Da = (— ) (Fos(T°0) = Foa(T°) Floge™

RiT*® + Ly
5= ( 0*T*(2) )

RIT*(Z) + Lgl (i_
FOT) ‘gz

d d
*(2) *(1) +(2)
P - logo —-logo )

v . .
Ds = — (T (1)) s E'H},_;(T (2)))

Or

- . 1 2w (N ds o R W o YA
(1) _ 752 = oRFe o W) (Tg - B i f g Fmds WO dz')+
1T Cy Jo

z z-' 4 4
[ e )
R]_ + Cy

z 1 z =
= (eFrre fo WO _omiims i WOEE) (7 "R i / o J§ WO = d)+
o 1 TCy

z . o
- f W(l)(z”}dz"' /
e Tteu o dz')+
R]_ + ¢y f )

*(]—3c — R i_(m /ze R1+cu f(] W{Q}(Zn)dz”dzf)]
1 Y

W (e i [FWD(2)dzy (s : () (2)dz"
(6R1+cvaWl ")d 6R1+c-ufﬂW (Z)dz)(TO_Rl‘AqI Cl,f e R1+Cvf0 b e dz’)+

-3 X : g e

{ 1 23N ool . 1 LU AR Y 1 2 2 1y ;

S R J e!h +cp Jru " (U )"i'!' / (H Ity +cep fﬂ " (" J-‘" —¢ Ity +cy f() " (" )'1‘" )dzl
1+ Cu 0

jb w@(2")d2' (T

—e Ri+cu +Cu o

temrie o WOEE [ (e _

1

comme on a

(1) 1 2z 117(2) (0N 7t 1 1 z
|eRasm e WOENE _ mim TWEEE | < | gup( e rrm Jo W)
R1 4y
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) /0 (W () - Wwo())d7|

et
/ le” mirm i WO e_ﬁf';lwm)(z”}dzqdz“ <
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