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Résumé

Dans ce mémoire, on considére le mouvement de 'air qui passe sur une
montagne en formant des nuages de gouttelettes d’eau et de mourceaux de
glace. On étudie en particulier le systéme d’équations monodimensionnelles
du mouvement stationnaire d’un gaz visqueux et calorifére en coordonnées
euclériennes, avec de petits coefficients de viscosité et de conductibilité ther-
mique. Nous prenons en examen ce systéme d’équations avec les conditions
aux limites et nous examinons la possibilité de démontré du l’existence d’une
solution de I'équation avec viscosité et thermoconductibilité dans un voisi-

nage de la solution de I’équation sans viscosité et thermoconductibilité.



Introduction

La précipitation est un phénomeéne naturel qui intéresse la société hu-
maine depuis 'antiquité. Elle a été observée et documentée pendant des
siécles. On sait également que la présence des montagnes cause des préci-
pitations abondantes. Le cas de la précipitation dans I’ Atlas marocain nous
intéresse de maniére pariculiére pour la proximité géographique a 1’ Algérie et
pour la similitude des conditions climatiques générales. Parmi les chercheures
qui ont étudié la précipitation sur 1’Atlas, en particulier la chute de la neige,
nous citons M. Peyron, qui dans son article Les chutes de neige dans I’Atlas
marocain [14], a décrit d’'une maniére suffisamment détaillée la précipitation
sur ’Atlas. Selon sa description, 1’Atlas marocain bénéficie d’importantes
précipitations nivales pendant la saison humide. Cet enneigement est assez
irréguliérement réparti, dans le temps comme dans |'espace, mais se répercute
pringipalomaont. sur To varnnnt Mard. Tn mantonn nival ainal eanntitng nheit
a des influences thermo-climatique dont les actions solaires et éoliennes sont
les plus marquantes. Des néves garnissent les creux de la montagne jusqu'en
été, mais les neiges permanentes sont rarissimes.

Retournons a la geneése de la précipitation, 'atmosphére contient une cer-
taine de quantité d’eau a I’état gazeux. A la déffirence des autres molécules

comme N et Oy, qui reste toujours en état gazeux dans les conditions ordi-
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naires de I'atmosphére, H,O peut avoir trois état : gazeux, liquide et solide.

Aux températures supérieures a 0°C, si la pression de la vapeur devient
supérieure & la pression de la vapeur saturée (relative a 1’état liquide), alors
il y aura la condensation; d’autre part, si la pression de la vapeur devient
inférieure a 0°C et si les gouttelettes sont présentes, alors il y aura I’évapora-
tion. Dans l'autre coté c’est-a-dire aux températures inférieures a 0°C, si la
pression de la vapeur est supérieure a la pression de la vapeur saturée, alors
il y aura la sublimation inverse (de gaz en solide) ; d’autre part, si la pression
de la vapeur est inférieure a la pression de la vapeur saturée alors il y aura
la sublimation (de solide en gaz).

Nous désirons alors donner notre contribution a la recherche des modéles
mathématiques des phénoménes atmosphériques et météorologiques et cli-
matiques avec I’étude des équations du mouvement de I'air avec éventuelle
condensation de la vapeur d’eau et donc avec éventuelle formation de nuages
et une éventuelle sublimation inverse (de gaz en solide) et donc éventuelle
formation de neiges.

Comme phénoméne physique, la transition de phase de I'cau se réalisc se-
lon des conditions physiques bien précises. Pour la définition des conditions
pour la transition de phase de 1'ean dans 1'air, jone le rAle fondamental 1a
quantité appelé presston de lo vapeur saturée, qui est essentiellernent déter-
minee par la temperature. L)'autre part, les processus de transition de phase
contribue de maniére appréciable & la variation de la température. Ce phé-
noméne est connu sous le nom de chaleur latente. La chaleur latente donné
ou retirée par la transition de phase de ’eau constitue un facteur important

dans les phénomeénes métérologiques.
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Dans ce mémoire nous allons étudier le phénomeéne de la chute de neige
et celle de précipitation dans une chaine de montagnes (des lieux élevés) qui
dépend de la température, ainsi quand la température 7 > 0°C il y aura la
condensation de la vapeur d’eau et quand la température T' < 0°C il y aura
la sublimation (inverse). Cette derniére transition de phase de I'eau cause les
chutes de neiges.

Les quantités physiques que nous devrions considérer dans un modéle
complet (voir par exemple [17]) sont
0= o(t,z), la densité de Iair sec
7 =m(t,z), la densité de H,O en état gazeux
g(m) = oy(m,t,z), la densité de H,0 en état liquide, contenue dans des
gouttelettes de masse m
os(m) = os(m,t,z), la densité de l'eau solide (glace), contenue dans les
morceaux de glace de masse m
v = v(t,z) = (v1,v,v3) = ((vi(t,2),v2(¢, ), v3(t,2))), la vitesse de l'air
composé par l'air sec et la vapeur d’eau
w(im) = ulm, b, w) = (ug,Ug,uz) = ((uy(rme,t,x), ua(m, b, 2), us(m, £, 1)), la
vitesse des gouttelettes de masse m
w(m) — w(m,t,z) — (wy,ws, ws) — ((w1(m,t, z), wa(m, t, z), wz(m, t, z))),
la vitesse des morceaux de cristal de masse m,

T =T(t,z) et p= p(t,z) sont respectivement la température de 'air et la
presoion, comme oy(m) ct o5(m) désignent la densité dans lc sens de la masse
dans 'unité de volume de I'air, le nombre des gouttelettes et des morceaux
de cristal de HoO de masse m se trouvant dans 'unité de volume est donnée

par @ et 5112—:—”-1 respectivement.
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Toutefois dans la présente étude, nous allons utiliser un modeéle simplifié,
ot nous considérerons les quantités g+ et v, tandis que o;+0; sera considérée
d’une maniéne implicite.

On rappelle que dans les conditions usuelles de I'atmosphére, le compor-
tement de l'air sec, ainsi que celui de la vapeur d’eau au regard de la relation
entre la pression, la densité et la température n’est pas beaucoup différente
de celui du gaz idéal, ce qui implique que la pression partielle de air sec et
celle de la vapeur d’eau sont représentées respectivement par R-ZT et RiT ,
la pression de 1’air composée par l'air sec et la vapeur d’eau est la somme
de la pression partielle de 'air sec et de celle de la vapeur d’eau. Donc la
pression p de 'air est donnée par

T

0
=R{— 4 —)T,
P (ua #h)

ou R, u, et up sont respectivement, la constante universelle des gaz, la masse
molaire moyenne de l'air et celle de I'eau.

Dans [9] les auteurs ont étudié la solution numérique de ’équation simi-
laire (seulement avec condensation sans sublimation inverse); le résultat de
calcul numérique illustré dans [9] montre en particulier le comportement de la
température : la dérivé de cette fonction par rapport & z a une discontinuité
a4 cause du début de condensation. Dans [2] l'auteur donné quelques idées
pour ’éventuelle démonstration d’existence d'une solution de cette équation
sonl loulelois compléler la démounslraliown.

Rappelons aussi dans [3| les auteurs ont démontré I'existence d'une solution
do I’6quation sans condensation, la technique développée dans [3| reste fonda-
mentale pour la recherche de solution de l'équation méme avec condensation

et éventuellement sublimation (inverse).

7
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L’objectif de notre travail est de montrer la pssibilité de la résolution,en
développant des techniques pour la résolution de ’équation avec condensation
et sublimation (inverse). En effet, méme si n’avons pas réussi 4 démontrer
I'existence d'une solution de cette équation, nous avons fait quelques progré
dans cette direction, en particulier nous avons montré un schéma de I'appli-
cation du théoreme de point fixe de Schauder sous une hypothése, qui nous

semble vraisemblable mais pour le moument reste encore une hyphothése.



Chapitre 1

Présentation des équations du
mouvement de ’air

1.1 Equation de la conservation de la masse

Comme il n’y a pas de possibilité de transformation de 'air sec a HyO
ou de H,0 & un des élément de l'air sec, la loi de conservation de la masse
s’applique séparément a 'air sec et & H,O est exprumée par ’équation

do
— + V.(gv) =0 (1.1)
n T e e

Le principe de la conservation de la masse et la desciption de la transition
de phase de 'eau impliquent que la densité de la vapeur d’eau 7(t,z) doit
vérifier I’équation

O

ar | V.(mv) = —Hg(1',7,01(.)) — Hys(1',7,04(.)) (1.2)

ont Hy(rorp, Hy,) ront la quantité totale de la condensation et celle de la

vublimution (invorse).
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D’autre part, pour 'eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse

m est exprimé par I’équation suivante

dai(m)
at

_ 9(mhg(m)ai(m))

+ Y (o(m)u(m) = -

+ hg(m)ay(m)+  (1.3)

% /Um ﬁ!(m — m")gl(m’) o’;(m = m’)dmf _ /U‘w 8, (m, m!)gt(m)ﬂ'g(?'n!)

Pour ’eau solide contenue dans les morceaux de cristal de masse m est

exprimé par 1’équation suivante

dos(m)

e 1Nl . O(mhgs(m)as(m))
at

5 + hgs(m)os(m)+ (1.4)

+ V(oy(m)w(m)) =

% _/Dm ﬁs(m = m’)Us(m!)Us(m - m’)dm’ = /000 ﬁs(m,m")gs(m)o}(m’)

ott By(m,m')(resp. Bs(m,m’)) sont la probabilité de rencontre entre une
gouttelette de masse m et une de masse m’ et la probabilité de rencontre
entre un morceau de cristal de masse m et un de masse m'.

hg €t hgs sont respectivement la quantité de HoO qui se transforme de
gaz en liquide (par unité de masse) sur les gouttelettes de masse m et celle
qui se transforiue de gaz en solide (par unité de masse) sur Ins morceanx de

crislad Jde wasee m.

10
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1.2 Equations de quantité de mouvement des
gouttelettes et des morceaux de cristal

L’équation qui exprime la loi de la conservation de la quantité de mouve-

ment aura la forme

v 7 0 T

=l = A Hhv(va) - Lo Do,
(0+m)( + @ VIv) = v+ (C+ DV(V0) — RY(CL+-0)T)— (19)

- [f (o1(m) + os(m))dm + o + ?r] Vo - 2(0+ mw x v,
0
En outre, pour les vitesses des gouttelettes d’eau u et des morceaux de

cristal w nous adoptons les approximations

u(m,t,z) =v(t,z) — '(;(E'n?)vq)’

w(m, t,z) =v(t,z) — Vo,

1
as(m)

ot ay(m) (resp. as(m)) est le caefficient de friction entre nme gonttelettes
(resp. morceau de glace) de masse m, tandis que ¢ est le potentiel d’on
dérive la force extérieure (comme la force gravitationnelle) et w est la vitesse

angulaire de la rotation de la terre. Si on néglige la force de coriolis, I’équation

(1.5) se réduit a

T

dv ; 7 Y
(o+m) (E + (’U.V)’U) =nAv+ (C+ E)V(V’U) = RV[(; - ;}:)T)— (1.6)

- [_/Dm(gi(m) +o,(m))dm + o+ ﬂ-] v

11



UNIVERSITE 8 Mai 1945-GueLMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

avec 7 et ( les coéflicients de viscosité,

Le terme [ (0y(m)+0s(m))dmV® correspond par le principe de 'action-
réaction, aux effets de friction décrits dans la définition de la vitesse u des
gouttelettes et de la vitesse w des morceaux de cristal de HyO.

Dans les conditions usuelles de 'atmospheére, le comportement de l'air
n'est pas beaucoup différent de celui du gaz idéal, donc nous permet de

supposer que la pression p est donnée par

R
p=—0oT = RyoT (1.7)

m

ou T la température, R la constante universelle des gaz et y,, la masse molaire

moyenne de ['air.

1.3 Equation de bilan de I’énergie de l’air

Désignons par Hy = Hy (T, m, 0y(.))(resp. Hygs = Hys(T, 7, 05(.))) la quan-
tité totale (dans I'unité de volume et de temps) de H,O qui se transforme
du gaz au liquide et celle (dans 'inité de volnme ef. de temps) de Ha() qui
se transforme du gaz au solide et par Ly(resp. Ly,) : la chaleur latente de
condensation et celle de sublimation inverse.

On note par x la fonction caractéristique dans les conditions ordinaires de
I'atmosphére. Si la température T est supérieure & TJ- =973 15K (T > 0°¢),
alors il ¥ aura la condensation de la vapeur d’eau et si la température T est
inférieure & Ty — 273, 15K (T < 0°C), alors il y aura la sublimation (inverse),

ainsi I’équation de bilan de ’énergie est exprimée par

12
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15
(o+ ﬁ)cv(a— +v.VT) = kAT — R(g + i)TV’.U—&- (1.8)
ot Ha Hh
3
ov; Ov; 2 Ov; 5
+7 Z(axj + 5% — 5 V'”)BE +((V.v)

i,j=1

+Erad + X7, Lot (T) Hat(T, 7, 01()) + X, Lgs(T) Hys (T, 7, 05()),

ol FE,.q désigne la source de la chaleur (par exemple celle due a la ra-
diation), T' la température, ¢, la chaleur spésifique et x le coéfficient de
conductibilité thermique. Si on néglige la contribution de la chaleur latente
de Ly(T)Hg et de Ly (T)Hy, 'équation de bilan de ’énergie sera écrite sous

la forme

T
(o+ ﬂ)c,,(?—— +v.VT) = kAT — R(—Q- + i)’l"'V’.zhL (1.9)
ot Ha Hh
3
ouv;  Ov; 2 Av; 5
+1 Z(axj i 304V.0) 52, +((V0)? + Erag,

ij=1

1.4 Sublimation inverse et condensation de la
vapeur d’eau dans l’air

On rappelle que la sublimation inverse et la condensalion de la vapeur
d'esu duns 'ubmosphicie lousivoent lo chaleur latenta A Vair. T quantita de
la chaleur donnée a(ou retiré de) l'air, peut 8tre exprimée par le produit de lu

chaleur latente Ly et de la quantité de condensation Hy(de méme le produit

13
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de la chaleur latente Ly, et de la quantité de la sublimation inverse Hg,).

La chaleur latente Lg/(resp. Lgy,) sont exprimée par :

Ly = Ly(T) =~ (3244 — 2, 72T)10°(J/ K g) (1.10)

Lgs = Lgs(T) = Lg + Lus (1.11)

avec

Ly, =~ 332.103(J/Kg)

D’autre part, la quantité de condensation et celle de sublimation inverse sont
déterminées respectivement par la relation entre la pression de la vapeur
saturée (relative a 1'état liquide) p,,(T) et la quantité de H,O présente en
état gazeux et par la relation entre la pression de la vapeur saturée (relative
& I’état solide) et la quantité de H,O présente en état liquide.

La valeur de la vapeur saturée p,,(7) relative a I’état liquide(resp. solide)

dépend de la température 7', donnée approximativement par

7.63(T-273,15)

Boo(T) ~ Ep. 10" 75155 | Fy = 6, 108(mbar) (1.12)
B, (T) =~ Eo. 1057765, By = 6, 108(mbar) (1.13)

Pour la commodité de calcul, on utilise la densité de la vapeur saturée au
lieu de la pression de la vapeur suturde.
rll'--\it'ln i lmb i uu{“(T') =1 Tl uu:u]f:'T‘) 1»"1 l']l' nsil‘..‘ i IIII' Ifl lffll'n'iil' .l.r..l‘.m'." i 1'1'lﬁr-hl'h' .|f|'|.

I'état liquide et celle relative & 1’état solide respectivement, qui sont données

14
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par :
- _ HaDysy(T)
Tost)(T) = —%5

= p‘hﬁvs{s) (T)

B hT

ott R, y1, et uy, sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse

afvs(l) (T)

molaire moyenne de lair sec et la masse molaire de H,0.
avec

R = 8,314(j/mole)
ur = 18,01(g/mole)

La quantité de condensation et celle de sublimation inverse sont donnée

respectivement par

Hy = Ky[m(z) — Tysuy(T)]F (1.16)

ol [|* désigne la partie positive et (resp. k2) est le coéfficient associé a la

vitesse de condensation et celle de sublimation mverse.,

1.5 Equation de mouvement stationnaire

Quand la vitesse, la densité ot la température ne varient pas dans le
temps et le mouvement reste constant an conrs du temps, on congidérons les

équations stationnaire du systeme, on posons

6;:(_) = 0: (330 = O, agT =0
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Les équations de conservation de la masse et de quantité de mouvement, ainsi

de bilan de I’énergie & 1’état stationnaire s'écrivent respectivement par

V.(ov) =0 (1.18)

o(v.V)v =ngAv+ (¢ + g)V(V.U) - ﬁV(gT) - oV (1.19)

3
0c,(v.VT) = kAT — ?QTV.U +7 Z(

ij=1

8’1)5 8Uj 2 81)@
—L 8V —
5:.-:j i aE{ 3 ’ U) 8.’173'

+ (1.20)

C(V-U)2 s X{Tzf_;}LgIHgi g X{T{T_f}Lyngﬂ-

Les équations (1.19)-(1.20) sont du type elliptique, on va procéder a leur

résolution dans le cas monodimentionnelle une méthode différente.

1.6 Modéle du mouvement stationnaire de ’air
en une dimention spatiale

Pour décrire le modéle de I’écoulement de I'air qui passe sur une mon-
tagne, on désigne par h(z;) une fonction suffisamment réguliére représentant
la hauteur. soit {z3 > h(z1)} la surface sur laquel I'air passe. On va considérer
une approximation en une dimension spatiale, dont le domaine correspondrait

dans la considération physique, a une couche

Q= {z = (21,73) € R*23 > h(z1)},

16
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En utilisant toutefois les nouvelles coordonnées (y1,ys) et le nouveau vecteur

(wl, 'E.Ug).

En effet, introduisons les coordonnées (y;,ys) par les relations :
Y1 = I, Y3 = x3 — h(z1),

On remarque que si on utilise (y1,ys), le domaine Q, définit au-dessus se

transforme en :
{(yl:y"i) € R2|y3 > 0}:

on sait que
8 —%n 8 Oy b
81 dz1 Oy dzy Oys’
D —0n 8 4 bus 8
Oz = Oza By | Oz3 Oya’
Donc on a
8 _ 8 dh 8
a1 dy1 dyy Oys’
(1.21)
o P
dz3 dys?

Nous introduisons maintenant les composantes w,, ws du vecteur vitesse

v de telle sorte que

dh
dyy

h
- i
Ry e u A e

dyq dyy
W3 = Uz,

Comme v et vz sonl exprimés par

e dh
v = /14 (G Vwr = Grws, (1.22)

U3 = W3,

17
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Comme on le voit aisément, la valeur w; est la composante du vecteur

vitesse dans la direction du vecteur
1

N

s 0
i dh
dyy

YIHG)?

Dans la suite nous allons transformer les équations de notre modéle du
mouvement de I'air en fonction de wy, ws, o et T en les coordonnées (y1,93),
en utilisant les relations (1.21) et (1.22)

En outre, on a besoin d’introduire la "section du courant", qui n’est pas
définie a priori et I'effet de la friction avec la surface terrestre. Pour que la
"section du courant", ou I'épaisseur de la couche, soit déterminée de maniére
cohérante & la déscription du mouvement de I'air en dimension trois repré-
senté par le systeme d’équations (1.18)-(1.20), il faut qu’elle soit déterminée
de sorte que la pression soit fonction de la densité et de la température a
Iintérieur de I'écoulement dans la couche considérée coincide avec celle de
I'extérieur.

Pour déduire les équations dus wouvetent de 'air en une dimension spa-

Linde, neuy supposuny yue

0,w1,wy et T ne dépend pas de ys,

et nous posons

dh

1+(%)

W3 = wy,

Dans la suite nous écrivons simplement = au lieu de vy, et considérons le

mouvement stationnaire de I’air dans une couche de la surface (ce qui est

18
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équivalent mais plus facile 4 imaginer, dans un tuyau que nous construisons
dans notre esprit). Désignons donc par S(z) la "section du courant" (ou
du tuyau). Alors, en tenant compte des relations entre la longueur dans la
direction 5 et la dérivée par rapport a x, pour ’écoulement stationnaire de

(1.18), on déduit 'équation de continuité -en tuyau-.

L) -

Pour obtenir I’'équation de quantité de mouvement en une dimension, on
considére I’équation (1.19) multipliée par (; on y introduit le terme de la
friction avec la surface —aw et le gradient de la pression de base 7,

En acceptant I’hypothése qu’en peut écrire approximativement, avec

g >0

nous posons, en outre

= ay:;(p = 85r-':s(I)!

Aprés des calculs et des simplifications, I'équation de quantité dec mouvement

écrite sous la forme

oSw d d*w R, d
—_—— = fi— + [ —_ T 9,
V14 h'2 df.':w f dz? faw + VI+h? uf_.-f;(-g w) (1.24)

oS :
e
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— 1 ﬂ 2
fa = g hPl- D (0 4+ 4) + (202 = 1] - K (G + ")
2T 14 h2 3 g~

(0" = Ln(z), K" = Lh(z)).

L’expression des coefficients de fi, f» de (1.24) résulte des calculs assez
longs mais élémentaires.

Pour I’équation du bilan de 1’énergie, les calculs des coeflicients de (1.20)
effectués en tenant compte des relations entre la longueur dans la direction

de ¢ et la dérivée j—x, donc nous conduisons &

oSw  dT T d, wS

W e =kis — RT (— 2
Jirne vdr “dgr e & irm T 23]

+g1(ﬁ'w) + gzw-d—zw + gzw”®,

ol

e i) E 12

_ —2h Tl
g2 = (1 _l_h_rz)gh (3 +C)1
1

4 ;
= oY G A i

Fn vertu de I'équation (1.23), la fonction —25%__ demenre constante.
q ’ V9 ()3

20



UniversiTE 8 Mar 1945-GuELma DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Nous écrivons k, pour désigner cette constante, c’est-a-dire on a

oSw
—_—=k 1.26
ViEm e

Si la fonction est connue, I’équation (1.26) nous permet de réduire I'in-
connue p comme fonction de w ou w comme fonction de g. Dans notre calcul

nous allons utiliser I'égalité

/ 2
u‘ (1.27)
Sw

Nous substituons la relation (1.7) et (1.27) dans les équations (1.24) et

(1.25), alors nous avons un systéme d’équations de deux équations avec deux

inconnues : la vitesse w et la température 7'

d RK, d

L dPw T o

K,

diT &7 _ kJI+R? d, w
= By T

S 1.29
FoCo dz PPy w da:(\/l i h’?)+ ( )

d o d 2
+a9 (@w) == gato- + gaw”,
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Chapitre 2

Etude d’un systéme d’équations
différentiels ordinaires

2.1 Equation différentielle du second ordre

Dans ce chapitre, on va s’occuper du systéme d’équations monodimen-
sionnelles du mouvement stationnaire d'un gaz visqueux et calorifére (1.28)-
(1.29).

Avant tout, on va donner un résultat pour un cas plus général, cas d’équa-
tion différenticlle du sccond ordre & valeur dans R™. Nous considérons I'équa-
tion difféerentielle ordinaire du second ordre pour la fonction inconnue

u(z) € R*
eu"(z) + Bz, u(z), v (z)) = g(z), Ozl (2.1)
avec les condilions aux limites
u(0) =u(1) =0 (2.2)

oll € est une constante telle que 0 < & < 1 et g(z) esl une [vnction donnée &

valeurs dans R™. On suppose que la fonction A(z, u, /) : [0, 1] x R*xR™® — R™
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est continfiment dérivable par rapport & u et u' et que
B(z,0,0) =0 (2.3)

La condition (2.3) ne restreint pas la généralité. En effet, si §(z,0,0) # 0,
alors il nous suffit de considérer 8(z,u,u’) — 8(z,0,0) au lieu de 3(z, u,u')
et g(z) — B(z,0,0) au lieu de g(z) dans ’équation (2.1).

Avec la condition (2.3) sur 8(z,u, '), 'équation (2.1) aura la forme

eu"(z) + B(z)u'(z) + C(z = g(z) — R(z,u(z),v'(z)), (2.4)
ou
B(@) = (By(2))iget-ms  Bis(@) = %gf-—“) Jumo=0,
Clz) = (Cy(2))ig=1, ms Cij(z) = %ﬁ’u’l hina=o;
Ri(z,u(z),v'(z)) = Bi(z,u(z ZBIJ(I Z Cij(z)u;(z).
j=1

Pour les matrices B(z) et C(z) nous supposons qu’il existe une matrice dé-
finie positive D(z), une matrice I" indépendante de = € [0, 1] et une constante

kg > 0 telles que

D(x) R(m) noit. rymatriquae pour tout @ [0, 1], (25)

D(z)C(z)u < —ko|lu> VueR*, Vzel01], (2.6)
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" 1 ;
ellD' |7 < 4mp (ko — | DB||zeo || E'l| o= 5 max [| Al =), (2.7)

ou

mp = inf{u"Du |u € R, |u| =1},
B(z) = e™(B(z) — 2eNe™ ™,
C(z) = e™(C(z) — B(z)[ +elP)e ™,

Ax,k=1,---,n, sont les valeurs propres de D(m)B(a:),

E est une matrice unitaire telle que EDBE~! soit une matrice diagonale.

D’autre part, on suppose pour les fonctions g(z) et R(z,u,u’) que :

(i) 1 existe un Ry tel que, si |u| < Ry, alors on ait
|R(z,u,u)| < cplul* + |ullw'| +ele[), Yz el0,1],  (28)

oll cg est une constante indépendante de = € [0, 1].
(i) 1l existe R; > O tel que I'application u — R(-,u(-),'(-)), application de

H} dans H™!, soit continue dans
{u e Holllmllmg < Hait-

Maintenant. on va étudier 'équation (2.4), mais avant cette étude, nous

la. transformons cn une équation pour la fonction inconnue
i(x) = eu(z).
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En effet, en substituant

u(z) =& ila),

dans ’équation (2.4), on obtient
e(e™*u(2))" + B(z) (e ™a(z)) + Cla)e ™ u(z) = g(z) — R(z, u(z), ' (x)),

On rappelle que

A
e = Z E!—,
k=0
Or, comme
d ~Da= =T Dzt
E:E(e t(x)) = —Te™ “ifz) + e~ "t/ (z),
d2

d—ﬁ(e'r"‘ﬁ(x)) = e T24(z) — 2Ue 724/ (z) 4+ e 24" (z),

en utilisant les notations B(z) et C(z) introduites ci-dessus, on transforme

I'équation (2.4) en

et (z) + B(z)d (z) + C(z)i(z) = §(z) — R(z, q, ), (2.9)

-~ Iz

g(z) = e “g(x),

Rz, i, ') = MRz, u, ')
Les conditions aux limites (2.2) se réduit a

@(0) = a(1) =0 (2.10)
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Il est clair que l'existence d’une solution %(z) de 'équation (2.9) avec la
condition (2.10) équivaut & celle d’une solution u(z) de ’équation (2.4) avec
la condition (2.2). Pour cette raison, pour simplifier les notations, nous allons

écrire (2.9) sans “ ", c’est-a-dire dans la forme
eu’(z) + B(z)u'(z) + C(z)u(z) = g(z) — R(z, u, u') (2.11)

avec les conditions

D(z)B(z) soit symétrique pour tout = € [0, 1] (2.12)
u-D(z)C(z)u < —kolul>*  VYu e R, Vz € [0,1], (2.13)

I ' 1 I
e|D | < 4mp (ko — [|[DB| p= || E' ||z — 5 max [|Ag[|z). (2.14)

L’expression de la condition (2.8) et ’hypothése (i) restent invariantes.

2.2 Equation linéarisée et estimations de sa so-
lution

L’existence d’une solution de I’équation (2.11) sera obtenue a l'aide du
théaréme dn paint five de Schander T’idée générale qui nons adoptans est
celle d’examiner d’abord les équations linéarisées et puis de chercher un point
fixe d'un opérateur défini par la solution des équatious linéarisées.

On considére I’équation linéarisée de (2.11)
eu’(z) + B(z)u'(z) + C(z)u(z) = y(z), O<wa 1, (2.15)
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ot 7 est une fonction appartenant & la classe L*(0,1;R™). L’équation (2.15)

doit étre envisagée avec les conditions aux limites
wl@)==ull) =10, (2.16)

On rappelle en premier licu I'estimation de la solution du probléme (2.15)-
(2.16) dans H}(0, 1;R™).
Lemme 2.2.1 Le probléme (2.15)-(2.16) admet une solution v € Hy(0,1; R™)

et une seule et on a
"me 2 2 o
eaqlu'llze + llullze < eallvllzes (2.17)

ot et ¢; sont deur constantes strictement positives indépendantes de =.

DEMONSRATION. On désigne par A la matrice transposée de A, de sorte
que *u sera le vecteur ligne «. En multipliant I’équation (2.15) par "uD et en

faisant l'intégrale sur [0, 1], on a
5/ t'u,(.’lt)D(.’.{:)U.”(fi:)dfl:+/. ‘w(z)D(z) B(x)v' (x)dz+
0 0
+]0 u(x)D(x)C’(:c)u(m)d:rz/o u(z)D(x)y(z)dz.

En appliquant I'intégration par partie et en utilisant la condition (2.16),

on obtient

.1

—E/ll(tu(:c))'D(ﬂs)u’(:c)d:r — E/ ‘u(z) D' (z)u' (z)dz |

4 /‘1 tu(z)D(z) B(z) (z)dz + f tu(z) D(x)C (x)u(z)dz =
0 0
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1
=/ ‘w(z)D(z)7y(z)dz.
0
Comme DB est une matrice symétrique, il existe une matrice unitaire

E telle que EDBE~! soit une matrice diagonale, dont nous désignons par

A1+ +, Ag les éléments diagonaux, on a donc

‘uDBu = *wE'EDBE'Ev' = *(Eu)EDBE‘Eu/’
=" Eu)EDBE™Y(Eu) — 'uDBE™'E'y,

= % Yy E;E (Avf) — % > " NvE —wDBET'E'y,
ol v = (Eu),. Donc compte tenu de la relation

11d & 1¢ L
~— (A Ddz == (M) =0
/0 2 & 2 =5 ) b, =0

k=1
(qui résulte de la condition (2.16) et de la définition vy, = (Eu)i), on

obtient
1 1 1 1 1

—5/ (tu)'Du’dx—ef tuD’u’ds:—EZ/ )\;Cvf.d,x—/ ‘uDBE™'E'udz+
0 0 e 0

1 1
wfu / by s — / ""uﬂ']*tf;t'.
Ju 0

11 s’ensuit que

empl|u'||72 — ¢l

D'l flull 2’| 2+ (2.18)
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1 ’ ;
+(ko — 5 max || Nllzee — | DBz || B[l oo [ull7> <

< ID||zee[ullz2 || vl z2-
Or, d’aprés (2.14) il existe un nombre 0 < 8 < 1 tel que
i}
el D' = 4(1 — B)ymp(ko — 5 max el — [[DB]| oo | E'|| =),

ce qui nous donne

el DMl lull 22l [l 22 <

I ]' ! 1
< V1= Bemp|lw'||f2++/1 — Blko— 5 max[|Nllzee — [|D B oo | || o ) ]| 7

Done, compte tenu des relations

1—-+/1-3>0,

1012~
4y

on déduit de (2.18) qu'il existe deux constantes a; et c; telles que 'inégalité

DNz llullzzllvlize < vilull? + Iz, Yv>o,

(2.17) soit vérifice.

L’inégalité (2.17) étant démontrée, en 'utilisant on peut démontrer aussi
I'existence ct I'unicité de la solution u € Hj(0, 1;R™) (d’une maniére analogue
au traitement d’un probléme similaire illustré, par exemple, dans [6], pp, 138-

139).
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Chapitre 3

Mouvement de I'air qui passe sur
une montagne en formant des
nuages de gouttelettes d’eau et de
morceaux de glace

3.1 Systéme d’équations

Dans ce chapitre nous allons examiner le systéme d’équations qui repré-
sente le mouvement en une dimension de 'air qui passe sur une montagne en
formant des nuages de gouttelettes d’eau et de morceaux de glace.

En ce qui concerne ’équation de la quantité de mouvement, nous povons

considérer la méme équation

d dw LK, dJd T IC
s A A S 120y opt 8 s 1.28
dz® ko v1+ h* d'r( i w) 2 w? it

[)’autre part, pour I’équation du bilan de 1’énergie, outre les éléments or
dinaircs deja formulés dans 'equation (1.29), nous devous prendre en consi-

dération I'effet de la chaleur latente de la condensation de la vapeur d’eau et
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celle de sublimation inverse. Donc, en désignant respectivement par 7T, Lt
Lgs, Hy et Hgys la température, la chaleur latente de la condensation (transi-
tion de phase de H,0 de ’état gazeux a l'état liquide), la chaleur latente de
la sublimation inverse (transition de phase de H,O de I'état gazeux a |'état
solide), la quantité de condensation et la quantité de sublimation inverse et
en désignant aussi par x4 la fonction caractéristique de I’ensemble A (C’est-
a-dire, xa(z) = 1siz € Aet ya(z) = 0siz ¢ A), I'équation que nous

devons considérer aura la forme

dT _ T o kV14H?, d

: . 4, w LY
Fuecu?dz—fcdﬁ R, da:(m)+gl(dzw) +  (31)

d
QQUJ‘(ET-U + gsw® + X{Tng}Lyngi + X{T<Tf}L93HQS’

ol g1, g2 et g3 sont des fonctions dérivant des coefficient de viscosité
définies précédemment d’aprés (1.25), tandis que T est la température de
fusion de I'eau, avec T'; = 273, 15K.

Les équations du type (1.28)-(3.1) sont usuellement considérées avec les
conditions aux limites. Toutefois a cause de la présence du terme représentant
le gradient de la pression Rlﬁ,z % (\/Wh—’? %) avec un coefficient assez grand
Ry, il n’est pas facile de les considérer comme probléme avec les conditions
aux limites. De plus, dans 1'équation (3.1) il y a anssi des termes dus & la
condensation de la vapeur d’eau et & la sublimation inverse, qui ne sont pas

suffisamment réguliers. Pour cetle raison dans [9] les auteurs ont calculé la

solution d'un systéme d’équations similaire avec les conditions initiales
iid q
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dw(z) dT(z)

T(U) = Tﬂ: '!'.U(U) = wWp, d'l’: I.’-:=0: ws, dr

Iz:{}= T11

et ensuite ils ont choisi une solution qui s’approche mieux la condition

aux limites

T(1)=To, w(l)= 1o,

To et 1y étant deux valeurs données.

En ce qui concerne la quantité de condensation et de sublimation in-
verse, nous rappelons que leur expression Hy et H,, ont été définie dans
(1.16)-(1.17). Toutefois, dans notre modéle en une dimension spatiale ou
'écoulement de I'air en une seule direction détermine le comportement des
phénomenes physiques en considération, il nous est utile d’utiliser ’approxi-
mation adoptée dans (3] et [9]. Plus précisément, si la densité de la vapeur

au début de I’écoulement est g, alors la densité de Ho0O au point z sera

(0o étant la densité de I'air au début de I’écoulement). Donc, si on pose

o
o=
2o

la quantité par unité de volume de I’excédent de H,O par rapport a la densité
q p p

de la vapeur saturée 7, (7" (relative & I'eau liquide) est donnée par
g = mav|, qo0(7) = Tusy(T)| — laoe(x) — Tuugy(T)],

Landis que T quantité par unité de volume de excadent de HaO par rapport

4 la densité de la vapeur saturée T,(,)(7") (relative a 'eau solide) est donnée
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par

Es = max[0, goo() — Tus(s)(T)] = [q00(2) — Tus(s) (T)] 7,

ot [|* désigne la partie positive. Nous supposons que la quantité E; sera
la quantité totale de I’eau liquide et E; sera la quantité totale de I’eau solide
dans lair, et que donc la quantité (par unité de temps) de condensation est
donné par la dérivée de E; et la quantité (par unité de temps) de sublimation
inverse est donnée par la dérivée de E; c’est-a-dire la quantité de conden-
sation et de sublimation inverse est donnée respectivement par la variation
de I'excédent de H,O dans lair par rapport 4 la densité de la vapeur sa-
turée Tys)(T") (relative & I'eau liquide) et par la variation de I'excédent de
Hy0 dans Pair par rapport & la densité de la vapeur saturée Tus(s) (1) (re-
lative & I'eau solide). Comme, suivant I'écoulement, = est une fonction de ¢,

c’est-a-dire z = z(t), et que

dm(t) _ w
T N e

on a

Hy = < la00(z) T (T@)]* = S @) T T@)], (32)

Hy= %[Qag(fﬁ) ~ Tl ()| = v—ljf—ﬁfg[qw(w) = Tus(s) (T ()],

(3.3)

on & dinigne lo dérivée matériclle.
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3.2 Position du probléme

Notre objectif est de démontrer I’existence d’une solution dans le voisinage
de la solution sans viscosité et sans conductivité thermique. Pour cela, avant
tout nous prenons en considération les équations (1.28) et (3.1) avec
n = ¢ = r = 0; c’est-a-dire, en écrivant W au lieu de w et T au lieu de T

nous considérons les équations :

d _ Rk 04
kgd—mw-!— \/;h’?d (V1+h2= )— —k —-g—aw+ (3.4)

k cv—— + Rik,V1 +hf2_dm( (3.5)

vies

w d ﬂ"gk vV 1 + h!E - ot

= X{Tsz}Lgl\/_lﬁd_x‘ max (0, -—‘990?— — Tus(t)(T))]+
d mok mokoV1+ A2 =

tXrT L QSW max(0, P — Tus(s)(1))],

Nous supposons que le systéme d’équations (3.4)-(3.5) avec les conditions
initiales

w(0) = wy, T} =T,
admet dans l'intervalle [0, 1] une solution (@, T') et que W et T appartiennent
a H'(0,1) et vérifient les relations

inf T(z) >0, il w(z) >, (3.6)
(IRHTTEN 0574 |

En revenant aux ¢quations (1.28) et (3.1), nous les considérons avec les

conditions aux limites
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w(0) =w(0) =Ty, w(l) =w(1) =, (3.7)

T)=TO)=To, T(1)=Ti.

3.3 Transformation des équations

On considére le systéme d’équations (1.28) et (3.1) dans le domaine en une
dimension [0,1], aux extrémités duquel nous posons les conditions aux limites
non-homogénes (3.7). Il nous est commode de transformer les équations (1.28)

et (3.1) en des équations pour les fonctions inconnues
u=w -1, =P ~T (3.8)

En effet, les conditions aux limites (3.7) se réduisent en les conditions homo-

génes
u(0) =u(l) =0, 7(0) =9(1) = 0. (3.9)

Maintenant nous écrivons les équations (1.28) et (3.1) dans une forme
relative aux nouvelles fonctions inconnues u et ¢. Pour simplifier la notation,

nous posons
a(z) = v1+ (W(z))? (3.10)

Ainsi nous pouvouns les écrire dans la forme

Jiw 4 Dy + Cryu+ Cisd — Ni(@, T u, 2), (3.11)

k9" + Bo1u' + Boo + Coru + Cogtd = -NQ(E; T: u, 'él) + \_H(u, lﬁ)u (312)
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ol

72 k
By = —k, + legﬁr By = —Rl—wg,

T
By = —leg% + 200" + g, Bay = ke,

o T il h T Rk, o
Cu= leggg + leé'ag + Jo— kg%ig: Cro = 31%? e

0
w g’

_
Ca = legTﬁ + goW' + 2937,

—}

022 = le e legg(é)’,

u+w d ok, 0 _ -
U(u,9) = xro7,3 (—Lg) —— 7, max(0, m — s (9 + 1))+
w d 7 A —
FX{T2T,) fyr—--—[ma\(ﬂ 7 Tusy (T))]+
00W
u +w d koo - =
+X(r<r;)(—Lgs 7, ma m Tus(s)(¥ + T))]+

-‘U;I"f

wd :
+X{T<Tf}Lys;£[maX[U — Ts S)U Ns

M@, Ty, 0) = e g (1) oq(L L) op(_ 11y,

U+W w ut+w w
(3.13)
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gl "13_1“_ 1
fo ﬁw+hﬁgﬁ(ﬁ iﬁ+u)

No(@, T, u,9) = Ruk,c [ﬁ(w—l% . %)(ﬁ? ¥ (%)"m) (3.14)
o g B i - s

+TE(1 1

) (E?_Fﬁ(%)’,)] _-"I'JT{—gl (ulz"‘r-ma_)—g?(uu’_}.m’) —q3 (7!«2-{-7&]2).

w\Nw w4+u

3.4 Estimations des termes non linéaires

Maintenant nous voulons donner des estimations des termes non linéaires
dans les équations (3.11)-(3.12), en particulier les termes Ni(w,T,u, V) et
No(w, T, u, 9). Ces estimations seront différentes de celles que les auteurs de
[3] ont utiliedos dans lour travail pour la ona oft il n’y a pan de condenontion
de la vapenr d’eran Panr étahlir nns estimatinns, nons ntilisnns Vidée enggd.
ree dans [2]. Ues estimations, qui seront utilisées pour démontrer |'existence

d’une solution du systeme d’cquations non lineaires avec le terme W(u, 1) =
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U(z,9) donné, sont établies dans la forme de majoration du produit sca-
laire de (N, N») avec une fonction U € HE(0,1; R?). Pour cela nous écrivons
z = (21,22) au lieu de (u,¥) et donc N,(w, T, z1, 23) et No(w, T, z1, 2) au

lieu de My(w, T, u, ) et No(w, T, u, 9).

Lemme 1. On pose
e = max([f1], | fa|, &, |91, |92], |g3])-

Alors on a

9121, Ua)| < €¥l|24 132 (6"2I|U5 2 + (| Uz ). (3.15)

DEMONSTRATION. On a immédiatement

(9124°, U2)| < €l(2, U)| < €|z, 112211 U2

Lo <

0 1
12 < 564121 3a (V2| Us |2 + Ul z2),

1/2
< e 72 (e TR Vel 2 < 5

ce qui entrafne (3.15). O

Lemme 2. On pose

= max(|f1|, |f2|?"{’7 I91|: |92|} |93D:

et on suppose que T = T(x) est une fonction continue dans [0,1] et denr fois

contindiment dérivable par morcecaux dans [0,1]. Alors on u

(RT" U] < &4y (& 2T |2 + 111 z2), (316)
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ouT est congu dans le sens de distribution.

DEMONSTRATION. On rappelle que

e g : 1/2
sup |Uzx(z)| = sup 1/ %(Ug(x ))zdx’[ —
0

z€[0,1] z€[0,1)

1/2
=2 swp / Us(a') 2 (Uale')) e’

zEIU 1]

<3l [, w@usena] " <z

D’autre part, si T = T/(z) est une fonction continue dans [0, 1] et deux
fois continiment dérivable par morceaux dans [0,1], alors T' est la somme

d’une fonction continue et d’une distribution ayant la forme

Z a;j(z;)6(z — ;).

On remarque que

[(6(z - z;), Ua)| < e |Ua()]-

z€([0,1

En utilisant ces relations, on a

(<", U2)| < el(T", Ua)| < eCpry sup [Ua(a)] <

< e UL TN < e4Cay (U 2 + U

2)-

Le lemme est démontré. O
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Lemme 3. On a

1
1 3
| [ sestide] < @1 llzoa) G Mellion + Hedliaon)

(3.17)

1 3
x (561/2”5’;@“&(0,1) + Z”Ukllﬂ(o,l)),

3
|/ Z;Z;dex =~ 1/4”23”52(01)( 5/2” ”52{01]+—”ZJ”L201))X (318)

1 3
X (ZEU2||U};||52(0.1) + Z”Uk”LE(O,lJ) <
1 1 3
< allzlen (612l e + 2l7lzz0m) %

1. 3
X (f“zllU;illL?m,l) i ZIIUkHHmJ))
pouri,j, k=12 et0<e <1.
DEMONSTRATION. Comme

1/2 1/2 1/2
lullza@y) < ”u”r_,wm 1)”u||[,/2([],1)7 [ull 20,1y < ”u“L{!(o,l)”ull £2(0,1)

pour tout u € H}(0,1), on a

1
| [ 2zida] < il lalmonl Uil <
<40

- 1/2 1/2
= ”Z ”LE(U 1) ”zz”Luo(U 1)”212”,5{‘(0,1)||Uk”L}in(o 1)“”&”1,2(0 1) =
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1/4 3/4 1/4 3/4
< 124120,y 128 og0,1y 1260 0.0y N U oo, 1 U 30,1y <

-3 1/4 3/4 1/4 3/4
< &2 20 (€O ek Ml 2oy BT N U2y <

1 i 3
< a1l 0) (38212l 20 + Z 2l 20)

1 3
x (82Ul 202) + Z1Usllzz0,)-

Analoguement on a aussi

1
, / zz‘szkd-Tl < Izl 220,112 ll 2o,y | Ukl £ago,1y <
JO

1/2

1/2 1/2 2
ez 0.yl 1y N U 22 0.0 1D oy <

< lzill 220,y Il 2:

1/4

3/4 1/4 3/4
< |12l 20 |2 720 | Ut b0y N U N 3560,y <

3/4

_ 1/4
S P G EA ] z20)

L*(0,1)

3/4 1/4
LQ(OJ)(‘SUS”U;‘Z ||L!;(0‘1)) | Uk

&

s 1 1 2

< =rallell ez (e Fleillizoy 1y lzlli) *

1 y 3
X(ZSI/ZMU;C”H(U‘J.) 4 Z||Uk”L2(0‘1)=
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ce qui démontre (3.18). O

Lemme 4. On pose

S max(|f1|1 |f2]1 R, |91Jl I.gQI? Ig3i)’

N3 (@, T, z1,2) = No(@, T, 21, ) + KT + 12}, (3.19)
Alors on a
(N (@, T, 21, 22), Un)| < Ce™%4(||2]| 2 + €/2)|2/ || 2)? (3-20)
X (V2| U7 ||z + |U|2) + €| UL ]| 22],
(N3 (@, T, 21, 22), Un)| < Cle™4(||2| 12 + Y/2||2|| 12)?x (3.21)

< (/2| Ul s + [|U2

LE) + E'”i)rg

L""‘];

DEMONSTRATION. Considérons par exemple le terme

lego’z ( 1 1)

a zn4+w w

de Ny(w, T, 21, z3). Alors on voit aisément qu’il existe une constante C

telle que

|R1*iw_!/nlz?(zl—ll-?ﬂ a %)Uldm’ =

1
/ zzleld."c[,
0

pourvu quo g, coit ouffioamment petit. Done d’apréa (1.18) on a.
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Rik,o’ ( 1
23 —
o z1+w

J( — %),Ul)} < C" /Ulzgleld:.c’ <

< Ce™ ) 2al| (22 I + 2l 22) (€2 Uf N 22 + U 52)-

Prenons maintenant en considération le terme

1 1
legz;(21 +w %)’

qui se trouve lui aussi dans N, (w, T, 2, 2;). Comme sous la condition de la

petitesse de z; on a

IleQ /01 z;(zl Jlrm - %)Uldx' <C fﬂlz;zlvldx[

avec une constante C, & l'aide de (3.17) on obtient

1

‘(legzé (21 i %),Ul}l % C[,/: z:quUldIJ <

< Ce™ (2|24l 12) (€2 |24 |2, + N2l 2) (€2 U2 2 + 1T11|z2)-
Prenons en examen également le terme
@' fi.

11 est clair que I'on a

i |
‘(flw”, Ui)| = [ /0 Jw"Uide| < Cel[Uy| 2.
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En examinant I'expression de N; (W, T, 21, 2;) et celle de N3 (W, T, 2y, 2,)
(voir (3.13), (3.14), (3.19)), on constate sans difficulté que tous les termes de
Ni(@,T, 21, z2) et de N3 (w, T, 21, 25) sont du méme type que les trois termes
examinés ci-dessus. Donc en faisant la somme d’inégalités de ces trois types,

on obtient immédiatement les inégalités (3.20) et (3.21). O

Lemme 5. On a

I(N'Z(Eu T: 21, 22)} U2)| S (322)

< (0163'}4 + 025_3’(4(51"2“33”132(0,1) + “3”L2(0.1))2) (EWHUEHLE + [|Uz 2)-

DEMONSTRATION. Comme on a
= . TR =it 2
No(w, T, 21, 29) = Ny (W, T, 21, 20) — . g2,

des inégalités (3.15), (3.16) et (3.21) on déduit (3.22). O

3.5 Idée pour la résolution des équations avec
la condensation et la sublimation inverse
données

Ayant analysé ’équation differentielle ordinaire linéaire et ayant examiné
les termes non linéaires, nous pourrions espérer de résoudre le systéme d’équa-
tions non linéaires (3.11)-(3.12) avec le remplacement de W(u,d) par une
fonction donnée ¥ = W(i, ¥), en suivant I'idée exposée dans le chapitre de

Perspectives de [2]. Mais en réalité pour résoudre effectivement le probleme
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en suivant I'idée de [2] il y a encore beaucoup de détails a résoudre. En par-
ticulier, dans [3] les auteurs ont posé par erreur les conditions analogues &
(2.5)-(2.7) avec

B(z) = B(z) — 2eT

au lieu de

B(z) = e"™(B(z) — 2e)e "=
et

C(z) = C(z) — B(z)T + eI
au lieu de

C(z) = e™(C(z) — B(z)T +el?)eT=.

Pour corriger cette erreur et appliquer I'idée de [3] et de [2] & notre pro-

bléme, il faudrait en particulier estimer la différence

B(z) — e B(zx)e ™

pour B défini dans (311)-(3.12). 11 est vrai qu’on peut imaginer que
cette différence est petite et que 'idée principale de [2] marche pour le sys-
téme d’équations (3.11)-(3.12). Mais on peut comprendre aussi que pour le
démontrer d’une maniére formelle et rigoureuse il faudra un travail considé-
rable. Pour cette raison, en renvoyant & la recherche future la démonstration
rigoureuse de I'existence d'une solution du systéme d’équations (3.11)-(3 12)
avec le remplacewent de ¥(u, ) par une fonction donnée ¥ = (1, a§), dans
ce mémoire nous nous limitons & donner des idées pour cette résolution.

(Yaci dit, nous dovonn maintenant formuler le probléme d'unc waniore

explicite. Soit (u,&) un élément de H3(0,1) x HL(0,1) appartenant & un
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voisinage de (0,0), voisinage dont le sens sera précisé dans la suite. Nous
allons considérer le systéme d’équations obtenu du systéme (3.11)-(3.12) en

y remplacant W(u, ) par

¥ = W(z,d),

c’est-a-dire le systéme d’équations

fl'f.l.” + Bll’u,f + 81219! + Cuu + 012‘1'.9 = Nl (E, T: u, rﬁ)) (323)

9" + Bayt' + Bagd' + Coru+ Cpe® = No(@, T, u, ¥) + . (3.24)

On considére le systéme d’équations linéaires qui corresponde a la linéa-
risation du systéme (3.23)-(3.24). Plus précisément on considére le systéme

d’équations

flu” + Bllu" + Blg'ﬂf + Chu+ Cpd = .Nl(@, T, 21, 22), (325)

9" + Byru' + Bagd + Coru+ Cop = No(W, T, 21, 23) + ', (3.26)

of1 (71, 72) est un couple de fonctions données appartenant a H2(0, 1) avee

) 2
“'71”11,%({),1) + ”32”33{{}‘1) Ky

avec une constante (suffisamment petite) K.
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On suppose que la dérivée £ fi(z) est suffiamment petite et que les ma-

trices

B
5= (o 5) o= (G &)
vérifient les conditions (2.5)-(2.7). Comme nous I’avons remarqué ci-dessus,
pour vérifier cette condition on peut suivre I'idée de [3] et [2], il faudra aussi
un nouveau raisonnement bien élaboré.
Dans cette hypothése, en raisonnant d’une maniére analogue a la démons-
tration du lemme 2.2.1 et en utilisant les lemmes 4 et 5 (voir (3.20) et (3.22)),

on pourra obtenir l'inégalité

5”%”%}(0,1) + ”U2”%2(n,1) < (3.27)

. | 2
= 05”11’”%,2(0,1) + C1e*% + Coe (el 12(0,1) + |2 ”i?(o,l)) .

Pour tire une conclusion de cette inégalité, considérons 1'inégalité

V 2 CollllZe, + Cie¥? + Coe V2, (3.28)

Il est clair que I'inégalité (3.28) peut étre vérifiée seulement si I'équation

algégrique de second ordre en V'
Coe V2 —V + G122 01y + Cie¥? =0 (3.29)

admet les racines réelles et seulement pour les nombres réels V' se trouvant
entre ces deux racines. Comme on le connait bien, les deux racines de I’équa-

tion (3.29) sont
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1+ \/1 ~ e=32CLON |12,y — CLC

d 2C%e—5/2

Dong, si
e C4C4l1 T 320,y + CLCH < 1, (3.30)

alors linégalité (3.28) est vérifiee pour

53/21 - \/1 — e84 20 o, — CLCY

<V<
2C} Sl

14 \/1 — e GO 255,y — CLCS

< 3/2
- 2C}

On en déduit aussi que, si on pose

A \/1 — e=32C4CH|| ¥ 12401y — CiCh

Pemseh 3.31
V=g 20’5 ; ( )
on a
CollElz2o,r) + Cie®? + Coe™/2V2 <V = Ch|[ 8320, + Che¥? + Che=27
(3.32)
pour 0<V <V.
La relation (3.32) impliquera que, si on pose
We = (U CIRO, 1) [ellU'lIF2 + VN7 £ V', (3.33)

ot &i on définit Popérateur G yui & (21, z;) ussocie la solutlon U — (u, )

du systéme d’équations (3.25)-(3.26), alors on a la relation
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G(We) C We. (3.34)

La relation (3.34) est une des conditions nécessaires essentielles pour qu’il
existe un point fixe de 'opérateur G, qui sera une solution du systéme d’équa-

tions (3.23)-(3.24).
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