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Introduction

On appelle équation integrale une équation fonctionnelle ou la fonction
inconnue figure sous le singe d’intégrations ] , Les méthodes de résolution
numérique des équations intégrales jouent un réle trés important dans divers
domaines scientifiques. Avec I'avantage des machines de calcul numérique,
notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui un ou-
til essentiel pour 'investigation dans les différents problémes fondamentaux
de notre assimilation des phénomeénes scientifiques qui sont difficiles, a savoir
impoagsible & résoudre danc le passé. Aingi, notons qu’il existe actuelloment un
srand nombre de méthodes numériques utilisées dans les différentes branches
de la recherche scientifique. La théorie mathématique, essentiellement ’ana-
lyse des équations intégrales qui permet d’analyser le probléme, de prouver
I'unicité de la solution,des méthodes d’approximation efficaces. L’analyse nu-
meérique, qui étudie la réalisabilté de ces méthodes, principalement 1’analyse
de la vitesse de convergence et Uestimation de lerreur. La programmation

sur machine, qui retranscrit ces méthodes sous forme d’algorithmes rapides
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est efficaces.

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres : Dans le premier chapitre, nous
rappelons quelques théorémes comme le théoréme de la transformation de
Fourier, et on présente Popérateur de Cauchy C' dans ||.||;.. On va étudier
I'opérateur de Cauchy, qui permet d’analyser le probléme, de prouver I’exis-
tance et I'unicité de la solution de I’équation de Fredholm correspondante.
Comme, on démontre des résultats qui seront de grande utilité dans les cha-

pitres suivants.

Le deuxiéme chapitre, est consacré a I'approximation numérique de I’équa-
tion intégrale de Fredholm du second type. Cette équation est d’'une grande
importance en mathématiques, elle a été étudier dans [2]. La méthode qu’on
va utiliser est basée sur la méthode de Galerkin : On remplace 'opérateur K

par sa double projection 7, K, et on résout le systéme obtenu.

Dans le troiziéme chapitre, on va procéder a I'approximation numérique de la
méme équation intégrale, mais avec 'opérateur non compact de Cauchy C :
Un remplace 'opérateur ¢ par une projection ., (7, et on resout le systeme

oblenu.

Le quatriéme chapitre, représente des résultats numeériques de 1'équation m-

tégrales, qu’on a étudié.



L’étude analytique d’équation de |'opérateur
de Cauchy

Dans notre travail, nous intéréssous l'opérateur €' définie par :

Cu(s) = j€1 u(t) dt

s—1t

s—& 1
— lim (/ it I +f l@dt) .
£—00 0 s—1t sigi® 1

Nous cherchons 4 montrer qu’il est borné de L?(0, 1) dans L*(0, 1) : Pour cela

on doit développer quelques résultats intermédiaires.

Dans ce qui suit, on note ’espace de Banach des applications linéaires bornées

definies d'nn espace de Banach (H, ||.||l;;) ou (Hilberl) vers lul méme par

BL(H). Sa norme notée ||.|| est données pour T : H — H, par :

ITll = sup [Tzl .

lall =1
1.1 Prolongement d’un opérateur borné

Nans commengons natre étnde de Popératenr de Cauchy défini aupara-

vant, par un résultat de prolongement trés important :

)
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Lemme 1. Soit H un espace et Hilbert el E un sous-espace dense de H. Sup-
posons que A : E — H est une application linéaire bornée. Alors A s’étend
a une application linéaire bornée de H dans lui-méme et cette extension est

unique.

Démonstration. On suppose qu'il existe M > 0 tel que pour tout u € E,
|| Aul| < M ||u||. Soit v € H :
Comme E est dense dans H, il existe une suite (u,) . d’éléments de E
pour lequel [|u, — ul| — 0. Du fait que (un), y est une suite de Cauchy, et
n—oo
| Atlan, — Atin|| < M ||thy, — tn||  (m,n € N), Alors {Au,}, Ny est aussi une
suite de Cauchy. H est complet, donc {Au,} N converge vers une limite
dans H, appelée Su. Pour montrer que ce processus définit un opérateur
S : H — H, nous avons seulement besoin de montrer que Su est indépendant
du choix de la suite particuliére {u,} . Soit ¢, — u (ol ¢, € E pour
n—oc

chaque n € N). Alors ¢, —u, — 0 d’ot ||A¢, — Aun|| < M ||¢n — usl| —

n—oo n—00
0 montre que (A¢,) tend a la méme limite que (Au,).
La fonction S est une application linéaire bornée. Pour voir cela, on choisie
uw,¢ € H et A un scalaire. Ensuite, si v, — u et ¢, — @, (avec u,, ¢, €

n—oo n—o0
E(n e N)), u, + Ap, — u+ A¢, de sorte que
n—oo
S(u+ Ap) = lim A(u, + Ag,) = lim (Au, + AA¢,) = Su+ A5
n—od n—>o0

Vue H; FH{u}, .y CEtelque:u, ~”—"} U, on a:

Su = lim 4w,
=g

Mais :

[Aun| < M lunll = [[Sullg <M ljullg

= [Sllpp@ <M

6



UNIvERSITE D8 Mar 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Enfin supposons que 7' est une extension de A. Donc, S et T sont des
applications linéaires bornées sur H et Su = Tu, (u € E). En effet, pour
uw € H, on choisie u, € E (n € N) avec ||u, —u| — 0. Alors Su, — Su,

Tu, — u et Su, = Tu, d’ou Su = Tu, ce qui donne S = u. O

1.2 Transformation de Fourier

La transformation de Fourier F est une opération qui transforme une

fonction intégrable sur R en une autre fonction.

Définition 1. Supposons que u : R — C est intégrables dans le sens ot

+0co
/ |u,(t)|2 < oo. Nous définissons la transformation de fourier u, U par :
—00

+oo
Fu(s) =1i(s) = ﬁ / u(t) exp(ist)dt, (s € R).

Soit FE, '’ensemble des fonctions qui sont continues, qui ont une dérivée
continue et sont égaux a zéros en dehors d’un intervalle de longueur finie.

Alors pour v € E nous pouvons définir :

()l = \/%_W_ / wlf] sxol—saidt, (s e R

) = oo [ ([ ntyeptistan) aos

\/27{ —co

1 r o0 +co
= /5}/ u(t) (/ &(s) exp(—ist)ds)flt,
V& —o0 —oo
= (u,F*¢).
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On en déduit Iidentité correspondante pour u, ¢ € L?*(—oc,+o0). En effet,
pour u, ¢ € L*(—oo, +oo) ils existent u,, ¥, € E avec ||u, — u[|L2(R) — 0
n—ee

et || ¢n — o2 (R) = 0. Puis (puisque F et F* sont bornés)
(Fu,6) = B (Ft, ) = lim (ur, F*6,) = (1, F*).

Ceci justifie la notation F*, car elle prouve que F* est I’adjoint de F.
Et des modifications insignifiants au raisonnement ci-dessus montrent que
cet opérateur peut étre étendu & un opérateur F* € BL(L?*(—o0, +00)) pour

lequel ||F*ul]| = |lul| (u € L*(—o0,+00)).

corollaire 1. Identité de Plancherel Soit S(R) un espace de shwartz, pour
tout u € L%(R) on associe une fonction F (u) € L*(R). Alors

IF ()l e = llull -

Démonstration. Comme S(R) est dense dans L*(R), il existe une seule ap-

plication linéaire continue F : L*(R) — L*(R)

Soit u € L*(R), soit u, € S(R) tel que

lim u, =u
n—roo

par définition

Fu) = lim F(u)

On également grice a la continuité de la norme :

™ ‘ou

NF (2 ry = lm {IF (un)ll 2Ry = Bm flunll gy = | B wng o= flull 2y -
() 0w oo \) n 1o (N L(m) S

d
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1.3 Opérateur de Cauchy

On s’intéresse a 'opérateur :

+oo ’U.(t)

COI’U.I—)CQ’H:% dt

s 8 =1

Lemme 2. soit u : R — R deuz fois différentiables et est nulle en dehors

d’un intervalle de longueur finie alors, pour tout s € R
Cou(s) = m7(F*MF u)(s),

ou, M est 'opérateur défini par (Mu)(s) = —isign(s)u(s) (s € R)

Démonstration. Voir [1]. O
Proposition 1. On a : Cp: L?(—00, +00) = L?(—00, +00),
HC@” S T et CE = —C[).

Démonstration. A partir du lemme précédent on conclut que :

1Goll = wl[F"MF]

< a|FHIMITA

IA

™

Sachant que C?(—o0, +oc) dense dans L?(—oo, +c0) et en utilisant lemme 1

on conclut le résultat.
On a, M* = —M donc
C; = mF*MF),
= —nF"MF,
= —Cg.
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O

Notre intérét ne sera pas Cp mais 'opérateur analogue sur L?(0,1).Ceci
peut étre dériver a partir de Cy en utilisant :  J : L*(0,1) — L*(—o0, +00),
T"opérateur définie par :

_ fu(s) si (se][0,1])
(Ju)(s)—{ 0 si (s¢0,1])

Maintenant, on définit I'opérateur C' par C' = J*Cy.J de sorte qu’il est linéaire
et borné de L?(0,1) dans lui méme. Il est clair que : ||C]| < 7 et C* = —C.

Théoréme 2. On a; Sp(C) C {if, 6 € R} et si Re()) # 0 alors M — C est
1

inversible et |(A] — C)7Y| < '

|Re(A)]

Démonstration. On met H = iC. C’est claire que H* = H et Sp(H) C R, ce

qui donne Sp(C) C {if, 0 € R}.

Et on a
Re((M — Clu,u) = % (O = CYu,u) + TOT = Chu )]
= 5 PNl — (G + Xl ~ s, C)]
= 2O+ D) )
= Re(3) [lull?
done
(Re((M = Chu,u)| = [Re(W) flull?

1AL = Chul llull =2 KA = Cu,w)| = [Re{(A = Cu, u)|

AL = Chull = [Re(A)] [lul
1

> =671 < fmay

10



Méthode de Galerkin pour un opérateur
compact

Dans la pratique des équations imtégrales, quand Popérateur C est borné
et vérifier ||C|| < m, Popérateur I — C' est inversible, et I’équation admet une
unique solution donnée par u = (I — C)~* f. Dans la suite de ce mémoire, il

s’agit d’approcher numériquement cette solution.

2.1 Présentation de la méthode

La méthode de Galerkin est une méthode trés générale et trés robuste.
L’idée de la méthode est la suivante. Partant d’un probléme posé dans un
espace de dimension infinie, on procéde d’abord & une approximation dans
une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. On résout ensuite le
probléme approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre directe-
ment en dimension infinie. Enfin, on passe d’une fagon ou d'une autre a la
hmite quand on tait tendre la dimension des espaces d’approximation vers
I'infini pour comstruire une solution du probléme de départ. Il convient de

noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit égale-

11
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ment un procédé constructif d’approximation.
Nous allons travailler dans le cadre suivant : On se donne B un espace de
Banach, K € BL(B), 1 ¢ Sp(K) tel que (I — K)™!|| < d € RY.

Notre intérét porte a 'approximation de u solution de
(E): u=Ku+f.

Soit 7, une projection tel que m, : B — V,,, c’est-a~dire 72 = m,, et

dim(V,)=n, V,=le, ea,.....,en] et,Vz € B; ||(I — m,)z| — 0.
n—oo

La methode de Galerkin consiste & approché K par : K, = 7, Km,,

pour obtenu

(E.): u,= Kyu,+ f.

2.2 Noyau dégénéré

Dans cette partie nous allons utiliser le fait que K, est un opérateur
intégrale & noyau dégénéré c-a-d :

n

K= {u,$;)p;

j=1
Le fait important est qu'une fois I'opérateur dégénéré calculé, résoudre le
probléme d’approximation résulte de la résolution de systéme linéaire, comme
I'explique le calcul suivant :

On suppose que 7, est donné par la formule suivante :

n
U = Z(u, e;‘,‘)ej

j=1

12
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On a K, =1, K7y,

U, = mT,K ,lu(’n)+f

= 7 KZ(ue)eJ
= 5 Z‘ue YKe;

= Z(u, ej)mKe;

- Z<u ) (Zmej,e;)ep)

|
2

p=1

= Zuj (Z(Kej,e;)ep) i
=1 p=1
Donc, Vn > 2
u = Z’UJ (ZZ(BEJ, ) + f,
{u,68) = Zu'j (Z(I{ej,e;)(ep, ez‘}) +{f,ef) pourl<i<n.
j=1 =1
On a

() el) — [0 si p#i

ll s p—1

Lulin 'équation devieual

T
U; = E(T(ﬁj, e+ (f, ed).
i=1
On obtient le systéme linéaire suivant u = Au + b telle que :

Ay =) (Kej,e}).
=1

13
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et bi = (f,e}) et u; = (u, ;). Donc (E,,) est facile & résoudre.

2.3 Convergence

Lemme 3. Si K est compact alors ||[K — K,|| — 0.
n—roo

Démonstration.
|K—-Ka.l = sup [[Kz— Kpz| g2y
”-THLE (0,1) =1
= sup ||Kz — WnKﬂnfU“Lﬂ(o,l)
lzllp2q 1y <1
= swp ||I-m)Kz|L.
”“THLZ(O;USI n L3(0,1)
= sup  ||(I — mn) K@ f2(0 1y
llzll 20,1y =1
= sup ||( — ﬂ'n)X”L?(o,l)
XeK(B(0,1)
< (I- ‘f'a'n)XﬂHLZ(o,l) e 0.
Donc K est compact. =

Théoréme 3. Pour n assez grand, (E,) admet une unigue solution en plus
(I = K)7Y| < 2d.
Démonstration. On a

T=K, = I-K4E-7,
= (I-K)|I+I-K)(K-K,)|.

Mais
||(I— K)_l(K— Kn)H — 0.

n—oo

14
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Donc pour n assez grand
|(T = K)7H(K - Ka)|| <1,

Ce qui donne

I-K,)'=[I+{-K) (K- Kn)]_l existe et est uniformement bornée
par la série géométrique et

1
(I - K)7H K - K|’

H [I+(I-K)"(K-K,)]™

Pour n assez grand

1l < 17— E)~
1l - KK - Kl

(T — Ka)~

et
lim |(7 = Kn)7* || = [|(7 = E)7*],

n—oeo

Pour n assez grand

17— Ka)7H| < 2fi7 - K)),
< 2d.

Alors (E,) admet une unique solution pour n assez grand. O

Théoréme 4.

1}1—:)020 llw = tnll 20,1y = 0

Némanstration. on a

o= K e (E)
thy = Bt | oo (By)

15
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(E) — (B,) ce qui donne

Uu—u, = Ku— K,u,

= Ku-— Kyu+ Kyu— Kuu,
= Ku— Kyu+ K,(u—u,)

(I-K)(u—u,) = Ku— K,u

lw = unll 2y < (T = Ka) I = Kl ol 2oy

Ce qui donne
llu— unl'LZ(u,l) = H(I - Kn)—lll (& — K| “u’”LZ({l,l) T;)o 0

Donc

?}Ei;io llw— un“L‘Z(o,l) =0

16



Méthode de Galerkin pour un opérateur de
Cauchy

Contrainement au chapitre précédent, on applique la méthode de Galerkin
C qui n’est pas compact. Donc pour assurer 'unicité de la solutin du systéeme

(E,), on doit rajouter I’hypothése suivante :

or) =Ty

3.1 Série de Fourier

On utilise la projection suivante :

=20y E (ay, cos(2kmt) + by, sin(2k7t))

() =1, [T
wati(t) = 1, (1) 5 ‘
Fiet

telle que les constantes aj,br , K = 1,...,n s’appellent les coefficients de

Fourier de u(t), et on a :
G == ‘/01 u(t) cos(2kmt)dt, k>0
b = /1 u(t) sin(2knt)dt, k>1
0
C’est la série de Fourier tronquée a l'ordre n.

17
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Proposition 5. Vu € L?(0,1) ; ||(I — m)ul 2 — 0.

Pour tout n > 2, on a :

Démonstration. Le premier résultat est obtenue directement de I'égalité de
Parseval.

Pour tout u,v € L*(0,1), on a :

{ru,v) = /0 mau(s)v(s)ds,
= /D |:% + Z (ay, cos(2kms) + by sin(2k7rs)):| v(s)ds,

k=1

1 = .
= iaga,"g + Z (aka“k + bkbk)
k=1

1 n_ el _ - ~
= o / u(s)dods + Z/ (u(s) cos(2kms)ay + u(s) sin(2k7rs)bk) ds,
0 g

i ~ n
= / u(s) [% + Z (a“k cos(2kms) + by sin(?k:rrs))] ds,
0 - k=1

= (i
Ce qui donne 7, = 7y. a

L’application de la méthode de Galerkin consiste a4 approcher C' par :

Théoréme 6. Pour tout n > 2, C% = —C, et le systéme (E,) admet une

unigue solution.

18
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Démonstration. On a : C,, = 7,C7,

C: = (mCrmy)

= WO

D’aprés la proposition précédenle, on a m, = 7, et d’aprés le chapitre 1,

C*=-C, donc:

cC = —m,Cnr,

De la méme fagon que C, on conclut que l'opérateur I — C,, inversible et

borné. Donc (E,,) admet une unique solution. O

3.2 Convergence de la solution
Soit uy, la solution unique de
Un = Cntin + f,

Théoréme 7.

Tim flu = un| 20y = 0.

Démonstration. on a

{ v=Cu+ f....(E)

19
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(E) — (E,) ce qui donne

u—1u, = Cu-—Chu,
= Cu— Chu+ Chu— Cphu,
= Cu— Chu+ Cpr(u—uy,)
(I-C.)(u—u,) = Cu—Chu lorsque C;=—-C,

e — tnllp2ory < (7= Co)HHI(Cu = Cart)ll 2oy

et on a : C, = m,Cm,, ce qui donne :

HC?.L = Cﬂu’“LQ(O,l) — ”Ou - ﬂnc’ﬁﬂu”LE(O,l) )
= ||Cu — mCu+ m,,Cu — TFanﬁn’“'HLHQJ) 3
= I = )Cu+mC(I = ma)ull 201y »

< |- Wn)cuum(o,l) + |7 C (I — Wn)“”m(o,l) g 0,
Ce qui donne
[l il g0y 2 [[eameu Nl(a Co)ull 0.1 Ay

Donc

lim (lu — [l g1y = 0-

20



UNIVERSITE 08 Mar 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

3.3 Structure numérique

3.3.1 Série de Fourier

Ona a d’aprés le chapitre 3 : Vn > 2,

iy, = TG, [,
= m,C (% + Z[ak cos(2knt) + by sin(Qkﬂ't)]) ¥+ I
k=1
Qg

- 5 (_cuHZ[akc(cos(zkwt»+bkc*(sin(zkwr))1)+f. (+)

2 k=1

On va calculer C'(1) , C(cos(2kmt)) et C(sin(2knt)), pour 1 <k <n.

Nous commencons le calcul de C(1)

) S—€ 1 1 1
C(l) = lim [ dt + f dt
=0\ J, s—1 spe 8=

= lim[~log(]s — t])Jg ™" + [~ log(ls — tI)]se

e—0

s
= } :

21
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Puis nous calculons C(cos(2k7s)); 1<k <n

s—¢ 2 1 7
C(cos(2k7s)) = lim (/ Mdt +/ Mdz‘) g
0 s

£—0 s—1 o B
lim (sin(2k7s)[Si(2kn(t — 5))]§7° — cos(2kms)[Ci(2kn(t — 5))|5~°

+  sin(2kns)[Si(2kw(t — S))]l'_f_s — cos(2kns)[Ci(2kn (t — S))]iﬁ)
11_1% (sin(2k7s)[Si(2km(—¢)) — Si(2km(—s))] — cos(2kns)[Ci(2km(—¢))

— Ci(2kn(—s))] + sin(2kms)[Si(2kn(1 — 5)) — Si(2kn())]
— cos(2kns)[Ci(2kn(1 — 5)) — Ci(2kn(e))])

= lim (sin(2krs)[Si(2km(e)) — Si(2kn(e))] + sin(2kms) [Si(2kn(1 - 5))
— Si(2km(~5))] — cos(2ks)[Ci(2ka(—e)) — Ci(2kn(e))]

_ cos(2kns)[Ci(2kn(1 — 8)) — Ci(2kn(—5))].

Ou C; représente la fonction cosinus intégrale.

On utilise les propriétés suivantes :

= t)—1 = t)—1
Ci(—z)—Ci(z) = / %mln(—@ﬂ— f ﬂs(—)—dt—ln(o:)—fy.
0 0 :
On applique le changement de variable suivant u =t =t = —u = dt = —du
= —1 & 1) —1
Ci(z) — Ci(z) = / EES—(-EL-)-—-——(EU —/ S-(E-Si%—--—--alt + In(-1),
0 u 0

= In(-1) = In(expin),

= 4

Et d’aprés les propriétés de sinus intégral ona Si(0) = 0 et Si(—z) =

—Si(z), donc nous obtenons :
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C(cos(2kns)) = sin(2kws) [Si(2kn(1 — 5)) + Si(2k7(s))]
— cos(2kms) [Ci(2kn(1 — 5)) + Ci(2kn(s))] -

On fait la méme chose poure calculer C(sin(2kns)) on utilise la propriété de

cosinus intégral Ci(—z) = Ci(z) + im, nous obtenons :
C(sin(2kws)) = cos(2kns)[Si(2kn(1 — s)) + S2(2kn(s))]
— sin(2kws)[Ci(2kn(1 — 5)) + Ci(2kn(s))].

On note : @y, = C(cos(2kns)) , r = C(sin(2kns)) et wo = C(1),
D’aprés (*)
a n
Up = ("50390 £ Z[%‘Pk : i bk'%bk]) + f. (x%)
k=1
Pour chaque 0 < ¢ < n, on multiplié (xx) par cos(2i7s) et on intégre sur

[0, 1], on obtient :

/1 o (t) cos(2ims)ds

0

1 1 n
/ U, (t) cos(2ims)ds = % / wo(t) cos(Ziﬁs)ds—!—Z[ak
0 0

k=1

+bg /ﬂ 1 Ui (t) cos(2ims)ds] + j; 1 f(t) cos(2ims)ds,

telle que,
1 a 1 n g
frgjl‘)rwc(’)frrc)dc - = r'm(‘?'irr-;)rh—{—s_‘fn,"‘/ cos( 2kt eos(ims)ds
0 ' 2 Jo =1 0
+ by sin(2kmt) cos(2ims)ds],
1
= a,;/ cos?(2ims)ds.
0
donc
1 i i n 1
a,-/ cos’(2ims)ds = E/ wo(t) cos(Qi'n's)d.s—i—z[ak/ pr(t) cos(2ims)ds
0 0 0

k=1

23
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+by. /Dl Uy (t) cos(2ims)ds] + ]01 Flt) eosl2ima)ds. oo (1)

Maintenant, pour chaque 0 < 7 < n, on multiplie (**) par sin(2i7s) et on

intégre sur [0, 1], on obtient :

. a [’ i - ! oy
V/O 1y, (1) sin(2ims)ds = 3./0 wo(t) sm(Zz-rrs)ds—FZ[ak-/[; i (t) sin(2ims)ds

k=1

1 1
+by, / Ui (t) sin(2ims)ds] + f f(t) sin(2i7s)ds,
0 0

telle que,

1 1 n 1
fun(t) sin(2ims)ds = @f sin(2iﬂs)ds+2[ak/ cos(2kmnt) sin(2ims)ds
0 2 Jo =1  uD
+ by sin(2k7t) sin(2i7s)ds]

1
= bi/ sin®(2ims)ds.
0

Donc,

1 1 n 1
bif sin®(2ims)ds = %/ ©o(t) sin(2ims)ds + Z[ak/ ox(t) sin(2ims)ds
0 0 0

k=1

1 1
+bk/0 Yk (L) aiu(ﬁﬂa)do]'{"‘/o J(4) sin(2ins)ds......... (2)

On note :

M-1

1
Ap = / o(t) cos(2ims)ds ~ h Z f,og(tp+%) cos(2ims, 1),
. 3

p=1

1 Mo
Air = / or(t) cos(2ims)ds =~ h }__, cpk(tm i)cos(Ziﬂsrl i)’
0 —

AM-1

1
By = / (1) cos(2ims)ds =~ h Z: 1/%(5}34.%) cos(?éwsp_;_%),
0 p:]_
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et
M1

1
Ay = / p(t) sin(2ims)ds ~ h Z @o(tpy1)sin(2ims,, 1),
0 2 2

r=1

1 M—1
A = / or(t) sin(2ims)ds ~ h Z ;ok(tﬁé) sin(2z'ﬁsp+%),

1 M-1
B, = / Ur(t) sin(2ims)ds ~ h Z Uk (ty41) cos(2ims, 1),
0 = . d

On obtient le systéme suivant

= Ax +d,
ol
= AA, BBl
~ \ AA;, BB2 )}’
telle que,
¢ 1
AA (k) :f ipi(t) cos(Zims)ds,
0
1
AAy(i k) = / r(t) sin(2i7s)ds,
4 %
BB(i, k) = f () cos(2ims)ds,
0
1
BBs(3, k) = / (t) sin(2ims)ds,
\ 0
et
- (2)
o)
telle que,
z1(3) = a;,
IL‘Q(’L) = bz
Et,
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telle que,

d; = flf(t) cos(2ims)ds,
51
ds =/0. f(t) sin(2ims)ds.

3.3.2 Fonctions chapeaux

Dans cette partie, on utilise la projection en fonctions chapeaux : VYn > 2

T

mau(s) =Y u(t))e; (),

j=1

ot h= - t;=(j—1)h, et

n—1

§ =ty
o
eit) = { tm—t

St tjhl <t< tj,

51 tj S t S tj+1,

0 ailleurs.

si b <t <ty

ailleurs.

b~ tn—l

e'n.(t) = tp — th
0 atlleurs.

St th1 SE <1y,
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Pourn>2 ona:

Uy, = Cptn + f = U, = mCryu, + f,

= un(s) =I,C (Z Ujﬂj(s)) + f(s),

=% iLle) = Zuj (II,Ce;(s)) + f(s),

= U,(s) = ZU'J (ZCej(t )33(5)) + f(s)

=5 fala) = Zuj (Z Ce;(t:)e( s)) + f(s).

On note, A,;j = C’ej(t,.;) et bz = f(tz)

On va calculer les coeficiants de la matrice A a partir de 'intégrale suivante :

oo =ty ([~ W [ 5.

Pour 2<j<n-1;
t—ti s
TR .
ei(t) = g_J‘l;t si t; <t < i,
bje1 — &5
0 ailleurs.

51 tj_"}_ S t S tj,

1 ti’flt—f
(74" = = 'H'
i(9) h( s—1 )

1 Jllt_
T( .s—f-bt i— 1&),
'3
1 J“ d i 3

= - —1dt — 1 t
A +(S o 1) b5 s —t )

- ot — 8
= Ty ( s — tj-1)log (sﬁj—tl) + (41 — J'—I)) v
e
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.tj_]_gSStj

1 gt gt
Cej(s) = —lim Y S st 4
heo\ fy., s—t gl © =&

~ t:i—s
= T ((3 = tj) IOg (:Sj——tl) + (tj = tj_l)) I
j—
L tj L8 tj+1

1 S—Et‘ _t' t_-,’+1 t ““t
Ce;j(s) = —lim L"ldt_pf Sl e
hoeo \ i, s—i g Bk

'tj+155§tn

.S:tj

1 6 Feita 2 ti+1 ¢
Cej(s) = +lim — L bty
heso\ f, , s—t cas  B=i

= ‘}1; ((s — tj—1)log(ti—1 — 5) — (tj+1 — 8)og(s — tj—1) + (41 — ti-1)) -

on a donc
( t'_;_l s |
_Tl ((5 —tj-1)log ;Tt_l + (B, ~ tjl)) st =28 Ly,
-
t:i — 8 :
%(w—mmgaibl +m—g10 st % s<t,
e
Ce;(s §—t; ;
]( ) < }1: ((tj+l - 5) IU% (5 t.J ) —+ (tj+1 "'tj)) 51 tj £ 5 S ij+1,

R

5 — i )
% ((ti+1 — s5)log (t_+1 i ;) i (tj—H - tj—]) sty S5 < ty,
J
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Pour j=1
ty — ¢
e (t) _ 12 L 81 tl StSt21
1 = g — 11
0 ailleurs.
ot; <5<t
1 B gy o | /fz ta —t
= =1 dt + dt
Cel(s) h]ﬁ']'_rﬁl) ([1 S'—t _5-_4_55_
1 88 by — 4 —t 2t —s+s—1t
= Xp / jﬂ_dH/ 2___05,5),
hE—)O tl S_t s+e€ S—‘t
1 S—€ 8—¢ 1 25} t2 1
= -—'m(/ 1dt+(t2—s)f ————dt—l—/ 1d.t+f dt),
h‘:_"ﬂ t t1 S_t ste S+Es_t
1 tg*S
e s=10

On posetg=1t; —h

Cei(s) =
1 S—€
.,
h st ( /tt X
= ([ t]tl h
es5=1,
Uer(s) - lim

; r—)(’l

U 3

E((S = tl) 10,9;(8 = tl) = (tg = S) Iog(tg == S) &£ (tl =t tg))

1 Gl Lf
—lim / i T 3 / = dt),
heso\ J, , s—1t gy 8 —F

t2

1
it + (ta — s —dt
1(H+(f2 q)£+£5_t ),

+ (t2 — 5)[~ log(ls — tN)]2e) »

S5—¢€

t1i—h

1 L
dt +/
== s+e

(s — t1 + h)[—log(ls — t]]7, 5 + [

E((S —ty + h)log(s — t1 + k) — (t2 — s)log(tz — s) + (¢ + h + £2)).

t—t1

Wiy _
/ t I:H)
e BT t A
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On a donc

=1
. ((s—tg)log (:—“i') +(ta—t1) ) si t1<s<ty,
e

+((s =ty + h)log(s — b1 + h) — (t2 — s)log(ta — 8) + (1 + h+ 1)) si s=t,,
%((S - t;)log(.s - tl) - (tg - S) log(tg - S) e (t} B fg)) si 8§ = b

Ce(s) ol
Pour j=n

51 tn—1 i< La,
0 ailleurs.

.tn—ISSStn

1 = R Yo g oA,
Ce,ls) = Ehné (/ Tldt+f S tldt),
e t §—1 s+e —

n—1

e _Tl ((s — t,-1) log (sti;:l) + (tn — tn_l)) .

On pose t,11 =t, + h

B e tn+h i, h—
Cen(s) = %lir% (/ =2 Lt + f :—ttdt) ;
E— B —_ e —

1

°es=1i,

1
= E((s —ta-1)log(s — ta1) — (tn + b — s)log(t, + b — s) + (-1 + 1. + h)).

1 B P B s o, i
Cep(s) = —lim 2dt + dt |,
heso\J, , s—1 sie Sk

1
= —((s—t. 2)log(s —1,. a) — (t. — ) log(t, — 5) + (ta—2 + 1))

s—t,
%1' ((S = tn.-'l) 10% ( t i ) = (tn == tn—l) s1 t] S S S tha
S —lp-1

L((s—t1+h)log(s —t1 + h) — (ta — s)log(ta — s) + (L + h+ t2)) si s=1,
+((s —t1)log(s —t1) — (t3 — s)log(ts — s) + (ty +t3)) si s=to.

Cey,(s)
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Enfin, nous obtenons la matrice suivante :

061 (tl)
Oel(tg)

Cex(tn)
061 (tn)

Oeg(tl)
CEg(tg)

31
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Résultats Numeérique

4.1 Série de Fourier
On prend, pour ¢ € [0,1]

u(t) = Cu(t)+ f(t)
tel que,

Ce qui donne

|lw — un|| ;2 est calculé numériquement en utilisant la quadrature points mi-
lieux avec 1000 neouds. Les résultats sont donnés dans le tableau et les figures

suivantes :
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no| M| |ju—unl

10 | 30 2.6E-1
40 | 80 1.99E-1
60 | 100 | 1.73E-1
100 | 150 | 1.46E-1
120 | 150 1.4E-1
150 | 200 | 1.29E-1

TABLE 4.1 — Résultats numériques

4.2 Fonctions chapeaux

La méthode des fonctions chapeaux est avérée impossible & contruire.

Vue que la matrice avait des coethcients inaini. Donc, 1l n’y a pas de resultats

numériques a présenter.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a étudier analytiquement l'opérateur de Cauchy C
dans L?(0,1) : Grace a l'écriture Cy = n(F*MF), nous avons trouver que ¢
est borné et que I — C est inversible.

La méthode numérique que nous avons utilisée est la méthode de Galerkin.
Dans le chapitre 2, on a appliquée sur un opérateur compact, on a démontré
que le systéme admet une unique solution et qu’elle est convergente.

Dans le chapiter 3 : On a appliqué la méthode de Galerkin sur opérateur
non cowpact C. Dour assuré I'unicité et existance de la solution du systéme
on a du rajouter ¥ = 7, et on a démontré la convergence de la solution.
Enfin, nous avons construit un exemple numérique montrant la convergence

et I'efficacité de notre méthode.
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