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Résumé

L’objectif de ce mémoire s’inscrit dans ’étude de I'existence des solutions d’un pro-
bléme aux limites associé & une équation différentielle ordinaire non linéaire d’ordre deux
4 conditions aux limites en trois points suivant :

v+ f(tu)=0 0<i<l
u'(0)=0, u(l)=au(n)
oun€ (0,1),acRet feC([0,1] xR,R).

(PVB)

Sous certaines conditions sur la non-linéarité de la fonction de f et en se basant sur
Ialternative non-linéaire de Leray- Schauder, des conditions suffisantes pour I’éxistence
des solutions non triviales sont obtenues. Comme aplications les résultats sont illustrés

par des exemples.
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0.1 Introduction

Les équations différentielles constituent aujourd’hui I'un des thémes importants de la
compréhension scientifiques et sont d’une grande utilité dans la modélisation de nombreux
problémes de la physique mathématiques. D’ailleurs Newton disait que traiter mathéma-
tiquement un probléme physique revient 4 trouver 1’équation différentielle qui le décrit.
Mais il semble que la plus part de ces équations sont globalements non linéaires d’on la
pertinence d’en faire une étude sur ce type d’équations. C’est dans ce contexte, que ce
mémoire s’inscrit et I'objectif est donc I’étude de Pexistence des solutions d'un probléme
aux limites associé & une équations différentielle non linéaire d’ordre deux & conditions
aux limites en trois points suivant :

i Flhw=l, Ol

(1.1)
uw'(0)=0, u(l)=av(n)

oun€ (0,1),aeRet f:[0,1] x R — R est une fonction continue.

En revanche la théorie du point fixe se révele étre un outil trés important dans étude
de ce type d’équations, plus particulierement et en se basant sur alternative non linéaire
de Leray- Schauder, nous nous proposons d’étudier I’éxistence des solutions non triviales
du probléme aux limites (1.1).

Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Nous présentons dans ce chapitre quelques notations et définitions fon-
damentales concernant, les opérateurs compacts et leurs propriétés ainsi que le théoréme
d’Ascoli-Arzela.

Chapitre 2 : Ce chapitre est dédié & quelques théorémes de point fixe tels que le
théoréme de Brouwer, de Schauder et notamment I'alternative non linéaire de Leray-
Schauder utiliser dans I’étude de ce probléme aux limites.

Chapitre 3 : Ce dernier est consacré entiérement a I’étude du probléme aux limites

(1.1) qui porte sur I’éxistence des solutions non triviales.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Notations et définitions

- (PVB) : Probléme a valeurs aux limites en trois points.
L%(Q)) : L’espace de classe des fonctions & carrées intégrables.

- C(X,Y) : L’ensemble des fonctions continues de X dans Y.

- L(X,Y) :L’ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y.

- K (X,Y) :L’ensemble de tout les opérateurs compacts de X dans Y.
A : L’adhérence de A.

- mes (£2) : La mesure de I’ensemble (.

Définition 1.1 [2] Une équation différentielle ordinaire (EDQO) est une expression de

la forme :
F (t,x,;ﬁf,a:”, ...... 3;") =i (1.2)

ot

F:UC[0,l]xR">R

- " represente la dérwée d’ordre n de x par rapport a t.



- L'ordre d’une EDO est défini comme le plus grand ordre de dérivation présent dans
Uéquation (1.2) c’est a dire n.
- La variable t représente en général le temps dans les équations qui modilisent un

processus d’évolution en temps.

Conditions aux limites

Une équation différentielle seule n’a que peu de sens sans la donnée des conditions
aux limites. Deux grands types de conditions aux limites peuvent &tre donnés pour les
EDO qui conduisent soit aux problémes & valeurs initiales ou probléme de Cauchy, soit

aux problémes & valeurs aux limites.

1.2 Espaces Fonctionnels

1.2.1 Définitions (Rappels)
Commencons par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C, on appelle norme sur l’espace E
toute application notée |.|| définie sur E & valeurs dans R, vérifiant pour tout =,y dans
E et o dans k

i) ||z|| = 0 si seulement si x = 0.

ii) ||oz| = |of [|2| -

i) [z +yll <zl + Iyl

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.1 Soit C([a,b],R), Uespace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] & va
leurs réelles.

Pour tout f € C([a,b],R), on pose

b
11, = / f@)ds et |fll., =suplf (@)

z€[a;b]

5



Les applications |||, et |.|| . sont des normes sur C([a,b],R).

Définition 1.3 (Espace métrique complet)
On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans F.

Définition 1.4 (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.
Exemple 1.2 (C([a,b], R),|.||..) est un espace de Banach.

Définition 1.5 (Espace C([a,b] )

Des fonctions continues sur [a,b], de norme ||z|| = m[a;ag] |z (t)] -

Définition 1.6 ( Espace C*([a,b] )

Des fonctions k fois continument dérivables sur [a,b], de norme
|zl = Zmax |z* (t)|, telle que z° (t) =z (2).

1.2.2 Espaces L7 (Q)

Définition 1.7 (Espaces L' (Q)))

Soit Q@ un ouvert de R™, on. désigne par T2 () Despace des fonctions intégrable sur Q)

Il = f \F () da

Q

J

a valeurs dans K, on pose

Définition 1.8 Soit 1 < p < 400, on pose

PQ)={f:Q—R, f mesurable et |f(z)]f ¢ L' (Q)}



muni de la norme

=

1l = £, = f 1 (@) da

"Sip=o00, on a L*(Q) est l’espace des fonctions f : QO — R mesurable, vérifiant
de>0 telle que |f(z)| <ec, p.p. surQ.

La norme est notée par

1l = Il = inf{ ¢ >0, | (@)] < c, pp. sur 0.}

1.3 Quelques propriétés

Définition 1.9 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et qui est complet

pour la norme associée & ce produit scalaire.

Théoréme 1.1 [1] L? (Q) muni de la norme ||-|| Le(q) €St un espace de Banach pour tout

1<p<oo.

Remarque 1.1 En particulier lorsque p = 2, L* (Q) muni du produit scalaire

(f‘ﬂ)bz(m = [f (z) g (2)dw

¥

est un espace de Hilbert,

Notation :

Soit 1 < p < oo. On note ¢ Pexposant conjugué de p c’est a dire % + % =1,



Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder)

Soit p telle que 1 < p < o0, et soient deuz fonctions telles que
feL?P(Q) e gelLi().

Alors
fgeLl' () et 1 F-9ll 1y S 1l oy - 191l Logy

Théoréme 1.3 (Fubini)

Si f:la,b] x [a,b] — R est continue, alors les intégrales

d

/ jf(a:,t)d:c dt et j /df(m,t)dt dz

c

ezistent et sont égales.

1.4 Notions sur les opérateurs

1.4.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.10 Soient X etY deux espaces normés, un opérateur A défini sur X dans
Y et dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

pour tout u, v dans X et a, 5 dans R

i) AueY.

it) A (au+ Bv) = aAu + SAv.

Déliuilion 1.11 Un vpérulewr lincuire A défini sur X duns Y el dil burné sl eeiste wne

constante positive C, telle que :

[Aully < Cllully, Vu e X.



Proposition 1.1 Soient X el Y deuz espaces normés et T : X — Y un opérateur
linéaire, les proprietés suivantes sont équivalentes

i) L'opérateur T est continu sur X.

i) L’opérateur T est continu au point 0.

iti) Lopérateur T' est borné.

1.4.2 Opérateurs compacts

Définition 1.12 [5] Soit T un opérateur d’un espace normé X dans un espace normé
Y, on dit que T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné dans X & un

ensemble relativement compact dans'Y .

Définition 1.13 (Opérateur complétement continu)

Liopérateur T est dit complétement continu, il est continu et compact.

Définition 1.14 Une famille de fonctions F C C (X,R) est dite uniformément bornée

8%l existe M > 0 telle que :
lu(z)] <M, VzeX, VueF.

Définition 1.15 Soit (X,d) un espace métrique donné, une famille de fonctions F C

C (X, R) est dite équicontinue si et seulement si :
Vee X, 36 >0:V(z,y) € X%, d(z,y) <d,Yue Fon a: |u(z)— u(y)] <e

Théoréme 1.4 [1] (Ascoli-Arzela)

Soit X un espace métrique complet, alors une famille de fonctions F C C (X,R) est
relativement compact si et seulement si :

1) F est uniformément bornée.

2) F est équicontinue sur X.



Remarque 1.2 Tout opérateur linéaire compact est continu
La condition de compacité est généralement utilisée sous la forme :
Pour toute suite bornée (x,,),.; C X, il existe une sous suite (z,, ), telle que Az,

converge.

10



Chapitre 2

Existence de solutions pour un
probléme (PVB) et théorémes de

point fixe

2.1 Quelques propriétés

Dans ce chapitre nous allons donner quelques résultats concernant les théorémes de
point fixe de Brouwer , de Schauder et L’alternative non linéaire de Leray-Schauder ol
cette derniére est utilisée pour prouver I'existence des solutions du probleme (1.1).

Fn théarie de paint five topalogique on a étudié le théordmo do point fixo do Brouwor
qui affirme qu'une application continue qui conserve la stabilité d'une boule admet un
point fixe qni n’est pas nécessaitement. nmigne

En réalité, ce théoréme est trés fort car 'hypotheése sur Uapplication est faible. Mais
le théoréme de point fiwa da Schaudar qui ert 1ina géndraliration du thécrdmo do Drouwoer,
et qui affirme qu’une application continue et compact sur une partie fermée, convexe et

bornée non vide admet un point fixe qui n’est pas aussi unique.

11



Définition 2.1 Soit T une application d’un ensemble X dans lui méme. On appelle point
fize tout point x € X tel que :
T () =

2.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Théoréme 2.1 Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle

méme admet un point five.

Théoréme 2.2 Soit M une partie convere, compacte et non vide d’un espace normé de

dimension finie (X, |.||) et soit A : M — M wune application continue, alors A admet

un point fire.

2.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de brouwer pour monter I'existence
d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

banach.

Théoréme 2.3 [3] ( Premier théoréme de Schauder)
Soit M une partie non vide, compacte et convexe d'un espace de Banach X. Alors

toute application continue A : M — M admet un paint fize dans M.

Théoréme 2.4 (3] ( Deuxiéme théoréme de Schauder)
Soit M une partie non vide et convere d'un espace normé X et soit A: M — K
une application continuc, ou K cst un sous ecnsemble compact de M. Alors A posséde un

point fize dans K.

12



2.4 L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 2.5 [4] (L’alternative non linéaire)

Soit X un espace normé et B (0, p) la boule fermée dans X de centre O et de rayon p.
Si Uopérateur T : B — X est compact, alors :

i) Ou bien T admet un point fize.

i) Ou bien il existe x € OB, et A > 1 telle que T (z) = Ax.

Théoréme 2.6 [4] (L’alternative de Leray-Schauder )
Soit T : X — X un opérateur complétement continu.
Soite(T)={zx e X \ T (z) = Az, pour tout A > 1}.

Alors lensemble € (T') est non borné, ou T admet un point fize.

2.5 Application de ’alternative non linéaire de Leray-
Schauder

Probléme a valeurs aux limites en trois points (PVB)

Soit y (t) une fonction continue sur [0,1].

Nous voulons résoudre le probléme suivant :
W+y(t)=0, 0<t<l
(P1) o iy &
wW(0)=0, u(l)=av(n)
Nous allons présenter maintenant le principe de l'alternative non linéaire de Leray-
Schauder, pour prouver Pexistence des solutions du probléme & valeurs aux limites en

trois points (1.1).

Lemme 2.1 (3] Soit X un espace de Banach et ) un sous ensemble ouvert, borné de
X tel que 0 C Q. Soit T : Q > X un opératcur complétement continu. Alors, soit qu’il

eviste x € 9N, A > 1 tels que T (z) = Az, ou il existe un point fivze * € O de T.

13



Notons en oufre que l'idée générale de cette partie consiste & transformer le probléme

aux limites (1.1) en un probléme de point fixe. Pour commencer et pour mieux encadrer

la suite étudions le probléme auxilliaire donné par le lemme préliminaire suivant :

Soit E = C'([0,1],R), muni de la norme ||y|| , = i ly(®)|.VyekE.
t€o,1

Lemme 2.2 Soit y € C|0,1], alors le probléme & valeurs aux limites en trois points

(F1)
' +y(t)=0, 0<t<l

(A1)
v (0)=0, u(l)=av (n)

admet une solution unique
1 t n
u (t) =[ (1 —s)y(s)ds—/ (= s)y(s)ds—a[ y (s) ds.
0 0 0
Preuve. On intégre deux fois I’équation suivante :
W'y (t) =0 2)
On obtient

—u' (t) = ./0 y (s)ds + Ch.

of 5 . ) of
= / (/ y(s)ds) dr +/ Cids + Oy,
0 0 0
t T
u(t) = _f (/ d?‘) y(s)ds — Cit — Ch,
0 s

u (t) =—/0 (t—s)y(s)ds — Cit — Cy,

Cherchons Cy et Cy :
g {f)=0=301=10

14



et
u(l)z—/o (1-5)y(s)ds—Ca= a1 (n)

ww=—£@wﬁ

d’ot

C’g=—f@l(l—s)y(s)ds+a£1]y(s)ds,

Soit en remplagant Cy et Cy dans

1
wlt)= —f (t—s)y(s)ds — Cit — Cs,
0
on obtient

1
0

Mﬂl%LﬂM@M&i/@—ﬁwﬂﬁ—aﬁwwM&

Définissons opérateur intégral 7' : £ — E, par

Tu(t) = fo (1 8)f(s,u (.9))(13—/0 (1t —s5) [ (s,u(s))ds—a ‘/Onf(.s, w(s))ds, tel0,1]

By accord avec le lenune 2.2, le problewe (1.1) a une solution si et seulement st
Vopérateur 7" admet un point fixe dans E. Pour ce faire, nous prouvons tout d’abord par
le théoréme d’Ascoli-Arzela que T est un opérateur complétement continu.

Rappelons que pour qu'une famille de fonctions soit précompacte danc C [0, 1] il faut

et il suffit qu’elle soit uniformément bornée et équicontinue.

1) Montrons que la famille {7 (¢)} est uniformément bornée :

15



IM>0, [Tu(t) <M, Vte0,1], VueE

Soit B={u e C[0,1], |u(?)] <1} alors pour v € B, on a:

Tu® = [ Q=9 Guelds+ [ =917 (su(o)las +

ol ['17 (s, ()l ds

[ =91 ulds+ g [ 0917 i+
ol [ 1 uts)lds

IA

<2 =9l uEldstial [ 1f (ouls)lds
< M.

Donc la famille {7"u (¢)} est uniformément bornée.

2) On montre que la famille {Tu ()} est équicontinue :
La fonction f est continue sur le compact [0, 1] alors elle est uniformément continue
c’est & dire

Ve>0,36>0, Vs €[0,1], Yuy,us € [0,1];¢€

g —ug| <6 =>|f(s,u1) — f(s,u)| <e¢
Tuy () — Tug (1 s, uy) — J (s, u — 8)ds + . ]
[Tuy (8) = Tu (1)) < |f (s,00) — f( tz)I(QfG (1-s)ds [a|/[; cls)

|f (s,01) = £ (s,u2)]

€

AN

A

Donc la famille {7Tu (t), u € B} est équicontinue est par conséquent opérateur T

16



est complétement continu.
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Chapitre 3

Solutions non triviales du probleme

aux limites (PVB)

L’objectif de ce chapitre est d’étudier 1'existence des solutions non triviales pour le
probléme & valeurs aux limites en trois points (1.1). Enongons a present le theoréme

fondamental sur les solutions non triviales du probleme.

3.1 Théorémes fondamentaux

Définition 3.1 On dit que la solution w (t) du probléme est solution non triviale si
u(t) #0

Théoréme 3.1 Supposons que f(t,0) # 0, et qu’ il éxiste deux fonctions positives k et

h € L'[0,1] telles que :

If(t,w)| <E@)|ul+h(t), V (t,u)e0,1]xR

18



et
A=2/0 (1—5)k(5)ds+[a|/0 k(s)ds< 1

Alors le probléeme auz limites (PV B) admet au moins une solution non triviale uw* &

C[o,1].
Preuve. Soit
1 7
A = 2] (1~s)k(s)ds+[a|/ k(s)ds
o1 oﬂ
B = 2/ (l—s)h(s)ds+]a|/ h(s)ds
0 0
Alors A < 1. Comme f{t,0) # 0, il existe un intervalle [o,7] C [0,1] telle que

min |f (t,0)| > 0, d’autre part, h(t) > |f(t,0)|, Vt € [0, 1].

o<t

On sait que B > 0.
Soit
m=B(1-A)", Q={ueC0,1]: |ul| <m}.

Supposons u € 90, A > 1 tel que 1" (u) = Au, alors

A = X [lul = ITull = max |(Tw) (2)

0<t<1

< / (1 9)|f(o,u(s)|ds | max f (t - 5)If (5, (s))] ds
+ o] /O 1F (5,(5))]
sz]o (1-5) |f(s,u(s))|ds+ialf0 \f (5, ()| ds

< [Qfol(l—s)k(s) |u(s)|ds+]a|/gnk(s)|u(s)|ds}

19



+[2/01(1—s)h(s)ds—!-lal/oﬂh(s)ds}
< Alu|+B=Am+B.

Par conséquent,

A§A+§:A+—B—4=A+(1—A)=1,
m B(1-A)

contredition avec le fait que A > 1. Par le lemme 2.1, Popérateur 7" admet un point
fixe u* € . Dés lors le probléme (1.1) admet au moins une solution u* € C'[0,1]. =
L’exemple suivant montre une application intéressante du théoréme 3.1 du probléme

considéré.

Exemple 3.1 Considérons le probléme a valeurs aux limites en trois points suivant :

o + (@t —12) |u|sinu —2u 4+ 83 - 2sint =0, O0<t<l,

(3.1)
u' (0) =0, u(l) =4 (3)

Soita=4,m=3, et

ftz) = (t—4¢)|z|sinz — 22+ 13 - 2sint,

k(t) = t, h(t)=1>+2sint.
Il est facile de prouver que k,h € L*|0,1| quelles sont deux fonctions positives et que
Fita) Sk@lal+h(),  (z)e 0,1 xR

et

A

1.

A_g.él(l—s)k(s)d‘?%-l&]‘énk(s)dsz%

Par conséquent, en vu du théoréme 3.1, le probléme aux limites (3.1) a au moins un

solution non triviale z* dans C|0, 1].

20



Théoréme 3.2 Supposons f (t,0) # 0,et qu’ il existe deus fonctions positives k et h €
L'[0,1] telles que
|f (¢ z)| <k@)|e]+h(t), V(z)e[0,1]xR.

Si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) Il existe un constante p > 1 telle que :

/lkp(s)ds<{ 1+ 1/r; = B
0 2+|al[p(1+¢)]Y? P q

(2) 1l existe une constante 1 > —1 telle que

(1+p) (2+p)
+ |af (2 + p) ptte

k(s)<5 s, Vsel0,1],

mes {s €0,1]:k(s) < 2_51!;] 'é) f;}‘:gﬂs#} >0

(3) Il existe une constante p > —1 telle que

g o DT AN+ 1)
T 2L+ p) ol (24 p)

kil (1-s9)", V¥se|0,1],

e {S c01:k(s) <37 (i:)ﬂl(lir(;i 5= 3)”} 51

(4) k satisfait

i 1
K o - i - 1
(S)—l_i_la_’n: VS'*—[Ua ]:

mes{se 0,1] : & (s) <ﬁ} >0,
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(5) [ satisfait
1
1+|aln

f,z)

x

A = lim sup max
T—00 t<[0,1]

alors le (1.1) admet au moins une solution non triviale u* € C[0,1].

Preuve. Soit A donné dans le théoréme 3.1. en tenant compte de ce théoréme, nous

devons seulement prouver que A < 1.

1) En utilisant 'inégalité de Hélder, nous avons

A = 2/:(1—3)k(s)ds+|a|f:k(s)ds

<2[[a-ora] [[reea] ][ rew] ][ v
= Uglf’ff” (s) ds} " {2 Uol (1— s)qu} v + |af UDT 1%] w}
<

{ /D (o) ds] w [2 (i) " el nl/q}

(1+9"" 2+l -+ _ |
2+ e+ 1+

2) Dans ce cas, nous avons

1 7
| (1“*“:‘{) (2‘5"“'?% [2/ (1 — 8) stds + || /JS“n’RJ
24+ (2+p) ™ L Ja 0

Q+p)2+p [ 2 +lof ﬂ}
T 24 e @+p) ™ L1+ p) (24 ) Ay

"

_ 4+ @+p) 2+|al@+un”
2+l @+ ™™ 1+p)2+p)

3) Dans ce cas, nous avons
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A = 2/01(1—s)k(s)d8+fa|[;k(s)ds

A+m@E+w L[ L I AR
< ST+ 0 + ol 21 ) :‘2'/0 (1—.5)+ds+|a]/0 (1 s)sds]
_ 4+ IO Sl ok )

21+ ) +lof (2+4) |2+p o 14p

A+p)@2+p) [ 2 i B
= 2(14+p) + o] 2+ p) _2+,u+la}'1+,u}

_ __ Q+m@e+rp  20+@)+lel@+p) _
20+ +of 2+4p)  Q+p)@+p) '

4) Dans ce cas, nous avons

A = 2/0 (1—s)k(s)ds+|a|/0 k(s)ds

1 1 7l
<——2/ l—sdera/ds}
1+laln{ L Wb =adeh )

(1 +]an) =1
= —_— (8 o=
1+ aln %

5) Soit & = 3 ('Hfl—u[,, = A) , alors il existe ¢ > 0 telle que

| filt, =) = (1+1|CY|'7 —5) lz|, ¥V (t,z) €[0,1] xR\ (—¢,c).
Soit
M =max{|f (¢,z)| : V(¢,2) € [0,1] x [-¢,]}.
Alors .' )
(2] < (1+l|a-|n —s) le|+ M, V() e[0,1] xR
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Soit k(s) = T:}_—!l?% —¢, h(s) =M, alors (5). =

Exemple 3.2 Considérons les problémes a valeurs aux limites en trois points suivants :

1)

w4+ 2 ()] L 3et _9sing =0, 0<t<1,

(3.2)
CO =0 u() = Vi ()
Soit a = /3, = 1, alors

2/tz?

[t z)= ;T;e_|5iu(mzut)| + 3¢* — 2sint,

et

k(t) = \/g, h(t) = 3¢' + 2sint.

Il est facile de prouwver que k, h € L0, 1] sont deuzx fonctions positives et que

Flto) <k@®|z|+h@), V(,z)el0,1]xR

Soitp=g=17

Alors . 1y :
/Ulfp(g)d,s:/u §3d€':6
E L
2+lal[p(1+q)ls] 4

Donc,

P

/lkp(s)ds< { s’ &
0

2+ o] [n (1 +g)]*

Ainsi, d’apreés le théoréme 3.2, avec la condition (1), le probléme aux limites (3.2) a

aw, moins une solution non triviale v* dans C|0,1].
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2) Soit
2 —t
L +u+tet —teost=0, 0<t<l1
Vi (3.3)

7
U (e vE
u'(0)=0, u(l)=3v(3)

Soit o = %:772 i; et

z2e~t 1
tx) = + & + et — Vcost,
J&) 3(1+22) (1+2e*) vVt TV
1 1
k() = —+—. Ak =¢e ++tcost.
(®) 6vt TVt iF)=e s

Il est facile de prowver que k,h € L*[0,1] sont deux fonctions positives et que

Fltm) <k +h(t), V(,z)e01]xR

Soit u= —%.

Alors,
Q+m)@+w 1

2+ |of (24 p)ni+e 3

Par conséquent
k(e)—1+1<1+1*15‘%
T 6s T 65 6y/s 3
2
(1+J“‘)( +u) 5'“, VSE[O,l],
2+ | (24 p) ntte

mes {s €0,1]: k(s) < 2—!(—1];?gf$gg+#sp} =150

Done par le théoréme 3.2, avec la condition (2), le probléeme aux limites (3.3) a au

moins une solution non triviale v* dans C[0,1].
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3) Soit
uf"e“”2 —t 5 _
u”+gﬁﬁﬁﬁj—38 +vsint=0, 0<t<l1 o

' (0)=0, u(l)=-3u(3)

Soit n = i,a': ~3, et
e ¢ :
Fbal = 3(1+$2)41_t—33’+\/smt,
1
E(t) = ————, h(t)=3e?+Vsint
O = s "0

11 est facile de prouver que k,h € L'[0,1] sont deu fonctions positives et que

ftz)<Ek@)|z|+hr(@), V(z) el xR,

Soit jp = —%. Alors
Q+p)@+p) 7

2(1+p)+lal(2+p) 36

Par conséquent

1
671 — s
T

(1+p) (2+ )
2(l+p) +laf (2+4

kilg) =

) (1—5)7%, Vseo,1]

}:1>&

Donc par le théoréme 8.2, avec la condition (3), le probléme auz limites (3.4) admel

(1+u)(2+u)
2(14+u) + || (2+uw)

sl

mes{se 0,1 : k(s) < (1—3s)"

au moins une solution non triviale u* dans C|0, 1].
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4) Soit

n o, tPuZe=v t L
u” + t%+uz —cose' +3sin“t=0, O0<t<l1 (3.5)

W (0)=0, u(l)=3u(3)

i ;
flitzy = y i cose’ + 3sin’¢,
t
k) = 3 h(t) = cose’ + 3sin®t.

Il est facile de prouver que k, h € L'[0,1] sont deux fonctions positives et que
Fta) k@ e +h(t), V(o) e 0,1 xR,

et

1 1
=, Vse|[0,1]

s
= L ——
b(2) 2 " 1+|alp 2

1
mES{SE[D,l]k(S)<W}:1>O

Done, par le théoréme 3.2, avec la condition (4), le probléme auz limites (3.5) admet

au moins une solution non triviale v* € C'[0,1].

Corollaire 3.1 Supposons que f (t,0) # 0. S’il existe deuz fonctions positives k et h €
L0,1] telle que :

If(t,2)| <k@)|z|+h @), V(,z) e 1] xR

Lt si lUune des condilions sutvanles esl salisfaile.

1) 1l existe une constante p > 1 telle que

1 : o
z 1 1
/kp(s)dx{ RS Rk,
0 2+al(1+q)a B 4
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2) 1l existe une constante p > —1 tel que

A+p)@rp) ., oo 0.1]

Ko< o aleen)

mes{s €10,1] : k(s) < (21_;}_'2')((22:_5)) #} >0

3) k satisfait
3 ‘V/S € [01 1}:

mes {s € [0,1] : k(s) < 1_:|a|} >0

4) f satisfait
1

1+ |a|

It )

z

A= lim sup max
|@}—o0 te[0,1]

Alors le (1.1) admet au moins une solution non triviale u* € C|0,1].

Preuve. Dans ce cas, nous avons

A = 2]; (1—5)k(5)d8+[a]j)nk(s)ds
= 2]1(1——5)k(s)d3+|a|/lk(s)ds.
0 0

Le reste de la preuve est simillaire 4 celle du théoréme 3.2. =

Corollaire 3.2 supposons que f(t,0) # 0. S’il existe deux fonctions positives k et h €
LY[0,1] telle que

St o

D] S k@2l +h(), V) €01 xR

Si U'une des conditions suivantes est satisfaite.
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1) Il existe une constante p > 1 telle que :

L 1 1+¢ \¢]" 1 1
kP (s)d : . ddD=l
jy pas [2+|al (#=5) 53

2) Il existe une constante pu > —1 telle que

(1+p)(2+u)

HO) < e e

Vs € [0,1],

mes {s €[0,1] : k(s) < 1 4p) (2+'u))s”} >0

(2+lof) (p+3

3) Il existe une constante p > —2 telle que

(24 p) 5
k(s) < (2+|a|)(22+u—1)(2_3)’ s€0,1],

meas < s (s Chal) —8)¥
{o 010 < iy 09} >0

Alors le probléme (1.1) admet au moins une solution non triviale u* € C|0, 1].

Preuve. Dans ce cas,

1 7
A= 2 f 1~ i) § i) f B ) s

/(ls (s)ds + a|f (s)ds

(2+|a|)/0 (2 8)k(s)ds

IA

IA

1) En vertu de l'inégalité de Holder on a :
1
AL (2+ |a|)/ (2—s)k(s)ds
0
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<2+ o) Uk()d} [/O"l(z—sfds]%

1 1
1 1+q \° [2¢9—1)\¢
9 ) . =1

2) Dans ce cas, nous avons

A < 2+4]a]) / (2—s)k(s)ds

(1+p)(2+p) i
(24 |af). CEAPI #+3f(2 s) s*ds

(1+p) (2+p) p+3
p+3  QA+m@+p)

IA

3) Dans ce cas,

A< @+l [ -9k ds

(2_’_# f H-,u

- d

< (24]a). BT a) (@ 1) (2—3) s
2+# 92-!—.1;_1

2He —1" 244
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