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0.1 Introduction

Les inégalités jouent un réle important dans diverses branches de mathématiques
modernes telles que la théorie des espaces de Hilbert, des probabilités et des statistiques,
I'analyse réelle, 'analyse complexe, I’analyse numérique, ainsi que la théorie qualitative
des équations différentielles et des équations aux différences,... etc. Elles sont un outil
puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours de 18™e
et 195" siécles par d’éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Chebyshev
dans les années qui suivirent, le sujet attira encore plus de chercheurs : Poincaré, Lya-
punov, Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littérature, dans
ce contexte, est trés vaste. Parmi les ouvrages descriptifs de I’évolution historique des
inégalités, nous pouvons consulter : Pachpatte [16].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et dans différents axes. Des
nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, des extensions
ainsi que des variantes, unidimensionnelles, multidimensionnelles, fractionnaires et dis-
cretes. La plus célébre parmi ces inégalités est sans doute celle de Gronwall. La théorie des
inégalités intégrales joue un réle important dans étude des équations différentielles et
intégro-différentielles, les applications dans ce domaine ont été développées d'unc fagon
treés remarquables au cours de ces derniéres années dans I’étude de ’existence, 1'uni-
cité, la dépendance continue de la solution par rapport aux données initiales, I’existence
globale, la stabilité de la solution et I’erreur d’estimation dans les problémes d’approxi-
mation. La littérature dans ce sens est trés riche et connait une croissance explosive en
théorie et aux applications, pour plus de détails on peut consulter le livre de Pachpatte
[3,8,8,7,8,0,18, 17].

Il &’avare quo 'utilisation deo incégulitéy intégrules donne des bornes explicites pour les
fonctions inconnues. Dowr ces taisons Vinlioduction des négalités inldgrales dans 1elnde
des propriétés des solutions des équations différentielles est indispensable.

Le but de ce travail est de développer un résultat obtenu dans [15] autour de 1’étude
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qualitative des solutions des équations dynamique partielles aux échelles de temps.

Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R. Par exemple,
les ensembles N, Z et I'ensemble triadique de Cantor sont des échelles de temps. On
sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R. La théorie des équations
dynamiques aux échelles de temps a été introduite en 1988 par Stefan Hilger [12,13] dans

sa theése de doctorat ou il a notamment définie la A-dérivée de la fagon suivante.

Définition 0.1 Soit f : T — R™ une fonction et t € T*, f est dite A—différentiable en
t 87l eziste un vecteur f2 (t) € R™ tel que pour tout ¢ > 0, il eziste un voisinage U de t

tel que

[Fe@) = f&) =AW @) -9 <elot)—s],

pour tout s € U. On appelle f* (t) la A—dérivée de f ent. Si f est A—différentiable

en t pour tout t € T%, alors f® : T* — R™ est dite la A—dérivée de f sur T*.
Ici, 0 (t) =inf{s€T:s>1t}, p(t) =sup{s € T:5 <t} et

ik T/ ]p(sup T),sup T]sisup T < co
T sisup T = co.

C’est & partir de cette définition qu’ont été introduites les équations aux échelles de
temps qui ont la méme forme qu’une équation différenticlle A Pexception que par exemple,
dans une équation du premier ordre, la dérivée d’une fonction z (z') est remplacée par la
A-dérivée (z*) de cette fonction. Nous verrons plus loin dans le texte quesi T =R, la
A-dérivée équivaut & la dérivée au sens classique et les équations aux échelles de temps
deviennent des équations différentielles. Si T = Z, les équations aux échelles de temps
deviennent des équations aux différences finies, pour plus de détails, on pent consuller les
deux hivres [4,5]. 1)’ailleurs, 'intérét pour ce dernier type d’équations a connu un cssor
comaldérable wu cours des dermiéres années pour expliquer plusicurs phénomenes diserets
notamment en économie, psychologie et génie. La théorie des équations aux échelles de

temps vient dans un premier temps unifier ce qui peut étre fait dans les domaines des



équations différentielles et les équations aux différences finies. En travaillant sous I'angle
d’une échelle de temps générale, il est possible de faire progresser simultanément ces deux
champs des mathématiques. Dans un deuxi¢me temps, la théorie développée autour des
cchelles de temps permet I’étude de phénoménes se modélisant d’une fagon qui fait appel
simultanément au discret et au continu. Ainsi, une équation définie sur une échelle de
temps de la forme ULZ8° [2n, 2n + 1] est trés utile pour décrire des phénoménes saison-
niers. Par exemple, ce pourrait étre pour I’étude d’une population d’insectes qui aprés
un certain temps disparait, pour réapparaitre ultérieurement aprés avoir été pendant un
certain temps sous forme de larve.

Ce travail est organisé de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler briévement quelques notions gé-
nérales concernant les échelles de temps avec exemples. Ensuite nous présentons quelques
résultats préliminaires qui nous seront utiles dans le prochain chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous développons les résultats du travail [15] basés sur
Iétablissement des inégalités intégrales aux échelles de temps de type Gronwall- Bihari
qui sont trés utiles dans I'estimation des solutions des équations dynamiques.

Enfin, on termine le chapitre par 'exposition d’une application de ces inégalités inté-

grales aux équations dynamiques.



Chapitre 1

Notation et préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions, exemples et théorémes trés
utiles pour le deuxiéme chapitre. Nous signalons que les résultats suivants sont tirés du

livre [4,5].
Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.

Exemple 1.1 Les ensembles N, Z,[0,1]U[2,3],[0, 1]JUN et U’ensemble de cantor sont des

échelles de temps.
Exemple 1.2 Les ensembles Q,R\Q, C, (0,1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

1.1 Operateur de saut

Deétinition 1.2 Soit 'I' une echelle de temps, pourt € T, on définit l'opérateur

de saut avant o : T — T

o(t)=inf{seT:s>t}. (1.1)



Définition 1.3 Soit T une échelle de temps, pourt € T, on définit Uopérateur

de saut arriére p: T — T
p(t)=sup{seT:s<t}. (1.2)

Remarque 1.2 Par convention, on supposera que o (t) =t sit est le mazimum de T,

et que p(t) =t sit est le minimum de T.

1.2 Classification des points
Soit T une échelle de temps, ¢ un point de T.

Définition 1.4 On dit que t est un point dense a droite de T, t < sup T

(resp. un point t dense & gauche de T) si o (t) =t (resp. p(t) =1).

Définition 1.5 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense & droite

et a gauche.

Définition 1.6 On dit que t est un point dispersé a droite de T

(resp. un point dispersé a gauche de T) si o (t) >t (resp. p(t) < t).

Définition 1.7 On dit que t est un point isolé s’il est simultanément dispersé & droite

et a gauche.

Définition 1.8 Nous définissons les fonctions de granulation p,v : T — [0, 00| par :

pt)=c(@)—tetwv(t)=t—p(t). (1.3)



Maintenant, nous présentons quelques exemples concernant le calcul de lopérateur

de saut avant et arriére :

Exemple 1.3 Soit T = R, pour tout t € R,
on a
o(t) = inf{seT:s>t}=inf(t,00) =t
p(t) = t,

donc tous les points de R sont denses. Les fonctions de granulation p, v valles :

pt)=0etv(t)=0.

Exemple 1.4 Soit T = Z, pour toutt € Z, on a
o(t)=inf{seT:s>t}=inf{t+1,t+2,...... b=t+1,p(t)=t-1,
ainsi tous les points de 7, sont isolés. Les fonctions de granulation p, v valles - p(t)=1

et v(t)=1.
Exemple 1.5 Soit T = [0,1]U[2,3] on a :

tsitel0,1[U[2,3]

O'(t) = )
2st=1
et
tsite {0, 1] U_]2,3]
p(t) =
lsit=2-
Ainsi
0agitc[0,1[U][2,3]
L) = 1

l1sit=1



0sitel0,1U]2,3]
1sit=2 '

v(t) =

On définit maintenant 1’ensemble TX.

Définition 1.9 Soit T une échelle de temps

- T\]p(supT),supT] st supT < oo
T st supT = oo ‘

Remarque 1.3 Sile mazimum de T est dispersé a gauche, alors on pose TF = T\supT.

Sinon, par convention T* = T.

Définition 1.10 Pour deux points a,b € T, lintervalle d’échelle de temps est définie

par :

la,bly ={teT :a<t<b}.

1.3 A—Dérivée

Définition 1.11 Soit f : T — R™, une fonction et t € T, f est dit A—différentiable
ent s%il existe un vecteur f* (t) € R tel que pour tout € > 0,il existe un voisinage U de

t tel que

[F@@) = f(s) =20 (@ () —9)|| <elo(t)— s,

pour tout s € U. On appelle f* (t) la A—dérivée de f ent. Si f est A—différentiable
en t pour tout t € T, alors f& : T* — R" est dite la A—dérivée de f sur T*.

Théoréme 1.1 Soit f: T — R™ une fonclion et t € T.
(2)81 } est A—différentiable en t, alors f est continue en t.
(1) Si f est continue ent et si t est dispersé 4 droite, alors f est A— différentiable en

t, de plus on a :



fle@®) - @)
O (1.4)

(111)S1 t est dense a droite, alors f est A— différentiable en t si et seulement si

o) =

MRIORFI0

s—t t—s

eziste et est finie.

Dans ce cas on a :

£50) — g L =1 ()

s—t 1—38

()81 [ est différentiable en t, alors :

fla@)=1)+p@) i @). (1.5)
Maintenant, on donne quelques exemples concernant le calcul de la A—dérivée.

Exemple 1.6 Considérons la fonction f : T — R définie par f (t) =12 ouT = {%, neNy}.

Commet € T donc Ing € Ng: ¢t = B2,

Ainsi
_no+ 1
(t) - 2 3
et comme
Ay Ja®)— (@)
)= =1



alors

2
o) = T RAT R —

L]
2 +2
_ N+l n
T g 2
27’?;0
-2t
Doy
% 1

Exemple 1.7 Considérons la fonction f . T — p définie par f )= ouT= {Vn,ne Ny}.
Pour tout t € T yIng ENg 1 t = V1, et done

U(t) = V1N + 1,

PV {(A0) A0

o(t)—1t

3

alors

(Vo F1)* = ()’
\/7’1‘;{}4—1—\/% -
= \/n0+ 1 +\/7’TD

it

Ainsi
bl () R /e

Remarque 1.4 g; T =R, alors d’apres (i43) du théoréme précédent |, Joncltion f: R -
R est A- différentiable e ¢ eR ss5:
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f#)—f(s)

Pt = %im
eziste et de plus f2 (t) = f(t).

Remarque 1.5 i T = Z d’aprés (ii) la fonction f : Z — R est A—différentiable en
teZetona

s il N & e’ L W Y )

£ 0 t :

_f0)
20

Théoréme 1.2 Si f,g: T — R sont A—différentiables en t € T, alors :
(i) f+ g est A—différentiable en t de plus

(F+9) @) =2 + 9% (t).
(ii) (af) est A—différentiable en t pour tout o € R et on a
(af)® () = af*(2).

(¢it) fg est A—différentiables ent et on a

()2 @) = FA@gW)+ (@)@
= f®) W)+ glo(t).

(v) Sig(t)g(e () #0, alors g est A—différentiable ent on a

A\ I OF IO QPO
(g> ) 90307 (1))

Dafinilion 132 Une fonetion f 0 T — B est dot vd conlenue s clle cst continue en
tout poind. dense @ droite de T et st sa limite & gauche existe et finie en tout point dense

a gauche de T.

i1



Remarque 1.6 L’ensemble de toutes les fonctions rd-continues est noté par Crq ou

C,a (T) .

Remarque 1.7 L’ensemble de toutes les fonctions A—différentiables et rd-continues est

noté par Cy; ou CL, (T).

Théoréeme 1.3 Toute fonction rd-continue f : T — R admet une primitive F: T — R

et on note

/ f(t)At=F(r) — F(s) pour toutr,s € T,

de plus

a(t)
[ Fr)AT=u(t) ft),teT
Preuve. On pose F (t) = f (t) alors

a(t)

f(T)AT=F(o () - F (1),

on a :

d'on

a(t)

Fe@)-FO=F*Out)> [ F@Oor=F0nr@).

Théoréme 1.4 Svienl u, b, e T AER el [0 F (g ('ﬂ”") nlora -

12



/:f(tmmf:g(tmt, (1.6)
fab(/\f(t))m = A/:f(t)At-,

/abf(t)At - -[roa,

c b
fllyg = ff(t)At-l—/f(t)At.
0.

n\
o
=y
=
+
«Q
=
>
o~
Il

Si

7 @) <g(t)

/:f(t)At‘ s/:g(t)m-

Proposition 1.1 Pour T=R on a

/abf(t)m:/:f(t)dt_

Proposition 1.2 Pour T=7 on a

sur [a, bl , alors

. Soica () sia<b
/f(t)At: Osia=b
—3 S f(t) sia>b
Prcuve. Comme T=7Z, a<bonao () =t+1.

Ainsi

13



b

b a+1 a+2
/f(t)At —/ f(t) At + fR)AL+...+ f(t) At

a+1 b—1
a(b—1

o(a) o(a+1) )
. / f(t)AH—faH f(t)At+..A-+—/b_1 £ (&) At
= gl Pl el T a1 s sl = T,

comme 4 (t) = 1, on obtient

/mwzzﬂw

t€[a,b]

De la méme maniére on montre le cas a > 0.

Le cas a = b est induit directement des propriétés (1.6) du théoréme précédent on a :

/abf(t)Atzf:f(t)Atzo.

Proposition 1.3 Si [a,b] contient des points isolés alors :

b Zte[a,b[ M (t) }L (t) sta<b
/f(t)At: Osta=0b
Dtelap 4 (B) f(£) sia>0b.

Preuve. On suppose que [a,b] contient uniquement des points isolés, c’est-a-dire
[a,b] = {to,t1,...,t,}. Autrement dita =ty <t; < ... <t, = b.

Vapron 1o thoordamo pracodont on o s

14



n—1 n—1

/:f(t)m = Z/ At—Z/

= Zﬂ(ti)f(ti)z Dor@) ().
=0

tela,b]

Pourlecasa=0bon a:

/:f(t)At

par contre dans le cas b < a on obtient

./abf(t)Atz—/:f(t)At.

1.3.1 A-—Intégration par partie

Proposition 1.4

bf"(i)gA (At = [(fg) ()] 14 @)
/ /

nb :
/ ) g™ (1) At

Il
§
\\
”E

Preuve. D’apres les propriétés de la dérivée on a

(J9)* (&)= f (e (1) ¢® (&) + 2 () g (t) ,

d’on
Fla@)g®®)=(f9% ) - A1) (@),

15
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intégrons les deux membres de I'égalité (1.7) entre a et b, on obtient

b b b
/ flo@)g (@A = [ (f9)® (1) At - f 72 (1) g (t) At

(fg) D)1= ] 2 (gt

Définition 1.13 Soit p: T* — R, p est dit régressive si elle vérifie :

L+ p(t)p(t) #0.

Remarque 1.8 Pour tout t € T*, ’ensemble des fonctions régressives et rd-continues

est noté par RN.

Définition 1.14 L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est définie par :

T={peR:1+pu@)p(t) >0, pour toutt € T¥}. (1.8)

Définition 1.15 Pour h > 0, on définit la transformation cylindrique :

&, : Cp— Zy, par :

£, (2) = %log (14 zh),

ot log est le logarithme principale,

Pour h = 0, on définit : £, (z) = z pour tout z € C.

16



Théoréme 1.5 On suppose que p € R et ty € T un point fizé, alors le probléme & valeur

initiale

2 @) =p®)yt).y(t) =1, (1.9)

admet une unigue solution dans T, donnée par

y () = ep(t:to),

er(tte) = o [ s br)ar).

Remarque 1.9 1] est clair gue

avec

e (0 (8).10) = (1+ 1 () p (1)) e (t, o) . (1.10)

Remarque 1.10 Pour T =R, la fonction ezponenticlle est donnée par :

e (£, to) = exp ( /t g (7) AT)

oul,tg € R et p: R — R est une fonction continue.

Remarque 1.11 Pour T = Z, la fonction exponentielle est donnée par :

tto ﬁl-i—p

out,tg €EZ, lg <t et p:Z— R est une suite vérifie

p(t) # =1 pour tout t € 7.

Theéoreme 1.6 Soitac 1™ beT et L: TxU* - 1 est continue en (t,t), pourt € T*,
t>a et LA (t,.) est rd-continue dans [a,o (£)], on suppose que pour tout £ > 0,3U, un

voisinage de t indépendant de 7 € |a, o ()] lel que :

17



|L(c(t),7) = L(s,7) — L* (t,7) (o (¢) —s)|<elo(t)—s|, VselU

Ou 2 dénote la dérivée de f par rapport & la 17 variable alors on a :

g(i)Z/L(t,T)AT:F'gA(t):f LA(t,7)AT+ L(o(t),7),

a

et

h(t)*/tbL(t,T)Afr#hA (t) :-/tbLA(f,T)AT“L(O'(f),T).

Preuve. On a

g(t)=/ L{t,7)Ar, ¢°() = |

(t)
ce qui donne
o e L B gt e L P i
g (t)m,u(t)_/; L(o(t),7)A ,u(t)/aL(t’ YT, (1.11)
D’autre part on a :
oy L@@, n) - L)
- (t’ ) ‘u(f) :
d’ou
Lie ). 7) = glf] 12 @irya L4, 7). (1.12)

Remplagons (1.12) dans Péquation (1.11), on obtient

18



9o ) = /ﬂa(fj (L(t,f)ntift(’t;)) ATﬁ]jLU,T)AT
alt it ] ° I (¢, T
e /at L(t,’r)AT-#/Z(z) _u%r)&i/f jf(t)—)m
- /GLA(t,T)AT+/a LA(t,r)Jr—r/t L(t,7) A,

p(t)
et comme
o(t)
[ toar=soLe.
i
donc on a
t
()= [ 12617+ p(01° (L0 + L (1),
ainsi

g® (t) :/ L5 (t,T)AT+L(o(t),7).

1.4  Quelques inégalités importantes

(1.13)

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes et définitions utiles dans le

deuxiéme chapitre .

On commence par citer le Lemme suivant qui joue un role important dans ’estimation

optimal des inégalités intéy ales,

Lemme 1.1 [14]On suppose quep > q> 0, p# 0 a > 0. Alors

o < 1o+ B g
p p

19
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Pour chaque K > 0.

Deux classes de fonctions intervenant dans I'etablissemen des inégalités de type Pachepatte-

Bihari données par les deux définitions suivantes :
Définition 1.16 [1]Soit g une fonction continue positive et non décroissante définie sur
R*, g est dite de classe S, si elle vérifie
1 z
—g(z) < g(=) pour tout z >0 et a > 1. (1.15)
a a
Remarque 1.12 Pour une bréve discussion sur cette classe S de fonctions, le lecteur
est invité a consulter [1, Sect.d].

Définition 1.17 Soit g une fonction continue et positive sur R*, g est dite de classe T
, 5t elle vérifie

1
—g(z) > g(g) pour tout x > 0 et a > 1. (1.16)
a

Un résultat considéré comme un outil de base dans ’étude des inégalités de type

Pachepatte est donné par le lemme suivant :

Lemme 1.2 [10]Sotent u (t1,t2),a (t1,t2), f (t1,22) € C (T1 x T, RY) 0w a(t,ta) est

une fonction non décroissante par rapport a chacune de ces variables. Si

I1 12
aallingtel < alfhy 4 4 //f By, )i B (1.17)
a1 az
pour (a1, az), (t1,t2) € Ty x Ts, alors
U(tl,tg) E (I(tl,tz)ct?' (t]_,(l]_), (tl,tg) ETl XTZ (118)
] f(t1.53) Agsg

a?l

ot Ty, T, sont deuz échelles de temps et Ty = [a;,00) N Ty, Ty = [as,00) N Ts.
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Chapitre 2

Sur quelques Inégalités intégrales a
deux variables de type

Pachpatte-Bihari

Dans ce chapitre nous énoncons avec bref détails les résultats du travail [15].

Théoréme 2.1 Soient u(z,y), f(z,y) des fonctions non négatives et continues en tout
point dense & drotte sur Q et L(z,y,t,5) € Coa(Qx Q,RY). ¢, p, q, r € Ry vérifiant

p=zqg>0,p>r >0. 5

z Y st
wP(z,y) < c+ /ff(s,t) liuq(s,#.) +//L(S,t,T,Tj)uT(T',Tj)AgT]AITJ AqgtAis, (2.1)
sp to

o Yo
et satisfaite pour tout (z,y) € Q, alors

f

'U,(Cﬂ,y) = 1]7('2:7 y)Ey (.L,.,Co)} ! (22)
Q(r.n) Aay

o

L1

21



ol

T Yy s t
q r
P(z,y) = c+ [/f(s, t) p_—;qu +%Kp//L(S,f,T,U)A2UA1T AstAs,

o Yo so lo

s -_ g i
Q(s,t) = f(s,t) |ZK © +EE * //L(s,t,r,n)&znAlf g

so to

et K > 0.

Preuve. Définissons la fonction z(z,y) par

T Yy s t
2l o) = o4 f / fs) |ud(s ) + [ / L(s,t, 7, (v, m)AanBar | Agthss,

To Yo so to

nous avois

Z(Io,y) = ’?”(‘I‘.‘ya) =6y

et

u’(z,y) < 2(z,y),

cette derniére inégalité donne

u(z,y) < 27 (z, 1),

substituons (2.7) dans (2.5), nous obtenons

r Yy s 1
z(z,y) Sc—l—//f(sj) Z%(S,t)+f/L(S,t,T.,T})Zi(T,T])AQ’I]AlT AytAys.

o Yo s0 to
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Appliquons le Lemme 1.3, I'inégalité (2.8) devient

Az <t [ 161 [gK " a(st) + 2K 29)

o Yo

s t
v o r=p r
+//L(sjt,'r,77) (iK ?alr,n)+ Kp) AonAiT | Agti;s,

so to

Réécrivons (2.9), sous la forme suivante

@ o s t
. g 154
2(z,y) < c+/ff(s,t) %QKP -i-E;—TKp//L(s,t,T,?;)AgnAlT AotAgs

Zo Yo so to
//f (s,t)z(s,t) EK + 1 K ]fL 5,t, 7, ) AnAT | Agtys,
o Yo so to
(2.10)
substituons (2.3) et (2.4) dans (2.10), nous obtenons
Y
“(2,9) < Ple.y) + [ Qs 02t 0080015, (211)
2o Yo
Appliquons le Théoréme 1.7 & cette derniére inégalité |, nous trouvons
z(z,y) < P(z,y)ey (%, z0) . (2.12)
[atstast
Yo

Le résultat souhaité découle des indgalités (2.7) et (2.12). m

Théoréme 2.2 Soient u(z,y), f(z,v) et a(z,y) des fonctions non négatives et continues
¢en tout point dense & divile sur §1, el soil L(x,y,t,8) € Crg (2 x QR '), a(z,y) est non

décroissante par rapport & chacune de ses variables et p, g, 7 € R} telle quep > g > 0,
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p=>r1 > 0. 5 linégalité

z Yy s i
W) <)+ [ [fs,0) [0+ [ [Hstmmrmsmai | dsas.,

To Yo s0 to
(2.13)
est satisfaite pout tout (z,y) € Q, alors
'LL(I, y) = a’(:"rv y) P(ZE, y)e y ($:IO) ? (214)
Jaem s
yo

ol

.Ty = 1+//F-5't _ng+p TK //Hst 'T]AQ'I]AlT AztAls, (215)

To Yo sp to

Qs,t) = Fis,) |1k + 15 //H iBir] . (2.16)
Fs8)=f (8,1)a¥?(s, 1), (2.17)
H (s,t,7,m) = L(s,t,7,n)a" (7, 7), (2.18)

et K > 0.

Preuve. Divisons les deux membres de (2.13) par a?(z,y), nous obtenons

s i

z Yy
! N T A A
QPE;;’ : aP(g; y) / /f ) + / /L(‘.“: !’7 Iy I})‘LL (1 ;.I/)“—\wa",—\ll" ABL‘AIS:

“ L
To Yo sp to

(2.19)
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comme a(z,y) est non décroissante pour chacune de ces variables, (2.19) donne

T Y s i
u(z & ud(s, (T,
(%) < l—f—/./f(s, ) ::%%+//L(S,ﬁ,T,T])~E;7ET—$AQTjA1T AstAys.  (2.20)
o Yo sg o
Posons
w(%y)=fﬂfﬁg (2.21)

a(z,y)’

substituons (2.21) dans (2.20), nous obtenons

w? (z,y) < 1+f/f (5,8)a97P(s,t) [wi(s,t)

Zo Yo

s t
+f/L(s,t,T,n)a”q(T,n)w"(T,n)AznAﬂ AgtAys. (2.22)

so to

Remplagons (2.17) et (2.18) dans (2.22), cette derniére inégalité devient

x Yy s t
w? (z,y) < 1+ //F(S,t) wq(s._t)+//H(s,t,T, nw’ (1,7 AanAi7 | AgtA;s.

o Yo sg to

(2.23)
(2.23) est similaire & (2.1), en vertu du Théoréme 1.7 , nous obtenons
1
wlz,y) < | Plz,y)ey (z,z0) p (2.24)
Jatm) A
Yo

ou P et @ sont données par (2.15) et (2.16) respectivement, Le résultat désiré deconle

de la combinaison entre (2.21) ct (2.24). Ce qui achéve la preuve. m
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2.1 Inégalités intégrales de type Pachpatte-Bihari

Dans cette section, nous présentons quelques inégalités intégrales de type Pachepatte-

Bihari ou nous introduisons les fonctions croissantes et les fonctions de classes S et T

Théoréme 2.3 Soient u(z,y) et f(z,y) deuz fonctions non négatives et continues en
tout point dense a droite sur Q, ¢ € R{ et L(z,y,t,5) € Cra (2 x Q,RY). o(z) et g(z)
deuz fonctions continues est non décroissantes, satisfaisant ¢(x) > 0 et g(z) > 0 pour

toul z > 0. 5% l'inégalité

o (u(z,y)) < c + / / f(s,8) | g (uls, 1) + / / L(s,t,7,m)g (u(r,n)) Agnsr | Agtigs

(2.25)

est satisfaite pout tout (z,y) € Q, alors

x Yy s t
wz,y) <ot a6 + f ] s t) |1+ f / B Bapbar| Aotllos | |,

To Yo s0 to
(2.26)
ot G est solution de
AsyAx
@rati(a(z ) = o T EW e (227

9 (9~ (2(z,9)))

G™1, p~lsont les fonctions inverses de G, ¢ respectivement et

G(c) +/$/yf(s,t) 1+ij(s,t,T,n) AonAgT | AgtAys p € Dom (G71).

To Yo sy g

26



Preuve. Définissons la fonction z(z,y) par

) = c—!—j/yf(s,t) I: (u(s, 1)) ffL (s,t,7,m)g (w(7,m)) AanA17 | AgtAys,

o o (2.28)
donc
z(z0,y) = 2(z,50) = 2(z0,90) = ¢ (2.29)
et
¢ (u(z,y)) < 2(z,9), (2.30)
d'ou
u(z,y) < o7 (2(2,9)), (2.31)
remplagons (2.31) dans (2.25), nous obtenons
z(z,y) <c+ j/yf(s,t) [9(e™" (2(5,1)))
+ / j L(s,t,7,n)g (¢7" (2(7,m))) AznAlr} Agtdgs. (2.32)

Une double dérivation de Pinégalité (2.32) par rapport & x et y, donne

AW () < f(z,y) [9(e (2, y))

// (z,y,7,m)9g (0 (2(7, ))) AZ'I]AIT:‘ : (2.43)

sg g

Comme ¢ et g sont croissantes, (2.33) devient

; (2.34)

ZAzyAII(I,y) S j(w,y)g( 1(2 SL‘ y l:]_ +// z,Y, T, T] AZ?’?AIT

S0 to

“r



divisons les deux membres de (2.34) par g(»'(z(z,y))), nous trouvons

2fvhi(z, y)

9l (2(z,y))

T Yy
< fa) |14 f f Ly, ) Agnier | Agtys, (2.35)

sg to

I'égalité (2.27), nous permet de réécrire (2.35) sous la forme suivante

z y
GAMZ (5(z 4)) < f(z,y) l+//L(3:,y,’r, ) A7 | AgtAys. (2.36)

s0 to

Remplagons dans cette derniére inégalité = par s et y par #, puis intégrons les deux

membres de I'inégalité résultante par rapport a ¢ et s sur [zg, z] X [yp,y], nous obtenons

G (2(z,y)) //f (s,1) 1+// (s,t,7,m) AanA;7| AgtAys. (2.37)

o Yo S0 to

Ainsi (2.37) entraine

2(z,y) <G| Gle) + //f s,t) |1+ /f $,6,7,m) Dany7| AgtAys | . (2.38)
0 Yo so to
Substituons (2.38) dans (2.30), nous obtenons Iinégalité désirée. Ce qui achéve la preuve.

Corollaire 2.1 Soient u(z,y) et f(z,y) deuz fonctions non négatives et continues en
tout point dense a droite sur Q. ¢ € Ry et L(z,y,t,5) € Crg (2 x Q,RY). g(z) une

fonction continue et non décroissante vérifiant g(z) > 0 pour tout = > 0. Si l'inégalité

Loy s i
ww) et [ [160 o+ [ [ Bs,t,7,m)g ) Bamdar | Agptsss
TO Un so to

(2.39)
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est satisfaite pout tout (z,y) € §, alors

r Yy 8 I
'U-(.T,y)SG—l G(C) +//f(s, t) 1+//L(5,t,7'37']) AQ?’,’A]T AnglS (240)

zo Yo so to
ou G est solution de (2.27), G™! Uinverse de G et

r Yy s i
G(c) +/[f(s,t) 1+f/L(S,t,T,?7) AgnAgT| AgtAys p € Dom (G1).

g Yo 50 to

Corollaire 2.2 Soient u(z,y) et f(xr,y) deuz fonctions non négatives et continues en
tout point dense a droite sur §, ¢ € Ry et L(z,y,t,8) € Crg (2 x U RY). ©(z) une

fonction continue et non décroissante vérifiant w(z) > 0 pour tout x > 0. Si linégalité

@ (u(z,y)) < c-}-/‘/f(s,t) u(s, 1) +//L(S;t,T,?])U.(T,T])AgT,?AlT AxtAys, (2.41)

o Yo so to

est satisfaite poul tout (x,y) € €, alors

r Yy s i
u(z,y) < ' G| Gle) —l—//f(s,t) 1+/fL(s,t,'r, n) AanAi7| AgtA;s :
To Yo s0 to

(2.42)
ot G est solution de (2.27), dont Uinverse est noté par G et linverse de @ par = de

plus

z y s
G(c) +//f(51"5) 1+ffL(s,t,T,n) AgnlyT| AgtAys p € Dom (G71) .

o Yo so lo

Théoréme 2.4 Sowent u(z,y), flz,y) et a(z,y) des fonctions non négatives et conti-
nucs o toul puind dense & divite sur Q. L(2,y,1,8) € Crg (§2 X 84, IR ), alz,y) est non

décroissante pour chacune de ses variables, g(z) une fonction rontinue el non déerois-
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sante vérifiant la condition (1.15) de plus g(x) > 0 pour tout = > 0. Si I'inégalité

sg to

z Y s t
u(z,y) < a(:z:,y)-l—//f(s}t) {g (u(s, 1)) + //L(S, tm,mg(u(r,n)) AQT)'AIT} At s

Zo Yo

(2.43)
est satisfaite pout tout (x,y) € €0, alors
u(z,y) < max{l,a(z,y)} (2.44)
T oy s t
o (G(l) +/ff(s,t) 1+f/L(s,t,T,n) AonA\ 7 Azt/_\ls) g
To Yo so to
ot G est solution de
AxyArz
GAmRiE((z,y)) = T BV (e (2.45)

9(z(z,y))
G~ ta fonction inverse de G et

{G(l) +jjf(3,t) I:l +/SjL(s,t,T,77) AgnAﬁj‘ Agtﬁls} € Dom (G™).

To Yo so to

Preuve. Posous

b(z,y) = max {1,a(z,9)}, (2.46)
(2.46) nous permet d’écrire (2.43), comme suit

T Yy
uew) < e+ [ [ 150095, )

T0 Yo

s 1
+/fL('s.,t,-r,?7')g (u(T,m)) AZI)AI';} AsiNs (2.47)

S0 tD
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Divisons les deux membres de (2.47) par b(z, y), nous trouvons

u(z,y) 7

o %o
s t

+//L(5,trr,n)9 (u(r,n)) AznAﬂ“J AgtAs,

sp to

g ttant non décroissante pour chacune de ses variables, (2.48) donne

1;(_%_ - 1+//fst)[ g (u(s. 1)

To Yo

//L 5,6, 7,1)—— b(T ) g (u(7, ))AgnAfr} AqtAs,

S0 to

comme g est de classe S, (2.49) devient

e = v freo (s

)

o Yo
// 2T u(r, ) ADonAqT | Agtds.
b(7,m)
50 ip
Posons
u(z,y)
w\z, = 3
(=) b(z,y)

la substitution de (2.51) dans (2.50), entraine

’ 1 T Y
oy < 1+ [ [fealaen

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(,9) ««1+/ff(w g (w(s,1)) // (5., 7, 1) (w(r,m)) Agnyr | Botigs.

o Yn &y to
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(2.52) étant similaire & (2.43), Papplication du Corollaire 2.1, donne

w(z,y) <G| GQ1) —I—//f s,t) 1—5—//L (8,1, 7,m) DanAi7| AgtAys | . (2.53)
o Yo so to
Combinons (2.53), (2.51) et (2.46), nous obtenons l'inégalité demandé. Ce qui achéve la

preuve. ®

Théoréeme 2.5 Soient u(z,y), f(z,y) et a(z,y) des fonctions non négatives et continues
en tout point dense a droite sur Q, ¢ € Ry, L(z,y,t,5) € Cra (2 x Q,RY) et a(z,y)
est non décroissante pour chacune de ses variables, p(x) une fonction continue et non

décroissante vérifiant la condition (1.16) de plus () > 0 pour tout z > 0. Si Uinégalité

o (u(z,y)) < a(w}y)-l—//f(s,t) u(s, t)+//L(Sjt,T,?’})u(S,t)Az?]A]_T AqtAs,
o Yo s0 to

(2.54)

est satisfaite pout tout (z,y) € €, alors

w(z,y) < max{La(z,y)} x ™" (G (G(1)

T Yy s i
+//f(.¢,t) ]+//L(S,t,'r,n) AgnAqT | Agtys . (2.55)

o Yo sp to
ot G est solution de

g s, U

AzyAl.'cZ$ -
)= ey

(z,y) € Q. (2.56)

(Y, plsont les fomfzonq mverses de G et @ respectivement el

rT” //f & f) 14 f/f A J}) .t_w)):_lll .L_Lm’.l\]_ﬁ}’ - DI'H.’UH‘ 1)

To Yo so lo
Preuve. Posons

blz,y) = mux{L, alz, 1)} (2.57)
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(2.57) permet d’écrire (2.54), sous la forme suivante

p(u(z,y)) < b(ﬁ%.@)fi]f(sat)

Zo Yo

® |mts, t) ff 7,0 u(s, ) Aoy 7| AgtAys,  (2.58)

so o

divisons les deux membres de (2.58) par b(z,), nous obtenons

@é?izy:;’) ~ bz y);/yff s:t) |uls,?) q/¢/ 8,8, T, m)u(s, 1) DanA7 | Agths,
(2.59)

b(z,y) étant non décroissante pour chacune de ses variables, (2.59) devient,

z y
M§1+//f(st //L(st )Agnal'r Aot;s,
b(z,y) 1)
o Yo s0 lo
(2.60)
comme ¢ est de classe 7, (2.60) devient
(z,3) [ (s,8) | [ | ( )
u(z, y uls,t u(T,”n
=7 0 L(s AynA AqgtAs.
o Yo 30 to
(2.61)
Considérons la fonction
u(z,y)
w(z,y) = ; (2.62)
) = o)

Substitution (2.62) dans (2.61), nous trouvons

ooy
wlw(a,y)) < 1+ / /f\H L) |w(s ) + //Lta LTy mw(T, ) Aandr T | gt s,

ma flo s (o

(2.63)
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(2.63) étant similaire & (2.54), appliquons le Corollaire 2.2, nous obtenons

wlz,y) < ¢ (GG

T Y s t
+/[f(s,t) 1+f/L(s,t,T,77) AonAq 7| AgtAys . (2.64)

To Yo 50 to

Le résultat désiré découle des inégalités (2.64), (2.62) et (2.57). La preuve est ainsi ache-
vée. W

Théoréme 2.6 Soient u(z,y), f(z,y) et a(z,y) des fonctions non négatives et continues
en tout point dense a droite sur Q, c € RS, L(z,y,t,5) € Crg (2 x Q,RY) et a(z,y) est
non décroissante pour chacune de ses variables. p(z), g(z) sont des fonctions continues
et non décroissantes, w(x) satisfait la condition (1.12)et g(z) satisfait la condition (1.11)

de plus o(z) > 0, g(x) > 0 pour tout z > 0. Si Uinégalité

ol gl € wlead s / / £(5,8) [g (u(s, )

o Yo

s i
-l—f/L(s,t,'r,n)g (u(7,m)) AanAq7 | Agthys, (2.65)

so to

est satisfaite pout tout (z,y) € Q, alors

w(z,y) < max{la(z,y)} x ¢! (GTH(G(1)

T Yy s t
+//f(s,t) 1—|—f/L(s,t,¢,n) AonAqT| Agtlys ,  (2.66)

o Yo so lo

v G est solution de (2.56). G, ¢=' sont les fonctions inverses de (3, ¢ respectivement

et

z Y s %@ !
{fT(”) +/_/f(‘hf) '+~//T.(?,t7,n) Aynid, T ﬁgfﬁlfl @ Llom (L71).

To Yo S0 to J
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Preuve. Posons

b(z,y) = max{1,a(z,y)}. (2.67)
(2.67) permet d’écrire (2.65), comme suit

o (ulz,y)) < bly)+//fbt u(s, 2))

Zo Yo

t s
+//L(S) t: T:ﬂ)g ('U,(T, 77)) AZUAIT:I AZtAIS: (268)

to so

divisons les deux membres de (2.68) par b(z,y), nous trouvons

u(s, 1))

Zo Yo

+//L(S,t, T,M)g (U-(T,??))Ag?]ﬂ]?‘jl AotAys, (2.69)

to so

b(z,y) étant non décroissante pour chacune de ses variables, (2.69) donne

c,o[()u(x %)) = 1+//f (s,t) { s, t //L('? [, ( )))AgﬁAl’r AgtAys,
o Yo so to
(2.70)
comme ¢, g sont de classe 7, S respectivement, (2.70) devient
(z.v) [ [ (5,1)
u(z,y u(s,
< 1 i
(’O(b(x,y)) - +f./f(5’ ; [g(b(s,t))
Zo Yo
//L 5,t,7,1)g (U(T 77)) AonAT | Agths. (2.71)
; b(7,n)
S0 o
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Posons

limal) s bf;"f)) (2.72)

Substituons (2.72) dans (2.71), nous obtenons

o(w(zy) < 1+ / / £(s,8) [g (wis, 1))

Zo Yo

s t
+//L(5,t,7‘, mg(w(T, 7)) AanAq7 | Agtds, (Z.78)

sp to

(2.73) étant similaire a (2.56), le Théoréme 2.5 , assure

T Yy s i
wiz,y) < |G GQ) + /ff(s,t) 1+ [/L(s,t,'r,n) AonAqT | AgtAgs
To Yo so to
(2.74)
Le résultat désiré découle des inégalités (2.74), (2.72) et (2.67). La preuve est ainsi ache-

vée. W

2.2 Application

Dans cette section nous allons illustrer le résultat obtebu dans le Théoréme 2.1 par

une application & un type d’équation aux dérivées partielles.

Exemple 2.1 Considérons ’équation auz dérivées partielles suivante sur l’échelle de

temps Q=T x T

T Y
(P (e, )% = Flay,u'(a.), | f h(st,7.m,u(7,m))AnAT), (2.75)

To Yo
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satisfarsant auz conditions initiales suivantes -
u(z, yo) = az), u(zo,y) = Bly), a(0) = B(0) = 0. (2.76)
0t u € Cra(LR), h€ Cry(x U X R,R) et F e Cry(Q xR x R, R). supposons que

\h(z,y, s, t,uls, 1) < L(z,9,s,1) Ju(s, )",
|F(z,y,u,0)] < flz,y)(Jul + ),
la(z) +B(y)| < « (2.77)

ot L, f, ¢, p, g et v sont définies comme dans le Théoréme 2.1.

Dans ce qui suit, nous supposerons que le probléme (2.75) — (2.76) a une solution

unique, que nous noterons u, (z,y) .

Proposition 2.1 Toute solution u(z,y) du probléme (2.75) — (2.76), peut étre estimé de

la fagon suivante

Jam an
Yo

ou P(z,y), Q(z,y) sont données par (8.51)-(2.52) respectivement.

Preuve. La solution u(z,y) verifie ’équation suivante

T Yy s t
wh(z,y) = a(z) + Bly) + //F(s,t,uf(s,t),/fh(s,t,:r,n, (T, 7)) AanA1T) Agt Ay s,
Ty WU S0 Lo
(2.79)
les inégalites (2 77), nous permeat do raderire (2.70) comme auit

&

(2, 3)] < ot f / £t ) (¢, 5|+ / / L(s,t,7,m) [ua(r, m)] AanAy7) AgtAss. (2.80)

o Yo sp g
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Ainsi 'application du Théoréme 2.1, a I'inégalité (2.80) nous permet d’aboutir a (2.78).

Conclusion 2.1 Les inégalités traitées dans ce mémoire, nous permet d’étudier certaines
classes d’égquation différentielle non linéaire dont la solution ne peut étre trouvé explici-
tement. Ces inégalités intégrales non linéaires a deux variables indépendantes, nous per-
mettent d’établir les propriétés qualitatives les plus importantes des solutions des équa-

tions dynamiques partielles telle que ['estimation.
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