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Résumé

Notre travail a pour objet d’étudier le probléme fractionnaire & coefficient
opérationnel,et de présenter quelques notions et lemmes concernant ce théme
dans une forme plus simple,pour le comprendre aussi pour préciser I’impor-
tance de la méthode de Rothe qui est utilisée pour résoudre numériquement
des équations aux dérivées partielles.

Mots clés :équation de diffusion fractionnaire intégro-différentielle, solution
faible, probléme discret .
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Introduction

Il existe nombreuses méthodes de résolution d’équations aux dérivées par-
tielles ,]'une des ces méthodes est dite : la méthode de Rothe ou discrétisation
en temps,ou les dérivées par rapport & une variable sont remplacés par des
quotients de différence qui conduisent finalement & des systémes d’équations
différentielles.

Cette méthode a été présenté par Rothe en 1930 pour des équations
ling¢aires paraboliques du second ordre unidimensionnelles,cette méthode a
été adoptée par Ladyzhenskaja,pour des problémes paraboliques lingaires et
quasi-linéaires de seconde ordre et les équations linéaires d’ordre supérieurs .

La méthode de discrétisation en temps c’est averé un outil théorique et
numérique efficace dans ’étude des problémes d’évolutions.

Dans ce mémoire on s’intéresse & I’application de la méthode de Rothe
pour prouver ’existence et I'unicité de la solution approchée d’une équation
fractionnaire intégro-différentielle, & savoir les conditions initiales et les condi-
tions de Dirichlet sur le bord avec opérateur intégral de Volterra (ou I'opé-
rateur mémoire) qui peut modéliser beaucoup des phénoménes physiques.

le contenu de ce mémoire comprend :

le 1¢¢ chapitre : contient quelques notions de bases et définitions élé-
mentaires d’analyse fonctionnelle et fractionnaire qui seront utiles dans la
suite.

le 28"¢ chapitre :on présente le probléme qu’on va étudier et son schéma
de discrétisation ,nous construisons une solution numeérique du probléme dis-
crétisé ef nous tirone quelques cstimations a priori pour les approsximations,
pour obtenir quelques résultats de convergence .

Le dernier chapitre :qui contient notre résultat principale est consacré
& I’étude de existence et 'unicité d’une solution faible.
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Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre contient quelques notions d’analyse fonctionnelle et du calcul
fractionnaire qu’on va utiliser ultérieurement .

1.1 Espace de Banach

Tout epace vectoriel normé complet est appellé espace de Banach.

1.2 Espace de Lebesgue
Soit : p un élément de [1. + cof et  un ouvert de R™ ,on appelle espace
de Lebesgue et on note L? ({1),’'espace vectoriel des fonctions numériques u
de € dans C.Lebesgue mesurables vérifiant :
Si:l<p<+4+o0 [,lu(z)fdz<+oo
2) Si:p=+o0 sup |u (z)| < +o0
TC
Ou:

iléglu(w)|=inf{M lu(z)] <M p.p}

Quelques propriétés :
a) L’application de L* (2) dans R¥ :

1



CHAPITRE 1. RAPPELS

Jull, = (fqlu(@)dz<+o00) ,1<p< +o00

u —
lull = ilélg[u (z)| g == g

définit une norme sur L (2) ;norme par laquelle LT (£2) est un espace de

Banach.
b) Dual,pour toute réel p dans [1,+oo[le dual de L” () est isomorphe

algébriquement et topologiquement a L? () ,avec - + — = 1, application
q

de dualité est définit par :

LF(Q)x L)) —=C
(u,v) — [, u(z)v(z)dz

pour tout reél p dans [1, +oo[ , le bidual de L () s’identifie algébrique-
ment et topologiquement & LT (Q2).
On dit que ’espace LT (£2) est réflexif.

1.3 Espace de Hilbert

Soit : V un ev sur R
Définition 1.3.1 (produit scalaire) :

On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel V' une forme bili-
néaire symétrique définie positive sur V notée :(.,.) v X v = R .

et vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) symétrie Vo, w € V, (v, w), = (w,v),

(ii) positivité Vv € V, (v,v), > 0

(iii) (w,v), —0+>v — 0.

Remargue 1.3.1

Un produit scalaire sur V' définit une norme sur V' par la formule suivante :

lzll, = /< zz>



1.4. ESPACES DE SOBOLEV

Définition 1.3.2 (I’espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire

(donc normeé),et complet pour la norme induite .
Un espace de Hilbert est donc un cas particulier d’espace de Banach (la

norme est définie & partir d'un produit scalaire )
Définition 1.3.3 (I’espace L?(Q))

On note par :L? (£2) ’espace des fonctions de carrée sommable sur §2 , ot

{2 est un ouvert de R™ c’est-a-dire :
{f:9Q— C mésurable tq 3 If(z)]? < oo jmuni du produit scalaire :

(F,9) = | f(z)g(x)dz
/

L? () est un espace de Hilbert .

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduit pour résoudre un bon nombore
de problémes

concernant les équations aux dérivées partielles.

Soit : k€N |1 <p<+4oo

On définit espace de Sobolev W?* (Q) par :

WPk (Q) = {f € IP(Q) : D*f existe et D*f € LP(Q),V]a| < k}
On munit 'espace de Sobolev par une structure d’espace normé dont les
normes sont définies par :

T P b / IDf (@)l dz | 1<p< oo
lel<k g

sy = 3 sup|Df ()] i
o<k zeQ

Nous nous limetrons aux espaces les plus utiles.
On suppose 'ouvert 2 bornée.



CHAPITRE 1. RAPPELS

1.4.1 L’espace H! (1)

On appelle : espace de Sobolev d’ordre 1 : H' (©2) sur 2 , le sous espace
fonctionnelle linéaire défini par :

ou
(’J‘a:z-
L’espace H' (€2) est formé des fonctions u € L? dont le gradient s’'identifie

a une fonction de L.
On munit H* (2) du produit scalaire noté :(u, v), o

HI(Q)z{ueLz, ELz,lgz’Sn}

(1, 0) 5= /(uv + Vu.Vv)

la norme correspondante sera noté :

lul,o = (e, )

N

1.4.2 TL’espace H;j (Q2)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous espace
de H' (2) qui représenté les fonctions de H* (€2) qui sont nulles sur la fron-
tiére et qui sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de

Dirichlet .
Alors Hj () est donnée par :

Hy(Q)={ve H (Q),u=0 sur 0Q}

1.5 Espace de Boschner

1.C(, LA (82) = {f : 1 — L*(8)) qui associé at — }(t) € L* ({2) conlinue}mum
de la norme :
||f“cr:(1,L2(Q)) =t ||f|iL2(Q)
2. L*(1,V) = {f: 1 — V qui associé¢ & t — f(t) € V} muni du produit
scalaire :



1.6. CONVERGENCE FAIBLE

(f, 9)r2av) = f(f, g)ydt

I

ou V' est un espace de Hilbert et on le muni de la norme :

11, = [ 112
Q

en particulier ici :
LA(I,L*(Q) ={f : I — L?>(Q) a carée intégrable } munit de la norme :

12, = [ 71l dt < oo
=

1.6 Convergence Faible

Définition 1.6.1

E.

Soit : F un espace de Banach .

(z,) converge faiblement dans E vers z si l'on a :

lim (z,z,) = (z/,z) = lim (z/,z, —z) =0,Vz' € E .
n—oo , n—00

avec ' l’espace dual de F .

Notation :
E A L .
On notera z,, — z,0u =, = z pour &tre précis , la convergence faible dans

5 E " 5 %
On notera de méme z,, — x,0u T, — x pour étre précis ,la convergence

forte dans I7 (c’est-a-dite . la couvergeuce eu notine ).

1. Si: wy — x fortement (||x, — z||m = 0) = z,, = = car :
Ve B (') — ) < ||| | — 2| — O

2. 51 s din B = n <2 0o v & équivalence de deux nolions.
En effet :

o2 L e = (gt s oy

dimE =n,{e;,e,,...,e,} base de E

= {e;f};zlbase dual tq :



CHAPITRE 1. RAPPELS

s« _e _J1li=j
eﬂ'(ei)‘é”_{o i
g™ g = (21 Boyeny Bu) > Yi=1,.... 0,8 =&

m—oo

n
€am—z)=al—a; = 0= |of —m| — 0

alors :||z™ — z||; — 0,ce qui donne ”;m — z||, — 0 car tout les normes de
E sont quivalentes.

Proposition 1.6.1

Soit E un espace de Banach .Si z,, — = dans E ,alors la suite {||z,||} est
bornée et

llz|| < liminf ||z,
Remarque 1.6.1

la convergence faible n’implique pas la convergence forte .On pourra consi-
dérer une suite orthonormée dans un espace de Hilbert de dimension infinie
puis montrer qu’elle converge faiblement vers 0 ;mais que 1’on ne peut extraire
aucune sous-suite fortement convergente.

Le théoréme suivante joue un role fondamental dans 1’étude des problémes
variationnels.

Théoréme 1.6.1 (de compacité faible dans un espace de Hilbert)

H un espace de Hilbert , si (z,),en une suite bornée de H , alors (o,)nen
adiiel une suus-suile faiblewenl convergente.
1.7 Espace dual

Si :F un espace vectoriel normé sur K = R o1 C le dual de E est Pespace
. " N § ’
L(E, k) des formes linéaires continues sur k,on le note £'et on munit £ de
la norme subordonneé & la norme de E.

1.8 Quelques Inégalités utilisées

Soit 2 C R™



1.8. QUELQUES INEGALITES UTILISEES

1.8.1 L’inégalité de Cauchy-Schwartz :
Yu,v € L?(Q) :

] u.vdz

Q

n
/Zui.wda:
Q =1

1

= (/[u|2d$)§ (/|U)2da:)2
< (/glzutd:c)i (fgwd:c)

1.8.2 L’t—inégalité :

B

| IS 1
lzy| < §z2 + 2—€y2 Ve > 0,Vz,y

1.8.3 L’inégalité de Gronwall :

a) Le cas continu :

Si pour tout t > t; on a :

L. u (t) et v (t) deux fonctions condition et u (t) > 0,v (¢) > 0
2.u(t)§k+ft2u(s)v(s)ds, b0,

Alors :

t
u(t) < kexp/V(s)ds,t = By
o

Preuve.
d’apres (2) on a :

u@ol) o
k-l—f;;u(s)v(s)ds B
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intégrons entre ty et ¢ les deux membres :

[In (k—l—f:ou(s)v(s) ds)]; il f;v(s) ds
=>ln(k—i—ftzu(5)v(s)ds)*lnk Sftiv(s)ds
ffk-l—f;;u(s)v(s)ds §kexpf£v(s)ds

t

w(t) §k+ftu(s)v(s)dsSkexpfv(s)ds

to tg

d’ot le résultat . m
b)le cas discret :
soit {a;} une suite des nombres reéls positifs tq :

a; <a

et

i—1
a; <BhY ey, Vi=2, ..

k=1
avec a, bet h sont des constantes positives , alors :

a; <aexp(b(i—1)h),i=2,...

1.8.4 Inégalité de Young :
Soicnt : a,b C Rt,ct p,g C |1, | o‘o[,:9 | ; = 1 olors :

a¥ al
a.h o m— e
" f

1.8.5 Inégalité de Poincarreé :

Soit : © un ouvert de R™ bornée dans un direction d’espace (ou plus)
,Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :

8



1.9. FORMULE DE GREEN

1 1

lull, = /]ulpdx < g fquP’dx Vi € WP (Q),1<p< oo
Q Q

En particulier I'expression [|Vp||, est une norme sur Wy (£2) qui est equi-
valente & la norme |[u||;y1, sur Hy (Q) [Lexpression [, VuVv est un produit
scalaire qui induit la norme ||Vu|| ;. équivalente & la norme ||u| ..

1.9 Formule de Green

On suppose que :£ est un ouvert borné de frontiére 02 réguliére ,alors :
Vu,v € H' (Q) on a:

ov  Ou
/ (uAv —vAu)dz = / (uan - v~a—n> dw
y

L

0
ou : — désigne la dérivation dans la direction de la normale extérieure
n
a la frontiere OS2 de €2 .

1.10 Quelques Théorémes Utilisées
Théordme 1.10.1 (de Minty Browder)[4]

Soit : d : (0,T) x 2 x R® — R™ une application monotone pour la derniére

variable
c-a-d :

(d(byy ) d(bywyew)) (e ) >0 pour i, € R”

el u, »u dans LP(Qp)"
d(t,z,u,) — X dans L¥ (Qr)"

lim sup [, d (¢, %, up) undz < [, Xudz
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Alors :
X=d(@,% )
Théoréme 1.10.2 (critére de compacité de Kolmogorov)

Soit : 2 un domaine borné de R™ I’ensemble M des fonctions f € L est
précompact ssi :M est bornée et équicontinue c-a-d :
Ve > 0,39 > 0 telleque :

vfeM /If(w+y)—f(:v)!pd:c<e s g
Q

Notons que ce théoréme connu sous le nom critére de compacité de Kol-
mMogorov.

1.11 La fonction Gamma

La fonction Gamma (I') est la généralisation aux nombres réelles de la
fonction factorielle définie pour les nombres entiers positifs ,elle est donné
par la formule suivante :

Dlg] = /y“""le_ydy 5D (%)
0

Propriétés :

a partir de I'expression (*) ,on déduit que :I'(1) =1
Ainsi que : I'(z + 1) =z * I'(x)

et pour z € N, on a :I'(z + 1) = z!

Cette fonction est utilisée pour donner un sens alternatif aux deux concepts :
dérivation,intégration fractionnaire .
1.12 Intégral fractionnaire

Si:g : R* — R une fonction continue , et a > 0.Alors Iintégral fraction-
naire de Riemann-Liouville d’ordre e est définie par :

10



1.13. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE D’ORDRE «

ey L[ g
1698 = 1) / -5

ou :I'(e) est la fonction Gamma.

1.13 La dérivée fractionnaire d’ordre o

Si:g:RT™ — R ]la dérivée fractionnelle de Riemann-Liouville est donnée

par :
Dy (t,z) = =—— 2 j(t— ) ~*g(s)d
RLY S - D(n—a)dtm S A

0

o, le nombre entier n est choisie de telle maniére que : o € [n —1,7]
neN

1.14 La dérivée de Caputo

Soit :g>0,m=[g]+1.S8i:9:Rt >R
Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fraction-
naire g exprimé par :

t
1
“Dig (t) = m /(t - s)n_q_lg(")(s)ds, t>0
0

Lemme 1.14.1 [1]
Soit : p,q > 0, f € L' (a,b) Alors :
TFIf(t) = IPYf(t) — T¥9F(t) pour toute t € [a,b].
Lemme 1.14.2 [1]

Soit :T > 0,u € C"™ ([0, T]),ac € (m — L,m),m € Netv € C*[0,T].Alors
pour toute ¢ € [0, 7], on a les propriétées suivantes :

11



CHAPITRE 1. RAPPELS

DE vt = %Il_%(t) m=1 (1)
DL, 1% (f) = wu(t) (1.2)
D%, o) = vuzﬁjk—m(ﬁ--%)(m““) ©  (13)

k=1
D2 o(t) = v—lf—@(fl—%) 0 sl (1.4)

Remarque 1.14.1
si:g€ LP(0.T),1 <p<oo,ety:]0,T] — R" est une fonction définie
par :

=

Alors (voir [1])
wxgeL?(0,T), ou:

t

0% 9(0)= [ plt = s)g(s)ds
0
et o X g est absolument continue tq :

ot —s)g(s) € L' (0,T)

De plus , si :h est une fonction tel que : g > h Alors :

T"y(t) > T71(t).

C'e qui signific que : la fonction /* cst croissantc .

12



Chapitre 2

Position du probléme et
estimation a priori

2.1 Position du probléme

Dans ce chapitre on considére le probléme (2.1) pour une équation intégro-
différentielle d’ordre fractionnaire :

D%y (t,5)—Du (b 7) = / a(t— 5) Au(s,z)dst+f (t,7) dans Qp = (IxQ)

(2.1)
avec condition initiale :
u(z,0) =ug(z) dans] (2.a)
condition de Dirichlet :
w(t,z)=0 dans I x 052 (2.0)
I't condition d’intégrale fractionnaire :
'~y (0%) = u; (2) dans Q (2.c)

oua€]0,1] .
I =[0,T] :représente un intervalle du temps fini,T" > 0
2 :est un ouvert bornée de R™ avec n > 1,avec une bord lisse 0f2

13



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME ET ESTIMATION A
PRIORI

I'=% :L’intégrale fractionnaire .
D%, :La dérivée au sens de Riemann-Liouville.

Selon la relation (1.1) dans le lemme (1.14.2), le probléme peut étre écrite
comme :

t

ggflau(t, ) Ll ) = /a(i — s)Au(s,z)ds + f(t, ) (2.2)

0

2.2 Hypothéses et Schéma de discrétisation

Dans cette section ,nous donnons des hypothéses qui assurent 1’existence
de la solution faible.

Soit : L?(§) :l'espace habituelle des fonctions careés intégrables de le-
besgue sur {2.dont le produit scalaire et la norme seront désigneés par : (., .)et
||| respectivement ,et ||u||_, : représente la norme dans H~'(Q) (I'espace
dual de H}(9)).

Soit :C' une constante positive indépendante de i, 7, h et n

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(H1). La donné initiale vérifie : ug € HX(2) N L (Q).
(H2). f (t) € L* () et elle est lipschitzienne continue en ¢t i.e :

Vt,t €I ,ona: Hf(t)—f(t’)” Sf‘t—t”

(H3). o est ime fonetion eontinne tel que -

o) —a (1)

Nous cherchons une solution faible dans le sense suivante.

< ’fﬁt"

Définition 2.2.1

14



2.2. HYPOTHESES ET SCHEMA DE DISCRETISATION

une solution faible du probléme (2.1) est une fonction u satisfaisant :
1/ ue L?(I,H} () avec I'™*(u) € C (I, H ' (X))

2/ 6,1~ (u) € L2 (I, H Y(Q))

3/ u satisfait (2.a) et (2.5)

4/ pour tout ¢ € H(Q),0n a :

/(@Il_“ (v), ) dt—l—/ (Vu, V) dt ———/(f, ©) dt—i—/ ja(t — 5)Vu(s)ds, Vo | dt
T 7 \o

I I

2.2.1 La méthode de Rothe
On divise I'intervalle du temps I en n sous-intervalles de méme longueur
[ti—lati] ,?; =1..n ou ti =theth=—
n
On note par u; = u (z,1h) 'approximations de la fonction u.

On obtient un systéme formé de n fonctions , puis on remplace la dérivée

U; — Uj—1
]—pour tout £ =1;..
h
On obtient un systéme formé de n équations en z ou 'inconnu est u; (z)

de la fonction u i.e: % par du; =

donc on approxime le probléme posé en tout point £ = ¢; ,7 = 1...n.par
un nouveau probléme discret .

En appliquant la formule de Green , le probléme (2.1) est équivalent au
probléme variationnelle suivant :

{ pour tout ¢ € Hy (), trouver u solution de

B u (t,7) , ) + (Vu (8), Vo) = (fi, ) + f; (a(t,s) Vu(s), Vo)

Nous omettrons z par souci de simplicité.
Alors,le probleme diserétlse qui correspond & (2.1) est ¢
bouver u; € I (Q) , (1 — 1..n) tel que pout tout ¢ € 11} ()

i1
(I (us) = I (u3-1) , ) + 2 (Vg Vo) = k(fi, ) + 12 Z (a:;Vuj, V)

= (2.3)

o Ja=alt; —t)
o { fi=f(t:)

15



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME ET ESTIMATION A
PRIORI

L’existence d’une solution faible u; € Hj () a chaque pas du temps est
assurée vue la monotonie et la coercivité de 'opérateur :

' ()

i — Aui — aithuz-

On construit les fonctions de Rothe ,c-a-d : On va approximer la solution u
par une suite de polynoéme de degré 1 par morceaux sur chaque sous intervalle
[ti1,ti).

Les fonctions d’états correspondantes :

s bitihi .

Aprés avoir démontrer quelques estimations pour la solution approchée
,;nous établissons la convergence de la solution approchée ™ (t) vers la solu-
tion du probléme posé.

2.3 Estimations a priori

Dans cette section ,on va démontrer quelques estimations a priori pour
obtenir quelques résultats de convergence en basant sur la compacité faible
dans un espace de Hilbert .

Lemme 2.3.1

Les estimations suivantes sont vérifiées de maniére uniforme par rapport
n,1,7 et h.

£
Son|esr w)||F < ¢ (2.5)
=]

|Vul* < (2.6)

A
Q
™
=

£
> IVu; = V|l
=1

Preuve.
posons : ¢ = u; — u;_1 dans (2.3), et en somment pour i =1,...,£

16



2.3. ESTIMATIONS A PRIORI

nous obtenons :

l—c N Tl .
T (’ul) I (uz-l) ; 5“'1_ F Zle h (v'u,“ V‘Mz‘ — vui?l)

Zf:l h’ ( h
= Zf:l h (fi: 5“:‘) T Zf=1 ? z;;i (a'ijvuj: Vag— Vui—1)

L’égalité (2.8) est briévement noté par :

JT1 + Jz = J3 + .JT4
Maintenant on va estimer chaque terme a coté :
1Jy =S (617 (w), 6w) > S0, Adw; [|61% (wy)|”
> C Yy h 61 (w)|®

donc

£
J1 2 C Y h|ere (w)|’
i=1

2, Jg = Zf:l h (Vui, Vuz - Vui_l)

En utilisant :

[lzl® = liyll* + llz — yII*]

bo| =

(w5~ y) =

2y = 258 (Vui, Vi, — Vi _y)

= Yo IVl = IVl + Vi — Vi ||]
= [IFwl? = Vol + ¢, 9 = Vi 1]
= [Vll* = [Vuoll® + ¥of | Vs = Vi1 ||?
Alors :

£
Jo = ||[Vul® = | Vuoll* + Z | Vu; — Vaug_q|)?

=1

3.J3 =11 h(fi, 0us)
17
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CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME ET ESTIMATION A
PRIORI

173) = | Sy b (fi )| < Sl Rl fill e 10l

< T bllfillga lloul]
SET b ||c5ui||L2 d’aprés (H2).

e—1I ¢ E 2 2
doviin (521,
2
< S Ol +=C Tl hlbuil,
e 2
<[oas + 205t s,
e 2 ¢
2

<max (T, 0) [£ 4 205wl

D’aprés I'inégalité de Poincarrée on obtient :

£
1 2
Js| = <Cle+= Y h|Véul; 2.11
| ] o (Hgi:]l” uillz2) (2.11)

¢
Zh (fir 6us)

£ i—
4. J4 = Zi:l(h E;;; (aijVuj, Vui = V'U.-L;]))h
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, I'inégalité de Young puis en
changeant 'ordre de la somme .le terme mémoire peut étre estimé comme
suit :

| Js]

)Zf=1(h2 i (e Vg, Vf?’“«i)‘

S ZS:I h2 Z;;]i |(G;@jV’ULj, V(Su,,)l
C—5 -

< Oy YT Ve,
EEI CS  p2yi-l 1 Sull?

SO iah* et . |V Uz‘”Lz

<CZE Wi-1)e+CY5 i F— 1) || Vou|?
= =1 g+ Ez‘=1 ?(% )l Lﬂz”Lz
< OTL he+ 02 S, [ Vul?,

< )
< Ce+ 02 TL, [ Voul,

1
<Cle+ - T nIveul]

18



2.3. ESTIMATIONS A PRIORI

d’ou : ,
1 Z 2
J4 S C [E + g — h|[Vc5u1|| :l (212)

Résument toute ses considérations , Fn tenant compte (2.8), (2.11)

en choisissant ¢,suffisamment petite , Alors le lemme de Gronwall discret
nous donne la preuve du lemme (2.3.1) =

On note par : f*, M™ et L, (@ (t)) les fonctions :

U; tE [ti7ti—1]

L™y = { i 0 i=1, .0 (2.13)
n 7 tE tZ)t‘l— ]
) = {;0 t:[() i1 n (2.14)
i hz;:ﬁ aijVuj te [ti,ti—l] :
= = =1,.. 2.15
M™ (¢) { hor - i=1,.,n (215)

Nous définissons les fonctions de Rothe sur I'intervalle I par :

" (t) = Uj—1 T (tz — ti_l)éui te [tifl, tz] 1=1..n (216)
T(@(2) = I (wim1) + (t — tio1)0I % (w;). ¢ € [timy, t] Vi (2.17)

Lemme 2.3.2 L’estimation a priort :

ez, <c
4

est satisfaite pour 1 <i<n.

Onu:

10Inll_y = sup  |(Oiln, )]
llll <1, 11}

Preuve. Lu appliquant le lemme (2.3.1) ,on conclut la prcuve m

Lemme 2.3.3 Il existe une constante /' telle que :

J
dorlVul® €€, 1<j<n

i=1

19



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME ET ESTIMATION A
PRIORI

Preuve. En utilisant le lemme (2.3.1), on a :

R|Vul? <AC

en sommant surz=1,..., 7

7 3J

T
E V-2<§ WC=j=C<C i <
izlh” us | <2 ' jn < i<n

Alors : 32 h|[Vu|® <C, 1<j<nm

20



Chapitre 3

L’existence et L’unicité de la
solution faible

Maintenant on va montrer que le probléme discrétisé va converger vers
notre probléme variationnelle continue.

3.1 Reésultats de convergence de la solution

Vue les lemmes (2.3.1), (2.3.2),0on peut dire :

m?,xHInH + 10eLall oz g2y < €

il suit quil existe w € C(I,H™1(Q)) N L*(I,L*(Q)) ,avec fw € L?
(I, H' (2)) et une sous-suite (I, ),y de (™) _, telle que :

Ly, — w dans U (4, H=Y (L)) 1n (1) oW (t) dans L* (52

L, () = w(t) dans L*(Q) &I, (1) ‘waf,w(t) dons L2 (I,H™ (Q))

“ lrar

h—ira
(3.1)

D’autre part d’aprés le lemme (2.3.1) ,on déduit que la suite {2} , est
ne

uniformément borné dans L? (I, H} (R2)) ,par la suite nous pouvons extraire
une sous-suite{z"*}  telle que :
keN
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CHAPITRE 3. L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION

FAIBLE
T o dans L? (I,Hol (Q))
il vient D’aprés (H2) que :
. o
£ () = F Ol 2 2y < .
Dot :
(@) == f(t) dans L*(I,L*(Q)) (3.2)
Lemme 3.1.1

La suite {M"} est uniformément borné et posséde une sous-suite { M™}

telle que :
M™ —~ M dans L* (I,L*(2)) (3.3)

k—o00

ou :

(M(u),c,o):(/a(t—s)w(s)ds,vm

Notre prochaine but est de prouver la convergence forte de {I,} et {a"}_
dans L2 (I, L* (2)) et L* (I, H} (Q)) respectivement .

T.emme 3.1.2

S o B . wh, %]
L monto vmn noan mntn {-’nh}h dn {f“}n At {‘M }k da {u Jk,,

belle e

L v dans L* (I, L*(9)) (3.4)
T R dans L? (I, Hy ()

22



3.1. RESULTATS DE CONVERGENCE DE LA SOLUTION

Preuve. En vertu de critére de compacité de Kolmogorov , il suffit de prou-
ver :

1/ llInl{i2(I,L2(Q)) T ”ﬁn“iﬁ(I,Hé(ﬂ)) <C

2/ n(t+ 5,2+ h) — In(t, @)l 2 p2yy 2 O

s,|h|—0

3/ ||l (t + s,z + h) — @™ (t, x)[ILz(LHé(m) = 0

pour s ,|h| — 0 uniformément par rapport & n .

Ceci peut étre obtenu de maniére simple en utilisant des estimations a
priori de la derniére section . m

le résultat principal de ce mémoire est donnée dans le théoréme suivant .

Théoréme 3.1.1

La limite u est la solution faible du probléme (2.1) au sens de la définition

(2.2.1).
Preuve. Compte tenu du lemme (3.1.2),et le théoréme de Minty-Browder,

on peut conclure w = I 7%(u).
D’autre part , d’aprées ’égalité :

L (@) —uy = / O Lok (@™ (5)) ds (3.5)

on obtient quand £ — oo :

i o R / 8,11 (u (s)) ds (3.6)

Ceci implique que :
ﬂ‘ﬂ('u (ﬂ+)) _—

par conséquent , la condition (2.b) est vérifiée.
En vertn de (2 4)-(?217) Videntité (2 3) penl 8lre eenibe comme swil

/ (BL(2), ) dt + / (Va™, Vip) dt = / (F™ ) dt + / (M™ V) dt (3.7)
i

T T T
Y € HJ ()
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CHAPITRE 3. L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION
FAIBLE

maintenant remplagant 7 par n; — oo dans (2.7)
puis en prenant (3.1), (3.2), (3.6) ,en considération les lemmes (3.1.1), (3.1.2),il
s’ensuit :

i

I/ (8,1 (u) , ) dt—}—jf (Vu, V) dt = If(f, ©) dt+1f Ofa(t - s)Vu(:;c:, Ve | dt

Donc u est une solution faible de (2.1) au sens de la définition (2.2.1) . =

3.2 Unicité de la solution faible

Dans cette section nous montrons 'unicité de la solution faible .
Théoréme 3.2.1

Selon les hypotheses (H1), (H2) ,le probléme (2.1) & une unique solution
faible.
Preuve. On suppose que le probléeme (2.1) a deux solutions faibles :uz, us.
En possant :u = u; — uq.puis en substituant ¢ sur la partie gauche de
I'identité.

i

/ (B, (I'%uy — I'%uy), ) dt+/ (Vu, Vo)dt = / fa(t — 5)Vu(s)ds, Vo | dt

I I I 0
(3.9)
On divise 'iutervalle T eu sous-intervalles de lougueur p Lelle yue
111?0:|a (t)|.p<1

Douc ,ou chowsie L fouction ¢ dans (3.9) conune :

 Joult) t€0,p]
('D(f')'{ 0 te]p,ijz]

il est facile de voir que : ¢ € L* (I, H})
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3.2. UNICITE DE LA SOLUTION FAIBLE

On obtient :

(11 (ur) — I (ua), w1 — wp) + J§ | Vult)||” dt
=3 (ft a(t — s)Vu(s)ds, Vu(t)) dt

0

(3.10)

La monotonie de /*~% donne :

(Il_“(ul) — I'"*(ug),uy — ug) >0
L’hypothése (H3) et 'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

(f; a(t — s)Vu(s)ds, Vu(t)) ‘ dt

RIVu@*ae < f3
) 4 fot a(t — s)Vu(s)dsH IVu(t)] dt (3.11)

< max|a ()] || [§ Vu@dt]|” f§ 11Vu(@)] dt

ce qui signifie que :

P

f Vu(t)dt

0

P

< ] V()| dt
0

J19u@I" &t < mpxla)(| [ 19ute)) ey
0 0

L’inégalité de Cauchy-Schwartz implique :

A P
f ()" 2t < mae fat)] .p / IVut)]” dt
. U

coLie -
max [a(t)] .p < 1

on obtient :

“u”LZ(I{],p],Hé(ﬂ)) =0
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CHAPITRE 3. L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION
FAIBLE

Ce qul preuve que :

u(t)=0 Vi€ |0,p]

De maniére similaire sur les intervalles [ip, (i + 1)p],2 =1, ..., n,
on obtient :

ut)=0 Vitel

par conséquent :

U1 = U2

D’ou le résultat . m
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