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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie les systémes différentiels planaires, On s’in-
térésse & la non existence des solutions périodiques. On présente plusieurs
critéres de non existence. En effet, on explicitera la notion du facteur in-
tégrant inverce, le critére de Bendixon et celui de Dulac. Cette étude sera
enrichie par des applications.
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Introduction

Ce mémoire porte sur un aspect important de la théorie qualitative des
systémes différentiels planaires, & savoir les cycles limites.

Ces étres mathématiques furent introduits vers la fin du 19éme siécle par
Henri Poincaré [5]

Comme étant des solutions périodiques isoleés dans I’ensemble de toutes
les solutions périodiques d’un systéme différentiel autonome plan donné. Ils
sont représentés dans le plan de phase par des courbes fermeés isoleés.

Les autres solutions se rapprochent des cycles limites ou s’en éloignent
asymptotiquement lorsque le temps croit indéfinument. 11 s’agit 14 de stabilité
des cycles limites.

Les cycles limites apparurent pour la 1 fois dans les applications en
1924 via I’équation de Vender Pol

E+(1-z)i+z=0
.. dz . d*z

Ot & = T = Fe)

Un des théorémes les plus importants de la dvnamique non linéaire est
le théoréme de Poincaré-Beudixou qui alllrme que dans une région compacte
et borneé du plan, une trajectoire d’un systéme plan converge vers un point
d’équilibre ou un cycle limite.

Le criteére de Bendixon et celui de Dulac prédisent la non existence des
cycles limites, ainsi que la notion des facteurs intégrants inverses dounent des
conditions de non existence de cycle limite.

Dans cc mémoire, on s'intéresse 4 la non cxistence des solutions pério-
diques pour des systémes différentiels planaires.

Notre Lravail est reparti en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons certaines définitions élémentaires
sur les systémes différentiels, tels que : systéme dynamique, flot, points cri-
tiques. Nous donnons une classification des points critiques pour des systémes

qui décrit les oscillations d’un enrenit. éléctronique.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

différentiels planaires a coefficient constantes, nous rappelons aussi la théorie
de stabilité.
Dans le deuxiéme chapitre, on présente un théoréme fondamental de poincaré
Bendixon qui s’intéresse a ’existence des solutions périodiques.

Le troisiéme chapitre qui est notre sujet principale est consacré a la non
existence des solutions périodiques via le facteur intégrant inverse, on aborde
aussi d’autres critéres de non existences.
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Chapitre 1

Rappel et définitions

Ce chapitre contient quelques notions générales et préliminaires pour
Iétude qualitative des systémes dynamiques et des équations différentielles

ordinaires.
1.1 Systéme dynamique
Définition 1.1.1 Un systéme dynamique U sur R™ est une application

U:R* x R* — R" tel que :

1) U(.,,z) : R™ — R est continue.
2) U(t,.) : R® — R™ est continue.
) U0, z) = =.

4) Ut +s,2) — U@, (s,x)), Vi8Rt Vo cR®

Remarque 1.1.1 Les systémes dynamiques sont engendrés par les systémes
différentiels.

exemple 1.1.1 Soit le systéme linéaire

z = Az
z(ty) = xo
A€ M,(R), z € R*

La solution de cet probléme est :



CHAPITRE 1. RAPPEL ET DEFINITIONS

z(t) = eta,
Ce systéme engendre un systéme dynamique sur R” définit comme suit :
U:R*xR" — R™
(t,z) — U(t,z) = ez
Vérifions qu’il satisfait les 4 propriétes précédentes :
1) Vi, 7 € RY, z fixe alors

UG +7,2) ~ U2 = || Aty — ety |,
o ” eAteArx_eAtx “,

= |e*(e*z—=z),

= | e®[llle” ~ I [l|l=l,

< el elAliTl _ 1 )|z]| — 0 pour 7 — 0,

= U(., x) est contine par rapport & t.

2)V z,y € R", t fixé alors

[0z -Vl = | eto—ety],
I @~y

e HllGm =),
o My ),
< M@ -y ),

Il

= U(t,.) est continue par rapport a z.
3) U0, 2) =e™g,
={+0+..40)z,

= I,
=2 y
H Ut +s,z) =etltsly,
- 6At6AS:E,
= ¢ e, 2),
=U(t,U(s, z),

D’ou le résultat.



1.2. FLOTS, POINTS CRITIQUES ET PLAN DE PHASE D'UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE

Remarque 1.1.2 Un systéme dynamique sur E est linéaire si :

P (t,az + By) = a®(t,z) + fO(t,y) VYo,feRetz,y€ F

1.2 Flots, points critiques et plan de phase
d’une équation différentielle

Définition 1.2.1 Soit le systéme différentiel non linéaire
# = fla] {1.1)

avec la condition initiale z(0) = zg, ©p € E, E est un sous ensemble
ouvert de R™ et f € C*(E). Soit ®(¢,z) la solution de (1.1).
L’ensemble des applications ®; défini par

‘I)t(fl?()) = (I)(t, 930)
est appelé le flot de I’équation différentielle (1.1).

Remarque 1.2.1 Le flot est dit autondéme si f ne dépend pas explicitement
du temps t, sinon il est dit non autonome.

Définition 1.2.2 Le point o € R™ est appelé point critique ou point d’équi-
libre du systéme (1.1) 8%l vérifie

J (zg) =0

Définition .23 Te point evitique g esl dil hyperbolique si aucune dos ve
leurs propres de la malrics jucobionne D f(my) n'a pas de partic réclle nulle.

Définition 1.2.4 Soit le systéme différentiel

& = P(z,y)
{ )= Q(zy) {2

Le portrait de phase est ’ensemble des trajectoires dans ’espace des
phases. Fn particnlier, pour les systémes autonémes d’équations différen-
tielles ordinaires de deux variables, les solulions ((2), y(1)) du systéme (1.2)
représentent. dans le plan (z,y) des courbes appelées orbites.

Les point critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure
compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points critiques représentent
le portrait de phase, et le plan (z o y) est le plan de phase.
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CHAPITRE 1. RAPPEL ET DEFINITIONS

1.3 Linéarisation, Nature des points critiques
Définition 1.3.1 Le systéme
&= Az (1.3)
ol

A = .Df(l‘.[])

_ (0f;
B (aw:i(%))1g,jgn

est appelé le systéme linéarisé du systéme (1,1).

exemple 1.3.1 Soit le systéme différentiel

Ty =T

) = ( 2m2{+mg—2)

I3

Les points critiques sont :

(—1,0) et (1,0)
Df (z) = ( 451 :LILZ )

thLm=(]ff)

alors le systéme linéarisé est :
'jﬁl = —4331
S"Jg =T

D10.0=(g 7

4

1. Au point (—1,0)

2. Au point (1,0)



1.3. LINEARISATION, NATURE DES POINTS CRITIQUES

alors le systéme linéarisé est :
j:l = 4561
Ty = Ty

Remarque 1.3.1 La linéarisation du systéme d’équations différentielles nous
rameéne @ l’étude de la nature des points critiques.

Nature des points critiques

Soit le systéme différentiel linéaire (1.3) o A est une matrice d’ordre 2 et
soient A; et Ay les valeurs propres de cette matrice. on distingue les différents
cas selon ces valeurs propres

1) A; et A; sont réelles non nulles et de signe différent, 'origine (0, 0) est
un point selle, il est toujours instable.

Tk
5 / | 5 ]
M
4 / ) \ t 4
2l 1L |
/ X s
" g \\"-_ ¥-_ﬁ__7——~—_
]
A G R ‘.-'” e
2 N Y|/ .
\', ]; i f
J' [
4} \l f -
|
5} | -
| ‘\
8 1 1 1 LL | ! 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figurel : point selle

exemple 1.3.2 Soit le systéme :

{i':2$+y
y=-y
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Le point critique est (0,0), la matrice A est

4=(5 )

Les valeurs propres sont

)\1=29t)\2=—1

alors le point critique (0, 0) est un point selle.
2) \; et A, sont réelles de méme signe
a) Si Ay < A2 < 0, Porigine (0,0) est un noeud impropre asymptotique-
ment stable.

200 r T T
\ i
b % /
\ \ £
A \ Jf /
180F N\ \ -
\ \ "4
\ Y d
100 \ / F |
ot \ /
N \ / rFa
50 \ 4
Ssg N S
e N 7
1] = —— e g 4
sof s b 1
100} \\ 1
/’- b
as0p 1
i
_200 1 1 1 i 1 1 1 1

s J | \ )
<10 -8 -3 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figure2 : Noeud impropre asymptotiquement stable.

b) Si 0 < A; < Ag, Porigine (0,0) est un noeud impropre instable.
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1.3. LINEARISATION, NATURE DES POINTS CRITIQUES
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Figure3 : Noeud impropre instable

c) Si Ay = Ay = A Dorigine (0, 0) est un noeud propre, il est asymptoti-
quement stable si A < 0, et instable si A > 0

i
A

=]
4

s

Wk
©
A

Figure 4 : Noeud propre asymptotiquement stable
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CHAPITRE 1. RAPPEL ET DEFINITIONS
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Figure 5 : Noeud propre instable

{:'cz»—Za:
y=-y

Le point critique est (0, 0), la matrice A est

a) Soit le systéme :

; —_y 0 A
4=(% )

Les valeuwrs propres sotl
A1=——Zet)\2:—l

alors le point critique (0, 0) est un noeud asymptotiquement stable.

{;i:=2:£
Y=y

Le point critique est (0,0), la matrice A est

=(39)

b) Soit le systéme :



1.3. LINEARISATION, NATURE DES POINTS CRITIQUES

Les valeurs propres sont
)\1 =2et AQ =1
alors le point critique (0, 0) est un noeud instable.

c) Soit le systéme :
{ T = —3z
y=—3y

Le point critique est (0,0), la matrice A est

=3 5)

Les valeurs propres sont
A]_ &= )\2 = —3

alors le point critique (0, 0) est un noeud propre asymptotiquement stable.

T =3
y=3y

Le point critique est (0,0), la matrice A est
30
4=(a3)

Aleg:S

d) Soit le systéme :

Les valeurs propres sont

alors le point critique (0,0) est un noeud propre instable,

3) A1 et As sont, des complexes conjuguées et Im(A 2 # 0), alors Porigine
(0,0) est un foyer. Il est asymptotiquement stable si Re()\l 2 < 0), et instable
si RB()\Lg > 0)
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Figure 7 : Fover instable

T—y
Y= mlieg

Le point critique est (0,0), la matrice A est

=L %)
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a) Soit le systéme :



1.3. LINEARISATION, NATURE DES POINTS CRITIQUES

Les valeurs propres sont

By el
12 =5 =1t

RE(ALZ & O)

alors le point critique (0,0) est un foyer asymptotiquement stable.

b) Soit le systéme :

T =y
y=-z+y

Le point critique est (0, 0), la matrice A est

4=(41)

Les valeurs propres sont

oI5

|
)\1_’2 = 5:&2’,—

RG(A1 15 > 0)

alors le point critique (0, 0) est un foyer instable.

4) A1 et Az sont des imaginaires pures, alors l’origine (0, 0) est un centre,
il est stable mais n’est pas asymptotiquement stable.

11
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Figure 8 : centre stable

exemple 1.3.3 Soit le systéme :

=3y
Yy =2

Le point critique est (0,0), la matrice A est

0 3
(5

Les valeurs propres sont
Ma = +in/R

alors le point critique (0, 0) cst un centre stable.

1.4 Solution périodique, cycle limite
Définition 1.4.1 On appelle orbite (trajectoire ou courbe) du systéme (1.1)

v (o) = {® (t,z0) , t € R}

12



1.4. SOLUTION PERIODIQUE, CYCLE LIMITE

e Pour ¢ > 0, on Pappelle orbite positive

7 (@0) = {® (t,20), t > 0}
e Pour ¢ < 0, on I'appelle orbite négative

7™ (20) = {® (t, 7o) , ¢ < 0}

Définition 1.4.2 On appelle solution périodique toute trajectoire @ (z) de
(1,1) telle qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant

B (LT =B 1) (1.5)

Le plus petit réel T' > 0 qui vérifie (1.5) est appelé période.
Ue solution périodique représentée graphiquement par une orbite fermé.

Définition 1.4.3 Un cycle limite C du systéme (1.1) est une trajectoire fer-
mée isolée dans 'espace de phase. Ceci signifie s’il existe un voisinage de C
dans lequel il n y’ a pas d’autre courbes fermées.

Définition 1.4.4 Si toutes les trajectoires Voisines s’approchent du cycle
limite, le cycle est dit stable ou attractif, sinon, il est dit instable. Dans le
cas ol les trajectoires voisines s’approchent d’un coté et s’éloignent d’un autre
coté il est dit semi-stable.

exemple 1.4.1 Soit le systéme :
t=azr—y—azx(z?+y?)
Vo= T+oy— oy (;1'2 [ ‘y'“')
tel que o € R est un paramétre.
En coordonnées polaires z = 7 cosf et y = rsinf, le systéme précédent

devient :
7 =ar(l—r?)
{ 0—1
d’ou
r=0&r=0o0ur=1our = —1 refusé.

pour 7 = 1 on a l'orbite périodique

(z(t),y(t)) = (cos(t + 0),sin (¢t + 8)) avec 6 (0) = bq.

cette orbite périodique est un cycle limite stable pour o > 0, et instable
pour o < 0.

Si o = 0 le systéme a une infinité de nombre des orbites périodiques, et
il n’y a pas de cycle limite.

13



CHAPITRE 1. RAPPEL ET DEFINITIONS

Remarque 1.4.1 Les cycles limites apparaissent seulment dans les systémes
différentiels non linéaires.

1.5 Théorie de la stabilité

Considérons le systéme & = f(z) (1.1)
Supposons que f satisfait les conditions d’existences et d’unicités de la

solution.

Définition 1.5.1 Une solution ® (t)du systéme (1.1) telle que @ (tg) = @
est dite stable au sens de Lyapunov si :

Ve>0,i Junn=mn(e) > 0 tel que pour tout solution z () de (1.1) on

x (to) = zo et ||z (to) — @ (to) | <

On aura
|z (t) — @) || <&,V t>t.

Maintenant ® (¢) est dite asymptotiquement stable si elle est stable et de

plus :
tlim lz(@)—®@)||=0

Définition 1.5.2 La solution ® (t) = 0 du systéme (1.1) est dite stable si :
Ve>0,i 3 un n=rn(e) > 0 telle que pour tout solution z (¢) de (1.1)
ona:

lz (@) | <n=llz(@®) ]| <&Vi>to.
exemple 1.5.1 Montrons que la solution du probléme suivant est stable :
(2=
y—x
| 2@~y -0
Solution

On a besoin de connaitre ® (¢) qui vérifie & (0) = ( 2 0) ) = Lo et

X (t) telle que X (0) = ( ;ﬂgg; ) B ( zg )

14



1.5. THEORIE DE LA STABILITE

On résout le systéme :

{i=
()-( %) (5)

Les solutions de ce systéme sont :
cpcost — cysint
cisint + ey cost

(20) = (et omt) (e
(a)=(5)

ou :

')
)

or = (0) = y(0) = 0 alors
(20)) = (s csme)
- (o)

donc ¢; = ¢y = 0, et la solution est

On va montrer que la solution ® (t) = ( 8 ) est stable

Soit X (t) la solution de ce systéme telle que
70)= (%)
KUy = =
o=(50)=(5

g Cost — ypsaint O
X (1) = ( L i )
YosInt + ypcost

_ Tocost — ypsint

IX@®l = l ( Yosint + yo cost )‘
— |xzgcost  yysint] + |yesint + yocusi|
<0 |zo| + |wo| + |0l + w0l

(2]

Doch8>0,E|§=§>0telque]|X((])||<5=>[|X(t)||<e‘v’t>0

on obtient :

<

Donc la solution @ (¢) = ( g

) est stable.

15



CHAPITRE 1. RAPPEL ET DEFINITIONS

1.5.1 Meéthode des fonctions de Lyapunov

Soit v (1, x, ..., ,) une fonction différentiable
soit le systéme :

de .. .
E = jz ("El: :xn) 0= 17 ey T (16)

DI E LI 17)

i=1

Théoréme 1.5.1 Sipour le systéme (1.6), il existe une fonction v (z1, Ta, ..., Tn)
définie positive (ou négative) telle que :

dv = Ov(z)
E = Zl 3-'1;'5 (3:1) “':‘TTL)

g=

est une fonction semi définie négative (ou positive) ou identiquement
nulle. Alors le point critique (0, ...,0) est stable au sens de Lyapunov.
v (21, T, ..., Tp) est dite fonction de Lyapunov.

exemple 1.5.2 Soit le systéme

dx
gt
ay 1
.t
soit v (z1, z3) = z* + y* définie positive.

dv v, v 5 P 0
e e - - 4 ) = ble.
7 8x$+8yy 423 (—zy*) + 498 (ya2t) = 0:>(0)eststa e

Théoréme 1.5.2

Si pour le systéme (1.6), il existe une fonction v (21, Zs, ..., z,) de signe
définie telle que :

dv ov (z)
E_Z 83’)1 ft(xl:l"'a n)

est une fonction de signe définie inverse de v. Alors le point critique
(0, ...,0) est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

16



1.5. THEORIE DE LA STABILITE

exemple 1.5.3 Soit le systéme

dz 4
g 4T &
Y 3
W ez-3
dt Y

soit v (z,y) = 22 + y* définie positive.
d 0
d—: = é-g + g—Zy = 2z (y— 2%) + 2y (—z — 3y®) = — (z* + 3y*) définie

négative = ( g )est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.5.3 Si pour le systéme (1.6), il existe une fonctionv (z1, s, ..., T,,)
vérifiant v (0, ...,0) = 0 telle que :

n

dv Ov ()
—d—t—:-Z ;.’IC::; fe‘ (331,---,3?1;)

est une fonction définie positive et s’il existe aussi prés que 1’on veut de
(0,...,0) des points en v (z1,Z2, ...,zn) > 0. Alors le point critique (0, ...,0)
est instable au sens de Lyapunov.

=1

exemple 1.5.4 Soit le systéme
dr
g
vy _

E—”y

T

soit v (z,y) = 2> — %, v(0,0)=0.
F: Y I _
; s i'l)‘ =2z X z — 2y x (—y) = 2(z%*+9?) définie positive,

d - 0u” "+ Oy’
prenons

: B f ik ;
v (2,0) =2 20= ( 0 )est mstable.
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Chapitre 2

Existence des solutions
périodiques

2.1 Théoréme de Poincaré Bendixon

Théoréme 2.1.1 Soit le systéme :

&= f(zy)
{y=g@m) @1)

Soit A une région fermée ct bornée de R?, supposons qu'une orbite v+ ()
du systéme (2.1), Soit & l'intérieur de A (contenue dans A entierement)alors :

1) Ou bien % (z4) est une solution périodique.

2) Ou bien 4% (z4) tend vers une solution périodique.

3) Ou bien v (z,) tend vers une point d’équilibre de (2.1) .

Ce résultat est important quand A ne contient pas des points d’équilibres.
Car il garantit, Pexistence d’an moins une solution périodique.

La difficulté dans I'application de ce résultat est bien la construction de
I’anneau A. Pour cela cherchons deux cercles C; et C, telle que C; soit &
Pintérieur de C5.

La recherche des cercles C; et Cs ressemble & la recherche de la fonction
de Lyapunov v (z,y) = 22 + 9%, z* + 2, z* + o...

Soit C:v(z,y) =22+’ =c

et >0 Cii24L9P=g

z>0: Co:2+9y*=c telle que ¢; < ¢z

18



2.1. THEOREME DE POINCARE BENDIXON

Boit Crv(my) = 2 +9° =c>0,
Si pour tout point p € C
dv dv. dv.
Ona|—| =—1
al, dz dy
=Toute trajectoire qui passe par le point p se dirige vers son extérieur.

-

exemple 2.1.1 Montrons que le systéme

{i:y—$3+ﬂ:=f(:v,y)
y=—z—9y +y=g(z,y)

admet au moins une solution périodique dans une région de R2.
Solution

(0,0) est le seul point d’équilibre.

la matrice jacobienne en (0, 0) est

1 1
a(4)

Low vnlours propro do A nont
A]_:].—'—Z', )\2=1—%

(0, 0)est un foyer instable pour le systéme linéarisé =- il reste foyer instable
pour le systéme non linéaire.
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CHAPITRE 2. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

cherchons l'anneau A :
soit v (z,y) =z + ¢y =c

dv  dv dv

—_ = —7 -—-:2 — 3 —r — s

7 dg:z—l-dyy T (y—2°+z)+2y (—z— 13 +v)
=2[(z* +9%) — (=" +¢*)]

On a pour

0<z®+9y% <1

g +yt < (2 + 7)) < 2+ 2
sion prend (Cy):22+y? =¢

d
avec 0 < ) <1 d—:>0
=>toute trajectoire coupant C; se dirige vers ’extérieur.

on a pour
2+ 9% > 2

2 (z* +y*) > (2? +y2)2 >2(2* + )

dv
Cy > 2 — <0
pour (s dt<

= toute trajectoire passant par C; se dirige vers l'intérieur.
Alors d’aprés la théorémo do Poincaré Bendixon il existe au moius uuc
solution périodique dans Vanneau A formé des deux cercle Ci et Cy.

exemple 2.1.2 Montrer que le systéme suivant admet au moins une solution
périodique dans R?

t=z—y—z(z*+9?%

v=zly y(@®+y?)

Solution
(0,0) est un point d'équilibre

1 -1
pro.0=(y ')
A2 =1+ (complexes avecRe (A15) > 0)
Alors (0,0) foyer instable.

20



2.1. THEOREME DE POINCARE BENDIXON

Posons :
{$=TC989=>O:$2+3;2:T2 re0
y =rsinfd
i =cosf 7 —rsinf § =rcosf —rsinf — r3cosf (1)
Yy =sinf 7 +rcosf § —r3sind (2)

(1) x cosfl + (2) x sin@ = 7 =7 — 13
(2) xcosf— (1) xsinf=rf=r
On obtient le systéme écrit en coordonnées polaires :

{7‘:1"(1—?"2)

g=1
d
—7:=r':0 =r=0our=1our=-1.
dt J
pourr > lona 20 les trajectoire  (vers a l'extérieur) .

dt
dr s 3
pour 0 <r<lona = > 0 : les trajectoire™, (vers & l'intérieur).

Ci:z?+y?=7ritelleque0<rm <1

= toute trajectoire passant par C; se dirige vers ’éxtérieur( /" ).

Co:22 4y =rytelleque r; > 1

= toute trajectoire passant par C; se dirige vers l'intérieur( ™\, ).

Alors d’aprés le théoréme de Poincaré Bendixon il existe au moins une
solution périodique dans I'anneau A formé des deux cercle C; et Cs.
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Chapitre 3

Non existence des solutions
périodiques

Beaucoup de problémes dans la théorie qualitative des équations différen-
tielles ordinaires dans le plan de phase sont reliés aux cycles limites, ce fait
motive leur étude.

3.1 Facteur intégrant inverse

Définition 3.1.1 sout le systéme d'équation différentielles

{ B = fi (21, 2) (3.1)

Tz = fa (51?1,332)
ou f;:UCR2 =R, 1<4<2 sont des fonctions de classe C' et U est

un engemble ouvert simplement connexe.
Considérons le champ des vecteurs

o} 0
F= fl%l‘ #+ f28_3;2
Alors (3.1) peut s’écrit sous la forme
.‘L"=F(I), IL‘=(.7)1,I2)€U (32)
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3.1. FACTEUR INTEGRANT INVERSE

Définition 3.1.2 La fonction v : U C R? — R, v € C*(U,R) est appelée
facteur intégrant inverse de (3.1) si elle n'est pas localement nulle et satisfait
l’éguation aur dérivées partielles

ov O _ (0 0%
fl 6371 +f28562 o (5.‘171 T 81‘2) 5 (33)

Remarque 3.1.1 Un facteur intégrant inverse est une solution de I’équation
Fv=div(F)v

Il est bien connu que le facteur intégrant inverse est un outil important
dans I’étude qualitative des équations différentielles, mais sa détermination
est un probléme défficil.

Lobjectif de ce chapitre est d’utiliser les facteurs intégrants inverses pour
donner des critéres de non existence des cycles limites des équations différen-
tielles planaires.

En particulier, on obtient une preuve pour la non existence des cycles
limites pour les équations différentielles polynémiales homogénes.

On donne quelques exemples pour illustrer des applications de ces résul-

tats.
En réécrivant (3.1) sous sa forme de Pfaff

w = —fo (@1, 22) dz1 + f1 (21,22) dz2 = 0 (z1,22) €U (3.4)

On note que I’équation ci—dessus est exactement 1’équations différentielle
des orbites du systéme (3.1).

Définition 3.1.3 Un facteur intégrant pour w = 0 est une fonction de classe
C', U — R qui rend pw une forme ezacte dans le cas ot U est simplement
conneze cect est équivalent d
Sl—ut)  O(af
(—pfa)  O(pufi) (3.5)

-J

3$2 85!’,'1

' 1
Remarque 3.1.2 1 est un facteur intégrant de (3.4)si et seulement siv = —
H

est un facteur intégrant inverse de (3.1) dans le domaine approprié.
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CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

3.2 Non existence des cycles limites via le
facteur intégrant inverse

Théoréme 3.2.1 Soit v : U — R un facteur intégrant inverse de (3.1) si
7 C U est un cycle limite de (3.1), alors v est contenu dans 'ensemble
v (0) = {(z1,22) € U,v (21, 22) = 0}

Remarque 3.2.1 11 est possible d’imposer certaines conditions sur (3.5)
pour déterminer des cas spéciauz du facteur intégrant.

Notre premier résultat est une observation que ces techniques peuvent
étre adaptées pour exclure l'existence des cycles limites.

Proposition 3.2.1 Soit U un ensemble ouvert simplement conneze, suppo-
sons que le champ de vecteurs

Fe= s +f2-a— e C' (U,R?)

Si 'une des conditions suivantes satisfaite alors (3.1) ne posséde pas de
cycle limite dans U

1) La fonction a; = div (F) /f; ne dépend que de z; pour i € {1,2} et
elle est continue.

2) La fonction §; = div (F) / (fiz2 + fox1) dépend de Z = 7,15 et elle
est continue.
Preuve. On consideére le cas (1) avec o; dépend uniquement de z;, on cherche
un facteur intégrant inverse, utilisons I’equation associée

ofi | Ofs
fl +f282 (6x1+8_$2)

Supposons que v dépend uniquement de z;, donc ’équation précédente

se reduit 4 : ) )
f dv ?f 1 | afs ”
11 (83)1 Oz,
qui est réécrite sous la forme

Ologv 1 (0fy  0fi) _
8.’31 o f]_ (3931 i3 32:2) =&
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3.2. NON EXISTENCE DES CYCLES LIMITES VIA LE FACTEUR
INTEGRANT INVERSE

T

De I’hypothése v = exp f @1 (s)ds | est un facteur intégrant inverse et

v~'(0) = 0, donc d’aprés le théoréme (3.2.1), le systéme (3.1) ne posséde pas
des cycles limites. m

exemple 3.2.1 Considérons le systéme

ii = 22’)1372
Ty =ziT; — T2 — 1
5} 0
On a div (F) = 9n + o) _ 229 + 20339 — 225 = 2231,
33’)1 dzx T
div (F
Alors M = 22 est une fonction de z; et continue.

1
Donc d’aprés la proposition (3.2.1), le systéme ne posséde pas des cycles
limites.
On peut appliqué le théoréme(3.2.1)

En effet
Soit v un facteur intégrant inverse, utilisons 1’equation associée
0 0
f]. f2 _'f_]; + _’é v
8:132 or 1 63’}2
supposons que v dépend uniquement de x5, donc 1’équation précédente se
reduit a 4 3
f2 f 1 s b f 2
8::;2 BCC 1 8%2
qui est réécrite sous la forme
dlogwv 9] 0
gv _ f 1, ﬁ g :Cf
8.1’7 2 f2 37’ 1 61' 2

1

De ’hypothése v = exp f 7?2 ds | est un facteur intégrant inverse et

T

v (0) =0 | car exp f z? ds | > 0 |, donc d’aprés le théoréme précédent,
ce systéme ne posséde pas des cycles limites.
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CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

exemple 3.2.2 Considérons le systéme

i1 = —T + az? + b3 cos zy
..1’;,'2 =T
On a div (F) = (% -+ g—ifz) = 201

div (F
iv (F) = 2 est une fonction continue .

n a

2
Donc d’aprés la proposition (2.1.1) , le probléme ne posséde pas des cycles
limites.
On peut appliquer le théoréme(3.2.1)

En effet :
Soit v un facteur intégrant inverse, utilisons I’équation associée
v ov d 0
hes—+loz—= i'i'ﬁ .
3.'}31 5562 8271 6$2

supposons que v dépend uniquement de x5, donc 1’équation précédente se

reduit & 3 s 5
v
f2___ = __fi + i v
6.’1:2 6:51 83’:2
qui est réécrire sous la forme

Ologv 1 (0fi Ofa\ _
3zs T2 (6$1+3x2 = B =

T2

De I'hypothése v = exp f 2a ds | est un facteur intégrant inverse et

r2
v71(0) =0 | car exp / 2a ds | > 0 |, donc d’aprés le théoréme précedent,

ce systéme ne posséde pas des cycles limites.
Maintenant, utilisons la proposition (3.1.1) pour étudier quelques sys-
témes spéciaux. considérons 1’équation

{ T1 =r11(%1) 72 (22) (3.6)

Ty =31 (21)

on a le résultat suivant.
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3.2. NON EXISTENCE DES CYCLES LIMITES VIA LE FACTEUR
INTEGRANT INVERSE

Corollaire 3.2.1 Sir; (z1) > 0 (< 0) alors (3.6) ne posséde pas des cycles
limites dans U.

Preuve. En effet ’expression

div(F) n (21)

fi 71 (21)

est continue et dépend uniquement de z;, donc le résultat découle de la
proposition (3.1 .1). =

exemple 3.2.3 considérons le systéme

&1 = (2+sin (z1)) (z3 — 72 + 29)
Ty = 21 + 5xy

I1 ne posséde pas des cycles limites car (2 + sin (z;)) > 0

Remarque 3.2.2 Le portrait de phase d’équation différentielle essentielle-
ment ne change pas si on multiple le champ de vecteur par une fonction non
nulle.

Lemme 3.2.1 Suppossons que le systéme (3.1) a une cycle limite o

et 8 : U — Rest une fonction positive (négative) & valeur réelles, alors
a est un cycle limite du systéme :

1 = Bf1 (21, 12)
{ Tz = Bf2(z1,T2) @.1)

Maintenant, utilisons le lemme (3.2.1), on obtient une généralisation de
nos résultats.

Proposition 3.2.2 Soit U un ensemble ouvert simplement conneze.
Supposons que 3 : U — R est une fonction positive (négative) de classe
C* telle que div (8F) /Bf;, dépend uniquement de z; pour i € {1,2} et elle

est continue, alors (3.1) ne posséde pas des cycles limites dans U.
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CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

3.3 Critére de Bendixon

Soit le systéme

g=Plag)
{ ¥y=Q(z,y) A

Soit X = (P, Q) le champ de vecteur associé & ( 3.8) .
Dans une région simplement connexe D du plan si

P  8Q
dvX =+ 5

est non nulle et de signe constant (> 0 ou < 0) alors il ne peut avoir des

solutions périodiques pour ( 3.8) entiérement contenues dans D.

Preuve. supposons qu’il existe une solution périodique v de période T' conte-

nues dans D. Elle est représentée par une trajectoire fermée dans le plan.
Soit G l'intérieur de cette trajectoire. D’aprés le formule de Green on a :

/,/ (%4_@)@:@ = fP(ﬂi,y)dy—Q(a:,y)dm

T

= [1Pen @ -0@yZ|a
dt dt

T
= f(}dt-—-
0

Contradiction avec div X = 0.
=11 ne peut avoir des solutions périodiques contenues dans D. ®

exemple 3.3.1 Soit I’équation de liénard
Z+f(z)z+z=0 (3.9)
avec [ (x) >0,Ve e R
T =y="P(z,y)

(3-9)‘:*{ y=i=—f(r)y—z=Q(z,y)

div(P,Q)=~f(z) <0
Donc d’aprés le Critére de Bendixon il ne peut avoir des solutions
périodiques pour ( 3.9).

on a
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3.4. CRITERE DE DULAC

3.4 Critére de Dulac

Dans un région simplement connexe D, s’il existe une fonction

h(z,y) € C* (D), pour laquelle div (hX) # 0 et de signe constant, et
s’annule au plus sur un ensemble de mesure nulle dans ce cas le systéme
(3.8) ne peut avoir des solutions périodiques entiérement contenue dans D.

exemple 3.4.1 Soit I’égquation

F4+bi—fPr*+ar—az?=0

montrons cette équation ne posséde pas des solutions périodiques.
prenons ¥ (z,y) = be 272 b0
A

I’équation est & %
4 y = —by + B2? — ax + oz?

On a:
- _ 9(hP)  8(hQ)
div (hX) = 5 .3 8y
d e ' S
ol - (bye™?P") + B9 (be™?#% [—by + Bz® — az + az?])
—2Bbye~ %% 4 be=%2 (—b + 28y)
—b%e P* < ()

D’aprés le Critére de Dulac cette équation ne posséde pas des solutions
périodiques.

3.5 Meéthode pour obtenir les fonctions de
Dulac

La liste des fonctions h données ci-dessus ne sert qu’a un nombre limité
de systéme. On discute quelques situation plus générales.
On considére le systéme

{ 1 = fi (@1, 22) )

T2 = fa(z1,72)
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CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

1.Premiérement, proposons une autre fonction positive ou négative K (z1, z2)
qui s’annule seulement sur 'ensemble de mésure nulle telle qu’elle satisfasse

0(f1h) | 8(f2h)
81171 8.’132
2.Maintenant choisisons K pour obtenir quelques résultats. Alors prenons
K(z1,z2) = c(z1,x2) Xh(x1,32), avec c est une fonction positive ou négative
qui s’annule uniquement sur ’ensemble de mesure nulle, et substituons cette
relation dans 1’équation précédente pour obtenir ’expression suivante

= K (21, 72)

f1 + f2 O | i

On peut réécrire cette equatlon

flﬁ + f2 =h (c(icl, T) — (gﬁ + gﬁ)) (3.11)

3.Trouvons la solution de cette équation aux dérivées partielles quasili-
néaire du premier ordre.

4.Finalement, voyons si h est une fonction de Dulac pour le systéme (*)

Jusqu’ici, on a construit une méthode qui nous permet d’écarter les orbites
périodiques associées au systéme d’équations différentielles dans le plan telle
qu’elle est résumée dans ce qui suit.

+h (8f1 + afz) = ¢(z1,T2) X h(z1,22) (3.10)

Théoréme 3.5.1 pour le systéme d’égquations différentielles (+) une solution
h du systéme associées (3.11) (pour quelques fonctions ¢ qui ne changent pas
de signe et s’annulent seulment sur un sous-ensemble de mesure nulle),est
une fonction de Dulac pour le systéme (*) dans tout région A simplement
connezxe contenu dans D\ {h™* (0)}.

Corollaire 3.5.1 pour le systéme d’équations différentielles (x), si (3.11)
(pour gquelgues fonctions ¢ qui ne changent pas de signe el s’annulent seulment
sur un sous-ensemble de mesure nulle)a une solution h sur D telle que h ne
change pas de signe et s’annule sur un sous-ensemble de mesure nulle, alors
h est une fonction de Dulac pour le systéme (x) sur D.

Remarque 3.5.1 Avec le choiz de K dans l’étape 2, on obtient une équation
linéaire (x) qui est simple & manipuler.

Remarque 3.5.2 Avec le choiz de c est utilisé pour simplifier l'équation
(3.10), on peut toujours prendre ¢ une constante non nulle.
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3.5. METHODE POUR OBTENIR LES FONCTIONS DE DULAC

3.5.1 Quelques applications pour I’obtention des fonc-
tions de Dulac

exemple 3.5.1 Considérons le systéme

&y = 2373 (1 — cos z)
Za = 323z,

Remplacons dans 1’équation (3.11), on a I’éxpression

oh oh
723 (1 — cos x) ——+3z3z0=— = h [e(z1, 32) — (22123 (1 — cos zp) + 327) ]

8271 63’52

qui est une équation différentielle aux dérivées partielles quasilinéaire.
En appliquant la méthode des caractéristiques, on obtient le systéme as-
socié suivant

dry = z2z2 (1 — cosxy) dt
d:l?g = 333%.’1)’2dt
dh = hlc(zy,22) — (22122 (1 — cos z3) + 322)] dt

des deux premiéres équation, on élimine le paramétre ¢, on obtient
3ziT2dr; = 2222 (1 — cosz,) dzs

Résolvons cette équation, on obtient la premiére caractéristique
" 1,
3z, | zy8inzy + cosxy — 53;2 —

Prenons ¢ = 3z% dans la derniére équation et on multiple 1’équation par
1, on trouve
wdh = h(2z2} (1 — cosxa)) dt

ue I’on peut écrire comme suit, en remplacant dans la premiére équation
P )

$1dh — ——2hd3:1

et résolvons, on trouve h = C—Z
1
Notons que A est une fonction de Dulac pour le systéme donné en zi >0
ou z; < 0, en particulier s’il ya une orbite périodique, elle doit couper z; = 0

qui n’est pas possible.
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CHAPITRE 3. NON EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

exemple 3.5.2 Considérons le systéme suivant

{ .'1.3]_ — “*2$1.’}32

Gy = zizicoszy + (1 + 22) 7o + 2
Remplagons dans I’équation (3.11), et prenons ¢ = 1 + z%, on obtient

oh 0
—2x129—— + :r:f:r% cosxy + (1 + mf) T + mg——m = —h (szzf cos :r:l)
(9231 83:2

Supposons que i dépend uniquement de z;on a

Oh
_21:13;2—5?1 =—-h (22‘2;{"? COS .'131)

Alors la solution est
h = exp /ml COS I

Cet exemple donne une fonction de Dulac complétement différente de
celles indiquées dans la remarque (1.1).
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