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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie les équations
différentielles linéaires a coefficients périodiques.
On commence par |'étude des équations différentielles
linéaires autonomes et non autonomes, puis on passe a
la théorie des équations différentielles non autonomes
a coefficients périodiques. On introduit les notations de base
de cette théorie qui nous permettent de connaitre les
propriétés et le comportement des solutions.
Enfin, on se restreint, a I'étude des solutions
périodiques pour des équations différentielles d'ordre
2 a coefficients périodiques.



Introduction

En mathématiques, une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs
fonctions inconnues et leurs dérivées.

L'ordre d'une équation différentielle correspond au degré maximal de dérivation auquel
I'une des fonctions inconnues a été soumise.

Les équations différentielles sont utilisées pour construire des modeles mathématiques de
phénoménes physiques et biologiques par exemple pour les études de la radioactivité ou

de la mécanique céleste.

Par conséquent, les équations différentielles représentent un vaste champ d'étude, aussi
bien en mathématigues pures qu'en mathématiques appliquées.

La théorie des équations différentielles linéaires périodiques connue sous le nom de
théorie de Floquet-Lyapunov a été développée a l'origine pour des équations linéaires a
variables complexes par G.Floquet en 1883. [3] ensuite par Lyapunov.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre on rappelle certaines
notations préliminaires sur les systémes différentiels linéaires autonomes et non
autonomes.

Pour les systémes autonomes, on donne la formule de leurs solutions explicites qui se base
sur le calcul de I'exponentielle d'une matrice.

Pour les systémes non autonomes, on définie la notion de matrice fondamentale de
solutions qui représente la base des autres solutions du systeme.

Le second chapitre est consacré a la recherche des solutions pour des équations
différentielles linéaires a coefficients périodiques.

Nous introduisons les notations des matrices fondamentales et de monodromies et les
multiplicateurs caractéristiques el les exposanls caraclérisliyues et leurs relations avec les

solutions

Dans le dernier chapitre, nous allons présenter deux résultats sur les solutions périodiques
pour les équations différentielles linéaires d'ordre 2 a coefficients périodiques.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Systémes autonome et non autonome

Considérons le systéme de n équations différentielles du 1*" ordre

. dz
T = EZ = f(t;.'l.") (1'1)

telle que

On suppose que les f; sont de classe C™ (n > 1) en z et . Par un changement de va-
riables approprié, les EDO d’ordre n (n > 1) peuvent se transformer en un systéme de n
équations différentielles d’ordre 1 (la forme normale).

Exemple 1.1

Soit,
d*m

dt™

=z"™ = f(t,z,& %, ...,2"Y) (L.2)



posons 1 = I,%s = I,x3 = I, -- , on trouve

,

$.1 = T9
ig =l
(1.2) & %
\ j:‘n = f(ta $].71‘21 L i 1'7:11.—1)

Le systéme (1.1) est dit non autonome lorsque la variable indépendante ¢ apparait

explicitement dans I'éxpréssion de f, dans le cas contraire il est dit autonome et on écrit
t=f(z),zeR" (1.3)

La solution du systéme (1.3) avec la condition initiale z (f) = xp sera notée z (t, zp)
elle décrit dans I’espace des phases x = (1, ..., Z, ) une courbe appellé trajectoire ou
orbite .

Lorsque le champ de vecteurs f dépend explicitement du temps (non autonome)

la courbe z (¢, z9) dépend de o, dans le cas ot le systéme est autonome la
trajectoire ne dépend pas de #g.

Stabilité

Délinition 1.1

1. Une solution ¢ de

&= f (z) (1.4)

est stable si pour tout £ > 0 il existe §. > 0 tel que

llo (#) =% @l <esifle0) = O0)] <.

pour tout ¢, pour toute solutlow ¢ de (1.1).
2. Une solution ¢ de (1.4) est asymptotiquement stable si elle est stable et si toute

solution v qui part assez proche de ¢ approche ¢ pour { — co.



1.2 Systémes linéaires autonomes

1.2.1 Systémes linéaires autonomes homogénes

Définition 1.2

On appelle systéme linéaire autonome homogéne tout systéme de la forme
g(ty=Az{t); tel (1.5)

ot A = (a;;) € M, (R) est une matrice constante.

Proposition 1.1

Soient (z1, .., T,,) les n solutions de (1.5) , soit ¢y € R. Elle sont linéaiement indépendantes
si et seulement si 3 (), ..., Tn (o) sont n vecteurs linéairement indépendants.

1. Soit A diagonalisable. cela veut dire que A admet n vecteurs propres V; linéairement
indépendants associés & n valeurs propres ); € I, non nécessairement distinctes; cela
est aussi équivalent & dire que A = PDP~'ou P est une matrice dont les colonnes
sont formées par les vecteurs propres de A et D est une matrice diagonale ayant sur
la diagonale les valeurs propres de A. Alors, les n fonctions ¢ — eV, sont a chaque
instant t, linéairement indépendant et forment donc une base pour S50 : Tensemble de

toutes les solutions de (1.5) .Cela implique que la solution générale de (1.5) est
2 (F)i= Z .MV, 0, C 1
E-1

2. Supposons que I = R, et que A ne soit pas diagonalisable sur R, mais sur C. Soient
AL, AL Az Az ooy Ams Am € C, iy, pho, - - ., jy € R les valeurs propores de A (pas nécessai-
rememt distinctes) et vy, U1, v2, U2, - - - , U, T € C* wr, ..., wy € R™ les vecteurs propres
associés (2m + 1 =n).

Les fonctions t — Re (e*'V;),t — Im (e¥'V}) ,il,...,m,t — MW i = 1,...,1

sont 2m + | solutions réelles linéairement indépendantes sur R.



Remarque 1.1 Une deuxiéme méthode pour obtenir la solution générale réelle consiste
a considérer la partie réelle de la solution générale complexe.
3. Dans le cas générale on travaille avec I'expenentiel de A.

Théoréme 1.1

Soit le systéme d’équations linéaires homogeénes autonomes (1.5), sa solution générale est

donnée par
z(t) =etV (1.6)

Preuve
On a
d
z(t) =tV =i () = — (eMV) = AV = Az (})

Définition 1.3

Une matrice fondamentale de solutions est une matrice M dont les colonnes sont n
solutions linéairement indépendantes de (1.5) .

Théoréme 1.2
1) La matrice M (t) = e est une matrice fondamentale de solutions, ¢’est-a-dire que
ses colonnes sont n solutions linéairement indépendantes de (1.5).

2) N’importe quelle matrice fondamentale M (t) satisfait

M (t) = M (0)

Remarque 1.2

La solution générale de (1 5) est

si M (t) est une matrice fondamentale de solutions.



1.2.2 Systémes linéaires autonomes non homogénes

Définition 1.4

On appelle systéme linéaire autonome non homogene tout systéme de la forme
z=Az+b(t) (1.7)

Théoréme 1.3

La solution générale de (1.7) est
z(t) = zgn (1) + 7, ()

ot Tgy (t) = et est la solution générale de & = Az et z, () est la solution particuliere
de (1.7).

Recherche de z, (1) :

Comment trouver une solution z, (t)? Il y’a deux méthodes :

1. Si on connait e, on cherche une solution de la forme e*W. On trouve que

i

0 €)= [ (5)ds

lo

est une solution particuliére.
2. En générale, si M (t) est une matrice fondamentale de solutions, ot My, M,, ..., M,

sont ses n colonnes on peut chercher une solution de la forme
() =ay () M () + - - + oy (2) My, (T)
On trouve que

=M (t)b (1)



Exemple 1.2
Soit le systéme (1.5) pour

1 =7
A=13 2 -1
& 1 =1

les valeurs propres de A sont 1,3,—2. A est donc diagonalisable. Les vecteurs propres

sont respectivement

-1 1 —1
4 1 2 1
1 1 1

-1 1 -1
ot 4 P P 1
1 1 1

Théoréme 1.4
Les solutions de (1.5) sont asymptotiquement stables si toute valeur propre de A est a
partie réelle strictement négative, ou bien est a partie réelle nulle et le bloc correspondant
est diagonalisable.
La stabilité du

T=Azx(t)+b(t)

est la méme que la stabilité du (1.5)

1.3 Systémes linéaires non antonomes

Définition 1.5
Soit M, (R) l’espace des matrices carrées d’ordre n & termes réelles, soit n* fonctions

t — a;; (t) (3,7 = 1---n) définies sur un intervalle I & valeurs dans R.

7



Si pour tout i,j =1,...,n a;; € C(I,R), le systéme différentiel

4

Ty (t) = d11 (t).’ﬂl 4 o Oy (t) o +b1 (t)

< Za (t) = an (t) 21 + -« + G2 (B) T, + b2 (B) (1.8)

in (t) = 0an1 (t) T Fromimis = Qpn (t) Iy + bn (t)

\

s’appelle systéme différentiel linéaire du 1¢” ordre (ou b; € C (I, R)).

Si on note par
1 (t)

2y (1)

et _
ai; Q2 - Qp

ag 22 - - Qop

(078 an2 e Qpp

et

Alors le systéme (1.8) s’écrit
| s(t)=AB)z(t)+b(t), teR (1.9)

\ Sib(t) / 0, le systéme est appelé systéme linéaire non homogéne.

Si b(t) = 0 alors (1.9) est appelé systéme linéaire homogeéne,.il devient

i) =A@)z(t), teR (1.10)

8



1.3.1 Systéme linéaire non autonome homogéne

Proposition 1.3

Soit S° I'ensemble de toutes les solutions de (1.9) alors, S° est un R— espace vectoriel.
Définition 1.6

Une famille de fonctions (y; (t))i, définie sur un intervalle I est dite libre sur I si
V(aihgign eR

m
Yo t) = OVtel=0;=0Vi=1,...,n
i=1
T
v, : I—R"
©14
Lni

Définition 1.7
Une famille de fonctions (y; (¢));,; (n I'ordre de la matrice A (t) de (1.10))

Y14
Wi (L) == '

© ni

est une solution de (1.10) Vi=1,...,n sl

Remarque 1.3
La famille de fonctions (i; (t)); , constitue un systéme fondamental de solution de (1.9)
si elle est libre sur 1.

Le systéme (1.9) posséde un systéme fondamental de solutions et dim S° = n.



Définition 1.8
Une famille matricielle ¢ : t € I — ¢ (t) = (¢; - - - ©,) définie sur un intervalle I ou

P11 (£) D1 (1)
o1 = : o P = :
Pn1 (t) {Pnn (t)

(goij tel — ;i (t) € R) s’appellle matrice fondamentale de solution du systéme

(1.8) si ses colonnes {¢,...,,} forment un systéme fondamental de solutions de (1.8)
P11 () 12 (1) 1 (1)
Pa1 (1) () .o (t)
pt)=1""
B “n1 (t) Pn2 (t) s Pan (t) |

Définition 1.9

Soit {¢, - -.,®,} un systéme de n solutions de (1.9) alors le déterminant

e ) P (t)
w(t) = :

“n1 (f) Poan (f)

s’appelle le wronskien de {¢y,...,¢,}-

Solution générale de (1.9) :

Proposition 1.4

Soit S l'ensemble de toutes les solutions de (1.8) et SV I'ensemble de toules les solutious

de (1_(_1) alors § = SY 4w on (0 est nme snlntinn queleandue de (1 R)

10



Résolution de (1.9) :

Pour (1.9) il n’y a pas une méthode générale de trouver un systéme fondamental de
solution de (1.10).

Si on peut trouver un systéme fondamental de solution {¢,...,¢,} de (1.10), on peut
trouver une solution (particuliére) w de (1.9) par une méthode qui s’appelle méthode de
variation des constantes.

Meéthode de variation des constantes :

Soit {©y,...,¢, } un systéme fondamental de solution de (1.9), on note par
1 - P
Par -or Pon

qﬁ(t) = (‘Pl,"'atpn) =
¥n1 L Pnn

Alors la solution générale de (1.8) est :

k()
g = E CrP),
k=1

ot les ¢, sont des constantes réelles quelconques, c¢’est-a-dire

P11 P12 Pin C1P11 + C2P1p + T+ CalPry,
0 = (9.21 L 99.22 15 andup, §0.2n _ C1Po; T+ ‘329922'4‘ cr Tt CaPay
Pn1 Pna Pnn C1¥m =+ Co¥pa +Ri i CnPnn
P Fie o P €1
_ a1 Fn - Pon C2
(lgnl (pn2 e Pnn Cn

11



(&3]

. Ca z
Par conséquant, si on note par C = ) , on obtient

Cn
zo (1) =9 (t)C
La méthode de variation des constantes consiste en la recherche de w de la forme
w(t)=¢)C (1)
La recherche de C(t) :
L) =0 Ct)+o(t)C (1)

et comme

o(t)=At)6(2)

donc

() = AWNOCO)+¢OC @)
ARw@®)+o@)C@E) Vtel

Donc pour que w soit une solution de (1.7), il suffit de prendre
¢()C(t)=0b(t)

ce qui donne :

Ct)=0¢""(t)b(2)

(Hgb_l (t), ¢ (t) est une matrice fondamentale de solution)

12



alors

Ct)= /qb"l (£) b (t) dt

Done

w(t)=b(2). ] 67 ()b (2) dt

et la solution générale de (1.7) est :
() =6 (O)C+a0). [67 ObO)

Exemple 1.3

Soit le systéme

T1 = T
\ \ ,teR”
i’2=;—-2$1+?

®
o (t) = )
2 1

est une matrice fondamentale de ce systéme.

Montrer que

Solution

1. On a

0 1 t* ot 2t 1 .
A(t)¢(t)=(_2 g)(of ])=(0 O)ﬁco(t)'

2. Onadet(o(t)) =t2#0, Vi € R*

D’aprés 1 et 2 on trouve que ¢ (t) est une matrice fondamentale donc la solution de ce

systéme est

z(t)=0@)C

13



Chapitre 2

Systémes linéaires a coefficients

périodiques

2.1 Systémes linéaires homogeénes a coefficients pé-
riodiques

Définition 2.1. On appelle Systéme linéaire homogéne a coefficients périodiques tout

systéme de la forme

i=A(t)z (2.1)

ot A est une matrice n X n de fonctions continues sur R a valeurs dans C telle que
A+T)=A(t) VteR (202}

On appclle période de A le nombre T € R.

Soit ¢ () une matrice fondamentale, alors la solution du systéme (2.1) est

X(t)=¢(@).C

14



Lemme 2.1

Si ¢ (t) est une matrice fondamentale alors on a 9 (t) = ¢ (t) B est une matrice fonda-
mentale pour n’importe quelle matrice constante non singuliére B.

Preuve

On a ¢ (t) et B sont non-singulier alors I'inverse de ¢ (£) est B~*¢~ (¢) qui ce donne que

Y (t) et aussi non-singulier et de plus
= 0B = A¢B = Ay

alors ¥ (t) = A (1) .
Théoréme 2.1 Soit ¢ (t) est une matrice fondamentale de solutions pour (2.1) alors ¥ (t)

définie telle que
Y(E)=¢(t+T),VteR

est aussi une matrice fondamentale.
Preuve. Soit ¢ (t) est une matrice fondamentale de solutions pour (2.1)
Ona:

pt)=At) o), VtER

Soit 7 (1) une matrice telle que
v(@)=0¢(+T),VteR

d’ou
o) = ¢(L+T),VLER
= At 1 T)Vo(t 1 T)
— AW¢),VLeR

car A est. T-périodique. Done 9 vérifie Péaquation (2.1).

15



De plus, comme ¢ est une matrice de solutions, son déterminant est non nul :
det (¢ () #0,VteR

d’otl

det (6(t+T)) £0,Vt € R

Par conséquant, ¥ est inversible et vérifie (2.1). C’est une matrice fondamentale de solu-
tions.

Comme ¢ (t) est une matrice fondamentale de solutions pour (2.1)

D’aprés le résultat précédent, ¢ et ¢ sont deux matrices fondamentales de solutions pour

(2.1), donc il existe une matrice canstante C' telle que
dt+T)=9¢()C (2.3)
d'on
C=¢" (H)o(t+T)=9"(0)¢(T)

Si on suppose que ¢ (t) est telle que ¢ (0) = I, on note ¢ (t) = ¢ (¢,0) alors ¢~ (0) = T
d’ot

C — ¢(T,0) (2.4)

Alors (2.3) devient
o(t+T,0)=0¢(t,0)0(T,0) (25)

La matrice inversible C' définie par (2.4) est appelée matrice principale ou de monodromie
du systéme (2.1).
Observant que (O dépend de la matrice fondamentale choisie.

Soit ¢ () une lelle matrice, on a :

St+T)=9(t)C

16



Il existe une matrice U inversible telle que :

o(t)=o(t)U

C=4"(0)6(T)=U"¢""(0)¢(T)U =UCU

= C et C sont semblables.

On conclut que le spectre de toutes ces matrices C' correspondant & des matrices fonda-
mentales différentes est invariant et il est déterminé par le systéme.

Les valeurs propres de la matrice de monodromie C' définie par (2.4) sont appelées les
multiplicateurs caractéristiques du systéme.

Remarque 2.1

C =¢(T,0),det C # 0 <= Il n’existe aucune valeur propre nulle.

Définition 2.2 (Les multiplicateurs caractéristiques et les exposants caractéristiques) :

Soient p; ..., p, les multiplicateurs caractéristiques de (2.4) .
Les exposants caractéristiques ou bien les exposants de floquet sont ., ..., p,, vérifiant
P = e'ulT: Po = 6#2T1 #aw ¥ Pn = e#nT

ol p; pour j € N peut étre complexe.
Théoréme 2.2 (de Floquet)

La matrice fondamentale ¢ (¢,0) du systéme (2.1) peut s’écrire sous la forme
$(t,0) = P (t) ™

ol I (1) esl wie waliice 1égulitre T-périodique, I (t+T) — I (t), 1 (0) — I et I est

une matrice constante.

17



Preuve. Soit B une matrice qui satisfait :
ePT = C = ¢(T,0)

on peut écrire :

6 (t,0) = ¢ (t,0) e BleBt

Posons P (t) = ¢ (t,0) e P

Pt4+T) = ¢{t+T,0 e e BT

#(t,0) ¢ (T,0) e Bte BT
= ¢(t,0)eBTe BTe™B — ¢ (t,0)e B = P (2)

Les valeurs propres de la matrice B définie par ¢®7 = ¢ (T, 0) sont appelés les exposants

caractéristiques du systéme (2.1).
Proposition 2.1
A chaque exposant caractéristique yz, il lui correspondant une solution ¢ du systéme (2.1)

de la forme

p(t)=e"P(t),P(t+T)=P(1)
Preuve
Soit w le vecteur propre associé & pu, et soit la solution ¢ telle que ¢ (0) = w; on a

@ (t) = P(t) eP'w = P (t) e"w = e’ P (t) w = ep(t)

oaup(l)=F{)w p(t+1)=p(t)
Corollaire 2.1
Le systeme (2.1) posséde une solution T-périodique resp (27-périodique) si et seulement

si le nombre 1 (resp (—1)) est un multiplicateur caractéristique.

18



Preuve
1.Sens nécessaire

Si 1 est un multiplicateur caractéristique de (2.1), alors
Jv # 0 tel que Cv =v,¢(T,0)v =.
Soit la solution ¢ (t) telle que ¢ (0) = v, on a p (t) = ¢ (t,0) v, et
pt+T)=9¢t+T,00v=29(0)0(T,0)v=1yp()

Si —1 est un multiplicateur caractéristique alors Jv # 0 tel que ¢ (7,0)v = —v.

Soit la solution de (2.1) telle que ¢ (0) = v,
pt+2T) =0 (t+2T,00v=—¢(t+T,00v=0(t0v=0p(t).

2. Sens suffisant

Si , () est une solution T—périodique non triviale alors

o (t+T) = )= (T)=p(0)
= ¢(T,0) ¢, (0) — ¢, (0) — (6(T,0) = 1), (0) =0

Comme ¢, (0) # 0 = 1 est un multiplicateur caractéristique du systéme (2.1) .

| Si ¢, (t) est une solution périodique non triviale de période minimale 27'; on a :

| Py (E+2T) = ¢y (2)
Ga (2T = @y (0) &= L, {U) = 1, (0), (L = (1. 0))

(CF = Digg(0) = 0= (C+N)(C' =1y, (0)=0

del (C + I)det (C —I) 0
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Si —1 n’est pas un multiplicateur caractéristique, alors
det (C+1)#£0=det(C—1)=0

donc 1 est un multiplicateur caractéristique de (2.1) = il existe une solution T'—périodique

or la période minimale est 27", donc —1 est un multiplicateur caractéristique
det (C +1) =0,Cp,(0) = —p5 (0).

Corollaire 2.2

Si le systéme (2.1) posséde k solutions linéairements indépendantes 7'—périodiques
(resp 2T — périodiques) alors la multiplicité de multiplicateur caractéristique 1 (resp — 1)
est au moins égale a k dans le polynome caractéristique de la matrice de monodromie.
Preuve

Si le systeme (2.1) posséde k solutions périodiques, alors

e"(T) = ¢"([0),m=1,...,k

= ¢(T,0) " (0) =¢™(0),m=1,....k

Ceci signifie ’au multiplicateur caractéristique 1 est associé k vecteurs linéairements

indépendantes.
c’est-a-dire son sous espace propre est de dimension k.

Si le systéme (2.1) posséde k solutions linéairements indépendantes 27" —périodiques, alors
p(T,0)™ (0) = —p™(0),m=1,....k

méme raisonnerment.
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Exemple 2.1. Considérons le systéme

T = (1 + 23?;11(:&)) T

Ty = T — T3

Ici, nous savons que la solution est en générale

T = c1e'(2+sin(2))

1 1
Ty = € (2 + 5 sin (t) — 5 Cos (t)) + cpet
Que nous pouvons écrire comme

2 4+ sin (¢ 0
Ti= clet ( ) 5 Cge_t
2 + 1sin (t) — 1 cos () 1

En utilisant toutes les définitions ci-dessus, la matrice fondamentale est :

e (2+sin(t 0
b(t) = ( (2))
et (2+ Lsin(t) — 1 cos(t)) et

Et donc
C = ¢7'(0)¢(2m)

: 0 2e¥™ 0 1] 1 0 2" 0 e

o ! T —ZT - 5 T —aT - —4T

21 Je2m g2 -3 2 Se2m g2 8 e

On conclus que, p; = €™, py = e 27 et donc pu; = 1 et py = —1, le théoréme.2.1 nous

dit alors qu’il existe p; (t) et py (t) qui sont 2r—périodiques tels que la solution est de la
forme

z1 = €'p (1) Tz =€ 'pa(t)
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Nous savons que, en fait

P (8) = 2 + sin (1) P (t) =
2+ 3 sin (¢) — 3 cos (t)
Théoréme 2.3
Si A (t) est réelle alors il existe une matrice réguliére P (t) T—périodique, P (0) = I, telle
que la transformation z = P (t) z transforme le systéme (2.1) en un systéme linéaire a
coefficients constants.
Preuve

Posons

P(t) = ¢ (t,0)e B

substituons z = P (t) z dans (2.1), on a :

Pz+P: = APz
— :%:P‘I(AP—P)z

p (AP - P) — Byl (Aqﬁe_m _pe Bty que—B*)

= =Bz

ol B est telle que e = ¢ (2,0).

Nous avons défini les exposants caractéristiques du systéme (2.1), comme les valeurs
propres de la matrice B du systéme z = B.z.

Si nous délinissous co sysbie comne wiesysbeme péiodivgue avec Ta p@iode T oalins sa
waltice de wonudiuuie est ¢ (£,0) — .

Donc le systéme 2 — B.z considéré comme un systéme & coefficients périodiques a les

méme multiplications caractéristiques que le systéme (2.1).
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Ceci est un cas particulier d’'une propriété générale : si nous transformons le systéme
(2.1) en un autre systéme par une transformation périodique alors les multiplicateurs de
ce nouveau systéme seront les mémes que ce dernier systéme.

Proposition 2.2

Soit S (t) une matrice périodique S (t+ T) = S (t), telle que S~ (¢) existe alors S~ (¢)
est aussi périodique.

Preuve

Montrons que S~ (t+T) = S (t)

SHE4+T) = S'(t)e=SE+T)S I (E+T)=SE+T)S™(t)
= J=St+T)S W) <=I=5t)S'{).

Théoréme 2.4 (Lyapunov)

Soit S (t), t € R*, une matrice réguliere T—périodique, la transformation x = S (¢) z
transforme le systéme (2.1) en un systéme linéaire & coefficients périodiques dont les
multiplicateurs caractéristiques coincident avec ceux du systéme (2.1).

Preuve

Mettons = = S (#) z dans (2.1), on obtient :
St z+S@R)z=A@)S(t) =z
z (t) satisfait donc le systéme
5 =5"1(t) (A ) S () - (t)) p (2.6)

Cette matrice est continue et T'—périodique.

Soit ¢ (¢, 0) la matrice fondamentale de (2.1) telle que ¢ (0,0) = I, alors ¢ (t) = S~ (t) ¢ (¢,0)
est aussi une matrice fondamentale de (2.6) (z = S~ (), 0 (t,0) = (21 (t), ..., 2. (1))
Les multiplicateurs caractéristiques de (2.6) sont les valeurs propres de 1 (0) 4 (T)
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Mais :

PP () = ¢71(0,0)5(0)S7H(T) 6 (T,0)
= ¢71(0,0)S(0)S71(0) ¢ (T,0)
= ¢(T,00=C

On a les mémes matrices de monodromie, donc on a les mémes multiplicateurs caracté-
ristiques.

Les multiplicateurs caractéristiques est un ensemble invariant d'un systéme linéaire a
coefficients périodiques dans le sens que cet ensemble est invariant par une transformation
périodique.

Les propriétés de cet ensemble détermine le comportement des solutions, I'existence d’une
solution périodique et la stabilité.

Pour déterminer les multiplicateurs caractéristiques, on a besoin d’une matrice fonda-
mentale c’est-a-dire connaitre toutes les solutions.

Pour trouver la transformation qui réduit le systéme périodique & un systéme & coéfficient
constants, ce n’est pas facile.

Il existe une méthode qui donne des approximations des multiplicateurs.

2.2 Systémes linéaires non homogénes a coefficients
périodiques

Soit le systéme linéaire périodique non homogeéne :

FoADTERE, AGHT) — AD B (E+T) —b(E) (2,7)
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Théoréme 2.5

Si le systéme homogeéne (2.1) n’a aucune solution périodique a part la solution nulle
alors le systéme (2.7) posséde une et une seule solution périodique de période 7.
Preuve

On sait qu’il existe une matrice P () réguliére telle que x = P (t) z transforme de (2.1)

en
F=B.z (2.8)

ot B est une matrice constante.

La méme transformation transforme (2.7) en
2=B.z+P1(t)b(t) (2.9)

Si (2.1) n’a ancune solution périodique a part la solution nulle, il est clair que (2.8) n’en
a pas aussi, ceci implique que (2.9) a une seule solution périodique.

Et ceci implique que (2.7) a une solution périodique unique de période 7.

Corollaire 2.3

Si 1 n’est pas un multiplicateur caractéristique du systéme (2.1), alors le systéme (2.7) a
une seule solution périodique.

Détinition 2.3

Soit le systéme non homogeéne a coefficient constants

z=Az+b(t) (2.10)

o b(t+T) = b(2).

Une solition quelconguie de ce systeme est :

t
p(t) = ezltlpu + /6‘1“ 3p (s)ds,  (0) = @0
0
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Proposition 2.3

¢ est une solution périodique si et seulement si ¢ (') = ¢ (0).

Preuve :

Si ¢ (t) est une solution périodique alors : ¢ (t +7') = ¢ (t) = ¢ (T) = ¢ (0).

Supposons que ¢ (t) est une solution telle que ¢ (T") = ¢ (0) montrons que ¢ () est

T—périodique.

Soit la fonction ¢ (t) = ¢ (t + 1), (t) est une solution du systéme car :

¥ (t)

pt+T)=Ap(t+T)+b(t+T)
Ap(t+T)+b(t) = Ap (t) + b (t)

Done 1 (t) est une solution du systéme. on a

U (0) =@ (T) = ¢ (0) = 1 (t) et ¢ (¢) sont deux solutions qui ont les mémes conditions

initiales alors ¢ (t) = ¢ (t) c’est-a-dire : @ (t + 1) = @ (t) , d’aprés I'unicité de la solution.
T

P(T) = (0) = eMTp(0) + [ATIb(s)ds =0 (0).

on pose ¢ (0) = ¢,

0-

0

Proposition 2.4. Soit A une matrice constante n x n, alors

(a, ) est un couple propre de A <= (e*, ) est un couple propre de e*'.

Preuve. On a

A"

At 7

ol = A% = A (A7) = A (ab) = o*7

o

1 1
(I+At+2lA2t2+---+lAnt”+---)ﬁ'
! n:

Tttt | voo |

ra

: nf_’\'nf"l ,
n!

(eet)" L W
(1—{—&12—%—---—[— +---)v:zr: 4

1!

26



Théoréme 2.6

Si le systéme homogeéne & = Az correspondant au systéme non homogéne (2.10) n’a
aucune solution périodique de période T & part la solution nulle, alors le systéme non
homogeéne a une seule solution périodique de période 7.

Preuve

La condition de périodicité est :
T
eTo, + feA(T_s)b (s)ds = g
0

ou bien
T

(4T — 1) py = / e b (s) ds (2.11)

(o est unique solution de (2.11) <=> det ( —e™4T) #0

2kwi

T ceci se produit si == est une

det (I — eAT) = (0 <= 1 est une valeur propre de e*
valeur propre de A; pour k entier.
On a vu que si (@, 7) est un couple propre de A alors (e, #) est un couple propre de e?*.

Si 1 est une valeur propre de e* on a : et =1vet T =1

= aT =2kmi = a=2%2£=0,1,2,...

Le systéme homogéne & = Az a une solution périodique si et seulement si 2’;1”: est une

valeur propre de A.
pour un certain k entier.
La période de cette solution est : %

Exemple 2.2

T—T=cost=>=x+4cost,A=1,b(f) =cost, T =2

i =1z = z = ce' n’est pas périodique donc d’aprés le théoréme 2.4 il existe une seule

solution périodique de période 27.

27



Cherchons cette solution .

z = ey + / % cos sds
0

la condition de périodicité est :

27

ey + / e Fcossds = (g
0
27
(1—e")py, = 62”/6_5 cos sds
0
=% 27
= g% ]:A (sins — cos s)]
2 0
27 27 1 —27 i
. (l—e )(po = e —E(e —1) =><p(,=—§

| et ] e %(sint _ cost)
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Chapitre 3

Résultats complémentaires sur les
solutions pour les équations
différentielles linéaires d’ordre 2 a

coeflicients périodiques

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux résultats sur les solutions périodiques pour
les équations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients périodiques. Pour cela, nous

nous intéressons a une équation de la forme suivante :
T+a(t)t+b(t)x=c(t) (3.1)

avec a, b et ¢ trois fonctions réelles continues et T-périodiques.
Nous allons énoncer deux théorémes d’existence el d'unicité de solulions périodiques pour

1ne telle eqnafion.
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Théoréme 3.1

Considérons une équation du type ci-dessus, L’équation homogéne associée s’écrit donc :
E+a(t)z+b(t)z=0 (3.2)

Alors (3.1) admet une solution T-périodique pour toutes fonction ¢ (¢) si et seulement si
(3.2) n’en a pas
Lemme 3.1. L’équation (3.1) admet une solution T-périodique si et selement s’il existe

une solution x vérifiant la condition de périodicité :
z(T) = z(0) #' (T') =1’ (0) (3.3)

Démonstration du lemme 3.1 :

Sens nécessaire : 11 est évident que si z est une solution T-périodique alors z est au
moins de classe C? ef on a (3.3).

Sens suffisant : Supposons que z est une solution vérifiant (3.3).

Alors z vérifie le probléme de cauchy

E)+at)(@)+b(t)z(t) =c(t)
2 (D) =u; a"{0)=P8

On pose y telle que : y(t) =z (t+T).

vy vérifie alors le probléme de cauchy suivant :

GO +at+T)g@) +bt+Tyt) =ct+T)
p(O0)=o, 3 (0)=p

Comme a, b et ¢ sont des fonctions T-périodiques, on obtient exactement le méme pro-
bléme de cauchy pour z ct y, donc par unicité des solutions, on a que z cst unc solution

T-périodique de (3.1),
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Démonstration du théoréme 3.1. Considérons maintenant ’équation homogene (3.2).

On détermine (21, z2) une base de solution pour (3.2) telle que :

22(0) = 0 z,(0)=1

La solution Z de ’équation (3.3) vérifiant Z (0) = A et 7’ (0) = B s’écrit alors :

De la, par 14 méthode de variation des constantes, on en déduit la solution z de (3.1)

avec z(0) = Aet 2’ (0) =B

t

z (t) = Azy (t) + Bz (t) — 21 (2) / kel du + x5 () f ()
0
ot W (x1,zs) (t) est le wronskien de z;, z2 au point ¢.

On injecte cette expression dans la condition de périodicité (3.3) :

0 0
c(u) z2 (u) ¢ (u) 71 (u)
e @ 20 Wz ™
7 T

(T) = Az (T)+ By (T) — 2 (T) wégi(( A Gl / ) ?2;2”)@’

z(0) = Az;(0)+ Bz (0) — 21 (0)
0
z(0) = z(T)<= A= An (T)+B$2(T)-§-C’1
et pour la dérivée, on obtient de la méme maniére

' (0)

il

2/ (T)
B

Ay (T) + By (T) + Co

ou C; et C, sont les termes intégrales dépendants de ¢ (t) pris en 7.
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Done, de (3.3), on déduit le systéme suivant sur A et B :

(1-z:(T)A-2z(T)B = &4
4 (T)A+(1-24(T)B = G

On obtient un unique vecteur solution du systéme si et seulement si la matrice :
B

1—931 (T) — Ig (T)
—z1(T) 1-=5(T)

P =

est inversible et donc on obtiendrait une unique solution périodique pour (3.1).

Or on est en dimension finie, donc cela équivaut a I'injéctivité de la matrice, ie :

I

A A 0
P =0=
B B 0

Par conséquant, cela revient a montrer que P est injective si et seulement si les fonctions
x1 et zo ne sont pas T-périodiques.

On montre le sens suffisant par contraposée : supposons que P n’est pas injective.

Alors il existe un vecteur non nul tel que
B

2 (TVA+(1—-2,(T)B = 0

Ainsi, on obtient une solution Z de (3.2) qui serait périodique :
% (t) — Az (t) + By (t) Vie R

At B clant des constautes. Alord, il cst néeessoire ol sulfisant que 2, ou ey cat périodiquc.
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Par conséquent, on obtient un unique vecteur solution donnant une unique so-
B

lution périodique pour (3.1) si et seulement si z; et z ne sont pas T-périodiques

Ceci démontre le théoréme 3.1

Remarque 3.1

Ce théoréme est un théoréme d’unicité : pour toute fonction ¢(t) il existe une unique
solution périodique.

Théoréme.3.2

On suppose que a (t) =0 V¢ € R. Donc I’équation (3.1) s’écrit
Z@)+ b))z (t) =c(t) (3.4)

ou b et ¢ sont des fonctions T-périodiques.

Alors, (3.4) admet une solution périodique si et seulement si on a :

T

/qﬁ(u)c(u)duzﬁ

0

pour toute solution périodique ¢ de Péquation homogeéne associée a (3.4).
Excrcice
Nous allons se placer dans le cas ou b (t) = n?, Vi € R

On considére alors 1’équation diffirentielle suivante :
(@) +n%z () = £ () (3.5)

ol n est un entier non nul et f une fonction 2w-périodique.

Montrons que (3.3) admet une solutlon pérlodique sl el seulement sl on & :
2m 2
/f (u) cos (nu) du = /f (u) sin (nu) du = 0.
0 0
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Solution :
Sens direct :
Déterminons d’abord les solutions de I’équation homogeéne associée a (3.5).

On cherche en effet z; et x5 vérifiant
(0)=1, 27(0)=0; z2(0) =0, 23(0)=1

On considére le polynome caractéristique de I’équation homogeéne dont on a une racine
réelle double n .De la, on obtient les solutions z; et zs qui satisfont :

Pour z; :

z1(t) = Ajcos(nt)+ Bjsin(nt)
o () = B

d’'ont 1 (t) = cos (nt).

Pour x5 :

z3(t) = Ajcos(nt)+ Bysin (nt)
i) (0) = 0
gl == &

d’out 3 (t) = sin (nt) .
Donc on obtient la base fondamentale de solutions (cos (nt) , sin (nt))

dont le wronskien en tout point est

W (cos (nt) ,sin (nt)) = cos (nf)  sin (nf) = ncos® (nt) + nsin® (nt) = n.
—nsin (nt)  ncos(nt)
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Maintenant, revenons a 1'équation (3.5). Soit 2 une solution périodique de (3.5). Il existe

deux réels A et B tels que
i

xm—AmﬂmHmeﬂcm@ﬂ/mﬁ%%%m@ﬂmMQ/mﬁﬁﬁﬁmm

x étant 27-périodique, elle vérifie la condltlon de périodicité et on a alors le systéme :

z(0) = Acos(0)+ Bsin (0) — cos (0)/&71:(%2(@4_@1 (0) ]Mdu

27

nu)

z(27) = Acos(2nw)+ Bsin(2nw) — cos (2nm) /Mdu + sin (2n7) ]ML_ i

z(0) = ﬂ%q¢¢A=A+/i@%?@ﬂm

et on fait la méme chose pour

f (u) cos (nu)
W (cos (nt) ,sin (nt))

7' (t) = —nAsin(nt) + nBcos(nt) + nsin nt)/

f (w) sin (nu) 3
W (cos (nt) ,sin (nt))

+n cos (nt)

S,

z'(0) = z'(2m)

27
nB = nB-i—n]Mdu

n
0

Done on a les &palités anfvantes

dn

/w_<_Jd MY L P
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On en déduit que :

27 27
1/ 1/
~/f (w) sin(nu)du = —/f (u) cos(nu)du =0
n n
0 0
d’ou la résultat attendu pour b (t) = n?.
Sens réciproque :
On suppose que pour toute fonction f 27-périodique, on a :

2% 27

]f (u) sin (nu) du = /f (u) cos(nu)du = 0

0 0
On reprend ce qu’on a déja fait dans le sens direct . Si z est une solution de (3.5) pour
une certaine fonction f , alors elle s’écrit :

t

x(t) = Acos(nt) + Bsin (nt) — cos (nt) /Mdu + sin (nt) /-Mdu
0 0

On a donc facilement que

z(0)=A (0] =k

mais aussi

z(2m)=A o' (2n)=nB

car les termes intégrales sont nuls.
Donc x vérifie la condition de périodicité (3.3) et est solution de (3.3), c’est-a-dire x est

2m-périndique.
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