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Résume

Nous considérons le systeme d’équations du mouvement d'un gaz vis-
queux barotropique en coordonnées lagrangiennes en une dimention dans
un domaine discrétisé et nous démontrons I'existence et I'unicité de la solu-
tion, premiérement dans le cas sans force extérieure et en second lieu avec la
présence d’une force extérieure. En outre nous examinons le comportement
asymptotique de la solution, en démontrant la convergence de la solution vers
0 dans le cas d’absence de la force extérieure. Pour obtenir ces résultats, en
particulier pour le comportement asymptotique, il est essentiel d’obtenir de

bonnes estimations de la solution.



Introduction

Dans ce mémoire nous étudions le systéme d’équations du mouvement
d’un gaz visqueux dans un domaine en une dimension discrétiseé.

Dans les années 1970, Kazhikhov ([17]) a démontré Dexistence et 1'uni-
cité de la solution du systéme d’équations du mouvement d’un gaz visqueux
barotropique dans un domaine en une dimension. Vers la fin du XX siécle
Tornatore et Fujita Yashima [16], ont généralisé le résultat de I'existence et
I"unicité de la solution au cas ot on ajoute aux équations une perturbation
stochastique. Dans ce travail on trouve une “bonne” estimation de la vitesse
qui pourrait faire prévoir l'existence d’une mesure invariante, c’est-a-dire
la version stochastique de la solution stationnaire vers laquelle la snlntinn
converge. Toutefois, il a fallu plus une quinzaine d’années et une modifica-
tion des équations par des approximations, pour obtenir Iexistence d’une
mesure invariante pour cette équation stochastique (voir [4]). L’approxima-
tion introduite dans ce travail (voir [4]), consiste & discrétiser le domaine et
4 Introduire un poids > 0 qui régularise la fonction de densite.

Cet aspect de Papproximalion fait naitre une curiosit¢ : si nous retour-
nous au systeme d’¢quations déterminist.cs, c'est-d-dire, si nous éliminons
la. perturbalion stochastique, quelle solution nous pouvons obtenir 7 Quelle

est la relation entre le systéme d’équations dans le domaine continu et celui
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dans le domaine discrétisé ? Dans le présent mémoire nous allons chercher a
répondre & cette question.

Pour cette raison, dans ce travail, nous nous intéressons a étudier le sys-
téme d’équations du mouvement d’un gaz visqueux barotropique dans un
domaine discrétisé avec la régularisation de la densité. Nous allons démon-
trer I'existence et 'unicité de la solution des équations discrétisées dans deux
cas sans force extérieur et avec force extérieur. L’étude du convergence de
la solution vers 0 dans le cas d’absence de la force nous permet d’analyser
le comportement asymptotique de cette solution & savoir I’'obtention de sa
éstimation. Ainsi, nous avons réssi 4 démontrer I'existence de la solution et
sa comportement.

Le plan de travail est le suivant

Le premier chapitre consiste & rappeler le systéme d’équations général,
qui décrit le mouvement d’un gaz visqueux barotropique et sa réduction a
un domaine en une dimension.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons la transformation des équa-
tions en coordonné lagrangiennes massiques. Nous allons donner quelques
caractérisations de la solution de ce systéme d’équations.

Ainsi, dans le troisiéme chapitre, consiste a ’étude du systéme d’équa-
tions dans le domaine discrétisé et avec un poids régularisant la densité. Cette
discrétisation peut correspondre 4 un schéma de différences finies du systéme.
Nous avono d'ubord olbtenu, d'aprés s resiltats generaux sur les KDO), 'exia-
tence el I'unicité de la solution avec des données initiales sans force extarienr
Fnlin, &udious quelqnes tentatives fsur lo vuporbement asy gaokin s,

Enfin, dans le quatricue cliapilre, nous generahsons le résultat obtenu
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dans le chapitre 3 concernant Iexistence de la solution avec force extérieur.



Chapitre 1

Equation du mouvement d’un gaz
visqueux barotropique

1.1 Systéme d’équations général du mouvement
d’un gaz

Les équations qui décrivent le mouvement dun gaz visqueux se trouvent
dans plusieurs ouvrages; nous citons [11], qui est un des plus classiques,
et nous suivons en général la formulation donnée par cette réfference [11].
Ces équations sont établies par les lois de la conservation de la masse, de la
conservation de la quantité de mouvement et de la conservation de I'énergie.

Désignons par ¢ = p(t, z), la densité du gaz, par v = v(t, ) = (v (t, ),
va(¢, ), v3(¢, 7)) la vitesse, par p = p(t,z) la pression et par T = T(t,z) la
température. La loi de conservation de la masse et celle de la quantité de

mouvement, s’expriment par les équations

o+ V- (ov) — 0, (L1
.9 )
Qa;'l)j -+ Q;U}c@_ﬁfkvj + BL_L':p = (12)
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3
a s, 2 d
kZE—( 32 +5;ijk—§5jkv'v))+a—mj(Cv'U)+ij,

7=12,3,

tandis que le bilan de I’énergie, exprimeé en fonction de la température,

sera décrit par I’équation

0, (0T +v-VT) +pV -v = (1.3)
: 2 v,
=¥- fiVTJr??Z BU’ g;" gdjkV'?))a—zjc+C(V'U)2+E;

J,k=1

enfin la pression p doit étre déterminée par la densité p et la température:

en adoptant approximation du gaz idéal on a

p=RET. (1.4)
1

Dans ces équations, 5 et ¢ sont les coefficients de viscosité d’écoulement et
volumique du gaz, f = (f1, fo, f3) est la force extérieure, E est la source
de chaleur (par exemple, dans l'atmosphére E est principalement due & la
radiation), tandit que ¢, est la chaleur spécifique du gaz, k est la conduc-
tivité thermique du gaz, R est la constante universelle des gaz (R ~ 8,31 -
107 erg/mole - K) et u est la masse molaire moyenne du gaz considéré (dans

le cas de 'air on a p = 28, 96).

1.2 Mod¢le d’un gaz barotropique

Te systéme d’équationg (1.1), (1.9), (1 3) wsil axsuw complexe. Tour cela,
on considére souvent un systéme un peu simplifié en adoptant une approxi-

mation qui considére la température comme fonction de la densité. Cela peut



UrIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

réduire la pression & une fonction seulement de la densité, de sorte que le sys-
téme ne contiendra pas explicitement la fonction inconnue T représentant la
température. Le gaz dont le mouvement est décrit par un systéme d’équations
de ce type est appelé gaz barotropique.

Pour construire un modéle d’'un gaz barotropique, nous partons de quelques
considérations sur I’équation (1.3). Comme la diffusion de la chaleur due au
flux de la chaleur —xVT est, dans les gaz, assez lente et la contribution &
l'augmentation de la température due au frottement interne du gaz est elle

aussi petite par rapport aux autres termes, en posant

nous considérons I’équation approchée
0cy(OT +v-VT)+ R 0TV -v = 0. (1.5)

Pour cette équation, notons que le long de la trajectoire de chaque partie

du gaz le rapport donné par

1
o K R
ﬁ(tv $) = —(—.’%‘ = <R3 11 (16)
o(t,z)" =

reste invariant. Plus précisement, on a le lemme suivant.

LEMME. Si v, o et T vérifient les équations (1.1) et (1.5) dans le domaine

Q pour lg <t <y et sila trajectoire

o1,
{zeR’ | w=ult x). t; £t < K. Z(ton) = mo +/ (', (', o)) dt!

to
reste dans le domaine Q, alors pour (1, x) donné par (1.6) on a

(¢, 2(t, o)) = I(lo, x0), Vi C [ty, t]. (1.7)

9
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Pour la démonstration, voir [1].

On remarque que, d’aprés ce lemme, ¥ reste constante sur la trajectoire

de chaque partie du gaz et donc on a
T(t, o) =9"p(t; 5) L.

Si la valeur de 9 est constante dans tout le domaine (2, alors on peut poser
Tibyx) =Pl (1.8)

ou ¥ est une constante positive. Si on substitue la relation (1.8) dans (1.4),

on obtient

p=Ri¥p0" ! = ho?, (1.9)

ot & = 7. Maintenant, si on substitue (1.9) dans (1.2), on a

3
d
00v; + Z vj + h—g"’ = (1.10)
k=

3
. d 2 0
Z__( a—n " gdjkV'U)) +8—%(CV-U)+QE,

£ dz;. 6$j

7=12,3,

En outre, si nous considérons 7 et ¢ comme constants, I’équation (1.10)

se réduit, A

o8+ o(v - Viu+ hVo' = nAu | ( +V(V -v) + o/, (1.11)

OJI-'S

On remarque que le systéme d’équations (11), (1.11) cst considérablement

plus simple par rapport au systéme d’quations (1.1), (1.2), (1.3) et que la

10
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température 7' ne figure plus comme quantité indépendante dans le systéme.
Ces circonstance ont certainement favorisé la réalisation de nombreux travaux

mathématiques concernant le systéme d’équation (113 [LI1}

1.3 Equations du gaz barotropique en une di-
mension en coordonnées eulériennes

Si on suppose que le mouvement d'un gaz est homogeéne dans deux di-
rections, on aura un systéme d’équations en une seule variable spatiale. Plus
précisément, nous supposons que toutes les fonctions qui figurent dans le
systéme d’équation (1.1), (1.11) ne dépendent que de z1. Alors le systéme

d’équation (1.1), (1.11) se réduit a
Ok + Oy, (ov) = 0, (1-12)

52
00,0 + 0(v0y, Jv + hy, 0" = U Uiy (g + )0 (0zyv) + of,  (1.13)
1
ot, pour simplifier la notation, nous avons écrit v au lieu de v;. Or, si on
pose
4n

#=§+C=

et si on écrit simplement z au lieu de z;, ’équation (1.13) se simplifie dans

la forme

0(0pv + v0,v) = pd2v — hd,0" + of. (1.14)

Tie systéme d’équation (1.12), (1.14) pcut étre envisagé par exemple dans le

g T =10, 1 avee les condibions wun limiiey

v=20 pour =0, 2=1, (1.15)

11
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et les conditions initiales
0(0,z) = go(z), v(0,z) = vy(x). (1.16)

A titre de comparaison, citons aussi le systéme d’équations du mouvement
d’un gaz visqueux et calorifére en une dimension en coordonnées eulériennes.
En effet, si on réduit les équations (1.1), (1.2), (1.3) & une seule dimension
spatiale et si on considére constants les coefficients de viscosité et de conduc-

tivité thermique, le systéme d’équations se réduit 3

90 + Bz(ov) = 0, (1.17)
0(Orv + v0yv) = pd2v — R18,(oT) + of, (1.18)
0¢y(O,T + v9,T) + Ry 0Td,v = kBT + p(0,v)?, (1.19)
ou
p= %ln +¢.

On peut envisager le systéme d’équations (1.17)-(1.19) par exemple dans le

domaine D =]0, 1], c’est-a-dire
0= g 1,
avec les conditions aux limites
v =0, N E ) pour =10, we= ], (1.20)
et les conditions initiales

0(0,2) = oo(z), (0, z) = vo(a), T(0,z) = Tp(z) pour z € [0,1].
(LZL]

12



URNIVERSITE 8 Mal 1945-GuUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

1.4 Equation du mouvement d’un gaz barotro-
pique en une dimension en coordonnées la-
grangiennes

Comme il est bien connu, lorsqu'’il s’agit d’une équation du mouvement
d’un gaz en une dimension spatiale, I'utilisation des coordonnées dites lagran-
glennes peut étre utile. Les coordonnées lagrangiennes (£, 2,) normalement
utilisées dans la mécanique des milieux continus utilisent la position initiale
Zp comme coordonnées spatiale, de sorte que les coordonnées lagrangiennes

(¢, zp) sont lites aux coordonnées eulériennes (t,z) par les relations

d o
L S ) (1.22)
dt
avec les conditions initiales
$(.’L‘0; 0) = Xy (123)

Ces relations nous conduiront & la transformation des équations (1.17)-(1.19)

el

92

B0+ —d,v =0, (1.24)
Qo

, I, Ly 40, :

dt'U Fieg Rl_d’co(QT) = “_dxo(;dxofu) EE ./: (125)
0o % 0o
BT + Ry 2T0,00 = 520, (L84, T) + -2 (Byy0)?. (1.26)
90 Zo ©o 0

(ponr Tes détails de cotle Lransformation, voir 1] ,[2]).
Pour le mouvement d'un gaz en uue dimension spatiale (dans un intarvalle
borné) em preul uliser uu aulre systéme de coordonnées, qui est souvenl plus

commode. Tl s’agit des coordonnées (t,€) dites coordonnées lagrangiennes

13
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massiques, qui sont définies par les relations

§=¢&(z0) = ./D oo(z)dx’, t=t.

On remarque que la variable £ = ¢ (o) représente la masse du gaz contenu

dans l'intervalle [0, zo] & l'instant ¢ = 0. On a les relations

TEL‘U_ = 90(930): 8—220 = ‘—-_d.’l?g o€ = 90(330)36-

Ces relations nous permettent de transformer le systéme d’équations (1.24)-

(1.26) en un systéme d’équations exprimées dans les coordonnées (t,€) dans

la forme
@Q + 928§U = 0, (127)
Orv + R10¢(0T) = e (00¢v) + f, (1.28)
0T + R10TOcv = k0¢(00¢T) + po(Bev)?. (1.29)

Pour les détails des coordonnées lagrangiennes massiques et pour la trans-
formation de (1.25)-(1.27) en (1.28)-(1.32), voir [2].

Comme dans le cas des équations en coordonnées eulériennes, on peut
envisager le systéme d’équation (1.27)-(1.29) par exemple dans le domaine

D =]0,1[ avec les conditions aux limites
v=0, &T=0, pour £=0, £=1, (1.30)
et les condilious initialon
0(0,8) = 00(&),  v(0,6) =w0(§), T(0,6) =Ty(§) pour £€[0,1].

(1.31)

14
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Formellement le choix du domaine D =]0, 1] rassemble a celui du cas des
équations en coordonnées eulériennes. Mais dans les coordonnées lagran-
giennes massiques le choix du domaine D =]0, 1] signifie que la masse totale

normalisée du gaz est égale a 1, tandis que 'ampleur du domaine spatial

|
l d%@ﬁ'

L’existence et 1'unicité de la solution dans tout I'intervalle de temps du pro-

(physique) est donnée par

bléme (1.27)-(1.31) ont été démontrées par Kazhikhov et Shelukin 8]

Si nous considérons le modéle barotropique, en utilisant les coordon-
nées lagrangiennes massiques, nous pouvons transformer les équations (1.12),
(1.14) en

o+ 0*0v =0, (1.32)

0w + hep" = pde(0dev) + J. (1.33)

Le systéme d’équations (1.32)-(1.33) peut étre envisagé par exemple dans le

domaine D) =]0, 1[ avec les conditions aux limites

I
o

v pour £=10, =il (1.34)

et les conditions initiales

9(015) = QU(&): U(Oyé) = UU(&): pour f & [O, 1] (135)

I'existence et I'unicité de la solution glahale du probléme (1.32) (1.35)

onf. été démontrées par Kazhikhov [7].

15



Chapitre 2

Equation du mouvement d’un gaz
visqueux dans un domaine
discrétisé

Dans ce chapitre, nous allons formuler le systéme d’équations d'un gaz
visqueux barotropique en coordoonnées lagrangienne, en une dimension sur
un domaine discrétisé. Il s’agit de la version déterministe du systéme d’équa-
tions stochastiques étudié dans [4] (voir aussi [5]). Cette discrétisation peut
correspondre & un schéma de différence finies du systéme pour le calcul nu-

mérique.

2.1 Domaine discrétisé du mouvement d’un gaz
visqueux

Rappeloms d’abord le systéme d’équations ( L.32)-(1.33), en coardomnées
lagrangiennes massiques ¢ du mouvement d’un gaz visqueux barotropique,

en une dimension spatiale, que nous réécrivons dans la forme
v — nB:(0dem) - ha(¢") | ¢, (2.1)

16
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3% = O¢v; (22)

nous le considérons dans le domaine
l€eLT (2.3)
avec la condition aux limites
v(0) = v(1) = 0. (2.4)

Il est bon de rappeler également que pour la pression p nous avons utilisé
Iéquation
p = hgo" (h : constante positive).
Pour formuler les équations dans un domaine discrétisé, équations cor-
respondantes aux équations (2.1)-(2.2), nous définissons une subdivision de

intervalle [0,1] en N sous-intervalles. Soit N € N, N > 2, On pose

G=5 i=01..,N (2.5)

Nous posons aussi
1

Considérons les deux fonctions v(t, £) et o(t,£) définies sur R x [0,1], qui

§ (2.6)

représenteraient respectivement la vitesse et la densité du gaz et devraient
vérifier les équations (2.1)-(2.2). Supposons que o(¢,£) > 0 pour tout (t,€) €
R x [0,1]. Posons

WO =0v(tE), B0 —et, 2, i=01,-,N.

REMARQUE. On pose
(1] Lo = .
JLiN = aﬁ”lc‘:.__f"—%"rff - S(Q;(t) — 0 l(t))7 1= 01 1: S >N1

17
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i i [ ~ :
RE’%] = aﬁ(gv)lgzﬁ = E((Ql-l-l(t))ﬂr e (Qt(t))"!); t= 0: 11 o 1N - 1)
; 1
R[S’Z]za' itEi— ““'Ai_’;f .
N EUIE=%J 6(9 Di-1)
Siv(t,-) € C*([0,1]) et o(t,-) € C([0,1]) (pourt € Ry fixé), alors on a
Ryl =0, RY's0, RS0, powr NS oo
La démonstration de ces relations est immédiate de la définition des es-
paces C%([0,1]) et C*([0,1]).
Cette remarque justifie que les approximations

Low Ba—T . G—Ta
65(9351)”5:5:. = 5[9i+1+T - Qi'—(s—z] (2.7)

| P - BEE, R
= ﬁ(@iﬂ%’ﬂ — (0i41 + 0:)0; + 0:05_1),

1 5y
85(97”&:& = 3((9241)7 - (Qi)’y): (28)
ot o
Bgvlfzsﬁgm o '{ST('Ui = Uiy ) (2.9)

sont valables dans le sens que les deuxiémes membres de ces égalités approxi-
matives tendent vers les premiers membres quand N tend vers infini.
Rappelons également que les approximations (2.7)-(2.9), sont du méme
type que celles communément utilisées dans le calcule numérique.
Sur la base des relations (2.7)-(2.9) nous proposons les équations appro-

chées des équations (2.1)-(2.2) ayant la forme

o ) ; TR e i
T ;.;Q(w,mu (e 1)y | ou,_y) g Quna) = () 1 g, )

i=1,--,N—1,

?
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%iz%[ﬁikm_l], f=ils v o N, (2.11)
Dans (2.10) 5 et h sont des constantes, strictement positives et v est une
constante telle que 1 < y < 2, comme dans (2.1). Il s’agit donc d’un systéme
d’équations pour 2N — 1 inconnues Ui >+ 5 ety P1g * = O

L’équation (2.10) doit étre complétée par
v =uvy =0,

ce qui correspond évidemment aux conditions aux limites (2.4).

2.2  Formulation des équations du mouvement
d’'un gaz barotropique en une dimension
spatiale dans un domaine discrétisé avec un
poids régularisant

Les auteurs de I’article [4] disent qu’ils ont trouvé une difficulté pour le
moment insurmontable pour démontrer I'existence d’une mesure Invariante,
pour le systéme d’équations stochasliques correspondant au systeme d’équa-
tions (2.10)-(2.11). Pour cela ils ont proposé un systéme d’équations appro-
ché, en introduisant un “poids” & régularisant la densité. En prenant acte de
cette difficulté, nous proposons nous aussi d’introduire une approximation de
I'équation (2.11).

Soit € > 0. Au lieu de (2.11), nous considérons

d 1 |
ﬁ—=:[®f—t’-’-1]+ﬁ“f‘, i=T1,000,N.
hooi A 0y

Doue, can AEAnitive, e systime t'dquationn quo nouo allona vamiaileer B,

d . h N ; S
= 071 (owivmi e (g + pdo+ givey) sUane)” (0)7) + Ji (2.12)
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d 1 1 €
= —[v; — v +e - =, ‘:]_,--.,N_ 2.13
dt o; r)[y vt e 0 ' (212

Le systéme d’équations (2.12)-(2.13) devra étre considéré avec les conditions

aux limites
vo=vy =0 (2.14)

et la condition initiale
Ui(O):’UOE‘, 2:1, JIV_]‘) Q’i(o):g(}i: 2:1 ,N' (215)

Lorsque nous considérons la condition initiale (2.15), outre la condition

naturelle pour la densité
0:(0) > 0, t=1,--- N,

nous exigeons également que

AN
Z O I (2.16)

La condition (2.16) signifie que 'espace occupé par le gaz a l'instant ¢ = 0

est 1 (c’est-a-dire, normalisé pour 'unité de longueur).

2.3 Quelques considérations préliminaires

Si g; > 0 (o; devant correspondre & la densité & un point, nous voulons

que g; > 0), alors, en posant

7 = 106 i,

20
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on peut transformer le systéme (2.12)-(2.13) en

d _ . , h _ )
Eiyi = 522(8‘7{+1Ui+1‘(BGH’I+6cr’)’t’i+€m'b‘i—1)_E((egﬁl)v—(ea’ )T)-!-fi, (2]_7)

=il o N = 1,

a__ e
a’iT T

Le systéme (2.12)-(2.13) est & considérer 4 valeurs dans RV-1 x (R4)Y, tandis

[?)i = 'Ui—l] = E(Bgi = 1), 7= ]., AL ,N. (218)

que le systéme (2.17)-(2.18) est a considérer & valeurs dans R2V-1. Donc,
du point de vue technique, il est plus convenable de considérer le systéme
d’équations (2.17)-(2.18).

On rappelle que I’équation
atg = _92851):

joint & la condition

B0} =w(l) =0,
entraine la relation
flLdgz l;dg Y& 20,
o 0(&,¢) o 0(£0) -
Comme, dans les coordonnées lagrangiennes massiques, T-Elﬁ représente le
volume occupé par le gaz, cette égalité signifie que l'espace (longueur de
Pintervalle) occupé par le gaz reste invariante. Si on normalise la longueur de
Vintervalle oueupé par le gaz, on aura fol(g(g, t)) ldf = jol(g(g,o‘))—ldg =1
A ce fait devrait correspondre, dans notre probléme discrétise, la relation
i\rj ; =1, Vixao. (2.19)
0i(t)

i=1
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En effet, si on somme les deux membres de (2.13) pouri=1,--- , N, en

tenant compte des conditions (2.14), on a

d
di

gk

5 LA
gz-(t):“E;th)’

=1
sl on considére cette équation comme une équation différentielle ordinaire

pour la fonction (inconnue) y(t) = Zfil Q—_'gt—) et on résout le probléme de

Cauchy consistant a cette équation, avec la condition initiale (2.16), on trouve
(2.19).

Pour I'expression en o3, la condition (2.16) s’exprime évidemment par
N
§Y e =1 (2.20)
i=1
et la relation (2.19) sera exprimée par

AT
§Y e =1 Vvi>o0 (2.21)
=1
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Chapitre 3

Solution du systéme d’équations

sans force extérieure

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons démontrer I’existence et I'unicité de la so-

lution du systéme d’équations (2.12)-(2.13) sans force extérieure, c’est-a-dire

systéme d’équations (2.12)-(2.13) avec f; = 0 avec les conditions aux limites

(2.14) et avec la condition initialc (2.15). Plus précisémenl on considére le

probléme

d h
&rtvi = ;]‘Q(Qi+lvi+l — (0i41 + 0:)v; + Qe'%'—l) = g((&ﬂ)? - (Qﬁ)'y)a

d 1 1 £
i e =y - ) .:1)“'3N!
dt p; O[U Bl 8 0; '

vg =un =0,

’U-,;(O):'Ugi, ?'Zla:N‘lv Qi(o):gﬂil 7-‘:]-:"'1]\]'

23
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Or, comme nous Iavons remarqué, du point de vue technique, il nous

convient de considérer le systéme d’équations exprimées en

o; = log o;.

<

Donc, sachant que les deux systémes d’équations sont équivalents, nous allons

considérer le systéme d’équations

d 7? i a; o; aq h Oit1 Ti
E’U{ = 52—(8 +1Ui+]_ = (6 tH+te )'Ui +e 'Ui_l) = S((e it )’}' _ (8 )7), (35)
{1, v o =1,
L o eJi[ v;—1] —e(e” — 1) =1 N (3.6)
—0; = —— v — v, 4] — — = S 5 . 3
dt i 6 (% —1 ) ) )

avec la condition aux limites
v =vy =0, (3.7)
et les conditions initiales
vi(0) = vp;, i=1,- N1, i (0) = oy, i—1,+ . N. (3.8)

]

Pour les données initiales, nous exigeons également la condition

N
4y =], (3.9)
i=1

Il est clair qu’il s’agit du probléme de Cauchy pour le systeme de 2N — 1

équations différentielles ordinaires, dont les inconnues sont

ou, si on Iécrit dans la forme vectorielle,
X0) = (). o (0, ax(0), o+ (1)) @ RO L
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la condition initiale est
XD = (Uﬂlﬁ 5 UN-1,001, """ :JDN)-

Dans le formalisme du probléme de Cauchy pour un systéme d’équations
différentielles ordinaires, la condition v, = vy = 0 signifie simplement, que
Up et vy ne sont pas inconnues, mais elles sont deux valeurs (dans notre cas
= 0) données. Mais nous avons écrit la condition (3.7) comme il s’agissait
des conditions aux limites pour les équations aux dérivées partielles, car
dans le raisonnement pour la démonstration de existence et I'unicité de la
solution, nous allons utiliser cette condition d’une maniére analogue au cas

des équations aux dérivées partielles.

3.2 Existence et unicité de la solution du Sys-
teme d’équations sans force extérieure

Notre premier résultat est le théoréme d’existence et unicité de la solution
du systéme d’équations (3.5)-(3.6) avec la condition initiale (3.8) satisfaisant

a la condition (3.9). On va démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 1. On suppose que (001, -, o0n) vérifie la condition (3.9).

On pose
v =uy =0. (3.7)

Alors, quel que soitt) > 0, le systéme d’équations (3.5)-(3 R) aver In condition

initiale (3.8) admet, dans Uintervalle [0, t,], une solution (w1(t), -+ ,on_1(0),
01(),--- ,on(t)) et une seule. En outre elle vérifie la relation
N
§Y el =1 w>o, (3.10)
=1
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DEMONSTRATION. On considére le systéme d’équations

h
dv; = [6—2 (€™ vip1 — (™ + e g+ €% vy ) — S((Coi“y —(e”)Mdt (3.11)

=
dt

avec la condition initiale

i
01 = —5(e"[v; —vi1]) —e(e™ - 1), i=1,---,N, (3.12)

v;(0) = vp;, =1, oo (N =1, i(0) = oy, b=ilys = Ny (313)

LEMME 1. Il eziste un t; > 0 tel que le systéme d’équations (3.11)-(3.12)
avec les conditions (3.7), (3.13) admette, dans lintervalle [0,%1], une solution
(v1,-++ ,uN_1,01," - ,0N) et une seule et elle vérifie linégalité

§ h &
5 Z(‘Uz(t))z + m Z(eo‘i(t))'y—l < Co -+ Clt, Vit e [O, El], (314)

i=1 i=1
ot Cy et Cy sont deuzx constantes positives.

DEMONSTRATION DU LEMME. On remarque que ce systéme est un sys-
téme d’équations différentielles ordinaires dont le deuxiéme membre vérifie lo-
calement la condition de Lipschitz. Donc pour tout (vy,--- ,un_1,07, -, oN) €
R?*M=1 e probléme en considération admet, dans un intervalle [0, #;] (£; > 0),
une solution (vy,--- ,uy_1,01, - ,0n) et une seule.

Pour démontrer I'inégalité (3.14), on considére la fonction

N—-1

= .
Wt = 3 D ()"

=1

3l i revenons anx sysleme o '‘banation

d'l)-g o o G o h o 57
d_i‘ = -;—7)-(6‘ z+1’U;.|_]_ = (E R ’_)’U, | ¢ "U,;_l) s B‘((P t'H)T (f' & )/Y),

26



UniversiTE 8 Mal 1945-GueLMa DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

en multipliant par v; et § les deux membres de cette égalité et en faisant la
somme pour ¢ =1,--- | N — 1, on obtient

N-1 N-1

(SZUI.%{ = 521’3{;5 (315)

=1 =1

ou
G; = i(ea""‘lv- — (eﬂz’+1 + eaf)v- + e%iy; ) = E((eai+l)7 _ (ef"i )7)
1 52 i+1 i i—1 5 .

On a donc
Z ]v;|2 = 521}1

On va utiliser aussi la notation |[v|| définie par

N-1

Il = > Joil*.

i=]1

En utilisant cette notation, on peut écrire I'égalité (3.15) dans la forme

N-1
- ] h . "
2[ﬂ,” vP=06) v 61 e ‘“'Uz+1‘(EU‘“+€0')Ui+€m‘t’z'—1)—g((ea‘“)'—(60‘ )7))-
i=1
(3.16)
Or, on remarque que, a 'aide de la relation (3.7), on a
N-1
) Z TJiJ—T‘;( T iy — (€7 + e ) + %) =
i=1
N-1 4 7 .
=— Z =€ (v — vi_1)? + =€V (uy — uy_;)un_; — et (v1 —vo)vy =
£ § 5

TN n

[— 0'1 _ 2

= ] () (U’l ,Ulp_l)
s
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En outre, en utilisant toujours la relation (3.7), on a
N1y
—a ¥ ap—((e"*)T —~ (")) = hd — v;_1)e% (€)1,
> w6 = Z 1) ()7
En y substituant ’expression de 2(v; — v;_1)e” qui résulte de (3.12) et en

utilisant 1'égalité

d 1 d
oy Yy—1 7 r— «:rt b l
A b P L)
on obtient
N-1 L
iy = ((e7+1)T — (%)) =
1§=1:v S(en) = (e7)7)

_ ho Z;; h€5Z o) _(eﬂ'i)'}'*l)-

Si on substitue ces égalités dans (3.16), on trouve

N

M on hi ~d i
2 2 L famiNey=1 Fi\Y__ [0\ 7—1
Sl = Z}_liée Py 3 e heai;((e )'=(e7)™),
ou N
; ho
fI2 Y—‘_‘ LS T v
L L ) (3.17)

= Zn e (v; — vi_1) —hEéZ( TN — (7)),

On remarque que

: ) -1 —
— ()" = ()"™) < sup(s7™! — gM) = (L Lyr1 _ (TLyy (g4
5>0 o v
D’autre part, il est clair que
N
M n(:""(m - )2 <0

]
=1
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Donc compte tenu de (3.18), on déduit de (3.17) que

N

hd a0 =1 7_*17*1_ 7__i7
T <o - (). (319)

éd
7_11‘_1

Sl +

On voit aisément que I'inégalité (3.19) implique I'inégalité (3.14) avec

=33+ 2 S, G- (1
0 ) s 0i ¥ — 1 = 3 1 ~ p” .

Le lemme est démontré. [

CONTINUATION DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Comme
nous I'avons déja remarqué dans la déduction préliminaire de (2.21), 0n a
N

- d
§Y e = —5Ze*°=ao~i -

i=1 i=1

8|

g%

*5‘28_“(—7[%' — 'Ui—lD — Elg™— 1)) =

- N
= Z[’Uz — Vi) + 255(1 —e %) =

Il est clair que, en vertu de la condition (3.7),0on a

N
S o= i 1] =y =0

i=1

Donc, en rappelant la relation EiL d=1,0ona
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Si on pose
N
y(t) =6 e
=1

et si on tient compte de la condition initiale

N
y(0) =48 e =1
i=1

donnée par la condition (3.9), on a le probléme de Cauchy

% ) =c(l-y@®), ¥ =1,

dont I'unique solution est, comme on le voit immédiatement,
yft)=1 W=D,
c’est-a-dire, la relation

N
6 e =1 vi>0 (3.10)
i=1
est établie.

La relation (3.10) implique entre autres que

F 1
e %) < 5 pourtout i et pour tout ¢ > 0.
D’autre part I'inégalité (3.14) implique que

n@yr-1 - (1= D(Co+ Cit)
(ST hé 7

uu

pour tout 7 et pour tout ¢ > 0.

i(t) (v = 1)(Co + Cit)\ 5=
BEEE ( e )
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De ces relations on déduit que

(Co + Clt)) o

0<6<em® < ((’Yﬁl)hé

pour tout 7 et pour tout £ > 0, ou

1%5gaﬁ)g_i_bgﬁ7‘”“%+cw) (3.20)

v—1 ho

pour tout 7 et pour tout ¢ > 0.
On rappelle d’autre part que d’aprés (3.14) on a

GG

vi(t)? < ; )
ou
2(00 + Clt) . 2(00 + Clt)
Y S < (t) < S (3.21)

pour tout ¢ et pour tout ¢ > 0.

Les relations (3.20) et (3.21) nous permettent de prolonger la solution
locale construite dans le lemme 1 jusqu’a n’importe ¢; > 0, ¢’est-a-dire, on a
la solution globale. L’unicité de la solution globale dans I'intervalle arbitraire
[0,2;] résulte de I'unicité de la solution locale.

Comme I'égalité (3.10) a été déja démontrée et done la proposition 1 est

complétement démontrée. [J

3.3 Comportement asymptotique de la solution
du systéme d’équations sans force extérieure

Pour examiner I compartement agymptotiquo du lu vulution du systeie

d’equations (3.5)-(3.6) avec Ta condition initiale (3.8) (ct avec la condition
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(3.9)), nous partons de I'égalité (3.17), que pour la commodité de citation

(3.22)

nous numérotons de nouveau
N

h(s ( (2} )7*

dt

28 ol +
Z (vi —vi1) —hsoz ((e7)7 — (e“)*™ 1)

démontrée dans la section précédente. On va d abord établir quelques inéga-

lités concernant les termes du second membre de (3.22)

Lemme 2. On a
= 7€ (v — vj1) >
DRSS (329
DEMONSTRATION. Comme v = 0 par hypothése, on a
vi =Y (v — 1),
=1
ou )
ol = (Y - vy-0)).
=1
On a donc
) N s N, . )
ol = 3= (305 = v5-)) = 32 (X = [e)hs — )]) <
i=1  j=1 i=1  j=1 (e%)2
N i B it
3Ly eyl
=1 g v g
N
(Sl e u
i=1 i1 Jj=1
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Or, comme on a

e 3
i=1
on déduit de 'inégalité precedente que

IUHZ ZZWEJ Vj — Uj— 1) ]

1—1_;'1

On a d’autre part

eJ’UJ—'UJl 1 "ivj—vj,12
ZZTJ' ( )? <_ZZ?7€ ( . ):

i=1 j=1 Vel =1
- N JZ ne’i (v; — vj—1)* _ iz ne’i (v; — vj-1)
/] j=1 6 677 g=1 (5

On en déduit

N
1 ne%i(v; — vj_1)?
B i~ Y
ol < 5 > 22 =)
j=1
ce qui donne (3.23). T.e lemme est démontré. [J

Lemme 3. On «

N N
= ()‘Z((eﬂs)v _ (ede)'r—l) — (52 [_ by (e—ﬂi)—(T—l) —e % 4 1] <0.
i=1 i=1
(3.24)
DEMONSTRATION. Comme § 3. e=o®) = 1 (voir (3.10)), on a
0 (e -

=1

et donc on obtient immédiatement la premiére égalité de (3.24).
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Considérons la fonction
fils)==s"+s0 D541 (s>0).
En faisant la dérivée de f(s), on a
d ==l =
sl = = -1 - L.

On voit aisément que

d
disfl(s) >0 pour D<s<l, Eﬁ(s) <0 pour s>1, (3.25)

)
- = = L.
dsfl(s) 0 pour s

Comme d’ailleurs f;(1) =0, on a
fi(s) <0 Vs > 0.

On a donc
N _ N
0D L= (T (€)Y 1] =8 e ) <0
i=1 i=1

Le lemme est démontré. O

De (3.22) et (3.24) on peut déduire que

RN S SO JCLANNR ¥ S —
§Z|’Ui| +7—_—1- ((j 1) S EZIUWI +ﬁ2(6 ') E (326)
=1 =1 i=1 i—1

Toutefois, nous allons voir un comportement plus fort que (3.26).

Lemme 4. Si on pose
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on a
a; > 0,

—1)2
(=1) pour 0<s<3. (3.28)

fi(s)=—s74+s0V_541< -7

DEMONSTRATION. En calculant la dérivée seconde et la dérivée troisiéme
de fi(s), on a
&?

Fahls)=—ylpt g +4lp~0e T,

3
dd—ﬁfx(s) =Yy +D(r+2)s77 2= (y+ 1)y(v— 1)s™72

Par des calculs élémentaires on voit que d—z; 1(8) est négative pour 0 < s <
que 4= g P
3 Lk 2 i
:—ﬂ et que ;? J1(s) est positive pour 0 < s < :’r—f% ; donc % f1(s) est croissante
1+2

pour0 < 5 < :—*_‘f Si on choisit 3; = g, on a évidemment 1 < 3, < % £ oors

On en déduit que
d? d?
—_ < —fi(s ‘ = —a.
ds? fils) < ds? his) - ®
Done, compte tenu des relations

=0

s=1

£11) = 5109

bl

on a
(s—1)

fil8) = —o 5

Le lemme est démontré. O

Lemme 5. Un a

d & d| &

= [5Z(ew)v-1J == [52 (€)™ + (y = 1) (e — 1) — 1)]. (3.29)
=1 i=1
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DEMONSTRATION. L’égalité (3.29) résulte de la méme maniére que la

premiére égalité de (3.24). O
Lemme 6. Si on pose

Ty = y(y —1)27*, (3.30)

on a

(s —1)°
2

1
fo(8)=s V4 (y—Dis-1)-1<a pour s> 5" (3.31)

DEMONSTRATION. Comme la dérivée seconde de fo(s) est égale 3
d2
@fz(s) =y(y—1)s7"

et est décroissante pour tout s > 0, compte tenu des relations

d 2
fa(1) = E.&(_S) e 0, Qg = dd—SQ 2(s)

3
.
$=35

on obtient (3.31). O

Lemme 7. Pour § < s< 32 ona

—sTT 5O — s 1< OV p (1) (s —1) - 1), (3.32)
85
DEMONSTRATION. En utilisant successivement les inégalités (3.28) et
(3.31), on obtient (3.32). O
On pose maintenant

I 3 1 3
A= g min(f(). L)) ()
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= inf{hed Z ) T (e ) —emeg1] I—Zfz (> 23,
(3. 34)
3 ok A
B, = 1nf{z n % (v; — vi—1)” | Ez g2 > 5}. (3.35)
i=1

Sipouruntz()ona
e ||2+ﬁ2 2 A

alors on a

po |

WS ey >
2 >
7 - 1 i=1
ou .
§ A
5 Z I'I)il2 Z 5
i=1
Donc d’aprés les définitions (3.34) et (3.35) on déduit de (3.22)

N

2500 + 2225 e ] < —minf,, B <.

i=1
Donc dans un temps fini la valeur de £||v||>+ 1—@% SV (€)1 parvient & une

valeur inférieure ou égale & A. A partir de ce moment, en vertu des lemmes

2et Tona
drd hé Y al gi\Y— —gi
gz + T D P (@ + -0 -1 -] <
= N
s ~nlll = Zhe[s Y (@ 1@ N 1) 1)]
=il

Cefte inépalité nous conduit 4 la conclngion -

N N

[52 (™)' + (y—1)(e*~1)=1)] =0

#=1 =1

hd

o+ 2
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pour ¢ — oo.

Pour comprendre mieux les affirmations que nous venons de démontrer,
nous donnons ci-dessous quelques remarque qui confirment, par ['utilisation

de taylor des fonctions concernées, les aspects déja mentionnées.

On considére la formule de taylor de la fonction f(¢t) = ¢~ dans le

voisinage de t = 1. On a

=1~ -6-1+22" D 17 1 R 1)

ot R(t — 1) a 'expression

Bp—1)= % /1 (r = D*(=(v = Dyly + 1))~ *Var

Donc il existe une constante a; > 0 telle que

OV <1 (v DE Dry(y-DE=-1)2  Vie[l—a,1+aq]. (3.36)

D’autre part, on rappelle que

N

——
é de 7t =1,
i=1

ce qui entraine
N

D d(y—1)(e ~1)=0. (3.37)

i=1

En appliquant I'inégalité (3.36) & 3", 6(e™)~(*~), on obtient

(=

N N
e ) 0D < =Ny =)™ = 1)+ > dyly = (e 1)
g==1

=1 g=1
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Pourvu que |e™% — 1| < a;, donc d’aprés (3.37) on a

N

D d(em) 0D < 257(7‘1 - (3.38)

=1
Pourvu que |e7% — 1| < aj.

On considére la formule de taylor de la fonction f(t) = t=7 — t~(—1) dans

le voisinage de t =1. On a
f@)=—-(@-1)++(t-1)*+ R 1)
O R(t — 1) & expression
Re-1)= 3 [t =072l + Dy 2009 oy = 1)y + 17
Donc il existe une constante 3; > 0 telle que
P 0 3 iy 1) %(t ~1?  Vte[1-B,1+8] (3.39)

D’autre part d’aprés zz‘i ,0e7% =1 on trouve
—Y b -1)=0, (3.40)

En appliquant I'inégalité (3.39) a Eil 8((e=7)™7 — (e791)~(=1)) | on obtient

N

D ()T = () 2 Y g 1)+Y‘6”’fe-m— 1)’

i—1 A=

Pourvue que |e™7 — 1| < 3, donc d’aprés (3.40) on a

T‘}}((f.,—c'l.‘} Tﬁ(v‘:‘ -1"‘ (v I) ‘}_\O} l)ﬁ {5411

[\.vl-—'
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Done

— hsgé((e_ﬂi)—v — (e77)~0"D) < _Thg ;d,},(e‘ai —1)? (3.42)

Nous routournons aux systémes d’équations (3.17), et nous considérons les

égalités (3.23), (3.38), (3.42) on trouve

‘i\f

5h d

el
2 iyvy—1 o 2 _ = —o; 2
oS+ > g < =il ~ 5 ;we 1)? (3.43)

D’aprés 'égalité (3.38) on a

N N
=D (1) - 1P < = > §(e) "D
§=1 =1

Donc
N

N
.
D e PO
i =1

Si en multipliant par % ke on trouve

he & P 9 he il S
i=1 =1

donc le deuxiéme membre de I’égalité (3.43) devient comme suit

he he o
=mlvl]P = =Y dy(e % — 1) < —dnlv||2 — ——— 5 " §(e~o) (-1
Il =5 32 0r(e™ = 17 < —snlbl? - 55y S~

Ce qui implique

( fle)l” + i %(U)T ) < =dyllell* = YN‘rﬁ(,;—u.'}—(.-l)
2y —1) £

(3.45)

Si on pose
N

J dh sy
Y(t) = glwll® + — > (e
2 oy =]

1
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Donc (3.45) devient

S S PRV RS
i=1 T (346)

=

On a
—Zn(gﬂvﬂz) -} (fusi Sy(e=% — 1)2) < —min(2n, <)Y (1)
2 52\ £ = ' 52
Donc de (3.46) on obtient
Ly () < —min(2n, )Y (1) = —Cy¥ (1) 3.47)
dt Wl gg i~ W = T (3

On déduit que
0<Y({) <Y(0)e % — 0400

Donc Y (t) — 0 ce qui implique ||v||*> — 0 et v — 0.
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Chapitre 4

Equations avec la force extérieure

Nous allons considérer le systéme d’équations similaire au systéme d’équa-
tions précédent (2.12), (2.13) et (2.14) mais avec un terme qui représente la
force extérieure

Puis nous allons transformer ce dernier systéme aux type de systéme

analogue aux systéme d’équations (2.17)-(2.18). On a donc

dv, = ;7—2(6‘““%41 =™ gt e 1) — %((ﬂ"""'l)v — (™)) + fildt

(1.1)

Pour qu’on arrive & démontrer I’existence et I'unicité de ce systéme d’équa-

tions nous allons ajouter la méme condition initiale (3.13), en effet nous

considérons une fonction 1, et puis nous appliquons quelques calcules nous

obtiendrons quelques égalités similaires de (3.17) mais bien sur avec le terme
de la force comme ce qui convient

Quant on ajoute & notre fonction le terme f; le probléme devient :

. : : : I . :
Gr= (e s — (€7 + €Yo + % 1) — 2((€1)7 — (7)) + f,
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Donc
(5 N—-1 h, N ) t N i
5 Z(’Uz(t))z + 7—_1 Z O(egi(t))7_1 + n oy Z (5 ('Ui = 'U'if}_)gdtl (42)
i=1 i=1 i=1
¢ A g s Bl e
+f thé((e‘”)" = (eﬂ'i)’}"—l)dtf < 5 (U(}i)z £a —= Z(eaoi)7—1+
0 i=1 i=1 =

Donc on va voir quelle type de condition faut supposé pour que notre pro-

bléme admet toujour la solution dans tout intervalle. Si N impair

(N-1)/2

S im0 3wt S ugi-
i=(N+1)/2
(N-1)/2 N-1

=4 Z Z(Uj—vj1f+(s Z ZUJ+1_U f1._

i=(N+1)/2 j=i

) (et - ) s

IA
=2
N
[
(S

1
e ”1('0_.,-_'_1 _ vj)g) 2fi

=i
(N-1)/2 4 1 i 1 (N-1)/2 1
o 2 2
(% (SR (Eew-u) (3 )
i=1 i=1 j=1 i=1
N-1 N-1 1 N-1 7 N-1 1
Ti41 2 )
w( X (EA)E e (Y W)
i=(N+1)/2  j=i i=1 i=(N+1)/
(N-1)/2 4 i (N-1)/2
0 1 o 14
54?72 >, («Ela'u)(zﬂJ(L'J_'U”"l)z) I 41y 2 V (R’
1—1 J— d=1

43



DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

UniversITE 8 Mal 1945-GuELMA

N-1 N-1 15 Ml
32 N B
—1-477_ Z (Z Cl']+1) (Z i (vj'i"l - U.?) ) + 4,,7 2 Z (fi)
1_(N+1)/2 j=t J=i i=(N+1)/2
On remarque que
) N-1 N-1
) ) )
S 2, s (F) =5 D ()
= i=(N+1)/2 i=1
i N
1 1
62 E S (S E,TJ - ].1
j=1 j=1
N-1 N-1 N
1 1 1
0y, =& ) e Z = 1,
=i 7=0 =1
S (N-1)/2 4 1 i 1 (N=1)/2 3
3 2 (D) Xem-nasg 3 el vl s
i=1 =1 =1 =l j=1
(N-1)/2 (N-1)/2 (N-1)/2
1 ” s 1N-1 P
=5 >, © (v = v-1)" = 5 Z e (v; —vj-1)” =
=1 7=1 F=1
(N-1)/2
1 Uj — Vi
- 5 Z eaj( J 6.’1 1)
J=1
Analoguement
N-1 N-1 N-1

Z (Z eaz+1) et (V41 — Uj)z !

z_(N+1)/2 j=i j=i
N-1
1 55 (V41 — v5)?
& - eO'j+1 J J
4 L f
J=(N+1)/2

Ou en déduil yue

[uy

(N

2 1
( ;})(Z (‘U.-i—'v.-i—l)g)'i-

=1 =1

IR
!I \1
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N-1
Z (Z e%i+1 )( b (UjH - vj)z) 5
=(N+1)/2  j=i =i
| (-1 , N T
ST > eo"(vj—?ﬁj—l)z"‘g >, M ua—ul s oy P Y
J=1 J=(N+1)/2 i=1

De ces inégalités on déduit que

52%1’1 < nz — v+ 5 S

Si nous introduisons I'intégralle ne change rient

t N-1 : N o t § N-1
6 U; idtl <f = — U 2dt’+] o i thl
JRTEY )T [ g 2o

Donc si nous routournons a notre probléme (4.2) on trouve

§ 1 h £ A=
5§(U°i)2+7—12(6%”1 / 21:

i=1
(5N—1 h(5 N . t N ot i 5 N-1
5 Z(UOi)2+"T1 2(6001)7_1+f ny, T(Uz’_vigl)zdtq—/‘ 3 > (f:)dt
i=1 7 i=1 0 L G
Donc
N-1

Oyt [ he Yo a(eny - et (49)

N

- N—
= g Z 'UDz)Q h5 001)7_ / Z jz)zdl

Te type de mnd1tmn qu’il faut supposér pour obtemr la résultat de ces

énégalités est que 1 (f)RdE < 0.
O 817

Onad = % et N est un nombre finis donc ¢ est finis. et n est le co-

cthcient de vigeosité alors finis, et f est la furce exléiicure doue le Lere

J2 & SN (f)2d est finis.

0 81} £ai=1
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Donc on déduit que f[; 8 V1w, fidt! est bornne.
Avec cette démonstration et avec résultat précédente de I'existence de la
solution sans le terme f; on peut dire que la solution existe toujours dans

tout l'intervalle [0, col.
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