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0.1 Introduction

Les inégalités apparaissent partout et dans toutes les disciplines, elles jouent un role
important et significatif dans toutes les branches de Mathématiques. Durant ces derniéres
années, les inégalités ont attiré l'attention de plusieurs mathématiciens et une intense
littérature est apparue sur ce sujet. En particulier les inégalités intégrales ont connues un
grand développement et des nouvelles 1dées et techniques sont apparues ce qui a contribué
a la résolution de nombreux problémes importants en théorie de 'approximation et en
analyse numeérique ou I'estimation des erreurs d’approximation est exigée.

La théorie des inégalités intégrales joue un role important dans I'étude des équations
différentielles et intégro-différentielles, les applications dans ce domaine ont été déve-
loppées d’une fagon trés remarquables au cours de ces derniéres années dans étude
de Texistence, Iunicité, la dépendance coutinue de ia solution par rapport aux données
initiales, 'existence globale, la stabilité de la solution et I'erreur d’estimation dans les
problémes d’approximation. La littérature dans ce sens est trés riche et connait une crois-
sance explosive en théorie et aux applications, pour plus de détails on peut consulter e
livre de Pachpatte [1 — 6],[9 — 12] et [17 — 20].

Il s’avére que 'utilisation des inégalités intégrales donne des bornes explicites pour
les fonctions imconnues. Pour ces raisons l'introduction des mégalités intégrales dans
I'étude des propriétés des solutions des équations différentielles est indispensable. Une
des inégalités intégrales la plus connue est celle de Gronwall (1919) qui a été appliquée a
la résolution de quelques problémes concernant les équations différentielles ordinaires.

Le but de ce travail est de développer un résultat obtenu dans [16] autour de I’étude
des propriétés des solutions des équations dynamiques ordinaires aux échelles de temps.

Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R. Par exemple,
les ensembles N, Z et 'ensemble triadique de Cantor sont des échelles de temps. On
sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R. La théorie des équations
dynamiques aux échelles de temps a été introduite en 1988 par Stefan Hilger [13, 14] dans

sa thése de doctorat ot il a notamment définie la A-dérivée de la fagon suivante.



Définition 0.1 Soit f : T — R"™ une fonction ef t € T*, [ est dite A—différentiable en
t s7il existe un vecteur f2 (t) € R™ tel que pour tout e > 0, il existe un voisinage U de t

tel que
[fle@®) = F(s) =A@ (@) =s)| <elo(t)-s],

pour tout s € U. On appelle f2 (t) la A—dérivée de f ent. Si f est A—différentiable
en t pour tout t € T, alors f2 : TF — R™ est dite la A—dérivée de f sur T*.

Ici, o (t)=inf{s€T:s>t}, p(t) =sup{s € T:s <t} et

T* T/ ]p(supT),sup T]sisup T < o
T sisupT = oo.

Clest & partir de cette définition qu'ont été introduites ies équations aux échelies de
temps qui ont la méme forme qu'une équation différentielle & ’exception que par exemple,
dans une équation du premier ordre, la dérivée d’une fonction z (:.c') est remplacée par
la A-dérivée (z2) de cette fonction. Nous verrons plus loin dans le texte que si T = R, la
A dérivée équivaut a la dérivée au sons classiquo ot les équations aux échelles de tempa
deviennent des équations différentielles. Si T = Z, les équations aux échelles de temps
deviennent des équations aux différences finies, pour plus de détails, on peut consulter les
deux livres (7, 8]. D’ailleurs, l'intérét pour ce dernier type d’équations a connu un essor
considérable au cours des derniéres années pour expliquer plusieurs phénoménes discrets
notamment en économie, psychologie et génie. La théorie des équations aux échelles de
temps vient dans un premier temps unifier ce qui peut étre fait dans les domaines des
équations différentielles et les équations aux différences finies. En travaillant sous I’angle
d’'une échelle de temps générale, il est possible de faire progresser simultanément ces deux
champs des mathématiques. Dans un deuxiéme temps, la théorie développée autour des
échelles de temps permet ["étude de phénoménes se modélisant dune facon qui fait appel
simultanément au discret et au continu. Ainsi, une équation définie sur une échelle de
temps de la forme U= [2n, 2n + 1] est trés utile pour décrire des phénomeénes saison-

niers. Par exemple, ce pourrait étre pour ’étude d’une population d’insectes qui aprés
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un certain temps disparait, pour réapparaitre uiférieurement aprés avoir été pendant un
certain temps sous forme de larve.

Ce travail est organisé de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, on comence par rappeler briévement quelques notions gé-
nérales concernant les échelles de temps avec exemples. Ensuite nous présentons quelques
résultats préliminaires qui nous seront utiles dans le prochain chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous développons les résultats du travail [11] basés sur
I’établissement des inégalités intégrales aux échelles de temps de type Gronwall- Bihari
qui sont trés utiles dans 'estimation des solutions des équations dynamiques.

Enfin, on termine le chapitre par "exposition d'une application de ces inégalités inté-

grales aux équations dynamiques.



Chapitre 1
Notation et préliminaires

Dians ce chapitre, nous présentons queiques définitions, exempies et théorémes trés
utiles pour le deuxiéme chapitre. Nous signalons que les résultats suivants sont tirés du

livre [7,8].
Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.

Exemple 1.1 Les ensembles N, Z, [0, 1]U[Z, 3], [0, 1JUN el I'ensemble de cantor sont des

échelles de temps.
Exemple 1.2 Les ensembles Q, R\Q, C, (0, 1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1 Lu lopoloyic de T esl induite par celle de R.

1.1 Operateur de saut

Néfinition 1.2 Sait T une échelle de temps, ponr t € T, on définit opératenr

e

de saul avanl o+ T — T

o(t)=inf{seT:5>t}. £1.1)



Deéfinition 1.3 Soit T une échelle de temps, pour t € T, on définit ['opérateur

de saut arriere p: T — T
p(t)=sup{s €T:s<t}. (1.2)

Remarque 1.2 Par convention, on supposera que o (t) =t sit est le mazimum de T,

et que p(t) =1t sit est le minimum de T.

1.2 Classification des peints
Soit T une échelle de temps, ¢ un point de T.

Deéfinition 1.4 On dit que t est un point dense & droiie de T, t < sup T

(resp. un point t dense a gauche de T) si o (t) =1t (resp. p(t) =1t).

Définition 1.5 Un dit que t esi un point dense $7il est simulianément dense & droiie

et a gauche.

Définition 1.6 On dit que t est un point dispersé a droite de T

(resp. un point dispersé a gauche de T) si o (t) >t (resp. p(t) < t).

Définition 1.7 Un dii que © esi un poini isoié 57l est simuilanémenti dispersé a droite

el @ gauche.

Deéfinition 1.8 Nous définissons les fonctions de granulation p,v : T — [0, 00[ par :

/l(f):n'(_?‘)—f Pfr/(f):f—p(f) (1 3)

<y



Maintenant, nous présentons quelques exemples concernant le calcul de Topérateur

de saut avant et arriére :

Exemple 1.3 Soit T =R, pour fout t € R,

on a

o(t) = inf{seT:s5>¢t}=inf(tc0) =%

p(t) =t

donc tous les points de R sont denses. Les fonctions de granulation n,v valles :

pl) =10 et (] = 0

Exemple 1.4 Soit T = Z, pour tout t € Z, on a
¢ (£) =inf {s ET'vo 8} =Wl {E L1542 cous s t=t+1,p()=1t-1,
ainsi tous les points de Z sont isolés. Les fonctions de granulation p. v valles : u(t) = 1

et wit)= 1.

Exemple 1.5 Soit T=1[0,1]U[2,3] on a :

tsitel0,1JU[2,3
sg={ ttebuvR
2sit=1
et
tsite[0,1]U]23]
18it=2
Ainsi
0site0,1[U][23]
(t)'—{ ]
1sit=1



et
0site [0, 1] U]2,3]

1 sit=2

k) =

On définit maintenant I'ensemble T¥.

Définition 1.9 Soit T une échelle de temps

ok _ T\]p(supT),supT] si supT < oo
T si supT = oc

Remarque 1.3 5i le mazimum de T est dispersé a gauche, alors on pose T = T\ sup T.

Sinon, par convention T* = T.

Définition 1.10 Pour deux points a,b € T, Uiniervalle d’échelle de temps est définie

par :

[a,bl; ={te€T :a<t<b}.

1.3 A—Dérivée

Définition 1.11 Soit f : T — K", une fonction et t € T, f est dit A—différeniiable
en t s'il existe un vecteur f2(t) € R tel que pour tout ¢ > 0,il existe un voisinage U de

t tel que

[ (@ @)= F () =2 E) (@) ~s)] <elo(®) -,

pour tout s € U. On appelle f= (t) la A—dérivée de [ en t. Si | est A—différentiable
en t pour tout t € T, alors f* : TF — R™ est dite la A—dérivée de f sur TF.

Théoréme 1.1 Soit f: T — K™ une fonction ei t € T.
(2)51 [ est A—différentiable en t, alors f est continue en t.
(i1)Si f est continue en t et sit est dispersé a droite, alors f est A différentiable en

t, de plus on a :



Flo®) -7
P et s 14
(=120 (149)
(ii)Si t est dense & droite, alors [ est A— différentiable en t si el seulement si
T F(s)
im—=
s—t t—s
existe et est finie.

Dans ce cas on a :

A () =lim F - 1)
(tw)Si f est différentiable en t, alors :
Flo@®)=f@E)+nt)f2@). (1.5)

Maintenant, on donne quelques exemples concernant le calcul de la A—dérivée.

Exemple 1.6 Considérons la fonction f : T — R définie par f (t) = t* 0ou T ={2%,n € Ny} .
Commet € T done Ing € Ny : t = =

Ainsi

et comme

7o () - )

20 = HE =



aiors

o 2y s 2
JT) = - g+ 1 g
1T 2
ng + n
-~ 3
. 2710 1
= T '2‘.

1
A =2+

Exemple 1.7 Considérons la fonction f : T — R définie par f (t) = t? 00 T = {/n,n € Ny}.

Pour tout t € T ,3ng € Ny : t = /Ny, et donc

o () = VAo ¥ L,

COMITRE
_fle@®)-f@
fA (t) - T (t) _ t ]
alors
gy~ WRED' - (vm)’
Ve +1—yng
= VTy *I"l -+ \/TL_O
Ainsi

A0 =vEF] +t

Remarque 1.4 51 T = R, alors d’aprés (111) du théoréme précédeni Ta fonction f:E —
R est A—différentiable ent € R ssi :
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viry o SRS = Fs)
f(t) =lm —

?
t—s

existe et de plus f2 (t) = f(t).

Remarque 1.5 5i T = Z d’aprés (i) la jonction f : Z — R est A—différentiabie en

teZ etona

o0 = LED=LO _TCDTO L pyny- 59 = aro,

Théoréme 1.2 Si f,g: T — R sont A—différentiables en t € T*, alors :
(1) [+ g est A—différentiable en t de plus

(F+9)% () =F* @) +9* (1)
(22) (af) est A—différentiable en t pour touf o € R et on a
(@f)* (1) = af* (1).
(i22) fg est A—différentiables en t et on a

(f)* @) = A g()+f(o(®)g®®
= f® O+ 2 ) g(o).

(iv) Sig(t)g(o(8)) #0 , alors —i— est A—différentiable en t on a

(j)A oo 12— F )" (1)
) T e ()

Définition 1.12 Une fonction f : T » R est dit nd-continue si elle csl conlinue en
tout point dense a droile de T et si sa limite a gauche existe et finie en tout point dense

@ gauche de T.

11



Remarque 1.6 L ‘ensemble de touies les fonctions rd-continues esi moié par Cry ou

& 1)

Remarque 1.7 L ’ensemble de toutes les fonctions A— différentiables et rd-continues est

noté par CY; ou C%, (T).

Théoréme 1.3 Toute fonction rd-continue f : TF — R admet une primitive F: T — R
et on note

] f(t) At = F(r) — F(s) pour tout r,s € T,
de plus

o ()
F(T) AT = p(t) f(t),t € T,

t

Preuve. On pose F2 (t) = f (t) alors

o (t)
f(n)Ar=F(a(t)) - F (1),

onnoac:

sy Fla®) - F @)
o=

d’an

o (f)

F(o(t) = F(t)=F*t)u(t) = t FM)AT=f(t)p(t).

Théoréme 1.4 Soient a,b,c € T,A € R et f.q € C,y (T%) alors :



JICEYOL [10ae+ [g0a (1.6)

_f@ﬂmAt=A£3mA;

l?wAtz—l?@Aa

/abf(t)At = /;f(t)AtJr]cbf(tjAt.
0.

IF @< g()

sur [a, by , alors

I‘f:f(t)At!sfg(tmt.

Proposition 1.1 Pour T=R on a

/aéf(t)Atsz(t)dt.

Proposition 1.2 Pour T =% on a

. 1F(t) sia<b
/ () At = s =
—X5 f() sia>b
Preuve. Comme T=Z.a <bonaa(t) —t+1,

Ainsi
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o

FOAt. .+ [ At

Cas

[r0at = [Troses

a+1 b—1
o(a) o(a+1) o(b—1)
= f(t)AH_/ f(t)At+...+] £ () At
a a-+1 b—1

= p(@f@+pla+D)fla+ D+ +pb-1)F0-1),

cormme pu () = 1, on obtient

[ 1= 1.

t€[a,b]
De la méme maniére on montre le cas a > b.

Le cas a = b est induit directement des propriétés (1.6) du théoréme précédent on a :

f;;‘(:&)Ar:/:f(t)At:O.

Propasition. 1.3 Si [a_b] contient des points isplés alors -

[ Dielap L) F(E) sia<b

b
/f{f}éf—l 0 sia—b
a

Zte[a,b[#(f)f (t) sia>b.

Preuve. On suppoese que [a,)] contient uniquement des points isolés, ¢’est-d-dire
[a,b] = {to,t1,...,tn}. Autrement dit a =ty < t; < ... < t, = b.

D’aprés le théoréme précédent on a :
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/ﬁf(t)m - Z/ f(t)At—ifgmf(t)At
a i=0 Yt
= Zp )Pt = Y nt)F (o).

t<(a,b]

Pourlecasa=bon a:

[f(t)i\t=0,

par contre dans le cas b < a on obtient

/:f(t)Atznfbaf(t)At.

1.3.1 A-—Intégration par partie

Proposition 1.4

[roeoa = o - / ") g ) A,
[ros0a = ooiz- [oros

Preuve. D’aprés les propriétés de la dérivée on a

(f9)> (t) = F(a () g™ (&) + F2 () g (2),

d’on

flo(®)g™ () = (fa)* () - F* (1) g (1), (1.7)



intégrons les deux membres de I'égalité (1.7) entre a et b, on obtient

/ e o = [Gotoa- [ rrogmar

b
(o) (O] - f () g(8) At.

Définition 1.13 Soit p: T% — R, p est dit régressive si elle vérifie :

L+ pu(t)p(t) #0.

Remarque 1.8 Pour tout t € T, 'ensemble des fonctions régressives et rd-continues

est noté par R.

Définition 1.14 L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est définie par :

RT = {p ER:1+ pu(t)p(t) > 0, pour tout t € TI"} i (1.8)

Définition 1.15 Pour h > 0, on définit la transformation cylindrique :
&n: Cp— Zp, par :

3 (z):%log(l—!—zh,),

vt log est le logaritiome principale,

T

C . *E 2 Tn(e) <=

=1

r‘ri
3
et

Ty =

i

(C:'L -

—— ——,

) |
zeC : 57&}5}

Pour h = 0, on définit : £, (z) = z pour tout z € C.

1
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Theéoréme 1.5 Un suppose que p € R ei iy € T un poini fizé, aiors e probléme a vaieur
initiale
(@) =pt)y ),y () =1, (1.9)

admet une unique solution dans T, donnée par

y (&) = e (t,%0) ,
avec

cp(tt0) =e ([ [ (()ar).

Remarque 1.9 1 est clair que

ep (0 (f) ,ta) = (1+ p(£) 2 (£)) e (2, 20) - (1.10)

Remarque 1.10 Pour T =R, la fonction exponentielle est donnée par :

ep (t,to) = exp (/:;; (1) AT)

out,tg e Retp: R — R est une fonction continue.
Remarque 1.11 Pour T = Z, la fonction ezponeniielie esi donnée par :
7=t

e (t.t0)= [ L+p (7,

T=1In

out,to €Z, tg <t et p:7Z— R est une suite vérifie

p(t) # =1 pour tout t € Z.

Théoréme 1.6 Soita € T, b€ T et L: T x T¥ — R est continue en (t,t), pour t € T*,
t > a et LP(t,.) est rd-continue dans {a,o (t)], on suppose qae poar toud & > 0,3U, un

voisinage de t indépendant de T € [a, o (t)] tel que :
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[L (o(t),7) — L(s,7)— L% (&, 7) (o (t) — s)| <elo(t)—s|, Vsel.

Ou f2 dénote la dérivée de f par rapport & la 1%7¢ variable alors on a :

g(t)I/éL(t,‘T)ATigA(t)Z/iLA(t,T)AT+L(J(t),T),
et

h,(t)zf@L(t,'r)Afzb»hA(t)=]‘§LA(1§,T)AT—L(0($),T).
Preuve. On a

0()= [ Ln)ar, ¢4 0)= s

ce qui donne

At : c;ML t),7)A ! 'iLt A iy
P0= 15[ pe®.nar-— [1@nan (111)
D’autre part on a :
LA T :L(J(t)aTj‘L(taTj’
bl mo
d’on
Lio(t), ) =pt) L2 (t,7) + L{t,7). (1.12)

Remplacons (1.12) dans 1’équation (1.11), on obtient



A = /jﬂ (L(t,T)+L—(Z-§-)-)AT—#—§5/iL(t,T)AT
o(t) o(t) -
= /a L(t;T)AT-l-/G i (t)) T+/ —%AT
= fL (t,7 )AT+/:(t)LA(t (t)/m) L(t,7) Ar,

et commme
o(t)
[ rmar=pero,
t

donc on a

ot

A (f) =/ LA (t,7) AT+ u(£) LS (t,6) + L (5, 2),

ainsi

(t)“j LA (t,7) AT+ L (o (£), 7). (1.13)

Théoréme 1.7 Soit f : R — R une fonction continue el différeniiable ei g: T—K

A~ différentiable dans T, alors f o g est A— différentiable et on a :
(feg)® () = { /0 F (g (&) + hu(t) g* (1)) dh} g4 @), teT*

1.4 Quelques inégalités importantes

Dans cette section, nous préscntons quelques lemmes et définitions utiles dans le

deuxiéme chapitre .

et
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On commence par citer un résuitat considéré comme 1 outil de base dans Tétude

des inégalités de type Gronwall, il est donné par le lemme suivant :

Lemme 1.1 (Comparaison) :

On suppose que z,b € Cry, a € RT. Si

g2 ({E) <a()z(t)+b(t), t>ty, t € T

Alors,

z(t) < z(to) eq (t,t0) + /;i es(t o (B b(s)As. > 1y, 2ET,

to

(1.14)

(1.15)

Ce dernier résultat est utille pour les résultats du prochain chapitre il est donné par

le théoréme suivant

Lemme 1.2 [3] Soient u(t), a(t), b{t) € C,q tel gue b > 0. Alors

]
u(t) < a(t) + /b(s)u(s)ﬂs,t e T*,
4]

implque

ul) £ wl) £ / a(s)b(s)es(t, o(s))As, ¢ € T

to

(1.16)

Définition 1.16 [16]50it g une fonction continue positive et non décroissanie déjinie sur

R™, g est dite de classe S, si elle vérifie

i .
;y(w) < g(f) powr loul © > 0 et a > 1.
, a

(1.17)

Remarque 1.12 Pour une bréve discussion sur cette classe S de fonctions. le lecteur

est invité o consuller [4, Sect.4].
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Definition 1.17 La fonction w(u) esi dite subadditive, si elile satisfait
w(u+v) <wl(u)+w(@) pouru,v>0. (1.18)
Définition 1.18 La fonciion w(u) est dite submultiplicative, si elle satisfait

w(w) < w(w)w(v) pour u,v > 0. (1.19)

[\
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Chapitre 2

Sur quelques Généralisations des
inégalités intégrales de type
Gronwall-Bihari aux échelles de

temps

Dans ce chapitre nous énoncons les résultats du travail [16].

On commence par énoncer un Lemme trés utile pour les démonstrations des prochains
Théorémes.

Lemme 2.1 Soit a,b € T,on considére une fonction A—différentiable r : la,b]r —
10, oof avec r2 (t) > 0 sur [a, b]. On définit

G(z) = /z; %, z>0; 2y >0, (2.1)

\ nc‘i' une J'nn.ni- iom peosy + o ot orod Eq-a-ni'a cur ]n fv\{ Alnwc:, I\n
Y Sl AR MR

chaque # € [a, b]

A \

g(’r( 22)

G(r@) <G T(a))+j
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Preuve. Comme g est positive et croissante sur 0, oo[, On a,

r{t) < r(@)+hp(t)rt (), (2.3)
g(r(®) < g(r@®)+nrp(t)r®),
1 1
<

al(r(t) + hu (1) ré (1) a(r ()’

[A

. 1 | i
/0 o T @ A @) / TG MIE0)
r [1 1 JLl LN T TA (t)

Vo a(r@+ru@®ra@®) | Y = gt )

pour tout ¢ € [a, bl et b € [0,1] .La A-intégration de la derniére inégalité dans (2.3)

de @ & t en tenant compte du théoréme 1.7,donne

Gan* @ = {[ @60 +muyre@alee

o
i

B {fu g (r(t) + hu (£) 2 (£)) d”} ré (t),

ce qui conduit au résultat souhaité, saut au point ¢ = b dans le cas ot p () < b. Pour

traiter ce cas, nous avons juste besoin d’intégrer la derniére inégalité de (2.3)deaabet
utiliser le Théoréme 1.4 .

‘Théoréme 2.1 Soient u(t), f(t), des fonctions rd-continues positives dans les
échelles de temps T, .~ [o, Byl TF, respactivament Sait I (t,2) une [onction définie
comme dans dans le théoréme 1.6. avec k(f. ) > 0 et k2 (£, 8) > 0 pour chaque £. s € T,
avec s < t (On suppose que k n’est pas identiquement nul sur T*x sz). Soit ®
C (Rg,R{) une fonction croissante, sous additive et sous multiplicative, tel que ® (u) > 0
pour u > O et soit W € C (Ry, Ry ) une fonction croissante de telle sorte que pour u > ()
on a W (u) > 0. Supposons que a (t) est une fonction positive, rd-continue et croissante

pour tout t & T,. Si
u(t) < a(t) + /tf(s)u(s)As - /-f(s)I/V (/s k(s, T)(I)(u(T))AT) As, (2.4)



powras<7T<s5<1TXb,7T,s,T€ 1,, alors pour tout ¢ € L, satisiaisant

w0+ [ k0,900 [ 1)) as € Dom (u)

v s

on a

u(t) < pitjalt) +

(25)

ott) [ 1w v (w0 + [ K2 (f ) ar)] as

ot

b = 1+ /  Flusle e,
o®)
¢ = [ ko), 98 0()als)as,

U(x) ds, © > 0,19 >0,

N / @(vrj(s))

et U1 est Iinverse de 0.

Preuve. Définissons la fonction z(t) par

t s
st =a+ | #sw [ [ ks 1® (ulr A ) As.
0+ | oW | Han)8wmar)

Alors, (2.4) peut étre estimé comme

u(t) < o) + / Jls)uls)As.

(2.6)

(2.7)

(2.8)

T est clair que »(f) est rd-continue en taut ¥ £ T, En utilisant lo Lemme 12 on

z4



obtient
t
u(t) < z(t) +f F(s)z(s)es (2,0(s)) As
De pius, ii est facile de vir que 2 (5} est crossanbe ex @ & To. O @
u(t) < 2(t)p(t), (2.9)
Uu p () est defni par (2.6).Un defmit v(f) comme suit
t
= / k(t,5)® (u(s)) As, t € T,
On utilise (2.9), et les propriétés de @, on obtient
v(t) < / k(t,s)® [p(s) (a (s) —I-‘/%f (H)W ( L(T))AT)J
< [He00@atnact [0 (p6) [ P (r)ar) as
(%)
< /p E(p(D), s)® (p(s)a(s)) As+/ k(t,s) (p (s)/ # T)A'r) D (W (v(s))) A

§+j:tk(t,3)<13 (p(s) j f(T)AT)@(W(-U(s))) AT

Définissons la fonction r (¢) sur T* par

r(t) =(+ [k(t, s)® (p (s) -/: f(T)AT) @ (W (v(s))) As.

191

a3

nor tonk o —~ T
SO Tk o = L

nnmmn n ot oo ennt /‘]nc 'Fn‘hni—wnnc -nnc-ﬂ-n o alara
Linino p i 2 g TRl ALE

l“\

Sl <. p
2 g /} =S
Puisque £2* > 0, nous devons avoir ¢ > 0, Par conséquent 7 (t) est une fonction positive

sur T%, de plue elle cot A dérivable sw T, dowe



2 @) = k(o(),t)d (p(s) / f(T)/_\.T) & (W (u(t))) + (2.10)

[a02 (56 [ rar) o oviie as
< @ (W(r(s)) i t
[k(o(t),t)@(p(s) / f(T)AT) +/ K818, 5)® (‘p(s)[f(f)m) ASJ.

En divisant les deux membres de I'inégalité (2.10) par & (W (r(s))), on obtient

sty < [ e (o [ s0ar) s

A Fo Lokl T AL L SOy T A

P Prosk o d Ty ol coadigen RS e i
TS CETES & OIS CrGan Y Sedaahg PR Ee i e Ll o aaeUEr Sl G GO Y GRETEACED IERCE S

(”3

lité de a & t et I’ utilisation du lemme 2.1 nous permet d’avoir I'inégalité suivante

V() < Wr(a) + [ ke )0 (v | ) s,
d’on il résulte que

r(t) < Ut (\D(m / k(t, 5)® (o (s ( [ ff)m) /_\s) beTE (211

(\n{l'\ 'nr\v\'@' (r) ']1\ f() ﬂ) ~t (r) Q\ omn g\l’\i‘\(\n# 1% n{\wqh%(\ r]ncvn/-nn Annn (‘) R\
Tdofy | mansy i S i U A

Remarque 2.1 Si on suppose T = Z, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.1 Soient u (t), f(t) sont des fonctions positives sur T, : = [a, bl et
[a,b — 1], , respectivement. Soit K (¢, s) une fonction définie comme dans le Théorémel.6
de telle sorte que K (t.5) et K20 (£, s) = E(a(t). ) — k(. s) sont Dositives pour tont £.5 €
T, avec s < t pour lequel elles sont définies (On suppose que k nest pas identiquement:

nul sur [a,b — 1]y, % [a,b— 2] ). Soit ® ¢ C (Rj,Ry) une fonction croissante, sous
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additive et sous multiplicative tel que ®(u) > 0 pour u > 0 et soit W € ¢ Ry, Ry )
une fonction croissante tel que pour % > 0 on a W (u) > 0. Supposons que a (t) est une

fonction positive et croissante pour £ € T,. Si

[|=n

F=n

u(t) < a t)+Zf(.s u(s)+Zf(s)W (Zh(s T @(u(f)))

poura<7<s<t<br,s,teT,, alors pour tout ¢ € T, satisfaisant
() + i k(t—1,5)(p(s)) @ (i f(T)J € Dom (¥71)
u(t) < p(t) {a(t) +if(S)W [ (‘P(C) +ZA(3 7)® (p(7)) (Zf(t9 ))H
ol

t—1

p(t) = 1+ f(s)es(t,s+1),

b—1
¢ = Y Eb—1_®(n(al\)
4 L-J £y - » N N g L A

S=a

& 1
== —————ds, 0,zg > 0,
U(zx) /10 Y ZO) 8, >0, 24

et W™ est I'inverse deW,
Pour le cas particulier T = R, le Théoréme qui suit généralise le résultat obtenu par

Oguntuase dans [19, T'h.2.3, 2.9].

Théoréme 2.2 Supposons que u (t) est une fonction positive, rd-continue sur 1’
échelles de temps T. = [a. b].. et soient h(t). £(£) sont des fonctions positives. rd-continues
sur I’ échelle de temps T*. Supposons aussi que b (t) est une fonction positive, rd-continue

et n’est pas identiquement nul sur T*. Soit @ (w), W (u) et a(t) les fonctions définis dans



ie Théoreme Z.1. 51

u(t) < a(t) + v/jf(s)u(s)As + v[f(s)h.(s)W (/9 b(T)tb(u(T))AT) As,

]

pouras<7<s<t<b7,s,teT,, alors pour tout ¢ € T, satisfaisant

T(¢) + /a " b(7)®(p(r))® ( / i f(a)h(ema) AT € Dom (T71)

u(t) < O +o(0) | FMGW o (v©)+ | ieeene | somea0) ar)| as

ol p (¢) est donnée par (2.6), T est donnée par (2.7), et
r(h)

(= / b(s)@(n(s)a(s)) As.

a

Preuve 1. preuve est similaire & celle du théprdéme2 1

Dans la suite de cette section, nous introduisons les fonctions de classe S.

Théanréama 9 D Cilont wlB\ L0 BTE &L G T sissr Yo Bt d
L NEOreme L. Seicmt wlt), FOO B 2\ & T sont loe fonctions d

AfBmic dome 1o

Théoréme 2.1 et supposons que g € S et que a (t) est une fonction positive, rd-continue

et croissante. Si

) = alijx / ' F(s)g(u(s))As + j Fls)W ( /l'a;c(s,r)q)(u(f))m) As,  (212)

monr a < Tl ol Fl b~ 0+ T alare pour toait + T Qt\‘";c%‘?ic(\ﬂf
FUAL ke Ty @ T me B ow Tody TR DR S, 220FS oMy toul T4 1 aaficiareant

t
Ad(1) -I—/ J(1)A1 ¢ Do (G™1)
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€T

#(t) T
T ({) —f—/ k(p(t), 7)®(q(7))® ( f(B)AQ) At € Dom (¥71),

u(t) < q(t)max {a(t), 1}+ -
q(t) / F(s)W [ (m @) + j k(s, 7)®(q(7))® ( ] ’ f(@)Ae) m) J As
ot W est. définie par (2.7) et

G(z) = /:%,:1: >0, >0, (2.13)

i) = ¢ (6w+ [ smar),

»(b)
¢ = [ k(o(5), )8 (a(s)maz fa(s). 1) As

a

et G! est la fonction inverse de (.

D?‘f\’i ‘IT ﬁ TS ) -E5
150K u.ubw I3 16 ;\fﬁmn ‘x/J..L 4.\1,) 1}(1_!.

z(t) = maz{a(t), 1} +/ f(s)W ([ k(s, 7)® (u(T))AT) As
D’ apres (2.12), on a

) < 0+ [ Fe)gu()as.

1 est clair aque z (#) > 1 est rd-continue et croissante. Puisque ¢ € 5. on a

'H(f) 1|/f (’H(‘ﬂ)Ab,

2t <1+ f " H()9(a(s)) A, (2.14)

aou
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avec z(t) = u(t)/ z(t). Si nous désignons par v (t) le cote & droite de T'inégalité (2.14),
nous avons v (a) =1 et

vA(t) = f(t)g(a(t)),

et puisque ¢ est croissante, on conclut que
v3(t) < F(t)g(u()),

d’olt _
v(1)
) 2.15
F100) -
Comme v2(t) > 0, une A—intégration de (2.15) dea a t et I application du lemme2.1,
nous permet d obtenir

G <6+ [ frar,
ce qui impligue que
o(t) < G ( c(1) +[ f(r)m) .

Nous venons de prouver que z(t) < ¢(t) qui est équivalent &
u(t) < q(t)2(t).

En suivant les mémes arguments que dans la démonstration du Théoréme2.1, on
obtient 1'mneégaiite désirée.
Si on considére I'échelle de temps T = hZ = {hk : k € Z }, oit h > 0, Nous obtenons

le résultat suivant.

Corollaire 2.2 Soit a,b € hiZ, h > 0. Supposons que u(t), f(t), k(t, ), ® et W

sont définis comme dans le Théoréme 2.1 et supposons que g € § et que a(f) est une



fonction positive et croissante. Si

ut) <alt)+ > flshalu(s)h + > __f(s)!/lf( 3 z;(.mjcp(u(ﬂ)h\ h.

e, s€la,t)r, T€a,s)r,

poura<7<s<t<b7,s,te€ T, =|a,b,, alors pour tout t € T, satisfaisant

G)+ Y F(r)h € Dom (G™)
T€[a,t)z,

et

TR+ Y Kt h)B((r)® (Z f(E)h)heDom( o)

TE @, i—igT, \ VeI TIT.

on a

~

maz{a(t), 11+ }

R { eetate, JEW [87 (¥ () + o, K611 (S, 7)) 1)] 1

ou ¥ est définie par (2.7),

T ds

G(z) /. (\,$>OO>O
qt) = G (G(l) = X f(T)h-) ;
T€la,t)T,

g s Z k(b — h, $)®(q(s)maz{a(s),1})h,

se[a,b—h)T,

..............

# bt .
Théoréme 2.4 Soicnt u(t), £(£), b(t), h(t), ® et W sont défiies comme dans le
ThimeSany s O O b posramnmnenn msem v o O ok iz oo FEY ek e 5 T T e e LU R
£ FECATLITOL L Cu DUPprIouio yuv § T o v U w \b} AT < i u. i PWL\J ATPREAS 2 O LA

g1



et crolssante. Si

ult) < aft) + [ Fs)g(uls))As - / f(.s)h(s)W( [ oo T))A,)

v v

powra<7<s5s<t<b7,5t€T,, aors pour tout ¢ € T, satisfaisant

v @)+ f (e ([ fone) )48 ) Ar € Dom (371,

ut) < q(tymaz{a(t), 1} +

q(t) j ?f(S)h(S)W[ (\If ) + / b(7)®(g(r ( j f(e)h(emej Ar

A

J As,

ou ¥ est définie par (2.7), ¢ (t) est définie par (2.13) et

_ p(b)
fe / b(s)®(q(s)maz{a(s), 1})As

Preuve. La preuve est similaire & celle du Théoréme 2.3.

O Asoac B .. 3%
“«sl  AAPPLICaviGii

Dans cette section, nous utilisons le résultat du Théoréme 2.2 pour 'étude qualitative

d une équation dynamique non hmeaire.

Exemple 2.1 Soit a,b € T et considérons le probléme & valeur initiale

A =F (z, ult), / K, u(s))/.\s) L teT, u(a) = u, (2.16)

Qﬁ'ﬂ"*r[a*u}, w el Fer g YRYR MY ot ko O AT BB

‘rd\—=/7 Al A E i S MR ]

Dans ce qui suit, nous supposerons que le probléme (2.16) a une solution unique, que

nous noterons u, (t).
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‘Théoréme 2.5 Soient les fonctions F et K définis dans (2.16) satisfaisants les
conditions

[ (. ad] < h(BYD(lul). 217
|F(t,u,v)| < Ju + o], (2.18)

ou h et @ sont defmis comme dans le 1 heoréme 2.2, Alors, pour tout t € T, tel que

w0+ [ 06)e ([ n8)a8) Ar € Dom (5),

v AT U F 4

on a 'estimation

()] < p(t) {;ua| + [ hee (w(c) + [ ee (/ '_ h(e)Ae) ar) As} ,

(2.19)
ou
t
pt) = 1+ [ eltos)as,
p(’b-)‘—
¢ = [T o),
Tlr) = /‘1 —ede o > Qx> Q
o Juy B(s) o
Preuve. Soit , (¢) la solution du probléme (2.16). Alors, on a
B (B) =5, -|—f F (s, Uy (8) ,/ K (s,u, (7)) AT) As. (2.20)

Substituant (2.17) ot (2.18) dene 2201 on tzonwe

t 5
lu ] << Jug| | / (]n.,,(.ﬂ)]—l—/ lk(s,u*(‘v))[.ﬂv') Ag (2.21)

< ful+ [ (7 @1 +2) [ @ . () ar) s
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Une application appropriée du théoréme2.2 4 (2.21), avec a(t) = [u,], F (1) = b (£) = 1
et W(u) = u, donne (2.19).

Conclusion

Lies Inégaliites traitées dans ce IEmoire, NOUS permet d étudier certaines ciasses d’equa-
tion différentielle non linéaire dont la solution ne peut étre trouvé explicitement. Ces in-
égalités intégrales non linéaires a une variable de type Gronwall-Bihari , OUs permettent
d'etablir les proprietes qualitatives ies pius Importantes des sofutions des équanions dy-

namiques ordinaires telle que I’estimation.
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