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Introduction

Les mathématiques sont I’art de donnée les choses trompantes des noms. La belle
mystérieuse appellation (& premiére vue) "le calcul fractionnaire" est juste un de ces
termes mal appropriés qui sont I’essence des mathématiques.

Qu’est ce qu'un calcul fractionnaire ?

Le calcul fractionnaire ne signifie pas le calcul des fractions, il ne signifie pas non plus
une fraction de n’importe quel calcul différentiel, intégrale ou calcul des variations. Le cal-
cul fractionnaire est un nom pour la théorie d’intégrales et de dérivées d’ordre arbitraire,
qui unifient et généralisent les notions de différentiation d’ordre entier et d’intégration
répétées n — fois.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier constitue I'une des plus belles aventures de
'esprit humain dans laquelle se sont engagées plusieurs générations de mathématiciens
et de physiciens. Elle s’étale de la fin du 17éme siécle jusqu’a nos jours. Le nombre de
publications et de rencontres scientifiques dans la période récente qui lui sont dédiées té-
moigne de l'importance des problémes que cette notion a soulevés, aussi bien théoriques
qu’appliqués. On peut dire que c’est devenu une discipline & part entiére. Les spécialistes
s’accordent pour faire remonter le début de cette histoire & la fin de I’année 1695 quand
Leibniz, dans une lettre & ’Hospital, voulut engager une réfexion sur une possible théorie
de la dérivation non entiére d’une fonction. Dans sa réponse, I’'Hospital s’est intérrogé
sur la signification qu’on pourrait donner & la dérivée d’ordre 1/2. En effet, 1/2 est &
égale distance de l'ordre 0 qui est sensé désigner la continuité et l'ordre 1 sensé dési-
gner la dérivabilité classique. La réponse de Leibniz contenait 4 peu prés cette phrase :
"...cela conduirait & un paradoxe & partir duquel, un jour, on pourra tirer des consé-
quences utiles". Il aura fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premiéres
"conséquences utiles".

Les premiéres travaux dux a Liouville entre 1832 et 1837. Indépendamment, Rimann
propose une approche qui s’est avéré celle de Liouville essentiellement. Depuis, cette

théorie porte le nom de la théorie de Rimman-Liouville. Plus tard d’autres théories
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connues celles de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo, ....

Les premiéres applications ont commencé & voir le jour dans les années 1990, en
particulier en controle et en géométrie fractale. Les ingénieurs ont trouvé dans la dérivée
fractionnaire un outil commode pour proposer des modéles qui décrivent, d’une fagcon plus
précise les phénomeénes physiques.

Au cours des derniéres années un intérét considérable est attribué aux applications des
dérivées fractionnaires (d’ordre non-entier) dans le champ des interdisciplinaires beaucoup
des systémes peuvent étre d’écrits par des équations différentielles d’ordre fractionnaire,
Par exemple

— La dérivée d’ordre 1/2 s’introduit naturellement quand on cherche a calculer un
flux de chaleur & ’aide de la loi de Fourier ainsi que les dérivées fractionnaires ont été
utilisées largement dans le modele mathématique de la viscoélasticité des matiéres.

— Les problémes électromagnétiques peuvent étre décrits en utilisant les équations
intégro-différentiels fractionnaires.

— En biologie, il a été déduit que les membranes de cellules d’organisme biologique on
la conductance électrique d’ordre fractionnaire.

— En économie, quelques systémes de la finance peuvent afficher une dynamique
d’ordre fractionnaire.

L’objectif principal de cette theése est I'étude de I'existence et 'unicité de solutions de
certaines équations différentielles fractionnaire par 1'utilisation des théorémes de point
fixe.

Nous commencons par rappeler, dans le chapitre 1, le concept de dérivation et d’in-
tégration fractionnaire et certaines de leurs principale propriétés.

Dans le deuxiéume chapitre, nous étudions quelques théorémes du point fixe.

Dans le dernier chapitre, nous établissons des conditions suffisantes pour l'existence
et I'unicité de solutions pour un systéme d’équations différenticlles non linéaires fraction-

naires avec des conditions intégrales fractionnaires.



Chapitre 1

La dérivation fractionnaire

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels, le concept de dérivation
et d’intégration fractionnaire et certaines de leurs principales propriétés. Nous noterons
a lordre de la dérivation D(®), I'opérateur de dérivation non entiére d’ordre «, et (@
Popérateur d’intégration non entiere d’ordre a.

Ainsi, serons vus, les fonctions Gamma et Beta, qui sont principalement utilisées en
dérivation non entiére avant de rappeler les différentes des opérateurs d’ordre non entiére.
Des exemples des fonctions usuelles pour clarifier les diverses approches de la dérivation

non entiére ainsi que leurs propriétés seront données.
1.1 Outils de base

1.1.1 Espaces topologiques et ensembles convexes

Soit E un espace topologique et (7\)rca une famille d’ouvert de E ot A un ensemblc

de E.

Définition 1.1 On dit que (Ux)ren est un recouvrement ouvert de E si F — Ureaty,ce

qui signifie que Vx € . 4l existe au moins \g € ) tel que T € J,,.
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Définition 1.2 On dit que Uensemble A est conveze de E si et seulement si

Ve,y€ A etVie [0,1] alorstz+(1—t)ye A

Lemme 1.1 Si {Ci}ie ; sont des ensembles convezes de E, alors Nier est un ensemble

conveze de F.

Preuve. Si {Cli}ie ; est convexe de F, alors C; est convexe Vi € I. Ainsi N;c;C; est

convexe de E. =

Définition 1.3 On dit que E est un espace topologique compacte si et seulement si quel
que soil le recouvrement ouvert de E; on peut extraire un recouvrement fini.
Plus précisément, si (Jx)rea est un recouvrement ouvert de E, il existe Ag partie fini

de A telle que E = Uxep,Ua.

Définition 1.4 Soit A une partie de E, on dit que A est relativement compacte dans E

si A et compact.

Définition 1.5 Soit X un espace de Banach de norme ||.||.et f: X — X.

On dit que f est lipchitzienne sl existe k > 0 tel que

|f(2) = fy)| < &lz~y|

Buil (£, d), (I",d) deux espaces meélrlgues.
Notons par 8,(E, F) I'ensemble des fonctions continues, bornées sur E et a

valeurs dans F' et /1 un sous ensemble de 3,(E, F).

Définition 1.6 Soit g € E, H est équicontinue en xgy si

Ve>0,do >0,V diz,m) o= d(flz), flz)) < e¥fec H

L’équicontinuité en xy signifie que o ne dépend pas du choiz de f dans H :
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Définition 1.7 On dit que H est équicontinue sur E si H est équicontinue en tout point

de E.

1.1.2 Espaces des Fonctions Intégrables, Fonctions Continues

et Absolument Continues
Espace L,

Les espaces L, sont des espace de fonctions dont la puissance p — iéme de la
fonction est intégrable, au sens de Lebesgue.

Soit Q = [a,b](—c0 < a < b < +00) un intervalle fini de R.

Définition 1.8 On note par L,(a.b)(1 < p < +oo)l’espace des fonctions f mesurables

intégrables au sens de Lebesgue a valeurs réelles dans ) telle que la norme 171l < +oo,

ou g
b I_J
1£1, = ( [ wwr aft) 1
Et pour p = +oc on a
Il = iugbf.f(ﬂf)l-

Et L*®(a,b) est ’espace des fonctions essentiellement bornées sur (a;b)

Proposition 1.1 (Lp(a, b), ”'”L,,(u‘b)) est un espace de Banach.

En particulier, sip = 2 alors :

Ly(a,b) = {j' : (/:]f(t)ﬁdt)% < +oo}

(Lz(a, b), (., '>L;(a,b)) est un espace de Hilbert; ou (., ) La(ap) €St le produit scalaire définit

comme suite :

b
(910 = | 1O:90dt V1,9 € La(a,)



Espaces C[a, b]

Définition 1.9 /1] Soit @ = [a,b] (—c <a<b<oo)etneN={0,1,.}.
Soit C™ Uespace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n

continues sur £, muni de la norme

I llgn = Zl

- (k)
- Teaf}ll(’f (:E)':HEN
k=0
En particulier sin = 0,C°(2) = C () Uespace des fonctions f continues sur Q muni de

la norme

Iflle, = max]f(z)].

Définition 1.10 [1] Soit @ = [a;b] wun intervalle fini et soit v € C(0 < R < 1) on
introduit C,[a.b] Uespace des fonctions [ définies sur [a; b] telle que la fonction (z —
a)'f(z) € Cla,b), et

Ifllc, = Itz = a)" f(@)llc

L’espace C,la,b] est appelé lespace des fonctions continues avec poids. En particulier,

Cola; b = Cla; b].

Définition 1.11 [1] On note par C([a;b],R) l'espace de Banach de toutes les fonctions

continues de [a,b] dans R muni de la norme

9l = sup{ly(t)| : t € [a, b]}

Définition 1.12 [1] Pour n € N on note par CJ[a,b] Uespace de Banach de toutes les
fonctions continues différentiables a U'ordre n—1 sur [a;b] et ont la dérvée f™(z) d’ordre

iy belle que J7 () « Oylo, ]

st = { Nflen = Znﬁ“uc \fwnc},cma,bj—a,,[a,m



Le lemme suivant nous donne une caractérisation pour 'espace C”[a, b
P ¥

Lemme 1.2 [1] Soit n € N = {0,1,2,..} et v € C(0 < R(y) < 1).Alors C[a,b] est

lespace de fonctions f qui peut étre écrit sous la forme :

Flz) = - I /I(:t: — )" Lo(t)dt + ch(m —a)F
s Ja =0

(n—1
Ot (t) € Cyla,b] et cx(k=0,1,..,n — 1) sont des constantes arbitraires tel que

f*(a)
k!

@lt) = ), .= J(k=0,1,....,n—1)

En particulier, si v = 0 alors C™[a, b] est ’espace de fonctions f qui peut étre écrit sous

la forme précédente o p(t) € Cla,b] .

1.1.3 La fonction Gamma

Définition 1.13 [2] [3] Soit z une variable réelle et strictement positive, la fonction

gamma continue en z est définit par :



Propriétés de la fonction Gamma

1. L’allure de la fonction gamma est donnée par la figure 1

2. Ainsi nous avons :

= [y 2 @E eldt = [[Pt*In(t) e tdt.
I (Z) = P (ln (t))z etdt,
T — me 131 (111 (t))n e~ tdt.
La relation de récurrence de la fonction I' (z) est obtenue par I'intégration par partie

de la formule d’Euler. En effet, si on pose v = e~ et dv = t*~1dt on aura :

zq o0 oo t2
F (] = (e‘tt—} +f —ec it
A 0 0 A

Avec [[°Le idl = r(””.
Ainsi, nous avons :
Tlz+1)=2zl(z2)

Cette relation de récurrence va permettre de définir I'(z) pour les valeurs négatives

de 2.
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Si nous supposons —1 < z < 0s0it 0 < z+ 1 < 1, I'(2 4+ 1) est bien définie par la

formule d’Euler, mais pas I' (z) .

Ainsi pour — (n+ 1) < z < —n avec n entier positif ou nul, on aura :

['(z+1)
z(z+1)...(z+n)

g} =

Les valeurs particuliéres de ' (z) sont :

IRy —/ g g =1
0

La fonction gamma s’appelle aussi fonction factorielle généralisée :
I'(n)=(n—-1)!
Pour z = 1/32,

L(1/2)=+x

Pour z =n + 1/2, n entier positif :

(2n)!

'n+1/2)= o]

VT

1.1.4 La fonction beta

Définition 1.14 [4] La fonction Beta d’Euler est définie par l'intégrale suivante :

1
Bz, n)= f vl (Rez >0, Rey > 0)
0
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1.1.5 La relation entre la fonction Beta et Gamma

La relation entre la fonction Beta d’Euler el la fonction Gamma d’Euler est donné

par :
I'(z)T'(y)

Blz.g) = T (z+y)

1.1.6 La fonction Digamma

Définition 1.15 La fonction ¢(z) d'Fuler aussi appelée fonction digamma est la dérivée

logarithmique de T (z) :

1.2 Intégration fractionnaire

1.2.1 Théorie de Rimann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville est la plus connue et répandue.
Nous allons définir d’abord 'intégrale de Rimann-Tiouville [5].
Intégrale d’ordre arbitraire

Ont peut commencer par examiner une formule (unique) qui donne des primitives
successives d’une fonction continue par exemple.
Soit f : [a,b) — R ( ou & valeurs vectorielles) une fonction continue, b pouvant étre

fini ou infini.

Une primitive de f est donnée par :

(11f) (z) = / "yt
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pour une primitive seconde on aura

() () = /: (/: f(t)dt) ds

le théoréme de Fubini nous rameéne cette intégrale double a une intégrale simple

(L) = fm(:ﬂ — 1) f(t)dt

puis une itération donne

U7 ) () = / =" renyar

s (n—=1)

cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factorielle
par la fonction Gamma I' (n) = (n — 1)!; Rimann rendu compte que le second membre
pourrait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non-entiére, il était naturel de

définir I'intégration fractionnaire comme suit :

Définition 1.16 si o € R, Uopérateur I® définit sur L' [a, b] par

(I{Ef)f) (2] = f(i(ﬁ /ﬂ (x — 1) f(t)dt; telle quea € R

pour T € [a,blest appelé opérateur d’intégration fractionnaire (4 gauche) de Rimann-

Liouville d’ordre «. Et Uintégrale :

(521) (@) = =7

(a

- ) / (z — )7V f(t)dt, telle que b€ R

est appelée l'intégrale fractionnaire (a4 droite) de Riemann-Liouville d’ordre .

(a =0, b= +o0) Riemann, (a = —o0, b = 4+o0) Liouville.
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Théoréme 1.1 [7] Pour f € Cla, b, lintégrale fractionnaire de Riemann-liouville pos-

sede la propriété de semi-groupe
1@[IB ¢ ()] = 1B f (2), poura>0, 8>0
Preuve. La preuve découle directement de la définition

o 1 L N
7 [1¥)f (z)] = p(a)r(ﬁ)fa (z 1) / TR

or f € Cla, b, d’apres le théoréme de Fubini, et par le changement de variable

t=wu+ s(z —u), on obtient

(@ [78) £ ()] = B(a, §) T flu) = JlkB) £
1010 0] = wgt i | Gt =1 o)

ou B(a, 3) désigne la fonction Beta. m

Propriétés
1. Poura>0et §>0o0naIl®o[B) = JB) g [la) = flath)
2 I0f(z) = If(z) = f(z).

3. L’opérateur intégral 1§ est lingaire.

Exemple 1.1 Considérons la fonction f(x) = (xr —a)?. Alors

I3 (z—a)f = ﬁ /J (z— 1)Vt - a) dt

pour évaluer cette intégrale on posc le changementt=a | (z - a)7, d'ou

¢ Yot 1
Iék(lr—a‘)ﬁ - E[‘({Z‘j)+ /G(l ’T)a_l'rﬁd’:‘”
_ F(8+1) — B+a
T TErira Y

14



on voit bien que c’est une généralisation du cas o = 1 ou on a

_{B+1) (z — )ﬁ+1 _ (I_a)ﬁﬂ

II(ZE—G)’B-WI = 6-{-1

a

1.3 Deérivées fractionnaires

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire [6], nous allons siter les

approches aui sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.3.1 Approche de Grunwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation
entiére d'une fonction a des ordres de dérivée arbitraire.

La dérivée d’ordre 1 d’une fonction f au point x est définie par :

W rry — 1 flz) — fle—h)
B= 1 1'111331 h
le calcul des dérivées successives de la fonction f donne la généralisation de cette

formule & I’ordre n ou n est un nombre entier positif ou nul.

l n
(n) £7.. e T B o n =y
D f(x) = lim — Z;( D) (@ = jh)
=
n!
avec o) (= L —
0) (n —5)!
cette formule représente la dérivée d’ordre entier n si n est positif et I'intégrale répétée
—n fois si n est négatif.
En utilisant la fonction gnmma telle que I'(n + L) — nI' (n) donnant T (n + 1) — n!

pour tout n entier positif on nl, on pent. derive Pexpression suivante généralisée aux

entiers négatifs ou nul .



—n(l—-n)(2—"n).. ... ... (j—n-—1)
J!

en remplagant n par un réel « non entier on aura :

—o(l-a)2—-a).. .. ..(j—a—-1) _ I'(j —a)
! TG +1)T(=a)

on définit donc la dérivée d’ordre non entier « telle que :

a LR im I‘(.]ﬁa) r—1h
Df(a) = lim 2D e ey @ ~ M)

et

DY f(z) = lim L Z I,P(]—-Fa)f(x — gh)

w0 e 2 TG+ ) T)
1 ¢ a—1 -
= F | @m0

Cette relation correspond & la définition de Grunwald-Letnikov.

Si f est de classe C* alors, en utilisant I'intégration par parties, on obtient :

= 9 (a) (z — a)i—° ‘
D(“Jf(:(;) - Z S F((}')_( — 1)) i - (}{1_ 5 / (z — T)k—a—l f® (t) dr
=0 S B

ef

k—

(—a) a):r:ga)"'"‘ 1 /T __kta—1 p(k)
DV £ Z TGtatl) Tr(k+a) CL(:r: 7) N r)dr

Propriétés

Nolons que, a travers cette définition, on voit déja apparaitre 'une des propriétés de

la dérivation d’ordre non entier. Elle prend en compte le passé global de la fonction et
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donc ’ensemble de ses dynamiques contrairement a la dérivée usuelle d’ordre o = 1 et
qui ne dépend que de ce qui se passe au voisinage immédiat du point de calcul.
Composition avec les dérivées d’ordre entier

Proposition 1.2 pour n un nombre entier et o un nombre non entier on a :

dﬂ.
dxm

(D' f(x)) = D\ f(z)

et

@ (& ) = e pipy _ S L) — ap
b (£ j@)) = D 1= 2 T amn+ )

Composition avec les dérivées d’ordre non entier

Proposition

1. Sif<0,acR:
DD f(z)) = DD f(z)

2. Si0<m-1<f8, a<0 et f9Da)=0pour;j=0,1,2..m—2
DD z)) = B0 (a)
3.50<m-1<B8<m, 0<n—-1<a<n et fOa)=0pourj=0,1,2,..r—2:

DN(DPf(z)) = DD f(a)) = D f(z)

o oot moeont donw nambre entinen s = mow(m, n); ot o, A non entiern

Exemple de calcul de la dérivée des fonctions au sens de Grunwald-Letnikov

La dérivée d’une fonction constante : La dérivée d’une fonction constante au sens
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de Grunwald-Letnikov n’est ni nulle ni constante. Pour un ordre de dérivation non

entier o la dérivée de la fonction constante f(z) = C est donnée par :

RV BN < (01 ()t R S v X
DS )f(:z,)—m(.zz—a) +; TG-atD +F(!c—a)/a($"r)k LF) (1) ds

ou
v 19 a) (e
= T -w+1] -
et
L ¢ —\k—o— ) i -
F(k—a)/a(SIS'—i)JIb 1f(k(T)d.'—0
alors :
i ¢
D® = m(ﬁf —a)™

La dérivée de la fonction f(x) = (¢ — a)’ a 'ordre «, au sens de Grunwald-

Letnikov, est :

C(p+ 1)
F(n—a)l(p—n+1)

D@ (g —q)P = / (z — @)z —a)P ™dr
a
en procédant au changement de variable en faisant 7 = a+ s(z —a) on a :

Pour tmqg, sm(

et

Pour T =@, §=1
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Dy NP — T'(p+1) e
D@ (g — )P = F(n—cu)F(p—n+1)/D(I a)’"*ds

Flp+1)l'(n—a)l(p—n+1)

= F(n _CV)F(p*”'+1)F(p~(E+1) (,’L‘—a)iu_ﬁ
— M(Q._a)p—a
- Tlp-a+1)”
pour
Oﬁ=%=a=0!p—1
(3 = L@ ~_ V=
D\zl(z) r(%)f B

1.3.2 Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, 2| alors la dérivée fractionnaire d’ordre o avec

(n—1 < «a < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

S N LS
D®f(z) = Tl — o) 4" /a (& —7) f(r)dr
dn _—
= S (e f ()

Remarque 1.1 si f est de classe C*, alors on faisant des intégrations par parties et des

différentiations répétées on obtient :

Bll :
: D) (x — a)i—@ 1 z e by i ol
eg ’IIIE +  — 7)otk () gr
D fiz) T(j o11) @ T(k a-)/,, [z =7y o (r)d

J=0

dans ce cas Uapproche de Grunwald-Letnikov et 'approche de Rimann-Liouwille sont équi-

valentes.
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Propriétés

Composition avec I'intégrale non entiére L’opérateur de différentiation au sens de

Rimann-Liouville est un inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire :

DI f(2)) = f(2)
et en générale

1. Sia—pf <0 alors

D(“){f(mf(ﬂ:)) - D(“_B)f(:t)
D Af(z) = 1P f(z)

de plus, la différentiation et 'intégration fractionnaire ne commutent pas :

(x —a)>™

DN (DB f(2)) = D= f(z) - Z[D(ﬁ‘j’f(z)]m:am

avec

m—-1<f8<m

Composition avec les dérivées d’ordre entier Pour n un nombre entier et o non

entier, on a :
d]l
dx™

(D) f(x)) = D" f(z)

et

DT f(z) = DU f(a) Zf T

on dedult que la differentiation non entiere et la differentiation entiére ne commutent
que s1

f(j)(a) =0pourj=0,1,2,...n—1
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Composition avec les dérivées d’ordre non entier Pour o et § deux nombre non
entiers tel que :

n—1<a<n et m—1<p3<m

on a :

DE(DP f(z)) = D‘”‘“”f(r)—Z{D("'])f'(r)}m=a.mrgi ;f)j:)
j—l

— gD

DDA = Dste) = 310 el

les opérateurs de dérivations fractionnaires D@ et D) ne commutent que si

T

a=f8 et Z[D("‘“j)f(.a:)];,;:a = pour j=L%qn

j=1

et

Z DB f(x)],o, =0 pour j=1,2,...,m

Exemple 1.2 comme premier exemple de dérivée non entiére d’une fonction constante

f(t) = C au sens de Rimann-Tiouville, nous avons -

C

D® f(z) = Ti—a)

(z —a)”

Exemple 1.3 comme deuziéme exemple de dérivée d’une fonction f(z) = (xz — a)? au
sens de Rimann-Liouville, nous avons :
Soub e ure nombre non enter 0 < n—1<w<nelp>—1
1 d

D)y — g)? = Elo—alin / (z — )" (7 — a)Pdr
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en faisant un changement de variable : 7 = a + s(z — a)
Patr =g s=0

Pourt=x s=1

1 dr ‘ 2
D(cx) R v i ﬂ—p—a/ 1 — g)re-lgpyg
(z —a) Tin—a) e (r — a) ) (1-35) sPds

Fp+1)IMn—a)l(n+p—a+1)

C Tn—a)T(p—a+1)T(n+p—a+1) (z —a)P™®
_ _Tp+1) .
= Th—at+n® %
Poura=1 a=0, p=1
iyt TlG) ol
POE =5y =TG)

1.3.3 Approche de Caputo

Dans ’approche de Caputo, celui-ci a introduit une autre formulation de la dérivée

d’ordre fractionnaire définie par :

DPfz) = I9DWfi)
_ 1 T )
- T(n—a) ,/a (x — 7)ol s

avec n est un entier positif vérifiant 'inégalité (n — 1) < a < n.

La relation avec la dérivée de Rimman-liouville
La relation est effectuée de la fagon suivante :

1. Si f(x) est unc fonction dont les dérivées d’ordre o de Rimann-Liouville et de
Caputo existent et si @ un nombre non entier positif ou nul tel que : n—1 < a <n

et n € N*, la relation reliant la dérivée au sens de Caputo & celle de Rimann est
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donnée par :

9 (a)(z = a)i=
I'(j —a+1)

n—1
D(Q)f(:z) ‘C‘apu.toz D(Q)f(x) IRiemann—LiouviHe - Z

J=0

2. Si f9(a) =0 pour j=0,1,2,..,n — 1 alors la dérivée d’ordre a de f(z) au sens

de Caputo est égale a celle de Riemann-Liouville.

Propriétés

La composition avec ’opérateur d’intégration fractionnaire En posant une

fonction f(z) continue, la composition est définie telle que :

D9 (I f(z)) = f(z)
et

oL Hilg it —al
1D f(a) = fia) - Y LA

j=0

Exemple de calcul des dérivées au sens du Caputo
1. Ta dérivée d’une fonction constante f(x) = C au sens du Caputo est nulle
D f(z) = 0

2. La dérivée d'une fonction f(z) = (z — a)” au sens se Caputo est, si @ un nombre

nonentier0<n—1l<a<n e p>n—1:

I'(p1 1) (r a)

(m) fay —
/ (?) N P(p w1 1)
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d’ou

@) . r _ F(p+ 1) ) S n—a-—1 _ p—n
D® (g — q) _F(n—a)f‘(p—n-i—l),/a (z —7T) (1 —a)P ™dr

on faisant un changement de variable : 7 =a+ s(z — a)

_ P+l —a)l(p—n—1) (z — a)ro
F'n-a)T(p—n-1T(p-a-1)

B I'(p+1) o

- F(p—oz%—l)(g:_a)

1.4 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

1.4.1 Linéarité

La différentiation fractionnaire est une opération linéaire [7] :
D\ f(z) + ng(z)) = AD*f(z) + pD%(x)
ou DP désigne n'umporte quelle approche de dérivation considérée dans cc mémoire.

1.4.2 Reégle de Leibniz

Pour n entier on a :

qn LA 7 _ Ll
drn{j(:t:).g(;::)) = L ( T ) jlh(g:mt” ’”(IJ
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la généralisation de cette formule nous done :

3

D*(f(2).g(x)) = : f®(z) Do~kg(z) — Re(x)

k=0

oun=>a+1et

R@) = s [ (@ lotrlar [ e - e

O & Jitop sipn Bl =1

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues dans [a, z] la formule devient :

oo

D(f@g@) =3 | © | fP@)D*g(a)

k=0 \ K

D% est la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov et au sens de Riemann

Liouville.
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Chapitre 2

Quelques résultats de la théorie du

point fixe

Le but de ce chapitre est I’étude de quelques théorémes du point fixe. Ces théorémes
consistent a prouver 'existence et I'unicité d’'un point fixe pour un certain opérateur.
On s’intéresse au théoréme du point fixe de Banach qui assure I’existence et 'unicité. Le
théoréme de Schauder n’assure que l'existence seulement. On présente différents théo-
remes d’existence et d’unicité basés sur les théorémes classiques qui affirment 1’existence
et I'unicité des points fixes de certains opérateurs. On utilisera des définitions et des
notions connues de 'analyse fonctionnelle. On commence par présenter le théoréme du
point fixe de Brouwer, puis de Schauder qui détermine seulement ’existence d’un point

fixe sans 'unicité.

2.1 Théoréme de point fixe de Brouwer(1910)

Historique : Le mathématicien Luitzen Egbertus Jan Brouwer remarquait, en mé-
langeant son café au lait, que le point central de la surface du liquide, au milieu du
tourbillon créé par le mouvement rotatoire de la cuillére, restait immobile. Il examina le

probléme de cette fagon :
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A tout moment, il v a un point de la surface qui n’a pas changé de place.
Nous allons examiner le probléme en dimension n suivant Brouwer.
Soit

B, = {z € R™ tel que ||z| <1}

La boule unité fermée de R muni de la norme euclidienne usuelle, et S™! = 9B,, la

sphére qui est sa frontiére.

Lemme 2.1 Soit T : A — B un opérateur continue et compact dans A; ot A est un

ensemble fermé de U’espace normé B. Si l’égquation
z=Tzx

Est résoluble approximativement dans A. alors il existe une solution dans A.

Preuve. Il existe une suite (z,)dansA avec z,— Tz, — 0.La suite (y,) = (T'z,)
admet une sous suite convergente dans A puisque 7°(A) est relativement compact.

Si on note encore cette sous suite par (yn) pour simplifier la notation, alors

Yo =Tx, -y € B et que 2, = yn+ (2n — Tzpn) =9

Sachant que A est fermé, alors y — A. Ainsi d’aprés la continuité de T, T'z,, — Ty,

pour laquelle on obtient que y = Ty. =m

Théoréme 2.1 (Théoréme de Brouwer)

Toute application continue f de B,, dans B,, admet au moins un point fize.

Preuve. On peut montrer, pour tout £ > 0, qu'il existe un polynéme P avec

If =l <€

Utilisons la norme maximum sur 73, définie par

I£l = maz{|f| : = € Bm
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Pour avoir |P|| < 1+, alors Q(z) = ';f; est une application réguliére de B,, dans

B, Il est clair que || f — Q] < 2¢.

Supposons maintenant que z est un point fixe de @, alors x est un point fixe d’approxi-
mation de f vérifiant |z — f(x)] = |Q(z) — f(z)| < 2€. Ainsi, lemme précédent montre
que f admet un point fixe si toute application réguliere de B,, dans B, admet un point

fixe. m

Définition 2.1 On dit qu'un ensemble A d’un espace de Banach a la propriété de point
fize si toute application continue de A dans A admet un point fize.
Soit X,Y deur espaces de Banach ou bien, en générale deuz espaces topologiques, et

A et B sont deuzx ensembles tel que A€ X et BeY.

Corollaire 2.1 Si les ensembles A et B sont homéomorphe et A a la propriété de point

fize, alors B aussi a la propriété de point fize.

Corollaire 2.2 Soit A € R" un ensemble compact. Et supposons qu’il eziste une appli-
cation continue P : R* — A avec P\4 = Ida, (i.e) P(z) = z,Vz € A. Alors l’ensemble

A a la propriété de point fize.

Preuve. Soit B A une boule fermée et f : A — A continue, alors F = f o P est une
application continue de B dans B. Ainsi d’aprés le théoréme de point fixe de Brouwer,

b admet un pomt hxe (, et comme £(5) C A, alors ce point fixe appartient 4 A, d'ou

¢=f(¢) =

2.2 Théoréme du point fixe de type Schauder
Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer ’existence

d'un point fixe pour une fonction continuc sur un convexe compact dans un ecspace de

Banach. Le Théoréme du Point fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une
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application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessai-
rement unique.

Et nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.2 [7/ Soit K un sous ensemble non vide, compact, conveze dans un espace

de Banach E et supposons T : K — K une application continue. Alors T admet un point

fize.

Preuve. Soit T : K — K une application continue. Comme K est compact, T est
uniformément continue; donc, si on fixe ¢ > 0 , il existe ¢ > 0 tel que, pour tout z,
y €K,

On a

le -yl <6 = IT(z) - T <e

De plus de plus, il existe un ensemble fini de points {z1, 22, ...,z,} C K tel que les
boules ouvertes de rayon centrées § aux x; recouvrent K ; i.e. K C U Blizs, 8):

Si on désigne L = Vee(T(x,))1<;p 0lors L est de dimension ﬁiéfi{ét K*—KnL
est compact convexe de dimension finie. Pourl < j < p, on définie la fonction continue
Y;: E — R par:

0 siflz—2z4]| >0

1 — lz—gl

6

¢j=

Il est clair que ¥; est strictement positive sur B(x;,4) et nulle en dehors. On a donc,

P
pour tout z € K, Z Y;(x) > 0, on peut définir sur K les fonctions continues positives
i=1

©; par
”‘L’j(v"?)

e

p‘\
Z Y,(z)
J=1
n
Pour les quelles on a Z @;(x) =1 pour tout z € k.

g=t
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Posant, pour = € K,
P

9(@) =Y ¢;(2)T(z))

i=1
La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend ses
valeurs dans K™ (car g(z) est un barycentre des T'(z;)).
Si on prend la restriction g x- : K* — K*, (d’aprés théoréme de Brouwer) g posséde
un point fixe y € K.

De plus :

Ty)—y = T(y)—g9(y)
= > 9Tw) - D9 (@T(z)

J:]

= Z o0;(2)[T(y) — T(x;))-

Orsig,(y) # 0alors ||y — z;|| < 4, et par suite |T'(y) — T(x;)|| < e.

a pour tout j

[/

@) =yl < D w;(@)T(y) - T(zy)]

P
< Y eply) =«
Jj=1

Pour tout entier m,on peut trouver un point y,, € K tel que ||T(ym) — ym| < 27™. Et
puisque K est compact, de la suite (y,)mez on peut extraire une sous suite(y,,,) qui
converge vers un point y* € K. Alors Tétant continue, la suite (T'(ym,)) converge vers

T(y"), el on conclut queT(y') = ', i.e. y' est un point fixe de T sur K. =

Remarque 2.1 De nombreur théorémes d’existence sont obtenus & partir des théorémes
précités, en réduisant le probléme d’eristence a un probléme de point fize citent & titre

d’exemple le théoréme de Peano.
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Théoréme 2.3 (théoréme de Peano)
Soit (a;b)un point de R™ x R" | et f(t;y) une fonction continue dans le voisinage de

(a;b), alors le probléme suivant :

yla) =0

Admet au moins une solution dans un voisinage de a.
Ict le probléme revient ¢ étudier l'existence d’un point fize de Uopérateur U : K — K
définit par :Uz(t) = b+ f; f(s,z(s))ds,
ouw K C E compact et El’espace des fonctions continues définies dans un certain

voisinage de a.

Théoréme 2.4 (Schauder 1930)
Soit K un conveze, fermé, borné et non vide, K C X tel queX est un espace de

Banach.Soit T : K — K une application compacte. Alors, T admet un point fize.

Théoréme 2.5 [8/ (Théoréme de l'alternative non linéaire de Leray Schauder)

Soit X un espace de Banach, Q) un sous ensemble ouvert borné de X, avec 0 € Q et
T :Q — X une application compacte. Alors

1) T a un point fize sur S, ou bien

2) Il existe A € (0,1) et u € 9 tel que : = = AT (z).

On a vu plus haut deux théorémes principaux de la théorie du point fixe & savoir le
théoreme de Schauder et le principe de application contractante de Banach, Krasnoselski

a combiné ces deux théorémes.

2.3 Théoréme du point fixe de Krasnoselski

Théoréme 2.6 Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé,

borné et convexe.U.V Sont deux applications de D dans X telles que :
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U Est une contraction (de constante k) et V est compacte et continue.
Ur+VyeD Yz yelD

Alors il existe x € D tel que
U+ Vzx =z

2.4 Théoréme du point fixe du type Banach

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme de 'ap-
plication contractante) est un théoréme simple & prouver, qui garantit ’existence d’un
unique point fixe pour toute application contractante, s’applique aux espaces complets et
qui posséde de nombreuses applications. Ces applications incluent les théorémes d’exis-
tence de solution pour les équations différentielles ou les équations intégrales et I'étude

de la convergence de certaines méthodes numériques.

2.4.1 Théoréme de 'application contractante

Définition 2.2 Soit (M;d) un espace métrique complet et Uapplication T : M — M, On
dit que Test une application Lipchitzienne sl existe une constante positive k > 0 telle

que l'on ait, pour tout couple d’éléments x,y de M, Uinégalité

d(T(z), T(y)) < kld(z;y) ).

k> 1, Uapplication T est appelée non expansive.

k < 1, Uapplication T est appelée contraction.

Théoréme 2.7 (théoréme du point five de Banach (1922)Soit (M, d) un espace métrique

complet et soit T . M — M une application contractante avec la constante de contraction
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k, alors T a un unique point fize x € M. De plus on a

si ;g € M et z,=T(x,-1)
limz, = z et d(znz) <k (1-k)'dlz,20) n>1

x étant un point fixe de T.

Remarque 2.2 Si T est une application Lipchitizienne (pas nécessairement une contrac-
tion) mais l'une de ces itérées TP est une contraction, alors T a un seul point fize.

En effet, soit x Uunigue point fize de TP on a

T*(T(z)) = T(T*(z)) = T(z)

ce qui convient & dire que T'(x) est aussi un point fize de T? et grdce & Uunicité T'(z) = .
Ce résulta est valable pour tous les types de contraction qui assurent l’unicité du point

fize.

Remarque 2.3 1l se peut que T ne soit pas une contraction sur tout 'espace M mais
juste dans le voisinage d'un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :

Soit (M, d) un espace métrique complet et T : B — M telle que

d(T(z),T(y)) < kdlz,y) Yz, ye B et k<1

ol

B={ze M, dlz,y)<e} zeM e >0

Sld(x, T(z)) < (L~ k), alors T possede u unyue pount five v & 5.
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Chapitre 3

Quelques résultats d’existence et

d’unicité

Dans ce chapitre, en appliquant les théorémes de point fixe de Schauder, alternatif

non linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach, nous établis-

sons des conditions suffisantes pour I'existence et l'unicité de solutions pour un systéme

d’équations différentielles non linéaires fractionnaires avec des conditions intégrales frac-

tionnaires, impliquant la dérivé fractionnaire de Caputo. Quelques exemples sont donnés

pour illustrer les résultats.

Considérons le systéme couplé d’équations différentielles non linéaires fractionnaires

avec des conditions intégrales [racltionnaires, suivant :

-

CDgru(t) = fu(t,u(t), v(t).° Doiu(t). Dhiv(t)), te0,1],
CDgto(t) = fa(t, u(t),v(t),C Ditu(t),C DR2u(t)), te[0,1],
w(&) =0, u(l) = Igtu(n,),
() =0, w(1) = Igtu(n,),

4

ol CD%u(t) et CD” “u(t) désignes la dérivée fractionnaire au sens du Caputo, I%
o+ WA p o+

représente l'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville, avec 1 < a; < 2, f; € C([0.1] x

RL R), 0<p<1, 0<¢ <1, 0y €1, 8:,>0,i=1,2.
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Récemment, Guezane-Lakoud et Khaldi [9] ont étudié 'existence et I'unicité de la
solution d'un probléme fractionnaire & valeur limite avec la condition intégrale fraction-

naire

D, u(t) = f(t,u(t),C Diu(t), t € (0,1),
u(0) =0, v(1) = IS u(l),

(3.2)

ou f : [0, 1] x R? — R est une fonction continue donnée, 1 < g <2, 0 < o < 1.

D’autre part, I'étude d’un systéme couplé d’ordre fractionnaire est également trés
importante parce que ce type de systéme peut souvent se produire dans diverses appli-
cations.

Dans [18], les auteurs ont étudié un systéme couplé des équations différentielles non

linéaires fractionnaires avec des conditions aux limites de trois points

Deu(t) = f(t,v(t), DPu(t)),t € (0,1),
) DPu(t) = g(t,u(t), DIu(t)),t € (0,1), (33)
u(0) =0, u(l) = ~yu(n),

v(0) =0, v(1) = yv(n),

oul<a, <2, pg7v>0, 0<n<la—q>1, B—p>1,m*t<l,yf <l
D est la dérivée fractionnaire standard de Riemann-Liouville et f, g [0,1] xR?* — R sont
des fonctions continues données. En appliquant le théoréme du point fixe de Schauder,
on montre un résultat d’existence qui a améliore le travail [10].

Dans [19], en appliquant quelques théorémes standards de point fixe, les résultats
d’existence sont obtenus pour le systéme couplé d’équations différentielles fractionnaires

avec les conditions & limites intégrantes non-local :
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CDeu(t) = (¢, v(t), DPu(t)),C Du(t) = g(t, u(t), D%u(t )) te (0 1)
au'(0) + u(n,) jn o(s,v(s))ds, bu'(1) + u(n,) jo ))ds, (3.4)
cv'(0) + v(&,) fo s,u(s))ds, dv'(1) +v(&) = fo s, s))ds

avec l<a, <2 0<p g<l et a—-p—-120, f—¢g—-120,0<9l<
My <1, 0<& <& <1 f, g, 6. ¢, ¢, p, sont des fonctions donnés satisfaire certains
hypothéses.

Dans[20], I’existence et 'unicité des solutions pour un probléme aux limites de premier
ordre des équations différenticlles fractionnaires avec les conditions aux limites intégrantes

Rieman-Liouville est étudiée :

“Dg.ult) = f(tu(t),v(t)), t € [0,1],
CDétu(t) = g(t.u(t),v(t)), t € [0,1],
w(0) = u(m), 0<n<l,

v(0) =48I, v(&), 0<E<,

(3.5)

Ou GDm et CDg+ désignent la dérivée fractionnaire du Caputo, I}, et Ij, dénotent
I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, 0 < a, 8 < 1, f,g € C([0,1] xR?, R),et
p,q,7 .0 € R.

Tout d’abord, par rapport & [10— 20], le systéme que nous discutons ici est couplé non
seulement dans le systeme différentiel, mais aussi & travers les termes non linéaires fi, fo,
qui impliquait deux fonctions inconnues u,v et les dérivés fractionnaires des fonctions
inconnues u, v.et le cas est plus compliqué et difficile que les termes non linéaires impliqués

seulement une fonction inconnue et la dérivé fractiounaire d'une fonction inconnue.
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3.1 Présentation du probléme

Lemme 3.1 Pour o >0, et u(t) € C[0;1], l'équation différentielle fractionnaire homo-
géne

“Deult)y=0

Posséde une solution générale
u(t) =c1 + cot + c3t2 R A

Otc,eRi=1,2..Netn=|[a]+1.

Lemme 3.2 Soit 1 < a <2,0< €< 1,0<n<1,60>0A4,— A #0. Pour tout

y(t) € C[0, 1], l'unique solution du probléme de valeur limite fractionnaire

“Dg. u(t) = y(t), te€0,1],

(3.6)
u(€) = 0,u(1) = I¢, u(n),

est donnée dans U, par
u(t) = Ag(€ — 1) I5y(1) + As(t — I y(n) + Ds(Dat — Do) I y(€) + I8y(t), (3.7)

\ o ni+1
oMU Alz(l—r(g—Jrl)), Aq:(l—m

b g =

Ap—ByE7

Preuve. Application lemme 3.1, I'équation® D, u(t) = y(t) veut dire
u(t) = 1 + cat + 15 y(t) (3.8)
En utilisant la condition (&) = 0 et (3.8), nous avons

a1+ € = —Igivy(§).
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par intégration fractionnaire de (3.8), on obtient

té’ t9+]

B TE R

a+0
a1 2) +JE (%)

En outre, la condition intégrale fractionnelle w(1) = If, u(n) nous donne

a9 0+1

x ! 77 ?? 0
o+ I8 (1) = e g 4 [t
(&1 (l+ O+y( ) (]F(H-i—]_) +(’2j[-\(0+2) + 0 y(”):

Clest
Ajcy + Agey = fl?fgy(??) — Igvy(1).

La combinaison de (3,9) avec (3,10), on obtient

o = AglEIgy(1) — Aaly(€) — 15 %y(n)),
e = A1 (n) + A ISy (€) — Iy (1))

En remplacant ¢; et ¢; & (3,8), on obtient (3.7). La preuve est terminée. m

(3.9)

Soit X = {u(t)|u(t) € C[0,1]et “DPru(t) € C[0,1]} un espace de Banach muni de

la norme |Jul|, = maxye, |u(t)] + maxes |“DPru(t)], et soit ¥ = {v(t)|v(t) € CJ0, 1]

et “DPiy(t) € C[0, 1]} un espacede Banach muni de la norme |jv|ly = maxey |v(t)] +

maxe; |“ DP2u(t)|. L’espace produit (X x Y, ||(u, v)||xxy )est également un Banach avec

la norme ||(u, v)||xxy = |lullz + ||v|y.

On définie 'opérateur 7 : X x Y — X x Y par:

T(u, 0)(1) = (Ta(w, v)(t), Ta(u, v)(1)).
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ou

’I;(U;, U)(t) - Ai3(£z’_t) [[):[‘é.fi(:l? u(l): U(l )1CDPLU'(1):CDFJ2'U(1))
+Ai3(t_ gi)Igi+0jfi(nia U(T?f); U(nijﬁc Dmu(ni)ac D%U(Wz‘)
+As(Lat — Ap)Ig fil&, ul(&),v(&), “DPu(€,).C D=u(E,)),

+IS it u(t), o(t),S DPa(r),C DPau(1)),i = 1,2.

ef,
f, 0;+1
1, 7,
Apg=(1—-=—""2), Ap=(1-=—"—),
1ol r(&-_+1))- 2= r(91+2))
1
ANg=——— Ap—NpE #0,1=1,2
0= o=yt M R
Remarque 3.1
Ti(u, v)'(t) = —-Axlfifi(l, uw(l), v(1),° DPu(1),C DPu(1))

+ At — gi)I(‘J}JiJrUifi(Tn’i: u(1;), 'U(le‘)»c D”Lu(m-),c Dsz(Tli))

+/_\,;3A,;11€';f,1(§i, u(’fi): 'U(‘fi)zc Dplu(fi):c D#2y(&;))

+I57 Rt ule), v(0),° DPu().C DPo(t), i=1,2.

avee Uy, = {u(t)|u(t) € C0.1] et “D*u(t) € C[0, 1]}, Uy, — {v(®)|u(t) € C[0, 1] et

¢ D>2y(t) € C[0, 1]}.

Lemme 3.3 Soit f1, f» € C([0,1] xR*, R). On dit que (u, v) € Uy, X Uy, une solution

de FDE(3.1) si et seulement si (u, v) € X xY est une solution des équations opérateurs

T(u. v) = (u, v)).

Preuve. Soit (u, v) € U,, X U,, une solution de FDE(3.1). Appliquant le lemme 3.2

et (3.11), on peut obtenir immédiatement que (u, v) € X x Y est une solution des

équations opérateur T'(u, v) = (u, v).
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Inversement, soit (u, v) € X x Y est une solution des équations opérateurs 7'(u, v) =

(u, v). Cest,

w(t) = A& — 0I5 AL u(1),v(1),Y DPru(1), DP2u(1))
+A15 (¢ = NI A (1, u(m), v(m),¢ D u(n,), Du(ny))
+A(Dut — Aw)§L A&, (), v(€),° DMulg,),® D2u(,))
+IGLA (L, u(t), v(t),C DPu(t),C DPo(t)).

v(t) = Ags(€y — )52 fa(1, u(1),v(1),° DPu(1),° DP2y(1)
003 (t = &G falmy, ulm). v(ny). DPu(n,), DP2u(n,))
+gs(Ant — Ag)I5? fo(&y- w(&), v(£,),° DM u(&,),° DP2u(gy))
+I53 fo(t, u(t), v(t),” DPu(t), D™u(t)).

Apergoive D% ~™ = (,m = 1,2,...N, oit N est le plus petit nombre entier supérieure
ou égale a ;. Donc, nous avons
“DMu(t) =C DIt filt, n (2), v(t).° DPu(t),® D*2u(t))]
= fi(t, u(t), v(t),C DPu(t),© DP2u(t)
CDo2u(t) =C D22 [I® + folt, u(t), v(t),C DPu(t),C DP2u(t)
= fot, u(t), v(t),C D" u(t).,C DP2u(t)

par un calcul direct, on peut vérifier facilement que
u(&) =0, w(1) = Igiu(m), v(&) =0, v(1) = Igtv(n,)

par conséquent, (1, v) € U, XU, est une solution de FDE(3.1). La preuve est terminée,
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3.2 Résultats d’existence et d’unicité

Dans le paragraphe suivant, nous établissons nos résultats principaux pour EDF (8.1)

en utilisant un variété de théorémes de point fixe. Pour plus de commodité, nous avons

mis :
A = |Aus|(& + 1) + |Ais|(|An] + [Anl)EF + 1 |Aal(€; + Dnite B
g = + s 2=1,2
[y + 1) Mo +0; + 1)
. e A ai+0;
Bi _ 1 (]A13| + |A13A21'£1 + 1 I 13|T]1 )’ § = 1)2,
L'(2-p) Pla; + 1) Ple;)  Tla;+6;+1)

Oik = (Az + B,;)a,;k: 1= 1, 2, }C = 1,2.3,4, 5,
e = (A,_-I—Bi)bik‘ =12 k= 1,2.8,4,5,
E;, = Hl'ch{Dv:lw Dy, Dis, Djs, D'i:')}a 1=1,2,

Fe = (A+Bleg, i=1.2 k=1,23,4.

Le premier résultat est basé sur le théoréme de point fixe de Schauder

Théoréme 3.1 On suppose qu'il existe des constantes positives a;, € (0,+00)(i = 1,2,

k=1,2,3,4,5) de telle sorte que la condition suivante est salisfaite

4
(H)|fi(t, 1, T2, T3, mg)| < Zaiklzvkl”‘“ + RipolL % Fuy, € L
k=1

Alors FDE(3.1) admet au moins une solution.

Preuve. D’abord, on définie une boulle dans I'espace de Banach X x ¥ comme suit

Br — {(u. v)|(u, v) € X x Y, |(u, v)]|

xxy < R}, (3.11)

1 1

l—‘f»;:_;7 (100124)1',{4, 100,;5, l: 1, 2}

Ou R = maX{(lUCa'il)j"]Ti‘ 3 (10(:112)1__177, (1001“5)
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Maintenant, nous prouvons que 7" : B — Bpg. pouwr tout (u,v) € Bpg, appliquant

I'intégrale fractionnaie de Riman-Liouville et la condition de la relation (H1), on obtient

|75 (u, v)(2)|
< |Aga(€; — g1 u(1), v(1)°DPrau(1),C DP2y(1))|

+HAw (= ENH il wlm), v(m),C DPuln;),C DP2o(n,))|

+[As(Ant = Ap)|I5H f1(&, u(Ey), v(£;), DPu(€,),C DP2u(g))|
+IgH fi(t, u(t), v(t), D u(t),C DP2u(t))|

c 1 m
& ’|A13|(Sl F 1) / (1 _ S)al—]ds 4 ’ABI(EI + 1) / (Til _ S)Ozrl—fh—lds
0 0

- I'al) [(a; +61)
|A|(|An] +|Ap]) /4 o g 1 3 PR |
+ i) /0 (€, — &)™ ds + F(Cl’-l_)-/o (t — )™ ds]

4
X (Z al;iR“k + a15)
k=1

4
< A (Z airB™* + a1s) (3.12)
=1
d’autre part, on a
1 YT (u, ) ()
C DA (u, ) (8) = / L e ds. 3.13
l( )() F(I*])]) . (t—S)pl 5 ( )

42



par la remarque (3.1), en utilisant un calcul similaire que obtenue (3.13), nous avons

|Ta(u, v)'(2)]

D] / 1 £ Al ™ o1
L=g¥ g —— —s)"T T ds
{I‘(m) Jo ( ) a1 +61) Jo ! )
,A13/_\.1]| g3 i 1 /i -2
= e —-8)M" T ds + —— t—s)" " ds
Claq) Jy & ) [(on =1) Jo ( ) |
4
X(Z“lkﬁrlk + alb)
k=1
< (Bu =+ 1Astul | 1 BuslD" (fa R™ +a55).  (3.14)
= T(al +1) Pal)  T(al+6+1)" " " o

& partir de (3.13) et (3.16), nous avons

1 ¢ - |Ass| + [Az A | 1
CD”‘T : NG <__/ t—s) "1ds 1 1
D7 Tatu, D) < gy | (= 8) s x (= Nan)

F(Oﬂl + 91 + 1) —1

4
<BI() | anR™* + ws). (3.15)
k=1

a partir de (3.13) et (3.16), nous avons

4
Z CisR™ + Ci5
k=1

1

T3 (w, v) ]y

IA

IA

1 1 i 1
s Bl B = s
H+10R+10 +10R+10R

SER
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de la méme facon, on peut obtenir

4
HTQ(uav)HY < ZCQkRle‘i‘C%

k=1

IA

A
R+ R+ OR+ R+1O

1p

10
R
2
alors

T (u. ©)|lxxy = [|T1(w, v)||lx + ||To(u, v)lly < R.

Ainsi, nous avons T' : Br — Bp .

On remarque que T3 (u, v)(t), Ta(u, v)(t),C DT (u,v)(t),C D?2Ty(u, v) sont continues
sur [0,1] . Ainsi, Vopérateur T est également continu.

Maintenant, nous montrons que T est équicontinu. Pour cela nous avons fixé

M; = Lrgggcl{lf(t u(t), »(t),° Dgiu(t).° Dizo(t))|}. i =1,2.

Pour tout (u,v) € Bg. Soit t;,%; € [0,1] tel que ¢; < t5.0n a

|71 (u, v)(ta) — Ti(u, v)(t1)]

|Ags|(ts — t1) /'1 ] |A1%|(t2 —t) / 0n—
W= ol | = BT afs £ R i — g)atth-1g,
- ! ['{aq) 0 ( ) [las +61) o (m, )
P &1
+|A13A11)(t2 t1) (& — Y]

[(ay) 0

—er[r((lﬂ) / 1[752 —s] T = (g — )M ——— T(an) / (tz — s)*™ 7 ds]

1 i 51 1AL Ti‘f1+91 M,

vl ) Doy 16 1)](f —Hh)+ Pl + 1)

(9 =) (316)
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d’autre part. on a

|CDplTl(u v)(t2) = D Th(u, v)(t1)]

_ |/‘t2T1uv (5 _ [? Tu(u,v) (s) ds|
1_.01 t2_5‘a1 n (1 —s)m
1 (tQ - 5 191 (tl - 5 / /tz ITl (’U, ‘U)I(S)|
T —_— L
<t e T Y@+ y (s ) G
ou
o a1+0
Ty, v)'(3)] < ( |A13] + |A13A0 €T 1 | Agg|r VM,
F((l{] + 1) F(C}fl) F(C]ﬂ + 61 + 1)
par (3.17) et (3.18). on a
|“D' Ty (u, v)(ta) — DTi(u, v)(t)|
(|A13| + | A Ay €7 1 | Ayt ) M,
((141 + 1) F(C}.‘l) F(Gﬁ] + 91 + 1) ].-1(]. Ea ,01)
tz t
f—z—Spl—tl—S)pl fz 1
ds ———ds
[/ (T2 — s)P1(ty — s)m . o (o — s)ﬁldq]
< BiMy[2(ty — )77 4 £, — 4177 (3.18)
de maniére analogue, on peut prouver que
1 A ag+02
o, 0)(t2) — Talu, 0)(t2)] < Mal A *‘f (2ol W

+J.) .[’(Clt-z-l-yz-i“l)

M,
X(te — 1) + =———(t5° — £§2), 3.1
(2 1) r(ﬂg+l)(2 1 ) ( 9)

|D7Ty(u, v)(t2) — DP2Ta(u, v)(t)| € BaMa[2(t; — 1) P2 + 377 —17772].  (3.20)

Dans (3.17), (3.19), (3.16) et (3.21), suil {; — lo,aluts

[T (u. v)(t2) — Th(u, v)(t1)] — 0, |“D"Ty(u, v)(tz) — DTy(n, v)(t1)] — 0,
Ta(n, v)(t2) = Tau, v)(@1)] — 0, [“DPTy(u, v)(ts) = DP*Ta(u, v)(ts)| — 0.
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Alors

T (u, v)(F2) = Tai(u, v)(B)llx — O,
| To(u. v)(t2) — T2(u, v)(t)|ly — O

autrement dit, comme t1 — 2

T (u, v)(t2) = T(u, v)(t)llxxy — 0

par conséquent, il ressort de la preuve ci-dessus que 7'(Bg) est un ensemble équicontinu.
Aussi, il est uniformément bornée comme T(Bgr) C Bg . par le théoréme d’ Ascoli-Arzela,
on déduit que T est un opérateur complétement continue. Appliquant le théoréme du
point fixe de Schauder, il résulte que EDF (3.1)a au moins une solution (u, v) dans Bp.

Remarque 3.2 La condition (H,) peut étre remplacée par la condition suivante

T

4
(H2)|fi(t, 1, z2,23,24)| < Zaiklxia =, g o L

k=1

et la conclusion du théoréme 3.1 reste vrai. Remarquant, une certaine restriction supplé-

mentaire 4 propos de R dans (3.12) devrait étre remplacée par la restriction suivante

1 . T 1 1 1 1
T; ,11 Tig—1 T ﬂ17 y — 13 2 :
) z (8013) 3 1 (8034) 4 ¢ }

1
0<R< min{(SC

Done, en répétant des arguments similaires & la preuve du théoréme (3.1), nous pouvons

obtenir la méme conclusion.
Le second résultut est busé sur Nalternalif non-lintaire de Leray-Schauder.

Théoréme 3.2 Supposons qu’il existe des constantes positives by, € (0, +00))(i = 1,2,

k=1,2,34,5) et des fonctions ¢;, € C([0, +00), (0, +00))(i = 1,2,k =1,2,3.4) (non
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décroissantes sur [0,+00) et L > 0 lel que les conditions suivantes sont satisfaites

(=Y

(Hs) [fi(f, 1,22, 23, T4) Z bik@u(|oxl) + bis -7 =1,2

4

(Ha) Er(Y_ow(L)+11) + Ba(D om )<L

k=1

alors EDF (3.1) a au moins une solution.

Preuve. Premiérement on a prouvé que T est complétement continue. il est évident
que T est continue car f, sont continues.

Pour un nombre positif L > 0, soit
By ={(u. v)|(n, v) € X xY, |[(u, v)llxxy < L}

une boulle bornée dans X x Y. II faut prouver que T(BL) est relativement compact.

Pour (u, v) € T(B), un calcul similaire comme (3.13)et (3.16) les rendements

1
T3 (w)(t)] < AI(Z bk (L) + b1s), (3.21)
k=1
4
|°DPM T (u, v)(t)] < BI(Z b1k (L) -+ bis) (3.22)
k——1

par conséquent

< (A1 + B1)() budie(L) + bis) = Y Diadi(L) + Dis (3.23)

k=1 k——1

”ja(ua T) X

de la méme tagon, on peut obtenir

1
12w, 0)lly < ) Daxoi(L) + Das (3.29)

k=1
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la combinaison de (3.24) avec (3.25), nous donne

4
T (w, v)llxexy = 1T (us 0)llx + || Ta(u, v)lly < () Didip(L) + Dis)
k=1

+(Z Doy dyy(L) + Das) (3.25)

k=1
Par conséquent, T'(5.) est uniformément bornée a (3.26). Suivant que le calcul simi-
laire comme (3.17) — (3.21) les rendements que T(By,) est un ensemble équicontinu. Au
moyen du théoréme d’Arzela- Ascoli, nous concluons que T est un opérateur complétement
continu.
Maintenant, nous appliquons I’alternative non-linéaire de Leray - Schauder pour prou-
ver que T a au moins une solution dans X x Y.Pour tout (u, v) € 9By, tel que

(u, v) = AT(u, v), 0 < A< 1.de(3.22) et (3.23), on a
[u(t)] = AlTi(u, v)(6)] < [Tu(w 0)O] € Ai[Y | budi(L) + bus,
k=1

“D7 (. v)(8)] = A]°D" T (u, 0)(1)] < [°DM Ty (u, v)(t)]

4
< Bi[)  bixry(L) + bis]

k=1

par constquent

llullx < (Au+ B)[D_ budig(L) + bis] = Y Duie(L) + Dis

k=1 k=1

4
< E) énp(L) +1] (3.26)
k=1

ensulle FDE (3.1) présente au moins une solution.
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De la méme fagon, on peut obtenir

llolly < Bal) | éai(L) + 1] (3.27)

la combinaison de (3.27), (3.28) avec la condition (H4 ), nous donne

4 4

I )Y = [lullx +[lelly < EBa(Y ) 6ulL) + 1)+ Ba(D_ da(L) +1) <L (3.28)
k=1 k=1

Cela contredit le fait (u, v) € dBr. D’aprés 'alternative non-liniaire de Lary-Shauder

nous concluons que T a un point fixe (u, v) € By ce qui implique que EDF (3.1) a au

moins une solution dans X x Y. m

Corollaire 3.1 Supposons qu’il eriste des constantes positives by, € (0, 4+00))(i =

1,2, £=1,2,3,4,5) de telle sorte que les conditions suivantes sont satisfaites
4
(Hs)|fi(t, @1, @2, T3, 34)| < Zbikffﬂﬂ +bs, i =1,2
k=1

(Hs)(By + E))(4L+1) < L

Alors EDF(3.1) a au moins une solution.

Remarque 3.3 Nous avons obtenu l’ezistence de solutions pour UEDF non linéaire (3.1)
par le théoréme (3.1) et le théoréme (3.2). Des conditions de croissance

4
Ify (¢, 21, 22, 23, 24)| < Zaiklfklrik + ais

k=1
Sond donndes par trots cas | dons (1), 0 <1y < 1, dans (Hy), T 2> 1, pur un souci
de simplcité, wci a;z = 07 dans (Hi). 7. = |, et une certaine restriction supplémentaire
(H6) est donné. De toute évidence, il est facile de savoir que la conclusion du théoréme

(3.2) conlient le résultat du théoréme (8.1), mais la condition du théoréme (3.1) est
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facilement vérifiée et plus commode d’appliquer, voir Uexemple (3.1).
L’unicité de solution est basée sur le principe de la contraction de Banach.

Théoréme 3.3 Supposons qu’il existe des constantes positives c; € (0, +00))(i = 1,2,

k =1,2,3,4) de telle sorte que les conditions suivantes sont satisfaites, pour tout t €
0, 1] et 21, T3, Z3, T4, Y1, Y2, Y3, Y4 €R.

4

(HT) |fl(t7 Ly, Ta, T3, $4) 7f£(ta Y1, Y2, Y3, y-‘i)l Szciklzk _yklz L= 1727
k=1

i

(Hs)H =) (Fu+ Fa) < 1

k=1

alors 'EDF a une unique solution.
Preuve. On définie sup,coy) fi(t, 0, 0, 0, 0) = G; <00, 1 =1,2 et on prend

L Gt G
—_— 1_H‘

Aveec G = (A; + B;)G;, i = 1,2.tout d’abord on montre que 7(B,.) C B,, ou B, =
i J

{(u, M|(u, v) e X xY : ||(u, )||xxy <7} pour tout (u, v) € By,on a

1Ta(u, 0)(O)] < [Awl(& + DG AQ, u(1), »(1),Y DPu(1),% DPu(1))
—fi (1, 0,0,0, 0)] + A (1, 0,0,0, 0)[]
A€, + DI | fulny, ulm), v(m),% D™ u(n,).C DPu(n,)
—fi (1, 0,0,0, 0)|
+4 ng, U, O)[] + [ Al (|An]
HARDI (& wl€), vE),T DM uléy),” DMo(€,)

—f1 (£1.0,0,0, 0)] +|f(&1,0,0.0, 0)]

EI || it ul): v(t),Y D u(t),C DP2u(t)
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_f] (t3 0,0,0, O)l £ 9 |f1(t> 010701 0)”

A +1 u A +1) 7 +0,—
! 13I§11) )[‘0 A 1= ld8+! 1((3\11(5_101)) h(rh )m 1

[Asl(An| + (D) (5 am1y, LR L Y
o) [P —gmtas s [ ot

x[(e11 + cis)|ul|x + (cr2 + cra)llvlly + Gil

< Aif(enn + as)llullx + (crz + caa)||vlly + Gi)
d’autre part

[ Puga & [Pisii 162 1 | Ll
F(C‘fl + 1) F(Cﬁl) F(O:l + 191 + 1)

T3 (w, v)'(8)] < ( )

x[(enn + es)llullx + (a2 + cu)llvlly + Gl

utilisant (3.14) et (3.31), on obtient
1©DP T (w, v)()] < Bal(en + es)llullx + (er12 + ca)|Jvlly + G

combinant (3.30) avec (3.32), on obtient

4
IT1(u, v)llx < (P + Figlinllx 1 (Fiz 1 Fallolly 1 Gy 2r > Fi | G

k=1

de méme fagon

”Tg(u v HY Fz] +F23 ||’LL||X + (F22+FQ4)||U||Y —|‘G’ < TZFQJC—I_GZ

k=1

par conséquent

T (w, v)llxxy = [ITa(w, V)llx + | T2(n, )lly < Hr+ G+ G, <7
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maintenant, pour tout (us, vs), (u1, v1) € B,.on a

Al +1) [ "
O s B 1_ 1 a
e oo % @
|Ags|(€; +1) [™

F((l’] + 51) JO

|Ap|(|An]+|AL|) (& _—r 1 : e
" T(ar) /o (& =) d”r(al)/o(t_b) ds]

|Th (w2, va)(t) = Th (w1, w2 )(2)] < |

(9, = 5)0 s

X[(Cu = C13)H’M2 - ulHY + (c12 + 4)”’02 — U1 HY]
S A][(C“ + (,’13)”’1‘&2 — 1L1||X + (C]Q + 014)”?)2 — U1||Y], (332)

et
|CDP2Ty (ug, v)(t) =€ DP2Ty(ug, 11)(2)]

< Bi[(en + ews)l|ue — willx + (c12 + c1a)|ve — v1]ly] (3.33)

combinant (3.33) avec (3.34), on obtient
173 (u2, v2) — Ta(ws, vi)llx £ (Fui + Fus)lluz — wllx + (Fiz + Fia)||ve — vy
De méme

| T2 (w2, v2) — Ta(uy, vi)lly < (Far + Fas)|lur — ually + (Faz + Faa)||va — vy

Donc

v

x + ||va — vy

1T (uz, v2) = T(ur, vi)|lxxy < Hf|luz — u

Comme H < 1,T est un opérateur de contraction. Ainsi, en utilisant le principe de
contraction Banach on trouve que 7' a un unique point fixe qui est I'unique solution de

I'EDF. =
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3.2.1 Quelques exemples

Dans cette section, afin d’illustrer nos résultats, nous considérons les trois exemples

suivants.

Exemple 3.1 Considérant le systéme couplé d’EDF non linéaire avec des conditions

intégrales fractionnaires. suivant :

;

CDD+u(f) = a1 (u(t))™ + aa(v(t))™ + alg(cD Lu(t))™ + a14(CDO+v( )T
+ais,t € (0, 1)7
CD0+U( ) = a21(u(t))™ + ag(v(t))™ + aza(CDmu( )7 +az4(GD§+‘U(t))T“
‘|‘CL25,t S (0, 1),

(3.34)
ou <ty <1 =1,2 7=12.3 4) etaz(i=12 k=12,3,4, 5) sont des

constantes positives. d’aprés le théoréme 3.1 'EDF (3.35)admet au moins une solution..

Exemple 3.2 Considérons le systéme couplé d’EDF non linéaire avec des conditions

intégrales fractionnaires, suivant :

( 42

v L & 2, (0-t2
0+“() 200 T 100(1+|v]) + g5{® D0+u( ) + 556( D0+U( )+ et € (0,1)
1 L)u 1_) 2 2 1+i
) 7C D, (t) = e L (CDZu(t)) + m(CDM( )+ & 4 e (0,1)
w(z) = 0,u(1) =1, J,u( ),
\ o(d) = 0,0(1) = Fo(d),
(3.35)
Ot o :%' e = {E)v 7 :p'J:%¢ a1 = .j[r ‘C,Z!: 'r]fv = %. 7."21:% Hl =1§! HQ:;
e A0 L L s R T wi i 1 i} (1
Par (3.835), on a | (1, @y, vy, g wy)] = g1 wor 1 jzs) | a0 ! osoo | 100
oaf* | lza|  Jzal | Jza? 1

<500 T100 T 50 T 500 T on = “réullml)
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+a12815(|z2]) + a13¢rs(|zs]) + aradi4(|z4]) + ars,

i _ (1-B)z} 5 12]z;)3 1+¢)2
|falt 21, 22, @, 2)| = gy + a5 + oo + 3 + e
S I

1
< |74l = et B

a9 Pga(|T2|) + 4123@23(]333“ + apaay(|z4|) + ass,

ot b = 555, b1z = 355. by = 55, b = 555- bis = 1350 Sullz]) = |51, dyp(lze]) =
; 1 1 1 1

|zal, ¢13(|73]) = |z-s], @ra(Jza]) = |24]?, b2 = 100" bay = 200° 52‘? = T by = 200

» bas = 1550 Salz]) = [71]? da(|za]) = |2l das(|z3]) = |zs[’, dos(|za]) = |24

Evaluons [Ey (Y gy ¢1x(L) + 1) + Ea(Xjo, bp(L) + 1) — L.

Par un calcul direct, on obtient :
Ay, =0.1110, A5 = 0.6666, A3 = 1.5653,

Aoy = 0.7764, Ao = 0,9669, Aas = 1,7280),
Ay = 1.9047, A, = 3.4556, B, = 2.9083,
B, = 3.5656. C; = 0.0241. Cy, = 0.0482,
Dy = 0.0964, Dyy = 0.0096, Dy; = 0.0482,
Day = 0.0702, Day = 0.0351, Day = 0.0702,
Dy = 0.0351, Dys = 0.0702, E; = 0.0964, E, = 0.0702.

Alors By (Y4, (L) + 1) + Ba(Xh_, don(L) +1) — L =0.0964 x 54+0.0702 x 5 — 1 =

(KSR

=067 < U Towr L — L. Le Uéviéme 5.2 wnplyue que UEDE (3.30)u wu moins une

solution.

Exemple 3.3 Conswdérant le systéme couplé d’EDF non linéaire avec des conditions
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intégrales fractionnaires, suivant :

 o(t) + L.t € (0,1
1 ) 110(]' 0 () 10 ( ) (336)
u(d) = 0,u(1) = I u(}).
5
\ o(2) = 0,0(1) = IEv(3),
(I]_='g", 0.’2:‘:5{, p1:p2=%! élzél £2:%’ 771=%= T]2=%1 91:%1 62:2
A partir de (3.37), on a

fi (¢ ) = —&y + —Zg + —=Fa+ &4 +uini
k. @y, Loy L3 T 1 i Z: 51N 7,
A1 SR e S T 407" " 507 T 10070 *

200
2%, L1, L2, Ty, Tyg) = 300.:['1 600 '9 200 '3 100 4 10)

et

|f1(t, z1, za, z3, T4) — fi(t, Y1, Y2u Y3, Ya)l

<1| l+3lr | T |+7|r |
=—slang = — |2y — Ly— — X4 — Ya|,
=10 1~ %N 50 2 — Y2 100 3— Y3 500 4 — Y
|fa(t, z1, T2, @) — falt, Y1, Y2, Y3, Ya)l
1 1 3 3
2 e ] ] Jooee i — Ty — U — |z —
< ma5/® 1| soo'“ Yol 1 gl ys| | 100'“"”“ Yal

une combinaison avec les résultats calculés de (3.36) ; et par un calcul direct, on obtient :
Fi; = 0.1001, Fyp = 0.2404, Fy3 = 0.1201, Fy4 = 0.1401,

FQI = 00234, FQQ = 00117, F‘23 — 01053, F24 — 02106

Par consdguent, T 0817 01 Lo théoredrne &5 denpliue o 1 RDE (':i 'Tr’) bl e
unique solution.
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