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Résumé Le but de ce mémoire est 1'étude un probléme non local pour une éguation de
telégraphe avec une condition intégrale. Par les estimations a priori et la méthode de Galerkin,
on a élabli I'existence et I'unicité de la solution analytique de ce probléme.

Mots clés : Problemes non locanx, Conditions intégrales, Méthode de Galerkin, Equation

de télégraphe.
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Abstract The aim of this memory is to study a nonlocal problem for a telegraph with
integral condition. By using the Galerkin method, we have established the existence and

uniqueness of a generalized solution for this problem.

K ey words : Nonlocal problem, Tntegral condition, Galerkin method, Telegraph equa-

tions.
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0.1 Introduction

Les problémes aux limites sont rencontrés dans presque toutes les applications des ma-
thématiques, car ils modélisent des phénoménes de la physiques, la chimie, la mécaniques,
économie, sciences naturelles et sociales. Au cours des ces derniéres années, de nombreux
phénomenes en physique ont été modélisés par des problémes aux limites non classiques qui
exigent la présence de termes intégraux sur le domaine spatial. Le terme intégral peut appa-
raitre dans les conditions aux limites, dans ce cas, les conditions sont appelées non locales
ou intégrales, ou dans I’équation différentielle elle-méme, qui est alors considérée comme une
équation intégro-différentielle.

La signification physique de base des conditions intégrales (moyenne, flux total, énergie
totale, masse totale, moment, . . .) a été la raison essentielle de I'intérét croissant aux problémes
avec des conditions intégrales. Par conséquent, ce type de probléme peut étre rencontré dans
divers contextes tels que la diffusion chimique, les processus de conduction thermique, la
dynamique des populations, et aussi dans les problémes de vibrations dynamiques des réacteurs
nucléaires, le probléme inverse, la théorie de controle, les sciences médicales, la biochimie et
dans certains processus biologiques, voir [1; 2;4;5;6;7;9;10]. Par exemple, le probléme non
local suivant modélise les problémes de diffusion chimique et des processus de conduction de

la chaleur :

BUgz 5 Bty e, 1) x (0,7

U
) w0 = flz), (1,2} =g(z)
f u(z,t)dz = E(t), ;0<b<1;te (0,7,

ou les fonctions f, g sont données, a et b sont des constantes, la fonction u représente la

concentration du produit chimique et E(t) désigne la masse de la substance chimique qui se
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trouve dans la région ()

<z < b alinstant . Dans un probléme de conduction thermique, la

fonction u représente la température et E(t) désigne I'énergie interne contenu dans la région

0 < x < balinstant £.

Un autre exemple montrant la signification des conditions intégrales est le travail de Bahu-

guna and Dabas [1] ot ils ont considéré une équation différentielle avec une condition intégrale

appliquée & la dynamique des population

(

\

U — Upe = Fx,t,u,1), (z,t) €(0,1) x (0,7)
u(x,t) = @(z,t), te€|[-7,0]
u(z,0) = f(z), u(0,8)=0
Pl t)dz =0 , te(0,T],

otl la fonction u(z,t) est la densité de la population & Uinstant ¢: le terme wu,, décrit la

migration interne, la fonction F' peut désigner les taux de mort et de natalité, le paramétre

7 représente le retard da 4 la grossesse, la condition intégrale peut étre considérée comme

un controle sur la taille moyenne de la population & Uinstant ¢, et la fonction ¢ repésente

Phistorique sur la période [—7, 0].
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Les conditions intégrales avaient apparu pour la premiére fois dans le travail de Cannon [6].
Plusieurs problémes mixtes avec des conditions intégrales ont été étudiés ultérieurement par
de nombreux auteurs, on peut également citer ici les travaux [5; 19; 20; 24]. Plus précisément,
Beilin [4] a considéré I"équation des ondes avec une condition intégrale en utilisant la méthode
de séparation de variables et la série Fourier. Pulkina [24] a traité un probléme hyperbolique
avec deux conditions intégrales et a établi existence et 1'unicité de solutions généralisées en
utilisant la méthode de point fixe.

L’objectif de ce mémoire est 1’étude théorique d’un probléme aux limites avec des conditions
intégrales . Plus précisément, 4 ’'aide de la méthode de Galerkin, on a prouvé le théoréme

d’existence de la solution analytique d’une équation de télégraphe.

A Paide de la méthode de Galerkin, plusieurs auteurs ont étudié divers problémes aux
limites avec conditions intégrales, par exemple

Beilin [5] a considéré I'équation des ondes avec une condition intégrale :

wi — e +c(z, )y = f(z,t); (z,t) € 2 x (0,T)
w(z,0) = ¢(z); w(z,0) = ¥(z)

au

t
5 +ffk('m,é,ﬂu{&,ﬂd&df = U, Yz € oil
U gy tsase S Ja

ou {1 esl un domaino do KR avee ine fronticre régnlidre 46 lea fonctiona f 6 9 ot & sont
données. Par la méthode de Galerkin, I’auteur a démontré I'existence et P'unicité de la solution
faible v € W3 (2 x (0,7)).

Pulkina [24] a étudié I’équation

uy — (a(z, l:)u,,;)r % elmd = Hot (1)
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dans le domaine D = {(z,1) : 0 < 2 < 1;0 < t < T} ; avec les conditions initiales de Cauchy

u(z,0) = @(z);u(z,0) = (z) (2)
u(0,8) = 0

1
f u(z,t)dz =0,
0

ot les fonctions ¢ et 1 sont données. L’existence et 'unicité de la solution généralisée sont

et la condition intégrale

établies par les estimations & priori et la méthode de Galerkin.
Par la méthode de Galerkin, Guezane-Lakoud, Daba et Bahuguna dans [14] ont ¢tudié
PPéguation du Lélégraphe multidimensionnelle :

Pu Ou &u
luzst—z-%-ag—kbu—c@:f(m,t),(I.,t)thQxI, (3)

sous réserve les conditions initiales (2) avec la condition intégrale du type

du
on

+ f}{ (z,&)u(é,t)dE =0, Yz e . (4)
(z,t)edQ =T

Guezane-Lakoud et Boumaza dans [15], ont examiné le cas unidimensionnel engendré par

’équation (3) avec les conditions initiales (2) et la condition intégrale de type
1
f au(x, t)dr = Q. (5)
a

Ce mémoire se compose de deux chapitres :

Dans le prewicr chapilre on introduit quelques notions de la théoric des espaces fonction-
nels. On cite aussi les inégalités utilisées dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on traite un probléme mixte pour une classe d’équations hy-

perboliques. On considére 1'éqnation -

. S el Bu= Fir i,
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pour tout (z.1) € Q = (0,1) x (0,T), avec les conditions initiales

uw(z,0) = @(z), w(z,0)=1(z),
w0ty = 0,

et la condition intégrale

1
] zuy(x, t)dx = 0,
0

ou f,, ¥, a, ¢ sont des fonctions donnés.

Puis on démontre I'existence et Punicité de la solution faible par la méthode de Galerkin.

Enfin, ce mémoire est cléturée par une bibliographie.



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

Résumé

Les outils d’analyse fonctionnelle sont essentiels & Pétude des équations aux dérivées
partielles, Dans ce chapitre, on rappelle les résultats fondamentaux, les définitions et
les notions élémentaires qui seront utilisées dans I'étude du probleme posé dans ce

mémoire.



Chapitre 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1 Un espace de Hilberl réel est un espace vectoriel sur R, muni d’un produit

scalaire, noté {(z,y), qui est complet pour la norme associée ||z||, tel que ||z|| = \/(x, 7).

Théoréme 1.1 (Projection sur un convexe) Soit V un espace de Hilbert. Soit K C V

un conveze fermé non vide. Pour tout x € V, il existe un unique tx € K tel que
llz = wxcll = minfle — g
De facon équivalente, xy est caractérisé par la propriété
rg € K, (zx —z,2 —y) <0Vye K
Tx s’appelle la projection orthogonale de z sur K.
Définition 1.2 Une partie G de H est dite dense dans H si
Vhe HVec>0,qgc CGllg—h| <e

ou de mamiere équivalente si tout h de H est limite d’une suite d’éléments g, de 3 : ||gn—hll —
g g i

0.

Deéfinition 1.3 Une partie F de H est dite totale ou fondamentale si I'ensemble des combi-

naisons lincodres finics des élements de F' est dense dans 1.

Définition 1.4 Une famille {e;,7 € I} d’éléments de H est dite orthonormée si

1 s22=13,

Viel, Vi€, (e,e;)=0i;=
0 sii£7.

10



Chapitre 1. Rappels d’analyse fonctionnelie

Base Hilbertienne

Définition 1.5 Une base hilbertienne de H ou base orthonormée est une famille orthonormée

totale dans I7.

Proposition 1.1 Soit H un espace de Hilbert pour le produit scalaire ( | ). Soit {en}n>y une
base hilbertienne de H . Pour tout élément x de H, il existe une unique suite (x,) ., de réels
n=p -

lelle que la somme partielle  x,e, Converge vers x quand p tend vers Uinfini, et celte suile
n=1

est définie par x,, = (x,e,). De plus on a

Iz |P= (z,2) = | (z,e0) P

n>1

on écrit alors

T = Z(l, en)en

>l
D’existence d’une base hilbertienne dénombrable n’est pas garantie pour tous les espaces

de Hilbert. La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante de l'existence

d’une base hilbertienne dénombrable.

Proposition 1.2 Soit H un espace de Hilbert séparable ( i.e il existe une famille dénombrable

dense dans H ), alors il existe une base hilbertienne dénombrable de H.

1.2 Espaces [P

Soit { un ouvert de R™, on désigne par L' (§2) espace des classes de fonctions intégrables

sir 1 a valeurs dans |, muni de la norme

full e = [9 fu () dz

Soit p € R avec 1 < p < +co, on définit Pespace des classes de fonctions L? (Q) par

I? (Q) = {f : Q0 — R, f mesurable et f [f (@)|Pdz < +oo}

i1



Chapitre 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

et équipé de la norme

s = ([ P f)

L= () = {f : Q— R, f mesurable, 3¢ > 0, telle que |f (z)| < ¢ p.p sur O} .

On définit aussi 'espace L (1)

Il sera muni de la norme du sup-essentiel

flull (o = esssup|u(z)] =inf{c |Ju(z)|<c p.psur Q}
zeN
Remarque 1.1 L’espace L*muni du produit scalaire
{(f.g)= ]fgdx, f9€ L*(Q)
Q

est un espace de Hilbert.

1.3 Espaces de Sobolev W™ ()

Définition 1.6 Soit Q un domaine non vide de RP, et m un entier naturel et p un réel de

[1,+o00[ On définit les espaces de Sobolev W™ (Q) par
WP (Q) = {u € L7 (Q) tel que D*u € L¥ (), Va,|a| <m}

al = aq + ... + o, la langnenr de o et D)%y = 9§ gon

ou a = (ay,..,.,a,) € N*,
L’espace W™ (Q) est muni de la norme
. _ 1/p
lallarms = (S octorem 1D%0l5s) -

Par convention, on note W% () = L? () . Dans cette définition, les dérivées partielles de u

sont prises au sens faible.

Si p = 2, alors W™ () est noté H™ (Q) qui est un espace de Hilbert pour sa norme

naturelle.

12



Chapitre 1. Rappelis d’analyse fonctionnelle

1.4 Quelques inégalités utiles

Pour obtenir les estimations & priori, nous avons besoin de quelques inégalités auxiliaires.

Inégalité intégrale de Cauchy-Schwarz

I )
F @ana< ([ Gwra)? ([ wora)?
Q Q Q

Inégalité de Cauchy
V (a,b) e R?:
bl < =a? 4 1p?
Ia E =~ 561. + 5 s
Inégalité de Cauchy avec ¢
Soit £ un nombre strictement positif, alors V (a,b) € R?

£ 1
=, = 2 —_— 2_
l(lbl 2@ + ng

Tnégalité de Poincaré [3]

lull 2 < Co [Vl 2, Yu € Hy (2)

on (Caune constante positive qui dépend qrie de O

13



Chapitre 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Lemme de Gronwalil

Soit T'> 0,A € L' (0,7 ),A > 0 p.p. et C1,Cs > 0. Soit ¢ € L' (0,T }, ¢ > 0 p.p, telque
Ap € L' (0,T ) et

o(t) <Cp+ C’gft)& (s) @(s)ds , pour presque tout t € (0,7 ).
t]
Alors on a
¢ (t) < Crexp (C’Q/t/\ (s) ds) , pour presque tout ¢ € (0,7 ).
0
Preuve On pose
W(t) < Cy+C /D Xt Fedyds , yonrbe [T,
1 (t) est dérivable presque partout (car absolument continue), on a

W () < Cy A(t) 6(t) < Co A()¥(t) ppsur (0,T ),

% {¢ (£) exp (~f0tczx (s) ds)} <0,

'
P (t) < Crexp (Cg [ A(s) ds) , pour presque tout ¢ € (0,7 ).
40

par conséquent,
et donc

D'ou le resultat, pusque ¢ <2 o pp. &

Théoréme 1.2 Pour toute forme linéaire continue L sur un espace de Hilbert H il existe un

unique élement g de H tel que

Théoréme 1.3 (Laz-Milgram). Soient H un espace de Hilbert et a(.,.) une forme bilinéaire,

continue et coércive sur H x H ; et L € H' ,alors il existe u de H unique tel que :

a(u,v)=L(v); Ywve H

14



Chapitre 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

De plus, si a est symétrique, u est I'unique solution du probléme de minimisation suivant

ue H
J(u) < J{v),

ou J est définie de H dans R™ par

J(v) = %a(v,v} — L(v).

1.5 Meéthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est un précurseur de la méthode des éléments finis. Bien qu’elle
n’ait pas d’intérét numérique en général, elle est trés utile d’un point de vue théorique ( notam-
ment peur I'étude des problémes non-linéaires). Elle rentre dans le cadre de I’approximation
variationnelle, I'idée de la méthode est la suivante :

Partant d’un probléme variationnel posé dans un espace V' de dimension infinie, on procéde
d’abord a une approximation dans une suite de sous-espaces V; de dimension finie V; C V5 C
. C U;& C V. On résout ensuite le probléme approché dans V; , ce qui est en géneral plus
facile q:jc de résoudre directement en dimension infinie. I'inalement, on passe & la liiite en

faisant tendre la dimension des espaces d’approximation vers I'infin1 pour obtenir une solution

du probléme de départ.

Le schéma de Ia méthode de Galerkin

Soit. P le probléme exacte pour lequel on cherche 4 montrer 'existence d’une solution dans

un espace de Hilbert séparable V.

Apreés avoir fait un choix d’une approximation de Galerkin V,, de V, il convient de définir
un probléme approché F,, dans 'espace de dimension finie V,,, ayant une unique solution (™.

Le déroulement de I’étude est alors le suivant :

15



Chapitre 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Etape n°1 : On définit la solution »(™ du probleme P,,.

Etape n°2 : On établit des estimations sur u,, ( dites estimations & priori sur u ) qui tra-
duisent que {u(™} est borné.

Etape n°3 : Par utilisation des résultats de compacité faible de la boule unité d’un espace de

Hilbert (resp.d’un espace de Banach). Il est alors possible d’extraire de {#/},,cne une

sous-suite {u,({m) }mens qui a une limite. On note u la limite de {uf”)}mew.

Etape n°4 : On montre que u est solution du probléme P, donc la solution cherchée.

Notre objectif est de construire un procédé d’approximation qui nous donne & la limite,
une démonstration de l'existence de la solution, ce procédé revient a approcher u(z,t) comme

combinaison linéaire de « fonctions de bases » wy, (z) telle que
n
ul™ = "oy () wy (),
k=1
ou les ay (1) sont alors solutions d’un systéme de m équations différentielles linéaires.

Remarque 1.2 La méthode n'offrirait que peu d’intérét pratique notament pour le caleul nu-

mérique si elle ne permetiait d’atteindre la solution u qu’au moyen d’extraction (non construc-

ﬁwr)) adune snus-suite

Motivation de la Méthode de Galerkin

Soit I’équation F(u) = 0 dans I'espace de dimension infini V. On considére la suite Va(nen)
Vo UNV" » Vo C Vg el la famille de projecteurs Py : V' — Vy , alors on résout le
ne
probléme approchée dans 1, .

Soit le systéme de dimension finie suivant :

Prl (F (Un)) = 0: Un = V;L

16



Chapitre 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Finalement, on passe a la limite quand n — oo, pour obtenir la solution exacte

w=1mU,cV

n—0oo
Dans le cas V' = H (espace de Hilbert), on peut prendre une base orthonormale {e,}, o,y dans

H et Uensemble

H, = sev{ey,......en}

Soit 'ortho-projecteur
P:H— H,

P,V .= Z (V, ;) P
j:1
On approche I'équation F(u) =0 dans H par P, (F (U,)) = 0 dans H,,, avec
Un = )\161 + s )\nfin (3 Hn

et pour détéminer \;, on résout le systéme de dimension finie suivant :

F(her+ ...+ Men),e5) =0 ,i=1_..n

17



Chapitre 2

Etude de I'unicité et ’existence de la
solution d’une équation de télégraphe

par la méthode de Galerkin

Résumeé

Dans ce chapitre, on traite un probléme mixte pour une classe d’équations hyperboliques.

En se basant sur les estimations & priori et la méthode de Galerkin, on étahlit Pexistence ot

I'unicité de la solution du probléme posé.

18



Chapitre 2. Etude de I'unicité et P’existence de la solution d’une éguation de
télégraphe par la méthode de Galerkin

2.1 Introduction

La méthode de Galerkin est une classe de méthodes permettant de transformer un probléeme
continu en un probléme discret, en convertissant ’équation & une formulation faible. Cette
approche est attribuée aux ingénieurs russes Ivan Boubnov (1911) et Boris Galerkin (1913).

Dans cette approche, on choisit un systéme de fonctions linéairement indépendantes satis-
faisant des conditions aux limites homogenes données, ce systéme est dense dans Iespace des
fonctions qui contient la solution exacte du probléme anx limites.

L’avantage de cette approche est non seulement d’établir I'existence de la solution, mais
elle est aussi une méthode trés efficace pour I'étude de la solution approchée et sa convergence.

Sous certaines conditions et en se basant sur la méthode de Galerkin, une série de travaux
traitant des problémes aux limites engendrés par différents types d’équations différentielles

paraboliques ou hyperboliques d’ordre un, ou d’ordre supérieur a été élaborée dans [8;11; 22].

2.2 Présentation du probléme

Ce chapitre est consacré a ’étude d’un probléme non local pour une équation de télégraphe
avec une condition intégrale en utilisant la méthode de Galerkin.

Plus précisément, on applique la méthode de Galerkin pour déterminer une fonction u =
u(z, ), (z,t) € @ = (0,1) x (0,7, qui satisfait, dans un certain sens appropri¢, I'équation du

télégraphe :

. %y
lu =

= an a’(z, t)g—il; + c(z, t)u — f(z,t), (2.1)

15



Chapitre 2. Etude de Punicité el Pexistence de la solution dune équaticn de
télégraphe par la méthode de Galerkin

4 laquelle sont jointes les conditicns initiales
wz,0) = e(z), wulz,0)=1v(z), (2.2)

u(0,t) = 0,

et la condition intégrale

i
/ ke tlder=10, (2.3)
0
ot ¢(z) et ¥(x) € Ly (0,1) et les fonctions a (z,t), ¢(z,t) satisfont la condition
( iazﬂ Aty Qzz,y a‘xw,xl < AI:
J 0<ap<a(zi) < Ao,

(H)
OSCO S C(I7t) SCCH

ez, c| < Ch.

\

2.3 Notations et définitions

Pour I'é¢tude du probléme posé, nous avons besoin de quelques espaces fonctionnels. Soit
L (0,1) I'espace des fonctions & carrées intégrables définies sur (0, 1) dont le prodwit scalaire

et la norme seront notés respectivement par () et || .||

On note par H(Q) I'espace de Sobolev constitué de toutes les fonctions u € L*(Q) ayaul

des dérivées faibles dans L*(Q), avec la norme

Il = | ’ / 1 [ ( / e t)df)? + )+ ([ 1 ut(esst)dé) J dudt,

et on note aussi par Hy(0,1) Pespace de Sobolev constitué de toutes les fonctions v €
P

L*(0, 1) ayant dérivées faibles dans L?(0, 1), avec la norme

el 01y = fﬂ 1 [( / 1 w(&)d&f + wz(r)} dz.
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On dénote par Hy(Q), Hr(Q) les espaces suivants :
Ho(Q) = {u(z,t) € H(Q),u(0,t) =0} .

H(Q) = {v(x,t) € H(Q),v(z,T) =0}

Introduisant la notion de solution généralisée. Soit u une solution du probléme (2.1) -
(2.3), multipliant les deux cotés de 'équation (2.1) par le (& —z)v, (&, 8)dE, on v € Hr(Q);

et satisfait les conditions (2.2) - (2.3) intégrant par parties ’équation résultante sur le domaine

T:
[ I (/ € 2)uld dg) dodt= I, — L + I,
JQ T

K = fQ ol ( / l(g-x)vt(g,t)di) disile
- /Q ( f 1-utd5) ( / e (€, d{f) ddt.

I, = L a®(z, tYtpe(z, t) ( fI 1 (€ —z) v (1) d.g) dzdt

(); on obtient

o

= 2‘/0 (aay), u ( /ll (€ —x)v (&,1) dg‘) dxdt

1
_/(.4””--)“ (/ w (€, 1) dF) dmdt +/ aZun,dmdt
Q A 9

et

%, /Q e, itlir, 1) ( / =) (g,t)dg) -

_ _ch(x,t) ([xlu(f,t)dg) (fmlvt(f,t)daf) dudt

+'/Q ” (f w(E,t) dg) (]1 (€ — ) (1) dg) dudt.
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les approximations des fonctions ¢(z) et ¥ (x).
En substituant la solution approchée dans Péquation (2.1), en multipliant le résultat par

jz‘ (€ — z) w;(&)d€ puis en intégrant par rapport a z sur [0, 1], on obtient

/ (5 (x,1) — a*(z, )ul (2, ) + c(z, )u™ (z,1)) (f (& — z) w;(€) dg\ dx (2.7)

ff(o:z‘)(/ (& —z)wi(€ df\d.}:

en vertu de (2.5) et (2.6), I'équation (2.7) devient

n 1
> a0 (weto), [ (6~ oo de) 28)
k=1 &

L2(0,1)
+Zﬂk K (et (@), [ l(s—mwi(zs)de)h(m)

;10 [ 6= omicsen

En intégrant par parties dans [0, 1] le membre gauche de (2.8), on trouve

Zﬁ o ([ w@rde [ wioa) . 2.9

+Zﬁk (t) (2(&(13;) w (z), f (€ —2)wil¢ dé) o

Jeeu1

~ (o), [ o)

F L;(U,l)

—a® (wy (), w; (37));,2(0,1) B (c ./: Bl 6 ]: wi(ﬁ)df) L2(0,1)

fﬂf(ﬂ%f)fx (€ — 2) wi(§)déda.
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Notant

b = ( / o (€)de /: ws (€) df) o]

o= (2a02). wn(2), [ (€2 w(e)de)

1
- 4 A ¢ 3 i dC
(( (), [ wie) g)w]
1 1
a*dy, C/I wy, (€) dé fI w;(§)d§ Lo

1 1
; ( [ ey, f B (B d&)
z z La(0,1)

£ = (160, [ - 2uiac)

alors (2.9) peut s’écrit sous la forme

L2(0,1)

L2(0,1)

Z (Ors B% (1) + oni B (1)
k=1

Par conséquent, on obtient un systéme de Cauchy d’équations différentielles linéaires du second
ordre en 3, qui admet une unique solution.

Ainsi, il existe une solution unique u\™ satisfaisant (2.7). =

Lemme 2.1 La suite (™) est bornée dans H(Q).

Preuve Multiplions (2.7) par 3;(t) et sommons par rapport & 7 de 1 & n, on tronve

[1 (ut(f}(:c, t) — a®(z, hul™ (z, ) + oz, t)u™(z, t)) (2.10)
Jo

x ( [ €2 uﬁ”)(e:wdg) de
1 ‘ 1
= [ 1w [ € - o e ndeas
0 T
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Remarque 2.1 On a prouvé que la suite {ul™ lest bornée, donc on peut ertraire une sous
] q i
sutte que 'en nole {u("’\')} . qui est faiblement convergente, maintenant, on va monirer que sa

limite est la solution souhaitée du prebléme (2.1) - (2.3).
Lemme 2.2 La limite de {u™)} est la solution du probléeme (2.1)-(2.3).

Preuve On va démontrer que la limite de{u(™)} satisfait I'identité (2.4) pour tout v €
Hyp (Q). Soit ,(t) € C*(0,T), telle que 8§, (T) = 0. En multipliant (2.10) par 6, (), en sommant

selon k de 1 & n, puis en intégrant sur [0, 7], on trouve

fQ [— ([uink’dg) (/l vt (€, 1) dg) (2.16)

1
Pl )™ ] w (€,1) de
{'1

1
“agu(nk)vt - c/ g™ (&, 1) dﬁ/ v (€, 1) dE

€T

{nr) !
+2 (aag), u™ ] (6 — 2) v (6,8) de

ey ( / U (1 d&) ( / -2 da)} dd

1
o /f(m.f)([ (%—vv)mat)d;&) Amedt
1 "Nt © o .

On note par u la limite faible de sous suite {u(™)} lorsque ny, tend vers linfini, et par
passage & la limite dans (2.16) ,lorsque n;. tend vers Pinfini, on trouve que la limite u satisfait
(2.4) pour tout v (z,t) = 3 ;_; Or(t)wi(z).

Pour tout n > 1; introduisant I'ensemble S,, suivant :

S, = {-u (z,8) = i&k(t)wk(x), 0:(t) € C*(0, T),8,(T) = 0}

k=1
Comme l'ensemble U2 ; S,, est dense dans Hr (@) , alors u satisfait pour tout v € Hr (Q).

Par conséquent la solution du notre probléme est existe. B

]
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2.5 Unicité de la solution généralisée
Maintenant, on démontre que la solution généralisée du probléme (2.1) - (2.3) est unique.

Théoreme 2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.1, la solution généralisée du probléme (2.1)

- (2.3) est unique.

Preuve On suppose qu'il existe deux solutions généralisées différentes u; et u; du probléme
(2.1) - (2.3), alors u = u; — up est une solution généralisée du probleéme (2.1)-(2.3) avec
@ = 1 = 0 et le second membre f = 0. On démontre que v = 0 dans Q. On denote
Qr =

{(z,t) e Q0<z<1,0<t<7}.

On définit la fonction v € Hr (Q) par

wlnd), GLbLry
0, 7<t<T.

ol 1) =

Alors Pidentité (2.4) peut s’écrire sous la forme

/;2 [_ /:”*dé /: g (€, 1) d€ — (4‘1%)“[:%5 (€, 1) de

1
—atuu, —c/lu(f,t) d{f/ wg (€,1) d€ (2.17)

1
+2(aa.), u/ (€& —x)u (&, t) dE

voo ([wcnde) ([ €-uienc) | =0

Uos mtegrations par parties de chaque terme du membre ganche de {(2.17) donnent,

./0‘1 [(*["t (£.7) ffv‘f)z t(a (7)) (v, 7)) (218)
) (/:u(f;f) df)zJ 4% = f@_ [ct (/:u(g, t)d§)2+2a,at(u ()2
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1
—(Saaz)u[ ug (€,t) d€

~4laa),u | (€~ D)ule 0

+2¢, (Llu(g, t) d&) (/tl (€ —x)u; (€,1) df)J dxdt

En appliquant I'inégalité de Cauchy et 1'e— inégalité avec € = 1,au membre droit de (2.18)

et utilisant la condition (H), on obtient

[ ([ wiene)

/ (10404, + 42 + 442)] [u (z, O

2

1 2
+ ag lu (z, 7)12 + &g (/ u(E,*r)af&) ] dr < (2.19)

+[(3C1 + 4A0A; + 4437)] (/1 ug (€, t)afg) :
+3C, ( fr l u(€, i)df) T dzdt.

On note

M = max (104pA; + A3 + 443,30 + 4404: + 4A42,3Cy)

m = min (1,ad,c) ,L:%;{5

alors I'équation (2.19) devient

fol [([Ht (&7) df)zdx+ | (z, T)[* + (fmlu(f,ﬂ")df) 2] dr < (2.20)
wa [(fl w(, t)d§)2 +lu(z ol + (/:u(z,t) dg)QJ dudt.

Finalement, une application du lemme de Gronwall, donne :

_/01 [([rll&(f,r)dg)zdg;_;_ I-u(;c,-r)]2+ (_/mlu(f,'r)dg)z} di <0,

par conséquent u (z,7) = 0, pour tout z € (C,1) et 7 € (0,T). Alors v = 0 dans Q. =
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Exemple 2.1 Maintcnant. on présente un exemple pour démonirer les applications des 1v-

sullals établis dans les sections précédentes. On considére 'égqualion :

0?u &u
%(:1:,1!.) - Ex—é('r’ 1)+ ulz.l) = (2.21)

- (36 3 + 27257 — 8) cost,

avec les conditions initiales

w(z,0) = 3¢ —4a?, w(z,0) =0, 0<z<1, (2.22)

u(0.1) = 0. 0<t<1, (2.23)

et la condition intégrale
1
f g, )de = 0. (2.24)
a

Il est facile de voir que les hypothéses des théorémes 2.1 et 2.2 sont satisfaisantes alors on
déduat que le probléme (2,21) - (2.24) posséde une unigue selution faible au sens de la définition

2.1. En outre, la fonction u(z,t) = (3 z e — 412) cost est la solution de ce probléme.
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